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ADVERTÊNCIA.

Teniendo en consideración lo poco comunes que 
son aun los previos conocimientos de griego necesa
rios para la lectura de los cálculos en que se usan le
tras griegas, nos ha parecido conveniente poner aquí 
la siguiente tabla para mayor comodidad de los lec
tores.

A a........................

7777.7.77 777777
△ Z.....................................................................
Ee....................

77777.77 777777

©0J............................................................77:
lí.........................................................................
K K........................................................................
A A.........................................................................
M(U......................................................................
Ny........................................................................

Oc........................................................................
Ht*!?............................................................»...
Pf s......................................................................
2(r7.....................................................................
TtI......................................................................
Ty........................................................................
$ f.................. ......................................................
xZ..........................................................
■^4......................................................................
lila..........................................................

Alplia.
Beta. 
Gamma. 
Delta. 
Epsilon. 
Zeta.
Eta.
Theta. 
Iota. 
Cappa. 
Lambda. 
Mu.
Nu.
Xi 
Omicron. 
Pi.
Rho. 
Sigma. 
Tau. 
Upsilon. 
Phi.
Chi.
Psi.
Omega.
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TRATADO ELEMENTAL 

DE ÁLGEBRA.

NOCIONES FR£I,2ÍÍJNAR£S SOBRE EE TRANSITO DE 

EA ARITMETICA AE AEGEBRA, Y EMPEICACION

DE EOS SIGNOS AEGEBRAICOS.

1 En algunas de Ias cuestiones que hemos pro

puesto en el Tratado elemental de Aritrnétiea (§§. i^ó 
y siguientes) se puede ya haber notado que para resol
verías teníamos que averiguar primeramente qué ope
raciones, de las cuatro J^undameutalcs, debíamos eje
cutar con los números conocidos, para que resultasen 
los desconocidos que buscábamos; y cuando ya había
mos descubierto que una cierta y determinada serie de 
aquellas operaciones nos habia de conducir seguramente 
á nuestro objeto, lo único que nos restaba era efectuar
ías, y las efectuábamos conforme á las reglas que para 
esto habíamos anteriormente establecido. A esto se re
duce en suma la completa solución de cualquier pro
blema; pero lo mas digno de advertirse es que en aque
lla primera averiguación, que sin duda es la parte mas 
principal, y la única que puede ofrecer dificultades, pres
cindimos enteramente de todo sistema de numeración, y 
aun de los valores particulares de los números dados; 
pues dependiendo solo del modo con que en la propues
ta se nos presentan enlazados con los números conocidos 
los incognitos, o lo que es lo mismo, de las mutuas re
laciones de aquellos y estos, en todos casos ha de resul-

TOMO n. I
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2 TRATADO ELEMENTAL
tar únicamente el desarrollo, por decirlo asi, de las 
consecuencias que envuelva la misma propuesta, yen 
esto no tienen el menor influjo los valores particulares 
de los números dados, ni menos el sistema adoptado pa
ra la numeración. Mientras no sean muy complicadas 
aquellas relaciones, podrá no echarse de ver lo embara
zosos y poco adecuados que son los idiomas vulgares 
para desenvolver los razonamientos que hayamos de 
formar en este género -de investigaciones; ni será ex
traño que no se conozca la necesidad de otro idioma 
mas sencillo, y de consiguiente mas á propósito para 
hacemos perceptible la mutua conexion de todas las 
partes de nuestros discursos, y para que asi podamos 
discurrir con mayor rapidez y seguridad sobre estas ma
terias. Pero aun sin necesidad de suponer que sean muy 
complicados los problemas que intentemos resolver, po
dremos convencemos de lo mucho que la sencillez del 
idioma, de que hagamos uso, debe íacilitar la solución 
de ellos, en haciéndonos cargo de que la principal difi
cultad está reducida á desenvolver y expresar de un 
modo conveniente las relaciones que con arreglo á la 
propuesta tengan las cantidades incógnitas entre si y con 
las conocidas, y a traducir ó trasformar de tal manera 
aquellas primeras expresiones, que por una serie no in
terrumpida de proposiciones equivalentes lleguemos ÚK 
timamente á dar con una concebida en estos términos: 
La cantidad desconocida es igual á la suma, ó a la 
diferencia, ó al producto, ó al cuociente de tales ó ta
les cantidades conocidas.

A fin de disipar cualquiera oscuridad que puedan 
todavía dejar estas nociones generales, propongámonos, 
por ejemplo, resolver la cuestión siguiente:
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DE ALGEBRA.
Disírihuir un número daelo, cualquiera que sea, en 

dos /taries tales, que la una lleve á la otra un exceso 
también dado, sea el que fuere.

Tratando primeramente de averiguar qué opera
ciones deberemos ejecutar con las dos cantidades que 
suponemos conocidas, para hallar las otras dos descono
cidas, observaremos que de la propuesta se infieren in
mediatamente estas dos consecuencias: primera, la /ar
te mayor es igual á la suma de la menor y del exceso 
dado: segunda, la /arte mayor sumada con la menor 
es igual al niímero que intentamos distribuir. Asi ha
bremos puesto en claro las relaciones que la propuesta 
envuelve de los números incógnitos entre sí y con los 
conocidos; y en seguida formaremos este razonamiento.

Una vez que la primera consecuencia de la pro
puesta nos viene á decir que esta expresión la suma de 
la /arte menor y del exceso dado es equivalente á esto
tra la /arte mayan si sustituimos aquella expresión 
en lugar de esta, la segunda consecuencia se trasfor
mará en la que sigue: la suma de la /arte menor y del 
exceso dado, sumada de nuevo con la misma /arte me
nor, es igual al número que intentamos distribuir. Y 
como la suma de la /arte menor y del exceso dado, su
mada de nuevo con la misma /arte menor, es equiva
lente á el doble de la /arte menor sumado con el exce~ 
so dado, haciendo esta nueva sustitución se trasfor
mará la misma segunda consecuencia en estotra: el do
ble de la /arte menor, sumado con el exceso dado, es 
l^^al al número que intentamos distribuir. Y equiva
liendo esto á decir que el exceso dado y el doble de la 
/arte menor componen el número que intentamos distri
buir, se infiere fácilmente que si de este número se quita 
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4 TRATADO ELEMENTAL
ffl exceso dado, el residuo será el doble de la farte me- 
ñor i y de consiguiente si de este residuo se toma la 
mitad, esta sera la farte menor. Cuando ya esté co
nocida la parte menor, le añadiremos el exceso dado, 
y resultará la mayor.

Por manera que sin necesidad de haber determina
do los valores de los dos numéros que en la propuesta 
de la cuestión se suponen conocidos, podemos ya mi
raría como resuelta, porque ya hemos llegado á des
cubrir qué operaciones debemos ejecutar con ellos, sean 
los que fueren, para hallar los otros dos números des
conocidos; y como bien se deja ver, lo que después de 
esto falta para completar la solución es la materialidad 
de efectuar aquellas operaciones, que es lo único para 
lo cual es indispensable determinar aquellos valores.

Si, por ejemplo, fuere veinte el número que nos 
propongamos repartir, y seis el exceso que una de las 
dos partes ha de llevar á la otra; ya sabemos que 
restando seis de veinte^ y tomando del residuo cator
ce la mitad, esta mitad siete será la parte menor; y 
agregando á esta el exceso seis, la suma trece será la 
parte mayor.

2 Aunque sean muy sencillos el problema propues
to y el razonamiento que hemos hecho para resolverlo, 
bien pueden habernos dado á conocer que en todos los 
demas, y con especialidad en los mas complicados, ten
dremos que repetir con demasiada frecuencia las expre
siones agregando d, restando de, multif litando 6 divi
diendo for, con las cuales enunciamos las operaciones 
indicadas por las relaciones que la propuesta de la cues
tión puede establecer entre las cantidades incógnitas y 
conocidas. No es, pues, difícil echar de ver que se slm- 
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DE ALGEBRA. J
plificarán notablemente las proposiciones, y adquirirá ma
yor claridad el razonamiento, si en lugar de aquellas ex
presiones sustituimos ciertos signos que indiquen las mis
mas operaciones, y por cuyo medio se representen los 
resultados de ellas.

De ahí es que para indicar la adición, y en vez de 
la expresión sumado con 6 agregado d se hace uso del 
signo -+-, que se lee mas j por manera que la combina
ción 8-1-7, que se lee ocho mas siete, quiere decír: 
8 sumado con 7, y representa el resultado de la adición 
de 8 y 7, ó en una palabra la suma 15.

Para indicar la sustracción se emplea el signo—, 
que se lee menos^ antepuesto al sustraendoi de modo 
que la combinación 9—5, que se lee nueve menos cin
co, quiere decir: que de 9 se ha de restar 5 , y repre
senta el residuo que debe resultar en habiendo quita
do 5 de nueve; esto es, á 4.

Para indicar la multiplicación de un número por 
otro se coloca entre los factores el signo x ó un punto, 
que equivale á multiplicado pon y asi la combinación 
6x5, ó 6.5, se lee: seis multiplicado por cinco, y 
representa el producto 30 de esta multiplicación.

Para indicar que un número se ha de dividir por 
otro, se coloca el primero sobre el segundo, tirando en
tre los dos una pequeña línea horizontal, ó se pone el 
divisor á la derecha del dividendo con dos puntos en
tre los dos. Asi que ^ó 12 : 4, se lee doce dividi
do por cuatro, y representa el cuociente 3 que ha de 
resultar de aquella division.

Ademas de estos signos adoptados para indicar las 
cuatro operaciones fundamentales de la Aritmética, y 
representar los resultados de ellas aun antes que esten 
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6 TRATADO ELEMENTAL
determinados, se ha elegido el signos para sustituirlo 
en lugar de la expresión es igual á, que á cada mo
mento tenemos que repetir en el razonamiento que for
mamos para resolver cualquier problema. De modo que 
la combinación 8—5=^, que se lee ocho menos cin- 
eo es igual á doee di'vidido for cuatro, quiere decir que 
el residuo que debe resultar en habiendo quitado 5 de 8, 
es igual al cuociente que ha de resultar en habiendo 
dividido 12 por 4.

A toda expresión semejante á la última que acaba
mos de proponer, y que nos indica la igualdad de los 
resultados de varias operaciones, ó la de otras dos can
tidades cualesquiera , se le da el nombre de ecuación.

No tiene duda que son ya muy considerables las 
abreviaciones que con el auxilio de tales signos conse
guimos; pero todavía se echan menos algunos otros que 
nos eximan de la necesidad de hacer uso de otras varias 
expresiones, como el niimero ^ue intentamos repartir; el 
exceso dado, la farte mayor, la farte menor, y otras 
semejantes que nos vemos precisados a repetir continua
mente, y que haciendo demasiado difusas las proposi
ciones, no nos dejan percibir con toda la claridad nece
saria el enlace de unas con otras, y nos hacen perder el 
hilo del discurso. Para evitar el uso de todas las expre
siones que indicasen números conocidos ó dados, se ocur
rió desde luego el arbitrio de representar á todos estos 
con las mismas cifras ó guarismos de que nos hemos 
servido en la Aritmética; pero no siendo posible valer
nos del mismo medio para representar los números des
conocidos, fue necesario par^ esto elegir algunos otros 
signos convencionales que han variado con el tiempo. 
Al cabo se ha venido á establecer por general y una- 
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DE ALGEBRA.
nime consentimieato, no solo que para este efecto se 
empleen letras del abecedario, sino tambien que por lo 
común se prefieren las ultimas á todas las dertias. Por 
esta razón hemos hecho en la Aritmética uso de una a- 
para representar el cuarto término de cualquiera pro
porción en todos los casos en que solo conocíamos los 
otros tres.

Con el objeto de manifestar hasta qué punto se sim
plificó y facilitó con el auxilio de los signos hasta aquí 
adoptados la solución de los problemas, tratemos de re
solver de nuevo el que nos hemos propuesto en el pár
rafo anterior, á saber:

Distribuir el número 20 en dos feírtes tales, que 
¿a una lleve 6 de exceso d la otra.

Proponiéndonos, como antes, hallar primeramente 
el valor de la parte menor, la representaremos por x, y 
á consecuencia la parte mayor vendrá á estar bien repre’ 
sentada por la combinación ar-nó, la suma de las dos 
partes lo estará por a;-i-x--í-6j y la segunda consecuen
cia que inmediatamente dedujimos de la propuesta de 
la cuestión, resultará expresada con mucha sencillez y 
claridad en estos términos:

y como la suma de dos cantidades iguales equivalga ai 
doble de una de ellas, pqjiiendo 2 a; en lugar de
ó del doble de a-, se trasformará aquella ecuación en 
esta otra aun mas sencilla:

2 20:
y como esta última expresión nos esté indicando que es 
necesario sumar 6 con 2 x para que resulten 20, se in
fiere fácilmente de ella que

2 a;z=:2o—6;
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8 TRATADO ELEMENTAL
Ó lo que es lo mismo, 2 ;r—14;
y de consiguiente una a;, que es la mitad de 2 r, será 
igual á la mitad de 14,1o cual se expresa de este modo:

ar=^=;7.
Es, pues, la parte menor 7, y la mayor 13 , como 
antes hemos hallado.

Si ahora comparamos con el razonamiento que aca
bamos de hacer el que primeramente hicimos en idio
ma vulgar, no hallaremos á primera vista otra diferen
cia sino la de haber traducido á este otro idioma todas 
aquellas proposiciones; pero en llegando á cotejar los 
resultados de ambos razonamientos, echaremos de ver sin 
la menor dificultad que cuando en el primero descubri
mos que lajjarte menor era i^ual á la mífa¿^ ele la di
ferencia de los dos números dados, esta expresión nos 
daba á entender qué operaciones debíamos ejecutar con 
los números conocidos, cualesquiera que fuesen, para 
que resultase el desconocido que nos proponíamos ha
llar; y asi habíamos descubierto una regla general para 
resolver, sin necesidad de repetir el razonamiento, todos 
los casos particulares comprendidos en la cuestión ge
neral. Pero cuando por medio de los signos que hasta 
aqui hemos adoptado, hemos hallado que a:=7, esta
expresión no nos da idea alguna del como se deduciría 
inmediatamente de los dos números dados el que nos 
proponíamos conocer; y de consiguiente el saber que en 
el caso particular en que sean 6 y 20 los números cono
cidos, son 7 y 13 los otros dos que buscábamos, de na
da puede servimos para resolver los innumerables casos 
semejantes que con solo variar los dos números conoci
dos pueden ocurrir.

Esta ventaja que el primer razonamiento lleva al
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DE ALGEBRA. 2
segundo, ó por mejor decír, la que un modo de enun
ciar el mismo razonamiento tiene sobre el otro, proviene 
de que no habiendo determinado en el primero los va
lores particulares de los números conocidos, ó lo que 
viene á ser lo mismo, habiendo prescindido de aquellos 
valores, y habíéndolos designado con denominaciones 
generales, cuales son el número que inveníamos Úisíri- 
huir y el exceso dado, no pudieron menos de pasar de 
una proposición á otra sin alteración alguna, y aparecer 
sin ella en el resultado ó consecuencia final j en lugar 
de que habiendo determinado en el segundo los valores 
particulares de los números dados, y habíéndolos repre
sentado con las cifras usuales de la Aritmética, hemos 
podido ejecutar, y en efecto hemos ejecutado con ellos 
todas las operaciones que en el progreso del discurso se 
han ofrecido: estas operaciones han hecho desaparecer 
los números primitivos, y de ahí es que cuando se nos 
presenta solo el resultado final x — y, no nos es posible 
descubrir en él vestigio alguno que nos indique entre 
las innumerables combinaciones de operaciones aritméti
cas, que ejecutadas con los dos números 6 y 20 pue
den dar por resultado final el número 7, cuál precisa
mente haya sido la que en el caso presente nos ha con
ducido á este resultado.

3 Luego que se trató de precaver este inconve
niente, se vió que el mejor medio de conseguirlo era 
designar los números conocidos con ciertos caracteres 
que no teniendo por sí valor alguno particular, pudiesen 
representarlos con tanta indeterminación como las ex
presiones generales de que hemos hecho uso en nues- 
tro primer razonamiento; para que no pudiéndose de 
este modo efectuar con ellos operación alguna aritmé
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lo TRATADO ELEMENTAL
tica que los hiciese desaparecer, pasasen sin alteración 
alguna, desde la primera proposición hasta el resultado 
ó consecuencia final. £ntre innumerables caracteres que 
pudieron haberse imaginado para el intento, ningunos 
parecieron mas adecuados que las mismas letras del abe
cedario, las cuales han venido de este modo á ser los 
símbolos destinados á representar tanto los números co
nocidos como los incógnitos, sin otra diferencia que la 
de emplearse por lo común, según ya hemos dicho, las 
últimas para estos, y todas Ias restantes para aquellos. 
De unas y de otras tiene el calculador facultad de ele
gir Ias que guste para representar todos los números 
conocidos é incógnitos de que haga mención la propues
ta del problema, con tal que al tiempo de hacer la 
elección designe la letra que ha determinado sustituir á 
cada número. Volvamos á resolver con este nuevo auxi
lio el mismo problema.

Disírihuir un número eonodeio en dos jjaríes tales 
^ue la una lleve á la otra un exeeso dado.

Una vez que está á nuestro arbitrio elegir de las 
primeras letras del abecedario las que queramos para 
representar los números conocidos, y de las últimas pa
ra los incógnitos, designaremos por a el número que 
intentemos repartir ; por b el exceso dado; y designan
do como antes por .r la parte menor desconocida, la par
te mayor podrá representarse por la combinación x-t-b, 
sin necesidad de emplear para ello otra nueva letra.

Asi la suma de las dos partes estará bien represen
tada por la combinación x-^x-^bi y la segunda con
secuencia que dedujimos (§. i ) de la propuesta de la 
cuestión, estará bien expresada de este modo;

x-t-ar-t- b=.a ;
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Ó de este otro equivalente: 2x-hb — a.
Y viendo en esta última expresión que la cantidad a se 
compone de las dos partes b y 2r, es fácil inferir que

2x-=a — b
consiguiente la mitad de aa:, es decir, una x seráy de 

igual á la mitad de la cantidad representada por la com
binación a — bi lo cual se expresará de este modo:

Ó lo que es equivalente:

Si ahora traducimos al lenguaje vulgar cualquiera 
de estas dos últimas expresiones, y señaladamente la 
penúltima, sustituyendo en lugar de las letras y signos 
que entran en ellas las denominaciones de las cantidades 
y operaciones representadas por aquellos símbolos, re
sultará por consecuencia final la misma regla general 
que por el primer razonamiento hallamos; á saber: la 
parie menor ee igual á la miiad de la diferencia de los 
dos numéros dados j lo cual es lo mismo que decir : para 
hallar la parie menor se ha de resiar del número que 
nos propongamos repartir el exceso dado, y se ha de io
mar la mitad del residuo.

La última expresión que hemos hallado x=^ — -^, 
traducida del mismo modo, quiere decir, que para de
terminar la misma parte menor hemos de tO7nar la mi
tad, asi del número que nos propongamos repartir, co
rno del exceso dadoi y despues hemos de restar de la mi
tad de aquel la de este. Aqui vemos invertido el orden 
de las operaciones; pero teniendo presente la regla es
tablecida en la Aritmética para restar un quebrado de 
otro, no se podrá dudar de que por esta inversion no 
debe variar el resultado.
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12 TRATADO ELEMENTAL
Dijimos ( §. 1) que en habiendo determinado el 

valor de la parte menor, le agregaríamos el exceso da
do, y resultaría la mayor; y de consiguiente si la parte 
menor está representada por -^'—^, la mayor deberá 
representarse por ——~-¥-b. En esta expresión se nos 
dice que de -^ hemos de quitar primeramente la mitad 
de b, y agregar después una b entera, que equivale á 
dos mitades de bi y como quitar una y añadir dos se 
reduce en suma á añadir una, la expresión 
quedará reducida á v“^T> ^^ ‘^^^^ según la regla pa
ra sumar quebrados , equivale á ^-j^. Cualquiera de 

estas dos últimas expresiones nos suministra una regla 
general para deducir inmediatamente de los dos núme
ros dados el valor de la parte mayor, sin necesidad de 
tener anteriormente conocido el de la menor. En efecto, 
la penúltima expresión traducida nos viene á decir que 
para determinar el valor de la parte mayor debemos 
sumar la mitad del exeeso dado eoñ la del número que 
nos propongamos repartir; y la última nos dice que ob
tendremos el mismo resultado sumando el exeeso dado 
eon el número que nos propongamos repartir, y tomando 
de esta suma la mitad.

Despues de esto para completar la solución de 
cualquiera de los casos particulares que pueden com
prenderse bajo la misma cuestión general, solo falta 
la materialidad de efectuar con los números particulares 
que se nos den, las operaciones que están meramente 
indicadas en las expresiones finales que hemos hallado.

Hemos, pues, conseguido completamente el objeto 
que nos habíamos propuesto de hallar un lenguaje mu
cho mas sencillo que el vulgar, y con cuyo auxilio no 
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solo pudiésemos seguir con mayor rapidez y seguridad 
el razonamiento necesario para resolver cualquier pro
blema, sino que tambien lográsemos que la consecuen- 
da final resultase expresada con la generalidad de que 
fuese susceptible, y se limitase á indicamos la serie de 
operaciones que debíamos ejecutar con las cantidades 
conocidas para determinar las incógnitas.

Este lenguaje simbólieG en que asi las cantidades 
conocidas como las incóg?íitas que entran en cualquier 

j^roblema están rej?resentadas for caracteres, á los cua- 
les no está asignado ningún 'valor farticular, y en que 
las oferaciones que deben ejecutarse con ellas, están tne- 
ramente indicadas for signos con'vendonales que d este 
efecto se han elegido, es lo que hablando con toda pro
piedad , se llama Algebra.

4 En el problema que hemos resuelto en los pár
rafos anteriores, nos hemos propuesto siempre determi
nar primeramente el valor de la parte menor, porque 
conocíamos que por medio de este era muy fácil infe
rir el de la mayor. Para que se vea que del mismo mo
do pudimos determinar primeramente el valor de la 
parte mayor, y de este deducir despues el de la menorj 
representemos por 2 la parte mayor; y suponiendo que, 
como antes, a represente el número que intentamos re
partir, y b el exceso dado, Ia parte menor resultará 
bien representada por la combinación z — bi porque es 
bien claro que en quitando de la parte mayor el exceso 
dado, el residuo debe ser igual á la menor. La suma 
de las dos partes vendrá á estar representada por z-^z—b, 
ó lo que es lo mismo, por 2z — bi y como, según la 
propuesta de la cuestión , la suma de las dos partes debe 
ser igual al número que intentemos repartir, tendremos
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14 TRATADO ELEMENTAL
esta ecuación: 2z — b = a.
Examinándola atentamente se ve que 2z es un minuen
do; b un sustraendo, y a el residuo; y como todo mi
nuendo es igual á la suma del sustraendo y residuo, será

'2.z=^a-^bi
y tomando la mitad de az, y de la suma que le es

Igual, resultara 2,=:—^

0 lo que es lo mismo, 2= —kA;
expresiones que traducidas al lenguaje vulgar vienen á 
ser las mismas reglas generales que ya antes hallamos 
para deducir inmediatamente de los dos números dados 
el valor de la parte mayor. Conocida esta, será fácil in
ferir el de la menor; en lo cual no creemos necesario 
detenemos mas.

Lo expuesto hasta aquí nos da suficientemente idea 
de la absoluta é ilimitada facultad que tiene cualquiera 
que se proponga resolver una cuestión, de elegir la letra 
que se le antoje para representar cada una de las can
tidades conocidas é incógnitas de que se haga men
ción en la propuesta; bien que en habiendo elegido en 
uso de esta facultad una letra cualquiera para represen
tar una de aquellas cantidades, tendrá que elegir otra 
cualquiera letra de las restantes para representar otra 
cantidad distinta, y habrá forzosamente de conservar á 
cada letra desde el principio del razonamiento hasta la 
conclusion de él la misma representación que al tiempo 
de comenzarlo le haya atribuido.

También podemos ya haber notado que cuando la 
propuesta del problema nos dé á conocer alguna rela
ción que tengan entre si las cantidades incógnitas, no 
será necesario representar á cada una de estas con una 
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letra distinta, sino que en habiendo representado cual
quiera de ellas con la letra que hayamos tenido á bien 
escoger, podremos designar todas las demas incógnitas 
por combinaciones de las letras que anteriormente ha
yamos elegido. Asi es que cuando en el problema que 
hemos resuelto nos proponíamos determinar primeramen
te Ia parte menor, y á consecuencia la designábamos 
por x, no representábamos la parte mayor por otra nue
va letra, sino por la combinación x-hZ’; y cuando nos 
proponíamos hallar primeramente la parte mayor, y la 
representábamos por 2, no designábamos la parte menor 
con Otra letra distinta, sino con la combinación z — hi 
porque la propuesta de la cuestión nos daba á conocer 
que la parte mayor llevaba á la menor el exceso b.

Es muy importante tener entendido que una misma 
relación entre varios números conocidos é incógnitos se 
puede enunciar de muchos y muy diferentes modos; y 
como la solución de cualquier problema dependa solo 
de aquella relación, y no del modo de enunciaría, siem
pre que las propuestas de dos ó mas cuestiones no se 
diferencien mas que en el modo de expresar una misma 
relación, se podrá aplicar á todas la solución que se ha
ya dado á cualquiera de ellas.

Si, por ejemplo, nos propusiésemos ahcra hallar 
dos números, suya suma y cuya diferencia esíen conoci
das, podríamos fácilmente echar de ver que las canti
dades conocidas é incógnitas que entran en esta cues
tión, tienen entre sí la misma relación que las de la 
cuestión que antes hemos resuelto, bien que esté enun
ciada de un modo muy diferente; porque el número 
que nos proponíamos antes repartir era la suma de las 
dos partes desconocidas; y el exceso dado era la diferen- 
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i6 TRATADO ELEMENTAL
cia de ellas. Podemos, pues, aplicar á la nueva cues
tión la solución que para la anterior hemos hallado, sin 
Otra alteración que la de expresar las cantidades conoci
das con las voces de que se hace uso en la nueva pro
puesta. Así que, diremos:

El menor de loe dos números tneo^míos es i^ual d 
la mitad de la suma menos la mitad de la diferencia 
que se nos dan conocidas.

1^ el mayor es igual d la mitad de la suma mas la 
mitad de la diferencia))

5 Propongámonos ya otra cuestión que, aunque 
análoga á la anterior, es un poco mas complicada:

Distribuir un número dado en tres jjartes 
les, tales que el exceso de la mayor sobre la mediana, y 
el de esta sobre la menor, sean tambien dos números 
dados.

Con el objeto de fijar las ideas atribuiremos pri
meramente á los tres números conocidos valores particu
lares y determinados, suponiendo que el número que 
vamos á repetir sea doscientos y treinta", que el exceso 
de la parte mayor sobre la mediana sea sesenta, y el 
de la mediana sobre la menor sea cuarenta.

Ahora bien, si proponiéndonos hallar primeramente 
la parte menor la designamos por x, la parte mediana, 
que según la propuesta debe tener cuarenta mas que 
la menor, estará bien representada por la combinación 
a*4-40; y la mayor, que ha de tener sesenta mas que 
la mediana, estará bien representada por la combinación 
a:-H4o-H6o. Y como las tres partes juntas han de 
componer todo el número doscientos y treinta que in
tentamos repartir, estará bien expresada esta condición 
en estos términos :
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.TH-:r-H4040-I- 60 — 2 30.

Poniendo 3^' en lugar de ¿r-n^c-í-a;, y 140 en lugar 
de 40H- 40-+-60, aquella expresión ó ecuación que
dará reducida á esta otra mucho mas sencilla:

3 37-*-14 0= 2 3 0 5
la cual nos está dando á entender que 230 se compone 
de 140 y de la cantidad representada por 3a;. De 
consiguiente si de 230 se resta 140, el residuo habrá 
de ser la cantidad representada por 3X’, lo cual se ex
presará de este modo: 3ar=23o—14c;
ó lo que es lo mismo, 3i-=9o.

Si, pues, 3a; es igual á 90, una ar, que es la tercera 
parte de 32-, será forzosamente igual á la tercera parte 
de 90; y de consiguiente tendremos estas nuevas ecua- 
Clones:

a’:^3o.
Sabiendo ya que la parte menor que buscábamos es 30,

4°> resultará que 70 es la parte media
na; y agregando á esta 60, vendremos en conocimien
to de que ¡30 es la parte mayor.

6 Aunque fuesen otros muy distintos los tres nú
meros dados en la propuesta, habríamos de seguír en 
la resolución del problema el mismo rumbo que acaba
mos de trazar en el párrafo anterior; pero mientras de
signemos las cantidades conocidas con guarismos, que, 
como ya se sabe, representan valores particulares y de
terminados, á la menor variación que padezca cualquiera 
de los números dados, tendremos que formar de nuevo 
todo el razonamiento, y ejecutar todas las operaciones, 
por cuyo medio hemos descubierto que en el caso par
ticular propuesto era 30 la parte menor; porque no 
habiendo quedado en este resultado final vestigio algu-

TOMO JI. 2
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no del influjo que en la formación de él ha tenido cada 
uno de los números dados, no podemos ver en él cosa 
alguna que nos dé á conocer la serie de operaciones que 
se han ejecutado con los tres números 230, 40 y 60; 
y que efectuadas con otros tres cualesquiera, nos hayan 
de conducir directamente al resultado final que á cada 
caso particular corresponda.

A fin, pues, de conseguir una solución general, ab
solutamente independiente de los valores particulares de 
los tres números dados, y que solo nos haga ver la se
rie de operaciones que se han de efectuar con ellos, sean 
los que fueren, para que resulte el valor de la incóg
nita; designaremos por a el número que nos proponga
mos repartir, por b el exceso que la parte mediana ha
ya de llevar á la menor, y por c el que la mayor deba 
llevar á la mediana. Suponiendo que nos propongamos 
como antes determinar primeramente la parte menor, y 
que la hayamos representado por ar, la parte mediana 
estará bien representada por la combinación x-^b, y la 
mayor por x-^-b-i-c. Y como el conjunto de las tres 
partes ha de ser igual al número que tratemos de dis
tribuir, resultará bien expresada esta condición en estos 
términos.

x -H a; H- b H- a; -t- b -t- c = a.
Sustituyendo 3a; en vez de x-^x-hx, y 2b en lugar 
de b-i-b, quedará reducida aquella expresión á esta otra 
mas sencilla:

3a:-+-2 b-hc — a;
en la cual se nos dice que el número a que intentamos 
repartir equivale al conjunto de las tres cantidades re
presentadas por 3a:, 2by Ci y de consiguiente si del 
numero ír quitamos las dos cantidades 2 by c, el resi
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duo deberá ser 3 ^'; lo cual espresaremos de este modo:

de donde deduciremos fácilmente que una a-, tercera 
parte de 307, es igual á la tercera parte del residuo re
presentado por la combinación a^ 2 b—a cuya igual-

dad expresaremos asi; a—------ .

En esta expresión del resultado final de nuestro razona
miento debemos notar que no habiéndose asignado va
lor alguno particular a los símbolos a, b^ c que represen
tan las ríes cantidades conocidas que entran en la cues
tión, no es posible que resulte valor alguno particular 
y determinado para el símbolo a; que al principio he
mos elegido para representar la menor de las tres can
tidades incógnitas. Lo único que esta expresión final nos 
indica es la serie de operaciones que para determinar el 
valor de aquella incógnita deberemos efectuar con las 
tres cantidades conocidas cuando á cada una de estas se 
le haya asignado un valor particular.

En efecto, sí traducimos al lenguaje vulgar la ex-
. a = 2¿—c

presión a—------ --------, sustituyendo en lugar de las le

tras las denominaciones generales de las cantidades re
presentadas por ellas, y enunciando las operaciones in
dicadas por los signos, resultará la siguiente regla gene
ral: La menor de las í^res partes desconoeidas se ha
llará restando del número que intentemos repartir, el 
doble del exceso que la parte mediana debe llevar á la 
menor, y ademas el exceso que la mayor debe llevar á la 
mediana, y tomando la tercera parte del residuo.

A todas las expresiones algebraicas semejantes á la 
<íue acabamos de traducir ó descifrar, las cuales según 
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hemos hecho ver, no son otra cosa que unas meras in
dicaciones de la serie de operaciones que se deben eje
cutar con las cantidades conocidas para hallar las desco
nocidas, y de consiguiente vienen á ser unas reglas ge
nerales escritas en lenguaje simbólico, se las llama por 
está razón fórmulas.

Si despues de hallada la fórmula queremos resolver 
cualquiera de los innumerables casos particulares com
prendidos en la misma cuestión general, solo nos res
tará efectuar por medio de las reglas de la Aritmética 
las operaciones que la fórmula nos prescribe. Así en el 
caso particular que antes nos hemos propuesto restare
mos de 230 el doble de 40 , y ademas 60, ó lo que 
es lo mismo 80 y 60, ó en una palabra 140; y to
mando del residuo 90 la tercera parte, vendremos en 
conocimiento de que 30 es la parte menor que buscá
bamos.

Si el número que nos propusiésemos repartir fuese 
250,y el exceso de la parte mediana sobre la menor 
50, y el de la mayor sobre la mediana 120, restaría
mos de 520 el doble de §0 y ademas 120; es decír, 
100 y 120, ó en una palabra 220J y tomando del re
siduo 300 la tercera parte, hallaríamos que la menor 
de las tres desconocidas era 100. Agregando ahora á 
esta el exceso 50, resultaría la mediana i^oj y por 
último, añadiendo á esta el otro exceso 120, resultaría 
la mayor 270. Así que, las tres partes que se nos pe
dían del número 520 son:

10o, 150, 270;
las cuales sobre tener la particular desigualdad que se 
requería, juntas componen el número que nos proponía
mos repartir.
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Parece inútil advertir que así como hemos determi

nado primeramente el valor de la parte menor, pudimos 
habernos propuesto determinar en primer lugar el va
lor de la mediana ó el de la mayor, y que de consi
guiente pudimos hallar fórmulas para deducir inmedia
tamente de los tres números dados el valor de cualquie
ra de los incógnitos, sin necesidad de tener anteriormen
te conocido ninguno de los otros dos.

Sin embargo de que la última cuestión general es 
algo mas complicada que la primera, no ofrece todavía 
gran dificultad el resolvería sin mas auxilio que el len
guaje vulgar. Así la hemos resuelto en la página si
guiente, colocando á continuación de cada una de las pro
posiciones del razonamiento su traducción en caracteres 
ó símbolos algebraicos, para que el cotejo que de este 
modo puede fácilmente hacerse de las dos soluciones, 
ponga mas en claro qué cosa sea el Algebra; cuánta 
deba ser su utilidad, y qué circunstancias pueden haber 
contribuido á su invención.^

1 Sí porque hemos dado ú conocer el Algebra resolviendo con 
su auxilio problemas arime'ticos ó relativos á números, la llamáse
mos, como ha solido hacerse, ^riímética universal, limitaríamos 
demasiado la idea que debemos formamos de ella. Los símbolos de 
que el Algebra se vale son por su indeterminación igualmente aptos 
para expresar las relaciones de las varias y diferentes formas de la 
extension que las relaciones de los nrimeros, y así tenemos en el Al
gebra un lenguaje tan á proposito para resolver los problemas geo- 
niétricos como los aritméticos; y puesto que no puede pertenecer á 
las Matemáticas cosa alguna que no sea número ó extension, o que 
no pueda represenlarse por la extension y de consiguiente por los 
números, El Algebra viene á ser el idioma universal de todas las Ma
temáticas puras y mixtas.
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7 Los signos que hemos dado á conocer (§, 2} 

como destinados á indicar las operaciones aritméticas y 
representar sus resultados, no son los únicos de que se 
hace uso en el Algebra. Mas adelante veremos que nue
vas consideraciones han hecho introducir algunos otros; 
y ya se puede haber notado que hemos indicado la mul
tiplicación de la cantidad a: por dos y por tres, y la de 
la cantidad b por dos con solo colocar los guarismos que 
representan á los multiplicadores, á la izquierda de las 
letras x y b sin interposición de signo alguno. Lo mis
mo haremos en todos los casos semejantes que ocurran 
en lo sucesivo, por manera que los guarismos colocados 
inmediatamente á la izquierda de las letras, indicarán 
que las cantidades representadas por estas están multipli
cadas por los números que aquellos representan. Así que, 
5 a, y x, 9 z &c., equivaldrán á 5 veces la cantidad a, 
7 veces la cantidad a;, 9 veces la cantidad 2 &c, ; y 
del mismo modo ^ a; ó -^ representará las tres cuartas 
partes de la cantidad designada por a-, las cuales equi
valen, como ya se sabe, á una sola cuarta parte de la 
cantidad designada por 3a;; las expresiones J z, -~ re
presentarán las siete novenas partes de la cantidad de
signada por 2., ó lo que es lo mismo, una novena parte 
de la cantidad designada por yz, y así de las demas.

En general indicaremos la multiplicación de unas 
cantidades por orras, y representaremos los productos 
de ellas con solo poner los factores inmediatamente .4 
continuación unos de otros sin interposición de signo al
guno, á no ser que sea absolutamente necesario para evi
tar confusion. De modo que las expresiones ax, be, 
^z &c. serán equivalentes á estas otras a^x, bxe, m><z Síc ; 
pero esta supresión del signo de la multiplicación no
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deberá tener lugar en el caso en que los factores sean 
números representados por guarismos; pues si por ejem
plo en lugar de la combinación 3x5 0 3*5 4^^® ^®~ 
presenta al quince, escribiésemos, suprimiendo el signo, 
35, esta combinación no podría ya representar al quin-- 
ce sin quebrantar la ley fundamental de nuestro sistema 
de numeración.

De ¡ac ecuaciones.
8 Si examinamos con alguna atención lo que he

mos practicado (§§. 3 y 6) para resolver con el auxi
lio de este lenguaje simbólico las dos cuestiones que 
hasta ahora nos hemos propuesto, echaremos de ver que 
en primer lugar con los caractères y signos algebraicos 
hemos representado las cantidades conocidas é incógni
tas, y los resultados de las operaciones indicadas por las 
relaciones que entre aquellas cantidades establecía la 
propuesta, ó como suele decirse, por las condiciones 
del problema, todo con el objeto de venir á formar una 
ecuación que expresa ó implícitamente se hallaba entre 
Ias condiciones de la misma propuesta, y en la cual en
traban la cantidad incógnita y todas Ias conocidas. Asi he
mos establecido (§. 3) que 2a:-f-¿ = ií; y (§. 6) que

En segundo lugar hemos deducido de esta ecuación 
primitiva y fundamental una serie de consecuencias ó 
nuevas ecuaciones, las cuales nos han hecho descubrir 
que la incógnita era igual al conjunto de las cantidades 
conocidas, enlazadas, por decirlo así, entre sí por me- 
dio de operaciones que en la Aritmética hemos ya apren
dido á efectuar con ellas. Así hemos descubierto (§«3)

que a;=:—;7— , y Q^. o j que a—2 b—c
3
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De estas dos partes que acabamos de hacer notar 

eu la solución de los problemas propuestos, y que se 
podrán igualmente observar en la de todos los demas á 
que pueda aplicarse el Algebra, la primera, que tiene 
por objeto traducir ai lenguaje simbólico las condicio
nes de la cuestión , ó como suele decirse, poner el pro
blema en eeuaeion f no puede sujetarse á reglas fijas é 
invariables, que observadas con exactitud nos conduz
can seguiaraente al intento. Lo único que sobre este 
particular podemos decir es que por punto general de
bemos hacemos completamente cargo de todas las con
diciones que explícita ó implícitamente contenga la pro 
puesta; desenvolver las relaciones que las cantidades 
desconocidas tengan entre sí, y con las conocidas, y fa
miliarizamos muchísimo con el lenguaje algebraico para 
poder expresar en este lenguaje aquellas relaciones y 
condiciones, entre las cuales se ha de hallar forzosa
mente la ecuación que nos proponemos formar.

En habiendo formado la ecuación fundamental hay 
métodos generales y seguros para deducir de ella la 
consecuencia final ó fórmula que nos Indique la serie 
de operaciones que debemos ejecutar con las cantidades 
conocidas para determinar el valor de la incógnita , á lo 
cual se reduce la segunda parte de la solución. Pero 
antes de explicar estos métodos creemos conveniente dar 
á conocer algunas denominaciones de que se hace fre
cuente uso en este tratado.

El conjunto de todas las cantidades que en una 
ecuación cualquiera están colocadas á un mismo lado 
del slgno = , se llama miembro ele la ecuaeion. Asi que, 
toda ecuación está formada de dos miembros : el que 
está á la izquierda del signo de igualdad se llama el 
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20 TRATADO ELEMENTAL
primer miembro, y el que se halla á la derecha del mis
mo signo, el secundo. En la ecuación por ejemplo 22- 
-i-b=a la combinación üx-i-b es el primer miembro, 
y a el segundo. Cada una de las varias partes de cada 
miembro que están separadas unas de otras con los 
signos -+- ó —, se llama términos por manera que el 
primer miembro de la ecuación anterior tiene dos tér
minos, y uno solo el segundo. En la ecuación ^ ar-hy 
=:8x— 12 cada miembro tiene dos términos; Ja; y 7 
son los del primer miembro; 8a; y 12 son los del se
gundo. Los términos que á su izquierda no tengan sig
no alguno de adición ó sustracción, ó que tengan el sig
no ~i-, se llamarán aíHti'Vos, y los que tengan á su iz
quierda el signo — , sustraetivos \ Asi de los cuatro 
términos que entran en la última ecuación, los tres pri
meros son aditivos, y solo el último es sustractivo.

Deducir de la ecuación fundamental de un problema 
la consecuencia final ó fórmula en la cual se halle Ia in
cógnita sola en un miembro, por lo común en el prime
ro, y en el otro todas las cantidades conocidas, es loque 
se llama desj)ejar la incógnita ó resolver la ecuación.

Como las diversas cuestiones que pueden ocurrir 
nos deban conducir á ecuaciones mas ó menos compli
cadas, ha parecido conveniente dividirías en varias cla- 
5®s 0 grados. Las mas sencillas de tedas son las que se

1 No hacemos por ahora uso de las denominaciones de positwos 
y nei'alivos , porque los signos—H y —en su primitiva instituciou 
no indicaron otra cosa que las dos operaciones adición y sustracción', 
y de consiguiente los términos a los cuales están antepuestos no fue
ron considerados sino cono sumandos y sustraendos. Mas adelante 
veremos cómo vinieron los mismos signos á tener una nueva repre
sentación conservando siempre la primitiva.

MCD 2022-L5



DE ALGEBRA. 2/
llaman del prÍTtier £ra¿io , en las cuales ninguna incóg
nita está multiplicada por otra incógnita ni por si mis
ma; y de las ecuaciones del primer grado las mas sen
cillas son las que solo contienen una incognita: por cuya 
razón vamos en primer lugar á tratar de estas.

De la resolución de las ecuaciones del primer ^rado 
que tienen una sola incógnita.

9 Resolver una ecuación es, según hemos dicho, 
deducir de ella otra que en uno de sus miembros no 
tenga ninguna cantidad mas que ¡a incógnita, y que en 
el otro no tenga mas cantidades que las conocidas, com
binadas entre sí por medio de operaciones que ya sepa
mos efectuar. De esto se sigue que para reducir á este 
estado cualquiera ecuación propuesta, es necesario se
parar de la incógnita todas las cantidades conocidas, con 
las cuales se nos presente combinada en el primero ó en 
el segundo miembro ó en entrambos. Ahora bien, de tres 
modos puede la incógnita, según lo que hasta aquihemos 
visto, presentársenos mezclada con cantidades conocidas.

i .° Por adición y sustracción, como en las ecuaciones:
a;-H5=:9—.r; 
x-r-a — b — x.

2 .” Por adición, sustracción y multiplicación, como 
en estas:

yaz—5 = 1 2-^4^:; 
ax—b=c-+-dx.

3 .° Por adición , sustracción, multiplicación y divi
sion, como en estas otras:

~-^cx—d~~-\-h.
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lo Para conseguir, como nos proponemos, que la 

incógnita quede enteramente despejada ó desembaraza
da de las adiciones y sustracciones por cuyo medio pue
de hallarse combinada con cantidades conocidas, se de
ben en primer lugar reunir en un solo miembro de la 
ecuación todos los términos en que se halle la incógni
ta, y ai mismo tiempo reunir en el otro miembro todos 
los términos que solo contengan cantidades conocidas; 
para lo cual es necesario saber trasj^oner ó trasladar de 
un miembro á otro un término cualquiera sin que deje 
de subsistir la igualdad de los dos nuevos miembros.

En la ecuación, por ejemplo, yx— 5 =:i2-í-4a' 
es necesario antes de todo trasj7oner del segundo miem
bro ai primero el término 42', y del primero al segun
do el término conocido ^. Para esto conviene observar 
que con solo borrar ó suprimir el término aditivo 41; 
que se halla en el segundo miembro, se le quita á este 
la cantidad representada por aquel término; y de consi
guiente para que despues de hecha esta sustracción se 
conserve la Igualdad de los dos miembros, es indispen
sable quitar la misma cantidad al primero. Esto, si no se 
efectúa, se Indica por lo menos escribiendo—42;, con 
lo cual el primer miembro vendrá á ser yx—^—^xi 
y la ecuación propuesta se habrá trasformado en esta otra:

72:— 5— qa'=i 2.
Si ahora borramos en el primer miembro el término 5 
y el signo que le acompaña, suprimimos ó dejamos de 
hacer una sustracción de 5 unidades, y de consiguiente 
el resultado que representa la nueva combinación 7X— 
4X debe contener 5 unidades mas que el representado 
por la anterior combinación 7.17—5 — 42’, equivalente 
á 72’— 42— 5. Suprimir pues del primer miembro el 
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téiinino sustractivo 5 equivale à agregar à aquel miem
bro cinco unidades; por cuya razón para que después 
de hecha aquella supresión subsista la igualdad de ambos 
miembros, es necesario agregar al segundo otras tan
tas unidades, ó lo que equivale á lo mismo, escribir 
en él-hj. Asi tendremos esta nueva ecuación :

ya:—4.r=i 2-H5,
Efectuando ahora la sustracción que aparece indi

cada en el primer miembro, y la adición que está indi
cada en el segundo, se reducirá la última ecuación á 
esta mucho mas sencilla:

52'—17.
Estos razonamientos que se pueden fácilmente apli

car á cualesquiera otros ejemplos, nos hacen ver que 
borrando ó suprimiendo de un miembro de una ecua
ción un término aditivo, y que de consiguiente contri
buya al aumento del resultado de aquella combinación 
de términos, es necesario para que despucs de hecha 
aquella supresión subsista la igualdad, quitar la misma 
cantidad del otro miembro, ó lo que equivale á lo mis
mo, escribir en este otro miembro con el signo—el tér
mino suprimido que antes tenia el signo -+- ó estaba 
sin signo alguno; y por el contrario, siempre que su
primamos de un miembro un término sustractivo, y que 
de consiguiente contribuya á disminuir el resultado de 
la combinación en que se hallaba, tendremos que agre
gar igual cantidad al otro miembro, ó lo que es equi
valente, escribír en este otro miembro con el signo-+- 
el término suprimido, para que asi se restablezca la 
igualdad que la supresión habla alterado. Podremos 
pues establecer la siguiente

R®g^^ general : ^P¿zríï trasponer de un miembro de

MCD 2022-L5



30 TRATADO ELEMENTAL,
una ecuación al otro un término cualquiera, se le debe 
borrar ó suprimir del miembro en que ^Primeramente se 
halle, y escribirlo en el otro miembro con signo contrario 
al que antes tenia. ]

11 Por medio de esta regla podremos en cuantos 
casos ocurran semejantes á los presupuestos, reunir como 
es necesario, en un solo miembro de la ecuación todos 
los términos que contengan la incógnita, y en el otro 
todos los que no la contengan. Cuando hayamos efec
tuado esta trasposición, podremos considerar á toda la 
combinación de términos en que se halle la incógnita, 
como un producto que se puede descomponer en dos 
factores, uno de los cuales sea la misma incógnita , y el 
otro una ó mas cantidades conocidas.

El modo de hacer esta descomposición se ocurre in
mediatamente en todas las ecuaciones numéricas, ^ y se
ñaladamente en las que no contienen fracciones; porque 
en esta especie de ecuaciones todos los términos en que 
se halla la incógnita se reducen finalmente á uno solo. 
Si, por ejemplo, después de ejecutada la trasposición de 
términos tuviésemos esta ecuación:

efectuando las adiciones y sustracciones que están indi
cadas en los dos miembros, se trasformaría en esta otra 
mucho mas sencilla :

15^30
Ahora bien, 15a; es un producto cuyos factores son x 
y i 5 ; y como la ecuación nos está indicando que aquel 
producto equivale á 30, es fácil ver que nos hallamos 
en el caso de tener conocido un producto y uno de sus

1 Asi se llaman loda.s Ias ecuaciones en las cuales no hay mas 
letra que la que representa la cantidad incógnita.
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factores, y buscar el otro factor. Dividiremos pues el 
producto conocido 30 por el factor conocido 15; v el 
cuociente será el factor incógnito. Asi que.

Lo mismo puede ejecutarse en todas las ecuaciones li
terales '' semejantes á esta: ’♦

ax=be,

porque inmediatamente se ve que ax representa un 
producto cuyos factores son x y ai y equivaliendo ax 
á la cantidad conocida be, se determinara el factor in
cógnito dividiendo el valor del producio por el factor 
conocido. Será pues.

be

Si despues de hecha la trasposición de términos tuviese 
la ecuación esta forma:

ax-i-bx=:e¿i~ef, 
notaríamos que la combinación de términos del primer 
miembro representa la suma de dos productos que tie
nen el factor común x; y como la suma de dos ó mas 
froduetos que tienen un faetor eomun es igual a tin solo 
produeto , cuyos factores son el misino factor común, y la 
suma de los demas factores que no son comunes "^ la

1 Asi se llaman las ecuaciones, en las cuales no solo la cantidad 
incógnita, sino tambien las conocidas, están representadas por letras.

2 Sobre este principio está fundada la regla de la innlliplicacion 
aritmética. Cuando nos proponemos, por ejemplo, multiplicar el 
número cuarenta j' siete por nuepe, multiplicamos siete por nitere, y 
cuarenta por nueve, y sumamos los dos productos parciales, porque 
estamos bien convencidos de que esta suma de los dos productos, 
cuyo factor común es nueve, equivale á un solo producto, cuyos fac
tores son el mismo 9 y la suma 47 de los otros dos factores.”
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combinación ax-^bx equivaldrá al producto de la a: 
multiplicada por a-^b\ y de consiguiente con arreglo 
á lo que hemos practicado en el caso anterior, será:

cd--- cf

Fara expresar en el lenguaje algebraico que la combi
nación ax-t-bx equivale al producto de la a; multipli
cada por la suma a-\-b ^ se representa este producto de 
este modo; xÇa-^b'), encerrando dentro de un parén
tesis la suma de todos los factores que no sean comunes, 
y colocando inmediatamente á la izquierda ó á la dere
cha del paréntesis el factor común. Asi se dice que ax 
-t-bx, y x Ça-i-b') ó Qa-^b") x son tres expresiones 
equivalentes. Por la misma razón lo son tambien estas 
otras: am-i-bm-i-cmi m Ça-i-b-^c")» Ça-i-b-i-c) w.

Si la ecuación fuese ax — bx=c:d^ef, tendría
mos presente que la combinación de términos del pri
mer miembro representa la diferencia de dos productos 
que tienen un factor común; y como la diferencia de 
dos producíos cualesquiera que tenían un factor común 
es equivalente d un solo producto, cuyos factores son 
el mismo factor común, y la diferencia de los que no lo 
sean-, en lugar de la combinación ax—bx podremos 
sustituir la expresión a; Ça—bf con la cual se repre
senta aquel producto. Será pues:

a: Ça~b')=cd—ef-,
cd—ef 

y de consiguiente ‘^““^—/".

Si la ecuación propuesta fuere ax~i-bx—cx=de-^fg, 
podremos considerar al primer miembro como equiva
lente á un solo producto, cuyos factores son la x' y la 
combinación a-^b^c de cantidades conocidas. Este pro-
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ducto se representará por la expresión :r(¿í4-¿>—¿-^ ^ y 
la ecuación propuesta tomará esta forma:

y de esta se deducirá que

a—H¿---- c
i Estos razonamientos, que se pueden fácilmente apli

car á todos los demas ejemplos semejantes, nos hacen 
ver que ¿iesj^ues ¿ie haber reunido en un solo miembro de 
la ecuación iodos los términos en que se halle la incógni
ta, y en el otro miembro todos los demas términos que no 
la contengan, j^odremos siemjjre considerar d la combi
nación de los j^rimeros como equivalente d un solo pro
ducto, cuyos J^actores son la misma incógnita y el con
junto de todos sus multiplicadores combinados con los mis
mos signos que en la ecuación les esten antepuestos. A 
consecuencia de esto hallaremos el valor de la incógni
ta, esto es, el de uno de los factores dividiendo el miem
bro enteramente conocido , y que representa el valor del 
producto , por aquel conjunto de multiplicadores, que es 
el otro factor.^

Según esta regla la ecuación ax^'^x^b equival
drá á esta otra xQa~^^^b', y de esta se deducirá que

ar=----------
a—3

Ea ecuación ax-^x'::xc—d equivaldrá á xQa-+-ij 
^c^d, porque la cantidad x, ú otra cualquiera que 
se halle sola en un término, se puede considerar 
como el producto de la misma cantidad multiplicada 
por 1. Ademas de que en la cantidad representada por 
la combinación ax-+-x está contenida la a; una vez mas 
que en el producto ¿za:: si pues en este producto está

TOMO ir. 3
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la a: multiplicada por ¿i, en la combinación ínx-n-a; lo 
estará por ¿r-ni, y de consiguiente se deducirá de la 
ecuación propuesta que

C---d

a-H r
12 Bien se deja ver que si todos los términos de 

una ecuación fueren exactamente divisibles por una mis
ma cantidad ó tuvieren un factor común , se les podrá 
dividir por aquella cantidad, ó suprimir el factor co
mún en todos ellos; porque esta supresión equivale á di
vidir por un mismo número todas las partes de dos can* 
tidades que por suposición son iguales entre sí.

Supongamos por ejemplo la ecuación:
6abx—ghcí¿:= i 2bdx-^i 5 ahe;

y en ella advertiremos en primer lugar que los cuatro 
números ó, 9, la y 15 ^^^^ todos exactamente divisi
bles por 3. Tomando pues la tercera parte de todos los 
términos que entran en la ecuación, se trasformará en 
esta otra: 2 abx— '¿bcél^ ^bdx-i-^abc.

En segundo lugar observaremos que la letra b se 
halla en todos los términos combinada con otras por 
multiplicación, y de consiguiente es un factor común 
de todos ellos. La podemos pues suprimir enteramente 
sin alterar por eso la igualdad de los dos nuevos miem
bros: y asi resultara:

Aplicando ahora á esta última ecuación las reglas 
prescritas (§§. 10 y 11) deduciremos estas otras:

2 ax~4dx=. 5 ¿rr-H 3 cd, 
x^2a-~4d')—^ai:-i-‘̂ cd, 

5ac -^5cd

2a^id •
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13 Aunque todas las reglas hasta aquí establecidas 

se pueden aplicar inmediatamente aun á las ecuaciones 
cuyos términos tengan divisores ó denominadores, siem
pre que ninguno de estos sea la misma incógnita, es 
mucho mas sencillo reducír prévíamente en tal caso to
dos los términos á quebrados que tengan un mismo de
nominador para poder después suprimir enteramente 
este denominador ó divisor común. Esta supresión no 
debe alterar la igualdad de los dos miembros porque 
ÇArzim. §, 81) equivale á multiplicar por un mismo 
numero todas las partes de dos cantidades iguales.

Sea por ejemplo la ecuación numérica:

~-^4 —^ .12------ ;

y como ya sabemos reducir los quebrados á un común 
denominador, y los enteros á quebrados de cualquiera 
denominación dada, podremos fácilmente trasformar to
dos los términos de la ecuación propuesta en quebrados 
que tengan un mismo denominador.

Comenzando por reducir las tres fracciones 
2¿r 4x 5x
357 

las trasformaremos en estas otras;
5x7x2;g 3x7x4x 3x5x5^ 

5x7x3 3x7x5 3x5x7
Pasando después á convertir los enteros 4 y 1 2 en 

quebrados que tengan el denominador común represen
tado por la combinación de factores 5>«7'x3, se tras- 
formarán en estas fracciones impropias:

5x7x5x4 5x7x3x13
^ . 5x7x3 ’ 5x7x3
V sustituyendo las cinco fracciones que de las dos tras
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formaciones han resultado, en lugar de los cinco térmi
nos de la ecuación , resultará expresada de este modo:

6.7.2 « 6.7.3.4 5.7.4« 5.7.3.12 5.5. 5«
5.7.3 57.3 3.7.5 5.7.3 3.5.7

Suprimiendo ahora de todos los términos el denomi
nador común, se reducirá la ecuación á esta:

6x7x2«-í-5x7x3x4=3x7x4a:-H5x7x3xl2—3x5x 6x, 
la cual viene á ser esta otra :

7oa'-4-42o=:84X-»-l 260—75a;; 
y á esta última ya es fácil aplicar las reglas anteriormen
te prescritas ^§§. 10 y 1 0- Asi que trasponiendo ten
dremos: 7oa'-+-75a'— 84^—1 20c—420; 
y efectuando las adiciones y sustracciones indicadas en 
los dos miembros de esta ecuación quedará reducida á 
esta: 61x^840;
de la cual se infiere : x=^=i3-tT

Reflexionando sobre lo que hemos practicado para 
Trasformar la ecuación propuesta

3^5 7
en esta otra: 7oa'4-42o=84X4-i 260—7 5a',
en Ia cual han desaparecido las fracciones sin haberse al
terado la igualdad de los dos miembros; vemos que to
do está reducido á haber 'multi^Ueado el numerador de 
cada /raecion por el producto de los denominadores de 
todas las otras, y á multipUear los enteros por el pro~ 
dueto de todos los denominadores.

£sto mismo se puede ejecutar en cualquiera otra 
ecuación numérica , y aun en Ias literales, sin mas dife
rencia que la de meramente indicar en estas las multipli
caciones, que por ser los denominadores números parti- 
•culares y determinados podemos efectuar en aquellas.
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Sea, por ejemplo, la ecuación literal:

ó ek
y haciendo lo mismo que hemos ejecutado en la nu
mérica anterior, la trasformaremos en esta otra:

ffh>:ax—behxc=:bhxdx-t~bíxf_g i
resultado que puede escribirse con mayor sencillez , po
niendo con arreglo al convenio adoptado (§. 7) todas 
las letras que sean factores de un mismo producto á con
tinuación unas de otras sin interposición de signo algu
no, y aun si se quiere, colocándolas según el orden que 
guardan en el alfabeto, porque asi es mas fácil enun
ciarías. Tendremos pues;

aehx—'beek^bdhx-i-bef^.
De esta ecuación se deducen(§§, 10 y í 1) estas otras; 

aekx—bdhx^bej^g-^bceh í
A' Çaeh-bdh')^befg-^beehi 

be/g'-i-bceh 
X:^ . 

[aek — ltdh
14 Estas reglas son suficientes para resolver las 

ecuaciones del primer grado que tengan una sola in
cógnita, y conseguir que esta quede enteramente des
pejada de todas las cantidades conocidas, con las cuales 
pueda estar combinada en la ecuación primitiva, que 
inmediatamente se deduce de la propuesta del problema; 
y aunque para formar esta ecuación fundamental ó po
ner el problema en ecuación no pueda establecerse, co
mo ya hemos dicho (§. 8), regla alguna general, pue
de en su defecto sernos muy útil la siguiente, que apli
cada con inteligencia no dejará de conducimos al objeto 
que nos proponemos:

^ Re-preséntense j^or guarísmos^ ó mas bien ÿor letras 
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todas las cantidades conocidas 6 dadas que entren en la 
cuestión, y ^or una letra la incógnita; y halase el mis- 
mo razonamiento, é indíquense con el auxilio de los sig^ 
nos algebraicos las mismas oj^eraciones que se deberían 
efectuar en el caso en que sujjoniendo conocido el valor 
de la incógnita tratásemos solo de comjerobarlo, ó de 
averiguar si tenia todas las condiciones que la ffrojjuesta 
requiere.i

Ya se deja entender que no es posible hacer un 
uso acertado de esta regla sin haber ante todas cosas des
envuelto todas las relaciones que la propuesta de la 
cuestión establezca entre la incógnita y las cantidades 
conocidas, ó lo que es lo mismo, sin haber préviamente 
puesto en claro qué operaciones nos prescribe explícita 
ó implícitamente la misma propuesta; y en esto cabal
mente consiste toda la dificultad de poner en ecuación 
un problema. Con todo, para hacer ver el mucho par
tido que se puede sacar de la regla anterior, la aplica- 

ejemplos.remos a algunos
(1.® Distribuir un número dado a en tres partes 

desiguales, que tengan entre si las mismas razones que 
los números tambien dados m, n, p.)

Teniendo ya presentadas por letras las cuatro can
tidades conocidas que entran en la cuestión, representa
remos por la letra a; ú otra cualquiera de las últimas 
del abecedario cualquiera de las tres partes desconoci
das. Sea , por ejemplo, la primera de las tres; y para 
que se vea que ya no es necesario representar por nue
vas letras las otras dos partes restantes, haremos el si
guiente razonamiento:

Si conociéramos la primera parte que buscamos, for
maríamos para hallar la segunda esta proporción:
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m:n::x: la segumia j^arte;

porque la propuesta nos prescribe que la primera parte 
debe ser á la segunda como la cantidad conocida m es á 
la cantidad tambien conocida n. Estará pues bien repre- 

sentada la segunda parte por—, expresión del cuarto 

término de aquella proporción, en la cual se suponen 
conocidos los otros tres.

Del mismo modo para hallar la parre restante for
maríamos esta otra proporción:

m : jj : : x : la j^aríe íeríerai 
porque la propuesta nos prescribe que la primera parte 
debe ser á la tercera corno w es á fi y de consiguiente 

la última parte estará bien representada por —, expre- 

sion del cuarto término de la última proporción, en la 
cual S3 suponen conocidos los otros tres.

Ahora bien, si suponiendo conocidas las tres partes, 
y sabiendo que ya guardan entre sí la proporcionalidad 
expresamente prescrita en la propuesta, quisiéramos cer
cioramos de si estaban ó no bien determinados los valo
res de todas ellas, las sumaríamos con el fin de averi
guar si la suma era igual al número que nos propone
mos repartir, porque asi lo exige, bien que implícita
mente, la misma propuesta. Tendremos pues esta ecua
ción :

nx px
H-----~a

m m
Con esto habremos conseguido, como nos proponíamos, 
poner en ecuación el problema; y lo único que nos res
tará hacer será despejar la incógnita, valiéndonos para 
ello de las reglas prescritas (§§. ii y 13). .
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Por de contado no será necesario trasponer término 

alguno, porque se hallan con separación en un solo miem
bro todos los términos que contienen la incógnita: y co
mo los dos términos fraccionarios tienen un mismo de
nominador, solo habrá que reducir á fracciones los dos 
enteros para poder suprimir enteramente el denomina
dor. Asi resultarán las ecuaciones siguientes :

mx-+-nx-i-px=:am ;

am
X=z---------- '

m-^n-i- p

Este resultado final ó fórmula, que ya nos está in
dicando la série de operaciones que se deben efectuar 
con Ias cantidades conocidas para determinar el valor de 
la incógnita, no es mas que la traducción algebraica de 
la regla llamada de eompama QAriím. §. 176); por
que suponiendo que w, ni p representen los capita
les de tres socios, y «^ la ganancia total ó dividendo, las 
cuestiones de compañía se reducen á la que acabamos 
de resolver; la combinación m-i~n~+-p representará el 
fondo total de la compañía; y la expresión

am
X—--------- ---- -

m-i^n-^p 
nos indicará que para determinar la pane de ganancia 
que corresponde al socio que contribuyó con la canti
dad m , se ha de multiplicar por esta la ganancia total 
a, y el producto se ha de partir por el fondo total 
m-hn-^p. Esto equivale á decir que se ha de formar 
esta proporción:

m-i-n-i-p : m : a : x 
la cual traducida ai lenguaje vulgar viene á ser la mis
ma que hemos formado en la Aritmética, á saber: el 
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fon^io total dff la cornj^ama es al capital de uno de los 
socios, como la ganancia total es d la portion que de 
ella le corresponde.

Parece inútil advertir que en habiendo determinado 

el valor de la incógnita a-, las expresiones nos 

prescriben las operaciones que deberemos ejecutar para 
hallar los de las otras dos cantidades desconocidas.

2 .^^ Se pusieron dos d jugar con otros, y ambos per
dieron , el uno iâ rs. y el otro ^y rs.; el dinero con 
que este segundo se le'vantó del juego era la cuarta par
te del que al primero le kabia quedado, siendo asi que 
para ponerse á jugar sacó el uno tantos reales como el 
otro. Se pregunta: icon cuántos reales se puso á jugar 
cada uno de los dos^

Bien se deja ver que si suponiendo ya conocido 
este número incógnito tratásemos solo de averiguar si se 
verificaban todas las condiciones de la propuesta, resta
ríamos de él los 12 rs. que perdió uno de los jugadores; 
de igual número restaríamos tambien los 57 rs. que 
perdió el otro; y sabiendo por este medio cuánto habia 
quedado á cada uno, examinaríamos si el segundo resi
duo era, como debía ser, la cuarta parte del primero.

Pues lo mismo cabalmente ejecutaremos cuando re
presentemos por x el número de reales que cada uno de 
los dos sacó para jugar; por ¿1 los 12 reales que perdió 
el primero, y por b los 57 rs. que perdió el segundo. 
Restaremos í2 de a*, y el residuo será x—a', restaremos 
asimismo b de x, y el residuo será x — bi y como sea 
una de las condiciones de la propuesta que este segun
do residuo haya de ser la cuarta parte del primero, 
esta misma condición , traducida al lenguaje algebrái-
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CO, se trasformará en esta ecuación:

Aunque en realidad está ya puesto en ecuación el 
problema, es del caso notar que pudimos deducir de la 
misma propuesta una ecuación sin quebrado alguno; 
porque si el segundo residuo representado por x—b de
be ser la cuarta parte del primero representado por x—a, 
es consiguiente que cuatro veces aquel sea igual á este. 
Pero ¿cómo representaremos el cuádruplo de aquel re
siduo sin tener préviamente conocido el valor del mis
mo residuo? No es necesario reflexionar mucho para ver 
que la analogía nos conduce á representar aquel cuádru
plo por una de estas dos expresiones;

4 Çx—bji j¡^x — ^b.
En efecto, si un minuendo menos un sustraendo repre
senta un residuo, es forzoso que la combinación de 
cuatro minuendos menos cuatro sustraendos represente 
cuatro residuos ó el cuádruplo de un residuo. Y co
tejando las dos últimas expresiones, que como es fácil 
demostrar, son equivalentes, vendremos á convencemos 
de que lo mismo es restar primeramente una cantidad 
de otra, y multiplicar despues por cualquier niímero el 
residuo, que multiplicar primeramente por el mismo mul^ 
tiplicador el minuendo y el sustraendo, }> restar despues 
un producto de otro. La inversión del órden de estas 
operaciones no produce alteración alguna en el resultado 
final.

Si, pues, el cuádruplo del segundo residuo debe ser 
igual al primero, tendremos, esta ecuación:

^x—4,b=:x-^a’i 
de la cual se deducen facilísimamente estas otras:
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4.C—2- —4¿ — a,

Está ultima fórmula nos está prescribiendo que dd cua- 
ciruelo de la perdida mayor restemos la menor, y que 
del residuo tomemos la tercera yarte, j^ara que nos re~ 
suite el número que buscábamos.

3 - Un yeseador, eon el objeto de estimular d un 
hijo su)^o al trabajo, yromete darle y cuartos yor cada 
lance en que este saque yesca, con la condición de queyer 
cada lance en que no la saque le descontara y cuartos. 
Desyues de 12 lances ajustaron cuentas, y tuvo elyadre 
que yagar al hijo ¿8 cuartos. Se pregunta: en cuantos 
lances de los 12 sacó el hijo yesca, y en cuantos no ?

Siendo por suposición 12 todos los lances, si repre
sentamos por x el número de los lances felices, el de 
los infructuosos resultará bien representado por la com
binación i2-~x. Ahora bien, si como estos son unos 
meros símbolos de dos números que no conocemos, fue
ran los mismos números que deseamos conocer, ¿qué ha
ríamos para comprobar el ajuste de cuentas? Claro es 
que multiplicaríamos 5 cuartos por el número de lances 
felices, y 3 cuartos por el de Jos infructuosos; resta
ríamos del primer producto el segundo, y el residuo ó 
alcance a favor del hijo debería ser 28 cuartos, para que 
el resultado final fuese, como debe ser, enteramente 
conforme con la propuesta de la cuestión.

Pues del mismo modo multiplicaremos 5 por x, y 
el producto estará representado por $a;; multiplicare
mos igualmente 12—x por 3, y el producto estará 
bien representado por la combinación 36 — 32?, Despues
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de haber ejecutado las dos multiplicaciones, ó mas bien 
después de haber representado los dos productos, debe
remos restar de 5 ar, que representa la deuda del padre, 
la cantidad 36—3T que representa la del hijo, y el 
residuo deberá ser igual á 28. Pero ¿cómo podremos 
restar de jx la cantidad representada por la combina
ción 36—3X sin haber antes quitado 3X de 36, según 
lo está indicando la última expresión?

Para superar esta dificultad tengamos presente que 
si en dos susiraedones hay un mismo minuendo y distin
tos sustraendos i cuanto ten^a uno de estos mas ^ue el 
otro, tanto cabalmente tendrá menos que el residuo cor
respondiente al menor sustraendo el correspondiente al 
mayor. Si, pues, habiendo de restar 3Ó de 5-^ represen
tamos el residuo por la combinación Jx — 3^-* cuando 
hayamos de restar del mismo minuendo 5 a; la cantidad 
representada por 36—3X, que tiene 3X menos que el 
anterior sustraendo 3Ó, el nuevo residuo deberá tener 
3X mas que el anterior, y de consiguiente estará bien 
representado por la combinación 5 ^—3^^3'^’* Tendre
mos, pues, con arreglo á la propuesta la siguiente ecua
ción: 5 x —36-h3 x= 28 ;
de la cual se deducen fácilmente estas otras:

5X‘+-3a-=28-t-36j
8x— 64 i

Son, pues, 8 tos lances felices, y de consiguiente 4 los 
infructuosos. En efecto.
Por 8 de los primeros á C cuartos cada 40 cuartos. 

uno debe el padre  I 
Por 4 de los segundos á 3 cuartos cada, 0 12 cuartos.. 

uno debe el hijo....,....f    ’

MCD 2022-L5



DE ALGEBRA. 45
Resultan, pues, de alcance á favor de este 28 cuartos, 
según lo exigía la propuesta del problema.

Si quisiéremos generalizar la solución, representare
mos por a el número de cuartos que el padre prometió 
dar al hijo por cada lance feliz; representaremos asimis
mo por b el número de cuartos que determinó descon
tarle por cada lance infructuoso; por ^ el numero de to
dos los lances, y por d el numero de cuartos que en el 
ajuste de cuentas resultaron de alcance contra el padre 
y á favor del hijo. Designaremos como antes por a; el 
número de los lances felices, y á consecuencia estará 
bien representado el de los infructuosos por la combina
ción c^x, sin necesidad de emplear para esto otra nue
va letra.

Ahora bien, si por cada lance feliz debe el padre 
al hijo a cuartos, por el número a: de lances felices le 
deberá ax cuartos. Y si por cada lance infructuoso debe 
el hijo al padre b cuartos, por el número e — x de lan
ces infructuosos le deberá el producto de aquellos dos 
números, el cual estará representado por b Çc—x"), ó 
por bc — bx,

Para quitar ahora este producto, que representa la 
deuda del hijo, del producto ax que representa la del 
padre, haremos el mismo razonamiento que cuando de
signábamos con guarismos los números conocidos, y di
remos: si de ax hubiésemos de sustraer be, el residuo 
estaría bien representado por la combinación ax—bei 
con que habiendo de quitar del mismo minuendo ax la 
cantidad representada por be—bx, la cual tiene bx me
nos que be, el nuevo residuo deberá tener la misma 
cantidad bx mas que el anterior, y deberá representarse 
por ax~be-¥-bx, Y puesto que según la propuesta de

MCD 2022-L5



46 TRATADO ELEMENTAt
la cuestión este último residuo, que representa el alcan
ce á favor del hijo, debe ser igual á la cantidad d, ten
dremos esta ecuación:

ax — he-¥‘hx=di 
de la cual se deducen estas otras:

ax -i-bx=d^bc i

Esta fórmula, que nos indica qué operaciones de
bemos ejecutar con los cuatro números conocidos para 
determinar el incógnito, se puede fácilmente trasfor
mar en una regla general con solo traduciría al lengua
je vulgar, como ya lo hemos practicado con algunas 
otras; pero aun sin necesidad de ejecutar esta traduc
ción puede servimos para resolver todos los problemas 
semejantes al propuesto, con solo sustituir los números 
que en cada caso particular se nos den conocidos en lu
gar de las letras con que en la fórmula están represen
tados. Haciendo uso de este segundo medio para com
pletar la solución del problema particular propuesto, nos 
resultará esta expresión:

28-4-3x12 
5^.3 ’

y efectuando las operaciones indicadas vendrá á ser 
28-1-36 64 0

como antes hemos hallado.
1$ Si para resolver cualquier problema que tenga 

una sola incógnita hemos de deducir en primer lugar 
de su propuesta una ecuación, es consiguiente que to
da ecuación ya formada y expresada en lenguaje alge-
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bráico pueda considerarse como procedente de una cues
tión, cuya propuesta se hallará fácilmente traduciendo al 
lenguaje vulgar la expresión que se nos dé en el sim
bólico. Asi se podrá ver sin dificultad que la ecuación

---h7= 82'— I 24 '
pertenece á este problema:

Hallar un número x tal ^ue si a sus tres cuartas 
/artes se anaden /, la suma sea igual al residuo ^ue 
resulte quitando 12 de ocho 'veces el mismo número des^ 
conocido.

Asimismo traduciendo al lenguaje vulgar la ecua
ción: ax-i-bc — cx—ac—hx,
en la cual suponemos que las letras a, b, c representan 
cantidades conocidas, y x la incógnita , veremos que 
debe haber provenido de esta cuestión:

Hallar un número x tal que multi/licándolo /or 
el número dado a; sumando con este /róducto el de los 
dos números dados b ^ a y restando de la suma el /ro- 
ducto de los números c y x, el residuo sea igual al que 
resulte quitando del /roducto de los dos números dados 
a y c el de los niïmeros b y x.

Del mismo modo podremos venir en conocimiento 
de las cuestiones que deben haber dado origen á cuan
tas cuestiones se nos propongan de la misma especie; 
es decir: podremos enunciar en lenguaje vulgar las re
laciones que la propuesta establecía entre las cantidades 
conocidas y la incógnita. Por lo demas ya hemos dicho 
(§• 4) q^û lina misma relación se puede enunciar de 
varios y muy distintos modos.

Ejercitándose mucho en traducir del lenguaje or
dinario al simbólico y al contrario, como se practica en 
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el estudio de cualquier idioma extraño, se familiari
zarán los principiantes con el Algebra, cuya dificultad 
apenas consiste en otra cosa que en la perfecta inteli
gencia de la representación de los caracteres y signos, y 
del modo de hacer uso en ellos.

Realas ^ara efectuar en cuanto es j^osihle con las can
tidades representadas por letras las operaciones 

aritméticas.

ló En las cuestiones que hasta aquí hemos re
suelto, se puede ya haber conocido la necesidad de sa
ber representar con los símbolos y signos algebraicos el 
resultado final de una ó mas operaciones aritméticas eje
cutadas con cantidades de valor indeterminado ó desco
nocido; y aunque el representar los resultados de la adi
ción, sustracción, multiplicación y division no pueda 
propiamente llamarse ejecutar estas operaciones, se le 
da sin embargo el nombre de aquella con la cual tenga 
mas analogía.

Cuando nos proponemos reunir muchas expresiones 
algebraicas en una sola equivalente al conjunto de todas 
ellas, llamamos á esto sumar cantidades algebraicas.

Cuando representamos el residuo que debe quedar 
en quitando de una expresión algebraica alguna otra, 
llamamos á esto restar.

Cuando representamos por el conjunto de varias 
expresiones de productos parciales el resultado de una 
multiplicación, llamamos á esto multiplicar.

Finalmente, cuando representamos por el conjunto 
de varias expresiones de cuocientes parciales el resulta
do de una division, llamamos á esto di'vidir.
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Pero todas estas operaciones se diferencian de las 

que hemos ejecutado en la Aritmética, en que no sien
do sus resultados sino unas meras indicaciones de otras 
operaciones que aun nos resta efectuar, no presentan las 
mas veces otra cosa que una trasformación de la serie 
de operaciones primitivamente indicadas, en otra que 
debe producir el mismo efecto y conducir al mismo re
sultado, sin mas diferencia que la de darnos de este ex
presiones mas sencillas, ó presentárnoslo bajo una forma 
mas acomodada al intento que nos proponemos.

Conviene advertir que á cada una de las expresio
nes que hemos llamado iérminos, se le da tambien el 
nombre de monomio ó de cantidad monomiai á la com
binación de dos términos ó dos monomios se la llama 
binomio', la combinación de tres términos ó monomios se 
llama trinomio', la de cuatro cuatrinomioi y general
mente la combinación de muchos términos ó monomios 
se denomina foHnomio, Cualquier monomio se llama tam
bién cantidad incamjiicxa ; y todo polinomio desde el bi
nomio en adelante se llama cantidad conydoxa. Cada 
una de las expresiones 2a, ^ab, ^bdf 8cc. es un mo
nomio ó una cantidad incomplexa', cualquiera de las 
combinaciones a-^b, ^a — ^c, Sbd-^ac &.c. es un 
binomio', cualquiera de las combinaciones 4i2— 3¿-^2ar 
5¿/'-+-4ab-c- ^dx 8c.c. es un trinomio; y así de las demas 
combinaciones de términos.

d^c la adición de las cantidades algebraicas.

’7 Cuando son monomias todas las cantidades que 
nos proponemos sumar, se ejecuta la adición, ó mas 
len se representa la suma formando una combinación de

tomo Ii. 4
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todas ellas, sin otra alteración que la de tener interpuesto 
entre cada dos el signo -h. Así la suma de las cantida
des íí, b,e, d&:c. se representa por la combinación

Ia suma de las cantidades monomias 2ax, ^i^^ 4^^> Sf^^‘ 

se representa por la combinación

pero es de notar que esta combinación de monomios, ó 
lo que es lo mismo, este polinomio, que representa la 
suma, puede en muchos casos simplificarse reuniendo 
dos ó mas términos en uno solo, y reduciendo por este 
medio la combinación total al menor nfimero de térmi- 

nos que sea posible.
Esta reunion ó reducción es la misma que ya he

mos efectuado (§§. 2 y 5) cuando hemos sustituido en 
lugar del binomio el monomio equivalente 2a;; y en 
lugar del trinomio x-^-x-^x el monomio equivalente ^x: 
por medio de los cuales ejemplos es fácil echar de ver 
que la reducción de que habíamos solo puede tener lu
gar cuando una misma letra se halle repetida en mu
chos términos, ó cuando sean comunes á muchos térmi
nos los mismos factores literales ó algebraicos. Estos tér
minos se llaman en tal caso términos semejantes, y la 
reunion de todos estos en uno que equivalga a la com
binación de ellos, se llama reducción de términos seme
jantes. En tal caso se considera la letra común ó el con- 
junto de factores comunes como si fuese una unidad, la 
cual está repetida tantas veces cuantos sean los términos 
en que se halle, cuando ninguno de estos tiene ningún 
factor numérico. Así es que tfH-a-^a -i-a equivale a 
4^; bc^bc-^bc^bc + bc equivale á 5^., Pero si los 
términos semejantes tuviesen factores numéricos, la com- 
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binacion de términos equivaldrá á la letra común ó ai 
conjunto de factores tomado tantas veces como unida
des tenga la suma de los factores numéricos. Así que 
4¿í4-3^H-5íí equivale á laí/j la combinación ^bed-i- 
ybí¿¿-+- 2bcd H- 6bcd equivale á i Sbed.

Se efectúa, pues, la adición de los términos semejan
tes con los números que van antepuestos á las cantida
des literales, los cuales indican cuántas veces está to
mada en cada término Ia cantidad común. Estos núme
ros se llaman coejicúnies, y cada uno de ellos es multi
plicador de la letra ó producto á que está antepuesto; 
debiéndose tener entendido que cuando en un término 
no haya ningún número antepuesto á la cantidad literal 
el coeficiente es i ; de modo que a, por ejemplo, es 
lo mismo que i í?; y así el binomio ¿/-1-4^7 se reducirá 
al monomio equivalente 572; al trinomio ¿í-H Q.bc-¥- ^be 
equivaldrá el monomio Sbc.

18 Cuando tratemes de representar la suma de dos 
ó mas polinomios, es bien claro que si todos estos fue
ren resultados de otras adiciones anteriores, ó lo que es 
lo mismo, si todos los términos de los polinomios fueren 
aditivos, la suma total deberá componerse de todas las 
partes de los sumandos. Así la suma de los binomios

^a-i-^b y 
estara bien representada por la combinación de los cua
tro monomios

porque en realidad esto se reduce á decir que sumar pri
meramente dos cantidades cualesquiera, sumar despues 
otras dos, y sumar por último las dos sumas, es lo mis
mo que sumar de una vez los cuatro sumandos que en
tran en ellas.
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Si alguno de los polinomios que se hayan de sumar 

fuese resultado de alguna sustracción anterior, ó lo que 
es lo mismo, si fuese sustractivo alguno de los términos 
de los sumandos, deberá serlo igualmente en el resul
tado, y aparecer en la suma con el mismo signo — con 
que antes se hallaba. Así la suma de los dos binomios

4¿3!H-5Z’ y ar—3¿/
estará bien representada por la combinación de los cua
tro monomios, ó por el cuadrinomio

porque sumar primeramente dos cantidades cualesquie
ra, restar despues de otra cantidad otra cualquiera, y 
sumar por último este residuo con aquella primera suma, 
es lo mismo que sumar las tres primeras cantidades, y 
restar de esta suma la cantidad que antes fue sustraendo.

Los dos ejemplos que acabamos de poner, bastan 
para hacer ver que la operación llamada adición de los 
polinomios sc efidáa escribiendo todos los términos que 
haya en los sumandos a continuación unos de otros y con 
sus propios signos, teniendo presente que los términos 
que en los sumandos esien sin si¿no a’̂ uno, se deben con
siderar como aditi'üos, ó como si tuz/iesen antepuesto el 
si^no -F.

Si en los sumandos hubiese algunos términos seme
jantes se podrán estos reducir a uno solo en la suma, 
efectuando con los coeficientes las operaciones indicadas 
por los signos que les esten antepuestos.

Propongámonos, por ejemplo, sumar los trinomios

yb-^c—e’,
y conforme á la regla antecedente la suma estará bien 
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representada por el siguiente polinomio, en el cual se 
hallan reunidos con sus propios signos todos los términos 
de los tres sumandos:

4¿2-l-9/’ — 2¿:-h 2¿Í — 3^4- 44/-i-7¿-i-f — Í-.
Viendo ahora que al binomio 4^"^2<af es equivalente el 
monomio 6ai que al binomio ^b-+-yh equivale el mo
nomio ihb'y que los términos sustractivos — 2^- y — 34' 
deben producír en el resultado el mismo efecto que 
el monomio sustractivo — gf; y por último, que restar 
por una parte 54-, y añadir por otra if, es lo mismo 
que quitar 4f, vendra a reducirse aquella primera ex
presión de la suma a esta otra equivalente mucho mas 
sencilla :

6¿2-+-16b — 44-4- 4¿/—
19 Para la reducción de los términos semejantes, 

que puede y con frecuencia suele tener lugar en los re
sultados de todas las operaciones algebraicas, puede ser
vir de gobierno la siguiente

Pegl^ general : Si todos los términos semejantes fue
sen aditivos, la eombinaeton de todos ellos etjuivaldra d 
un solo término aditivo, que ten^a la misma letra ó los 
mismos factores algebraicos j y jjor coef siente ó factor 
numérico la suma de todos los coeficientes de todos los 
términos que intentemos reducir.

Si todosfuesen sustractivos, la combinación de ellos 
equivaldrá d un solo término 6 monomio sustractivo, que 
tenga la misma letra ó los mismos factores algebraicos, 
Y jjor coeficiente la suma de los coeficientes de todos los 
términos que intentemos reducir.

Si de los términos snmejantes unos fuesen aditivos y 
otros sustractivos, se reducirán los primeros al mono
mio aditivo equivalente , e igualmente los segundos al 
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equivalente monomio sustractivo', y en caso que sean 
iguales los coejicientes de estos dos monomios, desapare
cerá enteramente del resultado la combinación de aque
llos términos semejantes, como que se reducen d cero, 6 
se destruyen mutuamente ; pero cuando sean desiguales 
las sumas de los coejicientes aditivos y sustractivos, se 
restará la menor de la mayor, y el residuo será el coe- 
Jiciente del monomio equivalente á la combinación de tér
minos semejantes, el cual tendrá el mismo signo que la 
mayor de las dos sumas»

Para ejercicio de nuestros lectores pondremos aquí 
algunos otros ejemplos de adiciones algebraicas con sus 
resultados.

Ejemplo i.

Sumandos...

ym-i-'¡ n—i^p-i-iyr
■^a-i-c^n—i im-i-2r 
^p — ^m-iSn—i 3r 
i in—2b—6r—m-i-s.

ym-^^n—i4p-t-i'yr-i-^a-ir^n — i im-i- 2r
-i-^p — ^m-^Sn-i '^r-i-1 in~2b— 6r~m-i-s. 

Reduciendo términos semejantes se simplificará la ex
presión de la suma, y se trasformará en esta otra:

—9WÎ-+-3 in—^p-i-^a—2b-i-si
en la cual se ve que la combinación de términos seme
jantes ym^I i?w — ^m — m se ha reducido al monomio 
sustractivo —çwz, porque 7 es el único coeficiente adi
tivo, y la suma de los sustractivos es 16; que el cua
drinomio 3«-i- 9«-(- 8«-i-i i« se ha reducido al mono
mio aditivo 31K, porque aquellos cuatro términos son 
todos aditivos j que el binomio —I4p-h ^p se ha re- 
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ducido al monomio sustractivo •—9/» y por último, que 
han desaparecido enteramente los términos que conte* 
nian la letra r, porque en la combinación i/rn-ar — 
I3r —6r Ia suma de los coeficientes aditivos es igual á 
la de los sustractivos.

En la colocación de los términos de un polinomio se 
puede guardar el orden que se quiera ó que mas acomo
de; pero por lo común ocupa el primer lugar, comen
zando por la izquierda, un término aditivo, sea el que 
fuere, por parecer muy impropio comenzar restando sin 
suponer de qué. Por esta razón los términos de la últi
ma expresión que hemos hallado de la suma, se podrán 
colocar en este orden:

31« —9m — j-.

Ejemjjlo u.

1
1 ibe-i-^^ad—Sac-^ ^ed

2ca — ‘̂ ab-h^ac -i- an 
gan — 2be—2ad-^^c¿i.

Ç j ll¿c—H 4aí/— 8flc —H Scá—1—Sac—|—7¿c— 2ad-+-é:mn 
úuma, 1 _J_2^^—g^^ _^^ -H an -H Qan — 2¿c— 2ar/-H 5cd.

Reduciendo términos semejantes vendrá á ser:
1 ó/'íTH-J ¿Tf^-12(;d 4“ 4W«— ^ab -i-1 oan.

De la susfraecion de las santidades al^ebrdieas,

20 Con arreglo al convenio generalmente adopta
do (§. 2) se indica la sustracción de los monomios po
niendo el signo __ á la izquierda del sustraendo; y la 
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5^ TRATADO ELEMENTAL
combinación del minuendo y del sustraendo con el sig
no — antepuesto á este segundo representa el residuo 
que debe resultar de la sustracción. Así cuando de la 
cantidad a tengamos que quitar la cantidad h, escribi
remos a—h para representar el residuo; si de la canti
dad 8¿í7 hubiésemos de restar la cantidad '^mn, escribi
remos S¿r—^mn para representar el residuo.

Si Jos dos monomios, minuendo y sustraendo, fue
sen semejantes, la expresión del residuo se podrá sim
plificar y reducir á un solo término, que tenga por co
eficiente la diferencia de los coeficientes de aquellos dos 
monomios. Por manera que si de 8¿r hubiésemos de 
restar ^hc la expresión ^bc — ^bc que representa el re
siduo, podría simplificarse y reducirse al solo monomio 
^be. Aun antes de ahora hemos ejecutado reducciones 
de esta especie, porque se conoce á primera vista la ra? 
2on de ellas.

Por lo que respecta á la sustracción de los polino
mios se deben distinguir dos casos:

I. Si el sustraendo representase la suína de mu- 
ckos monomios, ó lo que es lo mismo, si todos los tér
minos del sustraendo J'uesen aditivos 6 tuviesen ante
puesto el si^no -i-, se representará el residuo escribiendo 
el minuendo según nos lo hayan dado, y d su continua
ción el sustraendo, anteponiendo d todos los términos de 
este el signo —; porque, como es bien sabido, Io mismo 
es quitar de una vez una cantidad cualquiera, que qui
tar sucesivamente rodas las partes de que esta se com
ponga.

Si, por ejemplo, de la cantidad representada por 
el trinomio J^z — 9¿-H2f quisiéramos quitar la repre
sentada por el trinomio 2¿/-H3í-Hq/, representaremos
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el residuo por la siguiente combinación:

5 a-9¿H-2f— ^f.
2. Si los íerminos üd sustraeniio unos fufssn 

aditivos y otros sustractivos, ó Jo que es lo mismo, si 
unos tuviesen antepuesto el íi^no-b, y otros el si^no~; 
cuando escriíamos el sustraendo á continuación del mi
nuendo para representar el residuo, d los términos del 
sustraendo que tenian el signo -t- les antepondremos el 
^igno-. yá los que teman el signo — , les antepondremos 
el signo -H. De modo que si nos proponemos restar de 
la cantidad representada por el trinomio ym~^n-^Sq, 
la representada por el cuadrinomio 6¿r— 3/-1- 2¿-9f, 
representaremos el residuo por esta combinación:

"ÿm—6a~t-^^—2¿-+-^c.
La razón de lo que esta regla prescribe la hemos ex
puesto en la solución del tercer problema que propusi
mos en el §. 14; y aplicándola al ejemplo que acaba
mos de proponer , diremos que si de la cantidad /»1-4« 
-r-S^, hubiésemos de restar el binomio 6ízh-2¿, el resi
duo estaría bien representado por la combinación

7 m—4«-t- 8 q—6 a— 2 b j
pero como el sustraendo propuesto 6a~‘̂J'-i-2h—gc, 
equivalente á 6a-i-2b~'^f—gc, tenga menos que 6a 
^'2b la cantidad representada por sf-i-gc, el residuo 
deberá tener esta misma cantidad mas, y de consiguien
te deberá representarse por

ym—^n-hSq—óa^ib-t-^f-t-ge ;
á cuya expresión equivale la que antes hemos hallado.

Reuniendo ahora en una sola regla general las par
ticulares que acabamos de establecer, deduciremos por 
conclusion que la sustracción de las cantidades alge- 
rdicas se ej^ectua escribiendo d continuación del minucu' 
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$8 TRATADO ELEMENTAL
íio el sustraendo desj^ues de haber combinado de -t- en , 
y de — en-i-los signos de este último.

Despues de puesta en ejecución esta regla, si en 
el resultado hubiese términos semejantes, se hace la re- 
dxiccion de ellos conforme á los preceptos establecidos 
(§• '9>

Bjemj)lo i.

Minuendo... iya-^2m~gb--¿{c ‘̂¿'^d.
Sustraendo, iic—2'^b-i-^ la—^d.

2m^gb — ¿ic+2^d — i te
Kesiduo2 , 7) 2yb^^ la-i-^d.

Efectuando la reducción de los términos semejantes re
sultará esta otra expresión:

—34rf-i-2W2+i 8/»—i jr-t-a/í/;
ó mas bien: 2w—34^74-1 8/’—1 5r-i-a7íf.

^j^^f^f^^ ^^^
Minendo.... ^acSab-^gbc—^am
Sustraendo.. Sam- jc¿i-+-i iac—2ab

(¿ac — ^ab 4- gbc — 4am — Sam-i-yed 
^■‘^^‘^^'>...... 1 -i ¡ac^ 2ab.

Y reduciendo términos semejantes se tendrá esta otra ex
presión :

~6ac—6ab-h()bc~ I ^am-i-yedi 
ó mas bien esta otra:

gbc—^ac—^ab—i 2am-+-'/cd.
Bueno será advertir que sin necesidad de mudar los 

signos de los términos del sustraendo se j?uede rej^resen-
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far el residuo eseribiendo el minuendo y y d eoníinuaeion 
el sustraendo, cual nos lo hayan dado, bien que encerra
do dentro de un j^aréntesis con el signo — á la izquier
da de ^jí^jPor manera que si dtl trimonio ^a— ^b-i- 
7c nos proponemos restar el cuadrinomio 4/«—6K+3yí 
—8^, podemos representar el residuo de este modo:

¡a^^ b-i-7 c—Ç^ni’- 6 n-h $/}~S q") j
y de consiguiente esta expresión es equivalente á esta otra:

5 £7-^ 3 b-^yc^^m-i~6 n— ^j^-^Sq, 
que por la regla anterior hubiéramos hallado.

A esto es consiguiente que en habiendo en un po* 
hnomio varios términos sustractivos, podamos considerar 
al conjunto de estos como un sustraendo, y encerrarlos 
con el signo-+-dentro de un paréntesis, anteponiendo á 
este el signo —. Asi la última expresión que en el 
ejemplo segundo hemos hallado, equivaldrá á esta otra:

9bc-^7cd—Ç6ac-h6ab-i-î 2am').
No es necesario para dar esta forma à cualquier po

linomio que todos los términos que se havan de encer
rar dentro del paréntesis sean anteriormente sustracrivos; 
basta que lo sea alguno de ellos, y que á todos los que 
se pongan dentro del paréntesis se les mude el signo. 
Asi la misma expresión se podrá trasformar en estas otras:

9bc'-6ac—(6ab-^-i 2am^7cd')í 
9bc—^6ac-i-6ab-t-12am—7cd') i 
^bc—6ac—6ab—(^ 12am—7cd')\

&C. &c. &c.
Ias cuales no son otra cosa que indicaciones de distintos 
modos de obtener el mismo resultado.’'

1 Sera muy conveniente que los principiantes se ejerciten mu
cho en buscar las varias expresiones equivalentes de un mismo resol-
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De la multiflicaeion de las eaníldades algebráleas.

21 Mientras no consideremos á las letras sino co
mo símbolos de números, deberemos formamos de la 
multiplicación algebraica la misma idea que de la mul
tiplicación aritmética QAritm. §§. 2$ y 87). Por ma
nera que multij^lícar a ÿor b es hallar, ó por mejor de* 
cir, es representar una tercera cantidad que se haya con 
respecto á cualquiera de aquellos dos factores , del mis
mo modo que el otro factor se ha con respecto á la unidad.

Ya hemos dado á conocer (§§. 2 y 7) los varios 
modos de indicar la multiplicación algebraica, y. de re
presentar el producto. El de ¿r por b^ por ejemplo, se 
representa por axb, ó por a . b^ ó finalmente por ab 
sin interposición de signo alguno.

Ocurre con frecuencia tener que representar el pro
ducto de varias multiplicaciones sucesivas, como por 
ejemplo la de a por b’̂ despues la del producto ab por 
fj después la de este segundo producto por d, y asi su
cesivamente; en cuyo caso bien se deja ver que el pro
ducto final deberá tener por factores á todos los núme
ros representados por las letras ¿í, b, c, d 8cc. (^Aritm. 
§. 22); y con arreglo al convenio adoptado para indi
car la multiplicación se representará el producto de cua
lesquiera factores, escribiéndolos todos d continuation 
unos de otros sin interposición de si^no alguno. Asi que 
la combinación abcd representa el producto de los cua
tro números designados por las letras a, b, c, d,

taJo, y en descifrar la serie de operaiiones que cada una indica, por 
que la falta de expedición en esta especie de traducciones, es uno de 
los obstáculos que mas retardan sus progresos en el estudio del Al
gebra.
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Ya hemos hecho algún uso de esta regla, com

prendiendo en en ella hasta los coeficientes numéricos, que 
son evidentemente factores de las cantidades, en cuya 
expresión entran. En efecto, indicándonos la expresión 
l^ahcd que la cantidad representada por abcd está to
mada 1$ veces, viene en suma á designar el producto 
de los < factores 15 a, b, d.

22 ¡A consecuencia del mismo convenio indicare
mos la multiplicación de cuantos monomios se quiera, 
tales como ^abc, ^def, ^’^fit fortn^ndo d^ todos eilos 
un solo monomio ó una combinación ^ en la cual se hallen 
todos los factores d continuación unos de otros sin inter- 
fosicion de signo alguno. Asi que la combinación

^abc ^def ‘̂ mn, 
representará el producto de los tres monomios propues
tos; pero como, según hemos demostrado en la Arit
mética (§. 57), podamos colocar en el orden que mas 
nos acomode los factores de un mismo producto , pon
dremos , usando de esta facultad, todos los factores nu
méricos al principio de la combinación toral; bien que 
entonces será necesario por la razón expuesta (§. 7) ha
cer uso de alguno de los signos de Ia multiplicación; ó 
si pareciere mas conveniente, se efectuará la de todos 
los coeficientes. Asi á la expresión anterior se le podrá 
dar esta forma: ^>i^>i'^abcdefmn‘, 
ó esta otra: 4.5.3 abedefinm 
ó finalmente, efectuando la multiplicación de los tres 
números 4, 5 y 3 , esta otra:

6oabcdefmn.

1 Con el auxilio de los signos algebraicos se puede bacer mas 
perceptible la demostración que hemos dado ÇAritni. §. 57). En
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23 Cuando varios factores de un mismo producto 

'' están designados por una misma letra , se simplifica mu
cho lo expresión escribiendo la letra una sola vez , é in" 
¿iicando for medio de un número cuántas veces debe 
aquella letra ser factor de aquel j^roducto i y como el 
numero que para esto indicamos haya de indicar varias 
multiplicaciones sucesivas, será indispensable colocarlo 
de modo que no se le pueda confundir con el coerciente 
del cual hacemos uso para simplificar la expresión del 
resultado de varias adiciones. Por esta razón se ha de
terminado colocar aquel otro número á la derecha y un 
poco mas arriba de la letra á la cual pertenezca, en lu
gar de aquel el coeficiente se coloca siempre á la iz
quierda y en la misma línea horizontal.

Según esto el producto de a por a^ que estaría 
bien representado por aa, lo estará con mas sencillez 
por a^ i el producto de b por b por b, que estaría bien 
representado por bbb^ lo estará con mas sencillez por b^, 
y asi de los demas. En la expresión a'‘ el dos nos indica 
que el número designado por la letra a es dos veces 
factor, y de consiguiente no debemos confundir aquella 
expresión con 2¿r, que es una abreviación de ¿z-h<í: en 
la expresión P el 3 nos indica que el número designa
do por la letra b es tres veces factor, y de consiguiente 
no deberemos confundir aquella expresión con ^b, que

electo, el producto abedefmn equivale á abxedxefxmn ; y pn- 
diendose invertir el orden de los dos factores de un producto sin 
que este varíe Ç^ritm. §. 27), equivaldrá tambien a ¿axdexjexnm, 
6 lo que es lo mismo, á abdefenm. Descomponiendo el producto 
primitivo de otros varios modos como axbexdexfmxn, podre
mos hacer que los factores vengan á estar colocados en el orden 
que mas nos acomode.
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es una abreviación de b-^-b-^-b. Para hacer todavía 
mas palpable el error que cometeríamos confundiendo 
estas expresiones, supongamos que a represente al nú
mero 5 en cuyo caso la expresión a^ representará á 
5x5 que equivale á 25 j en vez de que la expresión 
aa representará á 5-+*5 , ó á dos veces 5 , y en una pa
labra á 10. Si la letra b repsesentare al número 8, la 
expresión b^ representará á 8x8x8, que equivale á 
§12, en lugar de que ^b representararia á 8x8x8; 
ó á 3 veces 8, y en una palabra á 24.

La utilidad de la simplificación que acabamos de 
indicar de las expresiones de los productos, se hace tanto 
mas perceptible cuanto mayor es el número de factores 
designados con una misma letra. Si hubiéramos, por 
ejemplo, de representar un producto en el cual la can
tidad designada por íí fuese factor ocho veces, la expre
sión aaaaaaaa sería sumamente embarazosa, y por eso 
es justamente preferible la equivalente a^,

24 Estos productos formados de factores todos igua
les se llaman en general j^oíencias del factor repetido, 
y según lo esté dos, tres, cuatro &c. veces, se llama el 
producto, segutJí^a ó tercera ó cuarta Sic. potencia. Asi 
aa ó su equivalente a'^ se llama la secunda potencia de 
a; aaa ó su equivalente a^ se llama la tercera j^oten- 
cía de ^; aaaa ó su equivalente ¿r* se llama la cuarta 
j}ctencía de a, y asi de las demas.

1 La segunda potencia de un número se llama tambien el cua
drado de este número; y la tercera potencia se llama el cubo de! mis
ino numero; y aunque estas denominaciones pertenecientes á la Geo
metría , y que no guardan la uniformidad de la nomenclatura de las 
demas potencias, sean muy impropias en el Algebra , son las mas usa- 
^^¡’^ 7 por su brevedad merecen conservarse.
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Por analogía se llama primera potencia de a la mis

ma cantidad a, y por esta razón se puede considerar 
como equivalente á la expresión a\ ¿o mismo puede 
decirse de otra letra cualquiera.

A fin de poner mas en claro el uso que se hace de 
todas estas denominaciones las aplicaremos á un número 
determinado; y sea, por ejemplo, 5.
Primera foi-eneia de 5... 5
Segunda ^ofeneia............ 5x5=25.
Tercera j^otencia............. 5^5^5=^25x5=125.
Cuarta potencia............ 5x5x5x5=125x5=625.
Quinta potencia............ 5x5x5x5x5=625x5=3125.

&c. &C. &c.
El número con que designamos cuántas veces es 

factor una letra, ó lo que es lo mismo, qué- potencia de 
la cantidad representada por ¡a letra es el producto, se 
llama el exponente de ella. Haciendo pues uso de esta 
denominación, diremos que j?ara formar una jjotencia 
de un número, ó como tambien suele decirse, fara ele- 
'var un número d una j^otencia se debe muÍti/Hcar el nú
mero for sí mismo tantas veces menos una como unida
des tenga el exjjonente de la potencia.

25 Supuesto que el exponente indica cuántas ve
ces es factor de un producto la letra á la cual está so
brepuesto; y estando ya demostrado que el producto 
de dos cantidades cualesquiera debe contener todos los 
factores que entren en la composición de estas cantida
des, es consiguiente que si por ejemplo hubiésemos de 
multiplicar la cantidad a^, en la cual es cinco veces fac
tor la a, por la cantidad a^, en Ia cual es cinco veces fac
tor la misma a, en el producto deberá ser ocho veces 
factor la a, y de consiguiente lo deberemos representar
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por a . Y siendo fácil generalizar este razonamiento, es
tableceremos por regía general que el j^roducío de ¿los 
foíencias ¿le un mismo número es otra foteneia ¿leí m¿S‘ 
mo número, la cual tiene for exponente la suma ele los 
¿los exj^onentes del multi/lieanelo y multijolieaelor.

26 De esto se sigue que cuanelo hayamos ele mul- 
t¿j)liear dos monomios ^ue tengan varias letras eomunes, 
fo¿lremos sim/h^icar la expresión del producto eserihien- 
do en él una sola vez ead¿i una de aquellas letras eomunes 
eon un exj^onente igual a la sum¿i de los exyonentes que 
tenga en el multiyilieando j en el multiylieadoir Si, por 
ejemplo, hemos de multiplicar a^ b^ e por a^ b- ? d, el 
producto que puede representarse por a^ b^ ea''^ b' e" djC 
variando la colocación de los factores, por a^ a^ b^ b^ee"" d 
estará representado con mayor sencillez por a'' b^ e^ d, po 
wendo a‘^ en lugar de ¿z’ a^ ■, ¿^ en lugar de b^ ¿'; y e' 
en lugar de fr’, ó lo que es lo mismo, de e'^ e^.

27 Asi como distinguimos las potencias por el nu
mero de factores iguales que entran en la composición 
de cada una, clasificamos todos los productos con arre
glo al numero de factores simples ó qirimos que los for
man, y damos á estas diferentes clases la denominación 
común de grados’. Asi decimos que el producto a"^ b^ e, 
por ejemplo, es del sexto grado, porque está formado 
de seis factores simples, á saber: do^- factores ¿z, tres

1 Siguiendo la analogía indicada en la nota del §. 24 suelen lia- 
marse dimensiones los factores simples ó primos de cualquier pro
ducto; de modo que según el ordinario modo de hablar el producto 
«’Í’c tiene seis dimensiones-, pero este solo ejemplo basta para ha
cer ver lo absurda que es esta nomenclatura. Es verdad que los pro
ductos de dos factores representan las áreas que tienen dos dimen
siones, y los productos de tres factores representan los volúmenes

TOMO JJ.
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factores b, y un facEor rj debiéndose tener entendido 
que aunque estos factores se llamen primos ó primeros, 
porque no podemos descomponerlos en otros mas senci
llos , pueden bien representar numeres compuestos; 
pero si atendemos al número particular que en un cier
ro y determinado caso representan, salen ya del estado 
de absoluta indeterminación en que el Algebra los con
sidera.

Tambien debe tenerse presente que para la deter
minación del grado de un producto no entran en cuenta 
los coeficientes numéricos sino solo los factores alge
braicos ó literales.

Seguir esto, y en consecuencia de lo demostrado 
0§, 21 y 25), cuando se multiplique un monomio 
por otro, el'número que indique el grado del producto 
deberá ser la suma de los que indiquen los grados del 
multiplicando y multiplicador.

28 Del mismo modo y por la misma razón que en 
la Aritmética efectuamos la multiplicación de los núme
ros que se representan por muchas cifras, multiplicando 
todas las partes del multiplieando por cada una de las 
partes del mulíiplieador, y sumando los productos par
ciales ^Ariím. §. 35); igualmente en el Algebra se 
ejecuta la multiplicación de las cantidades complexas o 
de les polinomios, multiplicando sucesivamente todas lus 
partes o términos ó monomios del multiplicando por ea- 
da una de las partes, términos ó monomios del multi
plicador, y reuniendo por último los productos parciales 

qne tienen tres dimensiones: pero pasado este término deja de sub
sistir la correspondencia cutre las expresiones algebraicas y las ligaras 
geométricas, puesto que en la extension 110 pueden considerarse mas 
de tres dimensiones.
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para tener en el conjunto de estos el producto total; 
pero en los polinomios algebraicos ocurre una particu
laridad que no se halla en las combinaciones de guaris
mos. Los polinomios tienen por lo común términos sus- 
tractivos, en vez de que todos los guarismos que entran 
en una combinación representan siempre partes aditivas. 
Las unidades, decenas, centenas &c. que entran en la 
formación de un número, son otros tantos términos que 
en todos casos se consideran sumados unos con otros; y 
de ahí es que en la multiplicación aritmética el pro
ducto total debe en rodos casos ser la suma de todos 
los parciales, en vez de que en la’algebraica no lo será 
sino cuando sean aditivos todos los términos de los 
factores.

Tratemos de multiplicar ¿n-¿

por f

y el producto.................... ac-^hc
se obtendrá multiplicando cada una de ¡as partes del 
multiplicando por el monomio multiplicador, y suman
do los productos parciales ac y he. Lo mismo ejecuta
ríamos si el multiplicando tuviese tres ó mas términos 
todos aditivos.

Cuando el multiplicador sea tambien Ia suma de 
varios términos, habremos de multiplicar sucesivamente 
todas las partes ó términos del multiplicando por cada 
una de las partes ó términos del multiplicador; y su
mando por último todos los productos parciales, tendre
mos el producto total.

Conviene advertir que en estas multiplicaciones par
ciales no hay necesidad de guardar mas orden que el 
conducente á que no se omita ninguna de ellas.
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Propongámonos multiplicar a-+b

productos parciales C¿zr -H he 
^ad-i-hd

Producto rota!... ae-^he-^-ad-^-hd

Porque la multiplicación de todo el multiplicando a-t-b 
por la parte c del multiplicador produce ae-i-he i y la 
multiplicación de todo el multiplicando a-^h por Ia 
otra parte d del multiplicador producead-i-bdi y la su
ma de los dos resultados parciales es ae-i-be-i- ad-^bdi 
y de consiguiente esta es la expresión del producto total.

29 Si el multiplicando tuviese algunas partes sus- 
tractivas, los productos de estas parres deberán restarse 
de los de las demas, ó lo que equivale á lo mismo, se 
les deberá anteponer el signo —para indicar aquella sus
tracción. Si por ejemplo nos proponemos multiplicar 
a—b por e, el producto será ae—be^ según hemos he
cho ver en la solución del segundo problema que pro
pusimos en el §. 14.

Si en el multiplicando hubiere varios términos sus- 
tractivos, v el multiplicador fuere un polinomio cuyos 
términos sean todos aditivos, tendrá lugar la misma re
gla. Propongámonos por ejemplo multiplicar

por d-¥-f .

^£íd~~bd^~edProductos parciales r rr r

Producto tota.}...ad—bd—cd-i-af—bf—ef
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Porque la multiplicación de todas las partes del multi
plicando por la parte d del multiplicador produce ad— 
hd—ed-, y la multiplicación de todo el multiplicando 
por la otra parte f del multiplicador produce af—hf— 
ífi y sumando los dos productos parciales resultar á la 
expresión que hemos hallado del producto total. Y pu
diéndose aplicar los razonamientos que nos han dirigido 
en estas operaciones á cuantos ejemplos se propongan 
semejantes á las anteriores podremos establecer por re
gla general que mientras sean aditivos todos los térmi
nos del multiplieador, cada una de las j^artes ó términos 
del jiroducto tendrá el mismo signo que el término ó j^ar- 
te corres_fondiente del multiplicando.

30 Supongamos ahora que el multiplicador tenga 
términos sustractivos, siendo aditivos todos los del mul
tiplicando; y aunque tratándose, como aqui se trata, de 
números abstractos pudiéramos tomar por multiplicando 
al multiplicador, y hallar por las reglas establecidas el 
producto, propongámonos determinarlo sin necesidad de 
hacer aquella inversion. Hayamos por ejemplo de mul
tiplicar................................a

por b—c.

Producto............. ab—ac

l uesto que el multiplicador no es b ni c, ni la suma de 
estos dos números, sino el residuo que quede en qui
tando c de b, el verdadero producto no deberá ser ab, 
ni acni ab-^-ac sino ab—ac, es decir el multiplicando 
a tomado tantas veces como unidades hay en b, menos 
el mismo multiplicando a tomado tantas veces como uni
dades hay en £■; de cuya sustracción debe resultar el 
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multiplicando o: tomado tantas veces como unidades 
hay en h—c, y de consiguiente el producto que bus
cábamos.

Lo mismo se ejecutará cuando el multiplicando 
tenga dos ó mas términos todos aditivos: se multipliea- 
rán sueesivameníe' todas las partes del multij^lieando 
j^or cada una de las del multiplicador , y del conjunto 
de los productos parciales procedentes de los términos 
aditivos de este se restarán todos los productos pardas 
les procedentes de los términos sustractivos del mismo 
multiplicador. Propongámonos por ejemplo multiplicar 
el trinomio a^b-^c por el trinomio d-^e—f, y el pro
ducto será

ad-i-bd-i-cd-i-ae-i-b e-i-ce—af— bf— cf.
Supongamos por último que tanto el multiplicando 

como eí multiplicador tengan términos sustractivos, pro- 
poniéndonos por ejemplo multiplicar a—b

por c—d.

y el producto será... ac—bc—ad-^bdi

porque todo el multiplicando a—b se ha de multiplicar 
primeramente por la parte c del multiplicador; despues 
se debe multiplicar todo el multiplicando por la otra 
parte d del multiplicador; y siendo sustractiva esta se
gunda parte, deberemos restar del primer producto par
cial el segundo. Ahora bien, el primer producto parcial 
es ac-^bc ; el segundo es ad—bdi y cambiando los sig
nos de este para representar el residuo (§. 20) resul
tará el producto que buscábamos, cual lo hemos repre
sentado.

31 [Resumiendo todas las consecuencias que se pue
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den deducír de Ls ejemplos anteriores podremos esta
blecer que generalmente la muli-i^plicacion de los polir,o ■ 
mios se efeetúa, en cuanto es posible , 'multiplicando su- 
cesivamente con arreglo d los preceptos dados para los 
monomios (§§. 21 y ^^¿') ^odas las partes ó términos 
del multiplicando por cada una de las partes 6 términos 
del multiplicador, y teniendo presente ¿[ue todo producto 
parcial monomio procedente de un término aditi'vo del 
multiplicador debe tener el mismo signo que el multipli
cando parcial que haya concurrido á su formation, y 
todo producto parcial monomio procedente de un término 
sustractivo del multiplicador debe tener un signo contra
rio al que tenga el multiplicando parcial que haya con
currido d su formación^

Si particularizamos Íos diferentes casos compren
didos en esta regla general deduciremos por conclu
sion que

/ i.° Todo término aditivo multiplicado por otro tér
mino aditivo da un producto aditivo.

2 .® Todo término sustractivo multiplicado por un 
término aditivo da un producto sustractivo.

3 .° Todo término aditivo multiplicado por un tér
mino sustractivo da un producto sustractivo.

4 .” Todo término sustractivo multiplicado por otro 
término sustractivo da un producto aditivo. •

Esto mismo se puede expresar mas brevemente di
ciendo que si los dos factores parciales tuvieren un 7nis- 
mo signo, el producto parcial procedente de ellos sera 
aditivo, 6 tendrá el signo-i-i pero si los dos factores 
parciales tuvieren diferentes signos, el producto parcial 
será sustractivo, y de consiguiente tendrá el signo—.

A fin de facilitar la práctica de 'a multiplicación de 
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los polinomios, recapitularemos todas Ias reglas que es 
necesario observar en esta operación.

i .® Se determinará el signo que se ha de antejjoner 
a eada término del yrodueto total, ó lo que es lo mis
mo, á eada producto parcial monomio, con arreglo á 
los preceptos qiie acabamos de prescribir. Esta se llama 
la regla de los signos.

2 .° £1 coejidente de eada producto parcial mono^ 
mió ha de ser el producto de los coeficientes de los dos 
factores parciales que concurran á su formación (§. 22). 
Esta se llama la regla de los coeficientes.

5 ,° Cada producto parcial monomio ha de contener 
á continuación unas de otras todas las diferentes letras 
que se hallen en los dos factores parciales Ç^. 2 1^. Esta 
se llama la regla de las letras.

4 .° Cada una de las letras comunes á los dos fac
tores monomios tendrá en el producto parcial procedente 
de ellos un exponents igual á la suma de los exponentes 
que la misma letra tenga en los dos factores (^§. 25)- 
Esta se llama la regla de los exponentes.

32 Hagamos aplicación de todas estas reglas al 
ejemplo siguiente:

Multiplicando...... . c^a‘^2a^b-^¿^a^b''
Multiplicador......... a^—¿{a^b->r-Q.b^

S
5 a^—2a6b-i-¿^a’b^ 
~2ca^b-i-3a^b^—í 6a''b^ 
•+-1 Ga^P—z^a^b'^-^^a^b^

Producto total re-} g^,---- ^^a^b^i^a^t,^-----tvrV/-----4a3¿4H-8a=¿í 
ducido.------ 5

En la primera línea horizontal de los productos parcia
les se hallan todos los que han resultado de la multi- 
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plicacion de los très términos del multiplicando por el 
primer término a^ del multiplicador; y como este tér
mino no tiene antepuesto signo alguno, y de consiguien
te es aditivo, todos los productos parciales monomios á 
cuya formación concurra deberán tener los mismos sig
nos que los términos correspondientes del multiplicando 
(§. 31). En este supuesto, el primer producto parcial 
5ií^ no tiene signo, ó lo que es lo mismo, es aditivo, 
porque lo es el primer término §¿1“* del multiplicando; 
el coeficiente del mismo producto parcial es 5 , porque 
siendo 5 el coeficiente del primer término del multipli
cando, y i del primer término del multiplicador, el 
producto de los dos coeficientes es 5. Los factores par
ciales y ¿z® no tienen mas letra que la a con el ex
ponente 4 en el multiplicando, y con el exponente 3 en 
el multiplicador; y por esta razón en el producto par
cial no hay mas letra que la a con el exponente 7, 
suma de aquellos otros dos.

El segundo término del multiplicando es sustracti- 
vo, y de consiguiente al combinarse con el primer tér
mino del multiplicador debe dar un producto sustracti- 
vo ó con el signo —. El coeficiente 2 del uno multi
plicado por el coeficiente î del otro, da 2 por coefi
ciente del producto á cuya formación concurren. En los 
dos factores parciales no hay mas letras que la a y la b; 
y de consiguiente el producto debe contener estas le
tras y ninguna otra. La letra ¿z es común á los dos fac
tores, y así en uno como en otro tiene por exponente 
al 3, y de consiguiente la misma letra tendrá en el pro
ducto el exponente 6, que equivale á 3-+-3. Así que 
el segundo producto parcial monomio con su signo se
rá -aa^b.
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Como el tercer término 4í¿“¿’ ¿el multiplicando es 

aditivo, Jo es tambien el producto parcial que resulta 
de su multiplicación por el primer término del multi
plicador; el coeficiente deberá ser 4; las letras deberán 
ser la £7 y la h, la primera con el exponente ^ , y la se
gunda con el mismo exponente 2 que tiene en el mul
tiplicando. Así se formará el tercer producto parcial

La segunda línea de productos parciales contiene 
todos los que han resultado de todos los términos del 
multiplicando por el segundo término del multiplica
dor; y por ser sustractivo este término, todos los pro
ductos p.arciales de esta línea tienen signo contrario al 
de Jos términos del multiplicando que han concurrido á 
su formación. Para los coeficientes, las letras y los ex
ponentes han seguido las mismas reglas que en la for
mación de los productos parciales de la línea anterior.

En la tercera y última están los productos parciales 
procedentes de la multiplicación de todos los términos 
del multiplicando por el tercer término ¿el multiplica
dor; y como es aditivo este término, todos los produc
tos parciales á cuya formación concurre conservan el 
mismo signo que los términos correspondientes del mul
tiplicando.

leniendo ya formados todos los productos parcia
les, de cuya reunion se compone el total, se les exa
mina atentamente para ver si entre ellos hay algunos 
términos semejantes; y en caso que los haya, se les re
duce observando para ello la regla del §. 19; y tenien
do presente que fara ser semejantes dos ó mas térmi
nos no basta ^ue tengan unas mismas letras, sino ^ue 
ademas cada una de estas ha de tener en todos un mis-
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mo exponentet sin lo cual no se hallará en ellos la mis
ma combinación de factores simples ó j^rimos, como se 
requiere para,la semejanza de los términos y poder re
ducirlos, En nuestro ejemplo hemos efectuado tres re
ducciones, á saber;

la de — aa'^b y — aQa^b, que equivalen á — i2a^b\ 
la de ~+~4a^b^ y ~¥-3a'b'^, que equivalen á -ni la^b'^i 
la de — 16a^b^ y -hica^b^, que equivalen á —^a^b^.

Despues de efectuadas estas tres deducciones ha resulta
do el producto total simplificado, cual se halla en la 
última línea del ejemplo.

Para ejercicio de los principiantes pondremos aquí 
otro, algo mas complicado, cuya inteligencia no puede 
ya serles difícil. En el resultado final de la operación 
podrán fácilmente notar que no es posible reducir mas 
términos que

— i^^ab^c y -i-^^a^b^c't 
porque siendo estos los únicos en cuya composición en
tran unas mismas letras con unos mismos exponentes, 
son los únicos términos semejantes que se hallan en rodo 
el producto, y de consiguiente los únicos susceptibles 
de reducción.
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33 A consecuencia de lo que debemos practicar 

en la multiplicación de los polinomios, es fácil ver que 
si todos los términos del multiplicando fueren de un 
mismo grado, sea cual fuese; y todos los términos del 
multiplicador fueren tambien de un mismo grado, cual
quiera que sea; todos los términos del producto serán 
asimismo del grado indicado por la suma de los núme
ros que indiquen los grados de los dos factores.

Hn el ultimo ejemplo, en el cual el multiplicando 
es dei sexto grado, y el multiplicador del tercero, el 
producto es del noveno; y en el ejemplo anterior, en 
el cual el multiplicando es del cuarto grado, y el mul
tiplicador del tercero, el producto es del séptimo; y así 
de los demas.

Los polinomios, cuyos términos son todos de un 
mismo grado, sea cual fuere, se llaman homogéneos. Di
remos, pues, que en siendo homogéneos dos ó mas fac
tores complexos ó polinomios, debe tambien ser homo
géneo el producto; y esta observación podrá semos muy 
útil para precaver o corregir muchas equivocaciones 
que estamos expuestos á padecer en las multiplicaciones 
parciales, omitiendo por olvido algunos factores, ó po
niendo algunos exponentes mayores ó menores de lo que 
debían ser.

34 Por la razón que expusimos (^. 3), los resul
tados de las operaciones algebraicas efectuadas con can
tidades literales nos dan á conocer el influjo que en ellos 
tiene cada una de las partes de estas cantidades, ó lo 
que es equivalente, cómo y cuanto ha contribuido cada 
parte para la formación de los mismos resultados; y por 
este medio nos conducen á descubrir en los números 
muchas propiedades generales é independientes de todo
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sistema de numeración. Los tres ejemplos siguientes de 
multiplicaciones algebraicas nos manifiestan ciertas pro
piedades de esta clase, muy importantes por razón dei 
frecuente uso que de ellas haremos en lo sucesivo.

a-i-h 
x a—h 

a^ -+- ab 
— ab—b^

a ~b

Ji.
a-i-b 

x a-+-b

-i- 2ab-h b^ 
x a-+-b

a^ -H 2a^b-+-ab^
-i-¿f b-+-'¿ab"b^

a^-i-'^a''-b-i-'iab''~i-b''

La primera multiplicación, en la cual el binomio 
a-i-b multiplicado por el binomio a — b ha producido 
a^—h^i nos hace ver que si se multiplica la suma de 
dos números cualesquiera por la diferencia de los mis
mos números, el producto será la diferencia de los cua
drados de es tos números.

De esta propiedad podemos hacer uso para abre
viar muchos multiplicaciones aritméticas; pues aunque 
Ias combinaciones de guarismos no contengan parte al
guna sustractiva, ocurre no pocas veces tener que mul
tiplicar dos números, en los cuales se echa prontamente 
de ver que son respectivamente la suma y la diferencia 
de otros dos que podemos multiplicar por sí mismos 
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con suma facilidad, y aun sin necesidad de tornar la 
pluma para ello. Tengamos, por ejemplo, que multi
plicar 52 por 48; y observando que el primero equi
vale á cincuenta mas dos, y el segundo á cincuenta me
nos dos, vendremos en cenocimienro de que el produc
to será el cuadrado de 50 menos el cuadrado de 2. 
Ahora bien, el cuadrado de 50, ó el producto de 50 
por 50, es 2500, el cuadrado de 2 es ., ; y restando 
4 de 2 5 00, el residuo 249Û será el producto que bus
cábamos. Lo mismo puede ejecutarse en la multiplica
ción de 84 por 7Ó, y en todas las demas en que los 
factores tengan la circunstancia de ser la suma y L di
ferencia de unos mismos números, cuyos cuadrados se 
hallen con prontitud y facilidad.

En el segundo ejemplo vemos que tanto el multi
plicando como el multiplicador es un mismo binomio 
a-^bi expresión algebraica, que traducida ai idioma 
vulgar quiere decir: una cantidad compuesta de dos 
j^artes cualesquiera sumadas. El resultado, pues, de esta 
multiplicación nos da á entender que la segunda potencia 
ó el cuadrado de una cantidad compuesta de dos partes 
cualesquiera sumadas, se compone del cuadrado de la 
primera parte-, de dos veces el producto de la primera 
multiplicada por la segunda, y del cuadrado de la se
gunda. Esta es una mera traducción de la expresión al- 
gebráica a^-i-2ab-i-b*.

Y como todo número representado por dos cifras se 
nos presente como compuesto de dos parres sumadas; 
siempre que hayamos de multiplicar por sí mismo cual
quier número de esta clase, ó Io que es lo mismo, siem
pre que nos propongamos cuadrarlo ó elevarlo al cua
drado ó á la segunda potencia, podremos hacer uso de 
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la regla que nos prescribe el resultado algebraico de la 
segunda multiplicación.

En la tercera el multiplicando es el cuadrado del 
binomio a-^-hi y siendo este mismo binomio el multi
plicador, el resultado viene á ser el cubo del mismo 
binomio; y traducido al idioma vulgar nos hace ver 
que el cubo de cualquier cantidad comj^uesta de cuales
quiera dos partes sumadas se compone del cubo de la j^rl- 
mera farta de tres veces el cuadrado de la frimera 
multlfllcado for la segunda ; de tres veces la frimera 
multlfllcada for el cuadrado de la segunda, y del cubo 
de la segunda. Ya se nos ofrecerán frecuentes ocasiones 
de hacer uso de rodas estas propiedades.

35 En muchos casos, y señaladamente cuando des
pués que hayamos ejecutado una operación tengamos 
que ejecutar la inversa, con la cual puede deshacerse 
en todo ó en parte lo que con la primera hayamos he
cho, conviene no efectuar la primera, sino solo indicar
ía ; y de ahí es que generalmente las operaciones alge
braicas no se efectúan del modo que esto es posible, 
sino cuando es absolutamente indispensable; y de con
siguiente será preciso valerse del medio que hemos adop- 
tado*(§. 11) para indicar la multiplicación de las can
tidades complexas.

La expresión, por ejemplo,
(5<r4-3a»¿’^¿*) (^ab^~ac^--^d^) Cb"-~c^) 

indica que se debe multiplicar el trinomio encerrado 
dentro del primer paréntesis por el trinomio encerrado 
dentro del segundo, y que el producto de esta primera 
multiplicación se debe multiplicar por el binomio encer
rado dentro del tercero; y de consiguiente representa el 
resultado final de estas multiplicaciones.
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Algunos autores, para indicar estas multiplicaciones 

de cantidades complexas ó polinomias, en vez de encer
rar dentro del paréntesis los factores, han tirado por ci
ma de cada uno de estos una línea horizontal, y han 
puesto el signo de la multiplicación entre ellos. Si hubié
semos de seguir esta práctica, daríamos á la expresión 
anterior esta forma:

pero como las líneas si están mas ó menos prolongadas 
de.Io que deben, pueden inducir á muchas equivoca
ciones, son preferibles los paréntesis, los cuales no pue
den jamas dejar duda sobre el número de términos que 
comprende cada factor.

De la ¿livison de las caj^tldades algebraicas.

36 La division algebráica, así como la numérica, 
debe considerarse como una operación cuyo objeto es 
hallar uno de los factores de un producto dado^ cuando 
se conoce el otro faetón por manera que el divisor mul
tiplicado por el cuociente debe reproducir al dividendo.

Aplicando estas nociones en primer lugar á las can
tidades monomias, deberemos inferir (§ 21) que en la 
composición del dividendo deben entrar todos los facto
res del divisor y del cuociente, y que por tanto si se su- 
J^rlmen en el dl-videndo todos los factores del divisor, en 
caso que los contenga, como se requiere para poder 
efectuar la division, lo que desj^ues de aquella sujjreslon 
resulte, será el cuociente que se busca.

Propongámonos, por ejemplo, dividir el monomio 
/2(2 b^c'’d por el monomio ^a^bc'^; y según la regla que 
acabamos de establecer, deberemos suprimir en el prí-

TOMOII. 6
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mero los factores g,a\hy del segundo; y de consi
guiente para que la division pueda efectuarse, es necesa
rio que todos estos factores esten contenidos en el divi
dendo. Esto quiere decir que el coeficiente 9 debe ser 
factor del coeficiente 72 , ó lo que es lo mismo, que 72 
debe ser exactamente divisible por 9; y como esto se ve
rifica, puesto que 72=:9x8, suprimiendo el factor 9, 
resulta el otro factor 8 por coeficiente del cuociente.

Tambien se sigue de las reglas de la multiplicación 
(§- 35) T^® ^^ exponente 5 que la letra a tiene en el 
dividendo, debe ser la suma de los exponentes que Ia 
misma letra tenga en el divisor y en el cuociente. Será 
pues el exponente que aquella letra debe tener en el cuo
ciente la diferencia de los exponentes que tenga en el di
videndo y en el divisor, esto es, ^ ^ = 2. Asi que la 
letra a tendrá en el cuociente el exponente 2. Por la mis
ma razón la letra h deberá tener en el cuociente el ex
ponente 2 = 3—1. Finalmente siendo común al divi
dendo y al divisor el factor r\ no deberá aparecer la le
tra r en el cuociente; pero en cambio deberá permanecer 
el factor d según se halla en el dividendo, por no hallar
se esta letra en el divisor. De este modo resultará que el 
cuociente que buscamos es 8¿/’ Pd.

De este razonamiento, que se puede fácilmente apli
car á cualquiera otro ejemplo se deduce que general
mente para efectuar ¿a division de un monomio por otro, 
se debe.

1° Di-vidir el ecejieiente del dividendo por el del 
divisor.

2? Suprimir en el dividendo las letras que le sean 
comunes con el divisor cuando en ambos tengan un mismo 
exponente ; y cuando el exponente que una letra tenga en
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el dividendo es major que el exponente de la misma en 
el divisor, deberá aquella letra permanecer en el cuocien
te con un exponente i^ual á la diferencia de los otros dos.

Por último, todos los factores del dividendo que no 
se hallan en el divisor, se deben conservar en el cuociente 
se^un esten en aquel.

^j Si quisiésemos generalizar la regla que acaba
mos de dar para determinar por medio de la sustracción 
el exponente que cada letra común al dividendo y al di
visor debe tener en el cuociente, y la aplicásemos al caso 
en que la letra común tuviese un mismo exponente en 
ambos, vendría á resultar que el exponente de aquella 
letra en el cuociente debería ser cero, puesto que cero es 
la diferencia de dos cualesquiera cantidades iguales. Por 
manera que el cuociente de la cantidad a^ dividida por ¿z’ 
estaría bien representado por a°i y como sea bien sabido 
que el cuociente de cualquiera cantidad dividida por otra 
igual á ella es la unidad, es consiguiente que la expre
sión a sea un símbolo de la unidad, y que en su lu^ar 
podamos sustituir I siempre que nos acomode. Si hubié
ramos de dividir a^ bc^ por a"" bc\ el cuociente estaría bien 
representado por a^ b^c^^i y esta expresión será equivalen
te á a, que es el cuociente que hubiera resultado supri
miendo los factores comunes al dividendo y divisor; por
que equivaliendo b°c° á ixi = i, a^b°e° equivaldrá á 
<2x1x1 =,3J. Podremos pues suprimir en una combina
ción de factores todas las letras cuyo exponente sea cero.

Por lo expuesto se ve que esta proposición: toda 
cantidad cuyo exponente sea cero, equivale á la unidad, 
no es, propiamente hablando, sino la explicación de un* 
resultado, al cual nos conduce el convenio que hemos 
adoptado sobre el modo de representar las potencias de 
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una cantidad cualquiera, valiéndonos para ello de los 
exponentes.

38 Para que pueda efectuarse la division de un mo
nomio por otro , es necesario, según hemos visto , que el 
divisor no tenga letra alguna que no se halle en el dt'vi- 
eleneioi que el exponente ele cada una de las letras co
munes no sea mayor en el divisor que el que la misma 
letra tenga en el dividendo í y que el coeficiente de este 
sea exactamente divisible for el coeficiente del divisor. 
Luego que falte alguna de estas tres condiciones, nos 
limitamos á indicar la division, y representamos el cuo
ciente formando una fracción (§. 2) cuyo numerador 
es el dividendo, y cuyo denominador es el divisor. Lo 
único que despues de esto hacemos es simj^lificar la 
fracción, suprimiendo en sus dos términos los factores 
que le sean comunes, si es que los hay; pues si bien se 
reflexiona, los principios fundamentales sobre que estri
ba toda la teórica de las fracciones aritméticas, son in
dependientes de todo sistema de numeración^ y de con
siguiente son aplicables igualmente á las algebraicas.

Cuando pueda verificarse la simplificación, se su
primirán en primer lugar los factores numéricos que 
sean comunes á los coeficientes del dividendo y divisor, 
y despues las letras que tambien les sean comunes , cuan
do tenga un mismo exponente en ambos términos', pero 
si fueran desiguales los dos exponentes de alguna letra 
común, permanecerá esta letra en el término en que an
tes tenia el mayor exponente, con otro igual á la dife
rencia de los dos anteriores. El ejemplo siguiente acla
rará lo prescrito en esta regla.

Propongámonos dividir el monomio 48íí^Z'^¿'’¿/ por 
644?’/’’^'*^; y como en primer lugar el coeficiente de 
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dividendo no es divisible por el del divisor; como en 
segundo la letra común c tiene en el divisor un expo
nente mayor que en el dividendo; y por último, como 
este no contiene la letra <? que se halla en el divisor; en 
una palabra, como fallan en este caso todas las condi
ciones indispensables para que pueda efectuarse la divi
sion de los monomios algebraicos, habremos forzosa
mente de contentamos con una mera indicación, y re
presentaremos el cuociente con esta fracción ó quebrado:

48a^¿^c2<Z

Tratando ahora de simplificar esta expresión, nota
remos que los coeficientes 48 y 64 son ambos exacta
mente divisibles por 1 6 ; y de consiguiente suprimien
do este factor común, el coeficiente del numerador se 
reducirá á 3, y el del denominador quedará reducido 
á 4. La letra común a tiene el mismo exponente en am
bos términos de la fracción, y de consiguiente se puede 
suprimir enteramente la cantidad representada por ¿r’. 
La letra común h tiene en el numerador el exponente 5, 
y en el denominador el exponente 3 ; y siendo b'=Pxb'', 
despues de suprimir en ambos términos el factor común 
b'^ deberá permanecer ¿® en el numerador. La letra co
mún c tiene en el denominador el exponento 4, y en el 
numerador el exponente 2; y siendo ¿•‘^zxf’x/, en ha
biendo suprimido en ambos términos el factor común c\ 
permanecerá otro c^ en el denominador. Se ve pues que 
en no siendo Iguales los exponentes de una letra común 
al dividendo y divisor, ó á los dos términos de la frac
ción con que representamos el cuociente, permanece 
después de Ia simplificación la misma letra en el térmi
no en que tenia el mayor exponente , con otro igual á 
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k diferencia de los dos anteriores. Por último, no sien
do comunes Ias letras d y e, deberá permanecer cada 
una en el mismo término en que antes se hallaba.

Así habremos reducido la fracción propuesta á esta

la cual será la expresión algebraica mas sencilla que 
puede darse del cuociente que nos prop')niamo5 hallar, 
sin que por esto deba entenderse que cuando sustituya
mos en lugar de las letras b, dt e, e los números que 
hayamos designado por ellas, no sea nuevamente redu
cible la fracción á menores términos, si es que sus valo
res numéricos contienen algún divisor común. Entonces 
deja ya de ser algebráica la fracción, y pasa á ser arit
mética ; deja de ser indeterminado su valor y pasa á ser 

determinado; v cuando decimos que la fracción------ es 

enteramente irreducible , la consideramos en el primer 
estado, y no en el segundo.

39 Es muy digno de ser notado que si todos los 
factores, sin excej^tuar el coeficiente, del dividendo se 
hallasen en el divisor, y si ademas contuviese este al
gunos otros que le sean peculiares, en habiendo supri
mido todos los factores comunes, deberemos poner la uni
dad por numerador de la fracción reducida. En efecto, 
suprimiendo así en el denominador como en el numera
dor todos los factores de este, se dividen los dos térmi
nos del quebrado por el mismo numerador; y ya se sa
be que cualquiera cantidad dividida por otra igual, ó 
como se dice, por sí misma, da por cuociente la unidad.

¿a^l/c
Sea, por eiemplo, la fracción------------,
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en la cual observamos que los factores 4, ¿í\ ¿ y 4- se 
hallan en ambos términos. Si pues los suprimimos tanto 
en el numerador como en el denominador, dividimos asi 
al uno como al otro por la cantidad ^a'^bc. Ahora bien, 
esta cantidad dividida por sí misma da por cuociente la 
unidad; y la cantidad la’^^CíZ dividida por ^a'^bc, da 
por cuociente ‘̂b^d. Asi que la fracción reducida á su 
mas sencilla expresión será

40 Supongamos ahora que hayamos de dividir por 
un monomio un polinomio cuyos términos sean todos 
aditivos, y cotejando este caso con el de la division 
aritmética, echaremos de ver que el mismo principio 
fundamental que nos dirigió en la una, debe igualmente 
dirigimos en la otra; a saber: si invinimos suc^siva- 
msntejjor el divisor todas las j^artes 6 termiuos de que 
se eemfone el dividendo, el conjunto de todos los cuocientes 
jjarciales será el cuociente total.

Píopongáraonos, por ejemplo, dividir i8Z¿V*-»- 
i ^a'^b^c -1-1 2í? é‘^cd‘^ por ^a'^b'^c‘, y dividiendo sucesiva
mente por el divisor ( §. 36) los tres términos del divi
dendo, la suma de los tres cuocientes parciales será el to-

tai que buscamos. Sera pues-----------------------------------
ca^^^c

= óí^r’-í- ^a'‘bc~^~¿^b^d^.
Si alguna parte del polinomio dividendo fuere sus- 

tractiva, lo será tambien el cuociente parcial proceden
te de ella; y aunque á primera vista parezca que en la 
Aritmética no ha ocurrido caso alguno análogo á este, 
si bien reflexionamos la regla establecida para restar de 
un quebrado otro que tenga el mismo denominador. 
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veremos que estriba en el mismo principio que aquí nos 
dirige; á saber : lo mismo es ejeeular ¿los divisiones, en 
ias cuales ka^a el mismo divisor, y restar un cuociente 
de otro, ^ue restar un dividendo de otro, y dividir el 
residuo jjor el divisor común. Sí pues nos proponemos 
dividir el polinomio ‘ica^b^c^— io.a^b'c-i~i6abc^d por

^a be será----------------- ;---------------- = S^^^'' “" 3^"^

^a'^cd.
^1 Cuando el dividendo y el divisor son polino

mios, nos contentamos por lo común con indicar la di
vision, y representamos el cuociente por una fracción 
cuyo numerador es el dividendo, y cuyo denominador 
es el divisor; y como de las reglas de la multiplicación 
se siga que cuando se multiplica por un monomio un 
polinomio, aquel viene á ser factor Comun de todos los 
términos del producto, que es otro polinomio, nos apro
vechamos de esta observación para simplificar aquella 
primera expresión del cuociente siempre que todos los 
términos del numerador y denominador tengan algún 
factor comun.

Sea, por ejemplo, la expresión
6«“^--- ca'’éc-i-i'¿a-c'^

Qa^b--- 15a"c -1-24«’ *
y examinando los términos del numerador veremos que 
todos los coeficientes son exactamente divisibles por 3, 
y que á todos los términos es comun el factor a^. Exa
minando igualmente los términos del denominador, vere
mos que todos los coeficientes son exactamente divisi
bles por 3, y que á todos los términos es comun el fac
tor a^. Serán pues exactamente divisibles 3^?'' el nu
merador y denominador de la fracción propuesta, y 
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efectuando esta division de sus términos, quedará sim- 
plifícada y reducida á esta otra:

2a® — ¿c—f-4c'’
5¿ — 6c —H 8a*

Si todos los factores sin exceptuar el coeficiente de 
alguno de los términos del numerador ó del denomina
dor fueren comunes á todos los demas, al tiempo de 
efectuar la simplificación pondremos en aquel término 
la unidad.

Sea por ejemplo la expresión

30fl’¿®c-H42^3¿®c/— ’

y viendo en ella que todos los factores ¿el último tér
mino del divisor ó denominador son comunes á todos Jos 
demas términos asi del numerador como del mismo de
nominador, suprimiremos en todos ellos los factores co
munes, ó lo que es Jo mismo, dividiremos por óab'^e 
el numerador y el denominador de la fracción propuesta; 
y por este medio la trasformaremos en esta otra entera
mente irreducible:

-Íabcd oa®/n®—f- ai'^n
5a’-|-7f^—1

42 Si nos propusiéramos dividir el polinomio ^a^ 
2 2(3 h~^ 1 2a^b —6a‘^b^—j^a^b^-i~ Sa^b^ por el trino

mio Jí^*^— la^b-^ ^a^b'^y podríamos ciertamente conten
tamos con indicar la division y representar el cuociente 
por medio de esta fracción:

5a^—W¿-rl2a'¿= G«<¿3 4a3¿4^aa=¿T

y observando que todas las partes del numerador y del 
denominador son exactamente divisibles por <3^, podría
mos trasformar aquella primera expresión en esta otra:
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6a’ 22a^¿-H-12a’¿’--6a2^—4fl¿22Íz8^

Mas como veamos que en los términos del dividendo, 
aun despues de reducidos, se hallan Ias mismas letras 
que en los del divisor, podremos sospechar que el divi
dendo puede haber resultado de alguna multiplicación 
efectuada con el divisor y algún otro polinomio que no 
conocemos. Y puesto que el divisor multiplicado por el 
cuociente debe reproducir al dividendo, es necesario 
que este último contenga todos los productos parciales 
de cada término del divisor multiplicado por cada tér
mino del cuociente; por manera que sí eligiendo cual
quiera de los términos del divisor, pudiésemos á pri
mera vista determinar en el dividendo cuáles son los 
productos parciales á cuya formación concurrió aquel 
término elegido, en dividiendo sucesivamente por este 
todos aquellos productos parciales, tendríamos todas las 
partes de que debiera formarse el cuociente; del mismo 
modo que en la Aritmética veníamos en conocimiento 
de las diversas partes del cuociente, dividiendo sucesi
vamente ciertas partes del dividendo por la primera 
parre del divisor. Pero en los números representados por 
guarismos no cabe duda alguna sobre el lugar que en 
el dividendo total debe ocupar cada uno de los produc
tos parciales á cuya formación ha concurrido la primera 
parte del divisor; pues con arreglo á la ley establecida 
en la numeración cada uno de aquellos productos parcia
les debe estar en la primera parte, comenzando á contar 
por la izquierda, de cada dividendo parcial. En el Al
gebra por el contrario puede cada producto parcial estar 
en el lugar que se quiera, sin que por eso se altere 
su valor; y de ahí procede la dificultad de determinar
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en el dividendo cuáles son los productos parciales á cu
ya formación ha concurrido un término elegido en el 
divisor.

Para superar esta dificultad reflexionaremos de nue
vo sobre lo que hemos ejecutado en la multiplicación 
de los polinomios; debiendo estar bien persuadidos de 
que nada puede manifestamos con tanta claridad el ca
mino que debemos seguir en la ejecución de todas las 
operaciones cuyo objeto sea descomponer las cantidades, 
como la observación del que en las operaciones inversas 
hemos seguido para componerlas. Con el fin de que esta. 
observación produzca en este caso todo el efecto..qué - '^-^X 
deseamos, hemos propuesto como dividendo y divisor el, 
producto y el multiplicando de la primera multiplicación é| 
efectuada en el §. 32.

En primer lugar en el trinomio Jíj*—2¿z^¿-+-4ay,’'-^i;^’'. .,%^ 
que allí fue multiplicando y aquí va á ser divisor, XpVl ■ .,'^\^^ 
taremos que en el primer término tiene la letra a el ex-i'‘*^*^
ponente 4; en el segundo el exponente 3, y en el ter
cero el exponente 2: y sepamos que esta circunstancia 
se expresa diciendo que los términos de aquel trinomio, 
que pudieran estar colocados con cualquier orden, ¿•j- 
tan ordenados ton respecto d la letra a. Notemos en se
gundo lugar que el trinomio a^— ^a'^b-^- ib^, que alli 
fue multiplicador y aquí debe ser el cuociente que 
buscamos, está igualmente ordenado con resj^ecto d la 
misma letra a; porque esta letra tiene en el primer tér
mino el exponente 3; en el segundo el exponente 2; y 
no se halla en el último, lo cual equivale á decir que 
en este tiene el exponente cero (§. 37).

En vista de este orden que se observa en los tér
minos de los dos factores, es fácil inferir que si el pro- 
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ducto está ordenado con respecto á la misma letra, en 
el primer término deberá esta tener el exponente 7, que 
es la suma de los dos exponentes mas elevados que tie
ne en los dos factores. Y por la inversa, estando, como 
se supone ordenado con respecto á la letra a el divisor; 
si lo está con respecto á la misma letra el dividendo, el 
primer término de este deberá ser el producto parcial á 
cuya formación concurrieron el primer término del divi
sor y el primer término del cuociente. Hé aqui, pues, 
el medio que se ha descubierto de superar la dificultad 
que para efectuar en los casos que es posible la division 
algebráica, ofrece la absoluta libertad que tenemos de 
colocar las varias partes ó términos de un polinomio con 
el orden que se nos antoje ó que mas nos acomode.

En uso de esta misma facultad ordenamos con res
pecto á una misma letra los términos del dividendo y 
los del divisor, según lo están ya con respecto á la a los 
términos de los dos polinomios propuestos al principio 
de este párrafo. Luego que esten asi or¿iena¿los los tér
minos, debemos tener certeza de que, sea cual fuere el 
cuociente total, el primer término §¿?’' del dividendo es 
el producto parcial á cuya formación concurrieron el pri
mer término del divisor y el primer término del cuocien
te ordenado con respecto á la misma letra a. Dividiendo, 
pues, el monomio ^a^ por el monomio gz?*, el cuociente 
¿3!^ será el primer término del factor desconocido que 
buscamos, ó lo que es lo mismo, del cuociente total. Y 
como según las reglas de la multiplicación el producto 
total deba contener todos los productos parciales proce
dentes de todas las partes del multiplicando multiplica
das por cada una de las del multiplicador, es consiguien
te que en el dividendo propuesto deban hallarse todos 
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los productos de las tres partes del divisor multiplicadas 
por el primer término a^ del cuociente. Si, pues, resta
mos del dividendo el conjunto de estos productos par
ciales, que es ^a^-~ ^^ h-i-^a^b^, el residuo— 2oa^b 
■+-Sa^b^~ 6a*h^— ^a^b‘^-i-Sa^b^, no contendrá ya mas 
productos que los procedentes de la multiplicación del 
divisor por el segundo, por el tercero &c. términos del 
cuociente.

El residuo que ha resultado se debe considerar co
mo un nuevo dividendo, y de consiguiente debe tener 
lugar en él la misma observación que hicimos con res
pecto al dividendo primitivo; á saber: que su primer 
término, en el cual tiene la a el mayor exponente, de
be ser el producto parcial á cuya formación concurrie
ron el primer término del divisor y el segundo del cuo
ciente. Mirando, pues, como un producto parcial al tér
mino 2o¿í: b, y observando que tiene antepuesto un 
signo contrario al del término del multiplicando que ha 
concurrido á su formación , deberemos inferir (^§ 31) 
que ha de ser sustractivo ó tener el signo —el término 
correspondiente del multiplicador, ó lo que es lo mismo, 
del cuociente que buscamos. Dividiendo el monomio 
— 20¿/ b por el monomio jíü*, resultará — 443:’^Z» por cuo
ciente parcial, y este será el segundo término del total. 
Si multiplicamos por este nuevo término todo el divisor, y 
restamos del dividendo el producto, en el residuo 1 ca‘^b^ 
— 4^'b‘^~+' Sa b^ no se hallarán ya mas productos parcia
les que los procedentes de la multiplicación del divisor 
por el tercero, cuarto &c. términos del cuociente.

Considerando como un nuevo dividendo al residuo 
que acabamos de hallar, su primer término ioa*b^, en 
el cual la letra a tiene el mayor exponente, deberá ser
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el producto parcial á cuya formación concurrieron el 
primer término del divisor y el tercero del cuociente. 
Dividiendo, pues, loa^b^ por $¿7*, resultará 2h^i y 
multiplicando por este término todo el divisor, y restando 
del último dividendo parcial el producto, veremos que 
no resulta residuo alguno; lo cual nos hace ver que el 
cuociente total está ya completo, y que de consiguiente 
no tiene mas de los tres términos que hemos hallado.

Si hubiese de tener mas términos, los hallaríamos 
del mismo modo que los anteriores; y si, como se su
pone, fuese factor del dividendo el divisor, cuando 
llegásemos á restar del último dividendo parcial el pro
ducto del divisor por el último término del cuociente, 
no debería resultar residuo alguno; ó lo que es lo mis
mo, debería quedar enteramente exhausto el dividendo 
total.

43 Pudiéndose fácilmente aplicar á cualquiera otro 
caso el razonamiento que hemos hecho en el ejemplo 
propuesto, se ha formado la siguiente

'^Regla general; Para ej^ectuar^^ en los rasos ^ue sea 
j^osíble, la division al^ebráiea de los polinomios, se eo-" 
losan el dividendo y el divisor en la misma disposieion 
que en la division ariimetiea, y eon la advertenda de 
que los términos de ambos esten ordenados eon respecto 
a una misma letra; es decir, de modo que los exponen
tes de esta letra desde el primer término hasta el últi
mo vayan constantemente en disminución.

Se dividirá el primer término del dividendo por el 
primer término del divisor^ y se escribirá el resultado 
de esta division en el lugar generalmente asignado al 
cuociente.

Se multiplicará todo el divisor por el cuociente par-
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dal que se acaba de hallar’, se restará del dividendo 
este producto, y se reducirán los términos semejantes 
que entonces hayaéj

Se considerará el residuo como un nuevo dividendo’, 
y de consiguiente se dividirá su primer término for el 
frimer término del divisor; el resultado de esta divi
sion será la segunda farte del cuociente’, se multiflica- 
rá for esta segunda farte 6 término todo el divisor’, 
se restará del dividendo el froducto, reduciendo los tér
minos semejantes’, y el residuo vendrá á ser otro nuevo 
aividendo, con el cual se ejecutará la misma serie de 
oferaciones que con los anteriores.

Del mismo modo se continuará hasta que venga á 
resultar cero for último residuo, ó lo que es lo mismo, 
hasta que esten enteramente afurados todos les términos 
del dividendo,)

Teniendo presente que en siendo un monomio adi
tivo el multiplicador, cada producto parcial tiene el 
mismo signo que el término correspondiente del multi
plicando (§. 3l)í y que en siendo sustractivo el mul
tiplicador, el producto debe tener un signo contrario ai 
del multiplicando; es fácil inferir que cuando el frimer 
término del dividendo y el frimer término del divisor 
tengan un mismo signo, el cuociente deberá tener el sig~ 
no-r-i fero si tuvieren signos contrarios, el cuociente 
deberá tener el signo—. Esta es la regla de los signos.

Todas las divisiones parciales se ejecutan conforme 
a las reglas establecidas para los monomios; es decir:

ó> divide el coeficiente del dividendo for el del di
visor-, y he aquí la que se llama regla de los coefi
cientes.

Las letras que sean comunes al dividendo y divisor,
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J- que en ambos tengan un mismo exjoonente, no deberán 
ajoareser en el cuoeiente; joero las que tengan en el di
videndo un exponents mayor que en el divisor^ deberán 
qjermanecer en el cuociente con un exj^onente igual á la 
diferencia de aquellos dos. Por último se escribirán en 
el cuociente las letras que sean peculiares de solo el di
videndo. Estas son las reglas llamadas de las letras y de 
los exponentes.

Presentemos ahora toda la operación ejecutada con
forme á estas reglas con los polinonios propuestos en el 
párrafo anterior, á fin de que puedi servir de norma para 
todas las demas que puedan ofrecerse.

Dividendo.
ea^—o. aa^b-i-i 2a'b'—6a‘'h^—^a^b^

— 5-3’+ Q.a'^b—a^b'^

Divisor. 
4 Sr^a — 2a b-h ^a b

Cuociente.
4a b -H 2b^

Primer residuo.

Segundo residuo.
-b i oa^'b^— ^a^b‘''-¥- Sa^b^ 
— loa'^b^-i- ^a^ b'^—^a^b^

Residuo final......  000
Viendo que el primer término del dividendo y el pri
mer término del divisor son ambos aditivos, sabremos 
ya que el primer término del cuociente debe tener el 
signo-»-; y de consiguiente, siendo como es primer tér
mino, se puede omitir el signo. Dividiendo ^¿ï^ pot 
jíí* resulta por cuociente a^, que se escribe en el lugar 
acostumbrado debajo del divisor.
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Se multiplican sucesivamente por este primer tér

mino del cuociente los tres términos del divisor, y se 
escriben debajo de los primeros términos del dividendo 
los del producto con signos contrarios á los que las re
glas de la multiplicación les asignan para ejecutar la 
sustracción, con lo cual venimos á tener

Efectuada entonces la reducción de términos seme
jantes, resulta el primer residuo

el cual se debe considerar como un segundo dividendo.
Observando que el primer término de este y el pri

mer término del divisor tienen signos contrarios, inferi
remos que el segundo término del cuociente deberá te
ner el signo -. Asi que, dividiendo-2O£r"¿ por 5^7^ el 
resultado será -4¿z’¿ ; este será el segundo término del 
cuociente total, y de consiguiente se le escribirá á con
tinuación del primero a\ Multiplicando por aquel se
gundo termino todo el divisor y cambiando los signos, 
se formará el trinomio

-4-2 oa'^b-Ba'b'-i-16^*¿’ ; 
el cual se escribirá debajo de los primeros términos del 
segundo dividendo; y efectuada la reducción de térmi
nos semejantes, resultará por segundo residuo

Este se considerará como un tercer dividendo; y 
efectuada la division de su primer término por el pri
mero del divisor, resultará 2^’ con el signo-1-, porque 
aquellos términos tienen un mismo signo. Escribiremos 
en el cuociente -i-2¿" á continuación de ¿z"^4¿r’¿; mul
tiplicaremos por aquel tercer término todo el divisor; 
y cambiando los signos de todos los términos del pro-

TOMO II. ^
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ducto lo escribiremos debajo del tercer dividendo; y 
como efectuada la reducción de términos semejantes no 
resulta residuo alguno, vendremos en conocimiento de 
que el término que acabamos de hallar es el último 
del cuociente, y de que ¿j’—es su expresión 
completa.

44 En la division de los polinomios conviene ad
vertir que de las varias multiplicaciones sucesivas de 
todo el divisor por los diferentes términos del cuociente 
suelen con frecuencia resultar algunos términos que no 
tienen semejantes en el dividendo propuesto, y que se 
deben dividir por el primer término del divisor. Estos 
términos extraños son los que en la primitiva multipli
cación, que siempre podemos suponer ejecutada para 
formar el dividendo, desaparecieron al tiempo de redu
cir los términos semejantes del producto. Hé aquí a 
continuación un ejemplo muy notable de lo que acaba
mos de indicar.

Division.

-a^-]-a'‘b a^-^ab-i-b^

-^ab-b'
—a^b+ab'^
-+-ab‘^—b^

o o

Multiplicación, 
a—b

x a""'^ab-^b'*

a^-a^b 
~i-a^b~ab^

Producto!
reducido.... ’

El primer término a^ del dividendo, dividido po^ 
el primer término del divisor, da por cuociente a . Muí" 
tiplicando por este cuociente parcial todo el divisor, y 
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cambiando los signos de los términos del producto, re- 
sultara-;2’-t^,r¿. El primer término de este resultado 
destruye al primer término del dividendo propuesto; pe
ro como el segundo término ah no tiene semejante en 
el dividendo, y contiene la letra a, se le podrá dividir 
exactamente por el primer término del divisor, y hecha 
la division resultará ah por segundo cuociente parcial. 
Escrito este á continuación del primero y multiplicado 
por él todo el divisor, el producto con los signos cam
biados será—b-hab^. El primer término de este re
sultado destruye el anterior semejante; pero permanece 
^^ , el cual es exactamente divisible por el primer tér
mino dei divisor; y efectuada la division resulta h^ por 
tercer cuociente parcial. Colocado este á continuación 
de los otros dos, se multiplica por él todo el divisor; 
y el producto con los signos cambiados es — 
El primer término de este resultado destruye á su se
mejante é igual; y el segundo destruye al Único térmi
no que aun quedaba del dividendo propuesto. Asi que 
sera el cuociente completo a‘'-i~ab~i-b^.

Para hacer mas perceptible todo el mecanismo de la 
division hemos puesto al lado de ella la multiplicación 
del divisor por el cuociente, la cual como es bien sa- 

1 o, se puede en todos casos considerar como la ope
ración primitiva con que se formó el dividendo. Cotejan- 

0 las dos operaciones veremos que los términos, al pare
cer extraños, que de nuevo aparecen en la division, son 
justamente los productos parciales que por ser semejan- 
cs, iguales y con signos contrarios, se desvanecieron en 

e resultado final de la multiplicación.
4 bb ™‘®™^ Observación puede hacerse dividiendo 

j 0 íj: —b , o a —b^ Síc. por a—bi cuyos cuo-
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cientes son muy dignos de ser examinados con la mayor 
atención.

45 A veces ocurre que la letra, con respecto á la 
cual se ordinan los términos del dividendo y del divi
sor, tiene un mismo exponente en dos ó mas términos 
de uno de los dos polinomios ó de entrambos ; y en tal ca
so se colocan en columna todos los términos en que aque
lla letra tiene el mismo exponente; ó si se quiere, se 
ponen á continuación unos de otros, cuidando de que es
tén al mismo tiempo ordenados con respecto á alguna 
otra letra que en ellos concurra con la principal.

Propongámonos , por ejemplo, dividir-ía:'^ b* n- 
¿^ /_^’?-zz^ -b 2¿)!‘^c"-Hé'^-i- ‘¿bw^-+-ceh' por a'^ -

Teniendo como tenemos la absoluta facultad de or
denar los términos de los dos polinomios con respecto á 
cualquiera de las letras que entran en ellos, los ordena
remos con respecto á la a. Colocaremos pues por primer 
término del dividendo á —a^ ; y cuando tratemos de po
ner el segundo, nos ocurrirán dos,—a b'^ y-i~2a c , que 
por tener la letra a con el exponente inmediato inferior, 
pueden con igual razón ocupar aquel lugar: los pondre
mos pues ambos en columna a la derecha del primer termi
no. En otra columna pondremos los dos términos a^ b‘^ y 
—ac^ que con igual razón pueden ocupar el tercer lugar; 
finalmente, en la última columna pondremos los tres tér
minos-h/í^-h a^-V , y-nF?, en los cuales no se halla 
la letra a, ordenándolos con respecto a la letra b^ según 
puede verse á la vuelta de la página siguiente.

El primer término—«a:^ del dividendo, dividido por 
el primer término a del divisor, da por cuociente-ííí 
Multiplicando por este cuociente parcial todo el divisor;
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cambiando todos los signos del producto para restarlo del 
dividendo; colocando en una misma columna todos los tér
minos en que Ia a tenga un mismo exponente, y redu
ciendo por último los términos semejantes, el residuo 
que resulte será un segundo dividendo parcial.

El primer término — 2a'^b'^ de este nuevo dividen- 
dod, dividido por el primer términoa^ del divisor, da 
por segundo cuociente parcial—2a^b\ que escribiremos 
á continuación del primero. Multiplicando todo el divi
sor por el término que acabamos de hallar; cambiando 
todos los signos del producto para restarlo del dividen
do; colocando en una misma columna todos los términos 
en que Ia letra a tenga el mismo exponente; y redu
ciendo los términos que haya semejantes, el residuo que 
resulte será un tercer dividendo parcial.

E^el mismo modo se continuará la Operación, y se 
hallarán todavía otros tres términos del cuociente. En 
habiendo multiplicado por el último todo el divisor, y 
cambiando todos los signos del producto para restarlo, al 
tiempo de la reducción de términos semejantes veremos 
que sc destruyen todos, lo cual nos hará conocer que el 
cuociente está completo, y que la division es exacta.
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Dividendo.
—a^b'^-^a*b^-i-b^
-+-2í3^ e^—a'^ c-hib^ b'

Divisor.

~a^2a'^ b^^b'^ (
*4 J2 il CUOC. +¿r c —b c }

\—2a^b^-^a^b^-i-b^ 
residuo.< a 4

Producto[-^^a^b'^—ia b^
restado, —2¿2 b e

2. residuo.?
~a^b^^b" 
~2ab\^-^2b^c

Producto j —a^e^-i-a'^b'^c 
restado) -^a^b^

residuo,' 9/23 ;

Producto j-b¿z'M —b^
restado.

4. residuo,.j ~i-b^e

Producto j ■+-a^b*e*’-b^c'
7 ® • —b erestado,

Residuo final., o..... o.........
46 En algunas ocasiones se efectúa con mucha 

prontitud y facilidad la division de los polinomios, des- ; 
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componiendo el dividendo en factores de una manera 
que suele ocurrirse á primera vista. Si hubiésemos por 
ejemplo, de dividir 8rz'-4lz^¿’— 
por azi’—¿’4-1, observariamos que loS términos del 
divisor son los tres últimos del dividendo, y de ahí in— 
feríriamos que para poderse efectuar la division es in
dispensable que el primer trinomio 8*^'^ — 4rf'’¿’-+-4í2’ 
del dividendo sea exactamente divisible por el divisor 
2^ —h H-i. Ahora bien, pronto se echa de ver que 
4íí’ es un factor común de rodos los términos de aquel 
trinomio, y que Sa-4a"b"-^4a^=4a^ Qia-b^-^iy, 
por manera que todo el dividendo propuesto viene á ser:

4íí!^ (^2zí:’—¿^H-i)-H2zz’—¿“4-1 ; 
cuya expresión equivale á esta otra:

Suprimiendo pues de esta expresión el factor ai?’—¿’-hi, 
estaría efectuada la division, y hallado el cuociente 
exacto 4¿/’-M , que es el otro factor.

Sobre este género de abreviaciones no es posible dar 
regla alguna general; la práctica del cálculo algebraico, 
que, como cualquiera otra, no puede adquirírse sino 
ejercitándose mucho en las operaciones, y observando y 
cotejando sus resultados, es la única que puede sugerir 
no pocas veces medios de hallarlos fácilmente, y con 
mucho ahorro del tiempo y de trabajo. Lo que creemos 
oportuno advertír de nuevo es que cuando sepamos que 
a Una ó mas multiplicaciones se han de seguir una ó mas 
divisiones, conviene por lo común no efectuar sino me
ramente indicar aquellas, para que permaneciendo mas 
a las claras los factores del dividendo, se efectúen con 
mas prontitud y facilidad estas.
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De las fracciones algebraicas.'

47 Siempre que no sea exactamente divisible por 
un polinomio otro polinomio, y nos empeñemos en efec
tuar la division, llegaremos despues de un cierto núme
ro de operaciones parciales á un residuo cuyo primer 
término no podrá dividirse por el primer término del 
divisor, y que por este medio nos hará conocer la im
posibilidad de conseguir nuestro intento, á lo menos 
completamente. Sirva de ejemplo la division siguiente:

Dividendo......a^ -i-a^ b~i- ib^ a -i-b'^.»». Divisor,

a-i-b.„. Cuociente.
I . " residuo...a"" b — ab'^-i- iP

2 .° residuo....—ah'" b^ ;
en la cual el primer término ab'^ del segundo residuo no 
es exactamente divisible por el primer término a* del 
divisor , y de consiguiente no se ve cómo pueda conti- 
nuarse la division. En este caso y en todos los demas se
mejantes se puede, á semejanza de lo practicado en la 
Aritmética , agregar al cuociente una fracción, cuyo nu
merador sea el residuo, y cuyo denominador sea el di
visor. Asi que en la division propuesta el cuociente 
completo será

a-^b-i- bs—ab'^
«2-4— ¿’^

( Según esto deberá íerminarse la division de los fO’
1 No siendo cualquier quebrado, y con especialidad los algebrai

cos, sino la expresión del cuociente de una division indicada, se de
berá considerar este capítulo como una continuación del anterior.
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linomtos, luego ^ue lleguemos a un residuo cuyo grimer 
término no contenga la letra con respecto á la cual se 
los haya ordenado, ó en caso que la contenga, sea con 
un exponente menor que el de la mi^ma letra en el pri
mer término del di'visor.'j

48 Cuando por no poderse efectuar la division de los polino
mios es forzoso contentamos con representar el cuociente por medio 
de una fracción, cuyo numerador sea el dividendo, y cuyo denomi
nador sea el divisor, nos queda todavía el recurso de simplificar esta 
expresión; y para ello tenemos que averiguar si los dos términos de 
la fracción tienen algún Pacfor, clusor 6 mediJa común. Ya liemos 
expuesto (§. 41) el modo de simplificar una fracción siempre que 
sea un monomio el factor común de sus dos términos; pero como este 
lactor común pueda ser un polinomio que no podamos fácilmente 
descubrir á primera vista, nos valemos para liallarlo cuando lo hay, 
y aun para averiguar si Ia fracción es irreducible, del mismo método 
del cual hemos hecho uso en la Aritmética para determinar el máxi
mo divisor común de dos mimeros cualesquiera.

Tratamos, pues, de hallar un divisor común de dos polinomios, 
al cual se le llama el máximo, sin embargo de que no se pueda gene
ralmente determinar la magnitud relativa de una expresión algebrái- 
ca, mientras no se asignen valores particulares á Ias letras que en
tran en ella. La denominación de máximo se da en el Algebra al 
divisor común que tenga mas términos y mas factores en cada tér
mino, o que sea de grado mas elevado; y su investigación está fun
dada en el mismo principio que la del máximo divisor común arit
mético, á saber: Todo dioisor común de dos can/idades cualesquiera 
debe ser dioisor exacto del residuo que resulte en la division de la 
cantidad mayor por la menor.

En efecto, si representamos por D el divisor común de dos can
tidades cualesquiera; si representamos asimismo por ^ el cuociente 
que resulta de la division de la cantidad mayor por el divisor co
mún D-, y por B el cuociente que resulta de la division de la can
tidad menor por el mismo divisor común, las dos cantidades estarán 
bien representadas por ^D y BD, es decir, por los productos for
mados del divisor común y del factor por el cual está multiplicado 
en cada una de ellas. Por último, si representamos por Q el cuocien-
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te entero y por R el residuo de la division de la eanlidad mayor por 
la menor, tendremos ÇAritm. §. 51) esta ecuación:

AD=BDx.Q~\-R.

Si ahora dividimos por D amlios miembros de la ecuación, resultará

7?
7?

Ia cual nos dice que la cantidad representada por A se compone de

las dos partes BQ y Siendo, pues, enteros A y una de sus partes

R
BQ, deberá forzosamente serlo la otra parte —^ lo cual es lo mis

mo que decir que R debe ser exactamente divisible por D.
Con arreglo á este principio a^’erig-uaremos en primer lu^ar si ¿a 

cantidad mayor es exactamente divisible por la menor; y si en esta 
primera dwision resultare alffun residuo Jinal, dividiremos por este 
residuo la cantidad menor; y si en esta secunda dimsion resultase 
tambien residuo, dimdiremos por este seg^undo al primero; asi con
tinuaremos disidiendo cada uno de los residuos por el inmediato si
guiente; y si alguna de las divisiones^uere exacta, la cantidad gue 
en ella haya servido de disisor sera el máximo común disisor de las 
dos cantidades propuestas. Mas para aplicar esta regla á las expre
siones algebraicas se requieren ciertas observaciones y preparaciones 
que no eran necesarias en la Aritmética.

Por de contado será vano el empeño de hallar un divisor común 
de dos cantidades que no tengan siquiera alguna letra común; y en 
caso que tengan, como debe suponerse, algunas, deberemos ordenar 
todos los términos de ambos polinomios con respecto á una misma le
tra; escoger para dividendo el polinomio, en el cual tenga aquella le
tra el mayor exponente, y dejar para divisor el otro.

Sean, por ejemplo, Ias dos cantidades

3a'^---- 3«’ b-^ab^— b''

iaU—5ab^^b^
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cuyos términos están ya ordenados con respecto á la letra a; y eii 
las cuales escogeremos la primera para dividendo, y la segunda para 
divisor. Ya desde el principio de la operación se nos presenta una 
dificultad que jamas puede ocurrir en los números representados por 
guarismos; y es que el primer término del dividendo no es exacta
mente divisible por el primer término del divisor á causa de los fac
tores 4 y ¿ que se hallan en este y no en aquel. Por lo que hace al 
factor ¿, fácilmente se nota que es común á todos los términos del 
divisor, y no siéndolo á todos los del dividendo, se le puede supri
mir de aquellos sin que por eso varíe el divisor común de las dos 
cantidades propuestas; porque siendo el polinomio
igual á (ia*—5ab-^b-') b, ó lo que es lo mismo, siendo exacla- 
mente divisible por b el polinomio ^a^b---- 5a¿’—Hé^, y no sién
dolo el otro polinomio propuesto, es consiguiente que b no sea fac
tor común de los dos, y que el divisor común, si es que lo hay, de
ba ser la cantidad representada por 4a’—5ab-i-b'^ 6 algún factor 
de esta. Queda, pues, reducida la cuestión á buscar el máximo divi
sor común de las dos cantidades

Sa’— 3a’¿H-íi¿’—.¿%

4a’---- 5a¿ -H b\

Por la misma razón que liemos podido suprimir de la segun
da cantidad un factor’ b, que siendo común á todos sus términos, 
no lo era tambien á los de la primera, podemos introducir en cual
quiera de las dos un nuevo factor, con tal que no sea común á to
dos los términos de la otra; sin que por eso varíe el máximo común 
divisor de Ias dos, el cual es, como se sabe, el producto de los fac
tores comunes de emtrambas. De esta observación nos aprovechamos 
para multiplicar el polinomio 5a’—3a’ b-^-ab^^—b^- por 4, que no 
es factor del polinomio 4a’—6a¿—Hí’, á fin de que por este medio 
venga á ser exactamente divisible por el primer término del divisor 
el primer término del dividendo ’. Asi que tendremos para dividendo 
al polinomio.

12a’—12a’¿-H4aó’----ib^,

1 Lo expuesto en este párrafo se puede fácilmente generalizar y reducir à este 

P nacipio : El md-rimo lUviíor común de doe canlidadee cualesquiera no padece alteración 
alguna porque se multiplique ó se divida una de ellas por cantidades que no tengan 
ningún factor de la otra.
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y para divisor al polinomio

ia*----- 5ab-i-P.
Efectuando despues de estas preparaciones la division de los pri

meros términos, resultará el cuociente parcial 3a. Multiplicando lo
do el divisor por este cuociente, y restando del dividendo el pro
ducto, resultará el residuo

al cual consideraremos como un nuevo dividendo, porque el mas 
alto exponente de la a no es todavía menor que el de la misma le
tra en el primer término del divisor. Haciendo, pues, uso de las ob
servaciones anteriores, suprimiremos el factor b común á todos sus 
términos, y los multiplicaremos por 4 para que el primero de ellos 
sea exactamente divisible por el primero del divisor. Asi tendremos 
por segundo dividende al polinomio

12a^ -i-íab---- ie¿^

y por divisor al mismo que antes.
Eleeluando la division de los primeros términos, el segundo cuo

ciente parcial será 3. Multiplicando todo el divisor por este cuociente, 
y restando del segundo dividendo el producto, resultará por segundo 
residuo, ó mas bien, por residuo final

ÍQab---- 190" ;

y la cuestión Habrá quedado reducida á buscar el máximo común 
divisor de este segundo residuo y de

Notando que en este polinomio tiene la a, es decir, la letra que 
al principio de la operación Hemos escogido para ordenar los térmi
nos, mayor exponento que en el residuo final, nos deberá este servir de 
divisorj y el que antes lo era pasará á ser dividendo. Pero antes de 
comenzar esta nueva division, suprimiremos del divisor ÍQab iQb'^ 
el factor 19¿ común á todos sus términos sin ser factor del divi
dendo; y de este modo tendremos por dividendo á

4«"---- 5ad~i-b^
y por divisor á a—b

Electuando la division vemos que es exacta; y de consiguiente sa
bemos que el binomio a---- b es el máximo divisor común de las dos 
cantidades propuestas.
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Rclroccdieiido desde esta última division hasta la primera, po

demos cercioramos no solo de que el binomio a---- b es efectiva- 
mcnle divisor común de los dos polinomios propuestos, sino tam
bién de que estos no pueden ambos dividirse exactamente por otra 
cantidad mas compuesta, ó de grado mas elevado que aquel binomio. 
Por otra parte, si dividimos por a---- b los dos polinomios

3«^----3o“¿—f—ab^---- b^f y 4:a^b—5fi¿’—t— ¿^

las trasformaremos en estas otras expresiones:

(3a^_HÚ“) («—f), y (4fl¿—F) (a—b);

los cuales nos están indicando que su nuíximo común divisor es a—b.
En habiéndose enterado de todo el pormenor de las operaciones 

que hemos ejecutado en el caso anterior, será fácil resolver otros 
muchos. Con el objeto de ejercitarse pueden los principiantes propo- 
nerse el hallar el máximo común divisor de los polinomios

C,r-Hl 5a-7,—4a V’---- lOaVc^,

9fl’Ú —‘íla^bc—Gcúc^—hIBúc^í

el cual es el binomio oa®—
49 Cuando la letra, con respecto á la cual se hayan ordenado los 

polinomios propuestos, tenga el mismo exponente cu ranchos te'rmí- 
nos del divisor, ocurre una dificultad, que juntamente con el modo 
de superaría daremos á conocer en el ejemplo siguiente:

Projxmgámonos hallar el máximo divisor común de los dos tri
nomios a^b—Hflc®—d^ y ab—ac—i-d^
y los colocaremos como para una division ordinaria.
Dividendo... a^b—1— ac'----d^ ab---- ac—|—d^... Divisor.

^—a'b—i—a' c---- ad‘^ 
 a . Cuociente.

Residuo...........o’c—1—ae®—ad’^-^—d^.

Dividiendo, como es costumbre, el primer termino del divi
dendo por el primer término del divisor, resulta por cuociente a. 
Multiplicando por este cuociente parcial todo el divisor, y restando 
del dividendo el producto, el residuo, que debe servir de nuevo
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dividendo, contendrá un término, en el cual se hallará la letra a 
con el exponente 2, lo mismo que en el dividendo primitivo; por 
manera que despues de la primera division parcial nos hallamos en 
el mismo estado que antes de comenzar la operación; y continuán
dola de este modo, jamas se terminaría. En efecto, si considerando 
al residuo como segundo dividendo lo multiplicamos por ¿ para que 
su primer término sea exactamente divisible por ab, tendremos esta 
segunda division parcial

a‘^bc~h’abc‘^- abd^-^bd^ 
---- a^ bc—i-a'c'^—acd^

ab—ac-t-d ' 

ac

Residuo........... a^c^—i-abc^---- acd'^ —abd'^---- bd^;
en cuya expresión vemos que de nuevo aparece la letra a con el ex
ponente 2, o elevada al cuadrado como antes.

Para precaver este inconveniente observaremos que el divisor 
ab---- ac~i~d^~a Çb —^c')-^—d', reuniendo en un solo término los 
dos en los cuales tiene el mismo exponente la letra que hemos ele
gido para ordenar los dos polinomios propuestos. Si ahora hacemos 
para mayor sencillez b—c^m, se trasformará el divisor en am—}—d^; 
y en tal caso será indispensable multiplicar por m todo el dividendo 
a'b^ac"^—d^, para que su primer término sea exactamente divisi
ble por am. De este modo tomará la operación este otro aspecto.

Dividendo.... a^bm-i—ac^m—d^m 
---- a'^bm—abd’

am-i-d^.....  Divisor.
aó-t—c®.......  Cuociente.

1." residuo...-+-ac®m—abd'’‘—d'^/n 
—ac’m—c^d^

2? residuo.... —— abd^——c^d^---- d^m.

En el primer residuo se ve que ha desaparecido del dividend# 
la segunda potencia de a, y que solo ha quedado en el la primera 
potencia de la misma cantidad. Para hacer desaparecer tambien esta 
potencia, dividiremos el primer término œ^m por arn, y resultará 
por segundo cuociente parcial c®. Multiplicando por este cuociente 
lodo el divisor, y restando del primer residuo ó segundo dividendo
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el producto, resultará el segundo residuo. Considerando ahora á este 
segundo residuo como un tercer dividendo, suprimiremos de todos 
sus te'rminos el factor común ¿’, que no se halla en todos los térmi
nos del divisor, y para poder efectuar la division los multiplicare
mos de nuevo por m. Asi tendremos que hacer esta tercera opera
ción parcial:

-^aím---- c^m —dm^ am-i—d‘*
—]—abm~}—bd^

Residuo.................... bd"^-----c‘^m-^dm^.

No apareciendo ya en este último residuo la letra a, es de infe
rir que esta letra no debe entrar en la expresión del divisor común 
que buscamos, si es que existe.

En habiendo llegado á este punto nos es imposible conservar 
ordenados los te'rminos y continuar la division con respecto á la le
tra a; y puesto que el divisor común, si lo hay, debe ser indepen
diente de esta letra, es consiguiente que no solo haya de dividir 
exactamente al residuo bd’-^c^7n----dm^ 
y al divisor azn-|-¿®, 
sino tambien a cada uno de los te'rminos de estas cantidades con sepa
ración. Porque en general, siempre que los términos de un polinomio 
cualquiera eslen ordenados con respecto á una letra, en siendo exac
tamente divisible todo el polinomio por una cantidad en cuya expre
sión no entre aquella letra, también será exactamente divisible por la 
misma cantidad cada uno de los términos de por sí.

Para convencerse de la verdad de este principio basta reflexionar 
que no hallándose, como se supone, en el divisor la letra que se ha 
escogido para ordenar los términos del polinomio, debe aparecer en 
el cuociente la misma letra con los mismos exponentes que tenia en 
el dividendo; y por la inversa, hallándose en este y en el cuociente 
la misma letra con los mismos exponentes, la diferencia que exista 
entre aquellas cantidades, no puede ser otra que la de que en el di
vidende cada potencia de la leira ha de estar multiplicada, no solo 
por la cantidad que la multiplique en el cuociente, sino tambien por 
todo el divisor.

A fin de que no quede obscuridad alguna en este razonamiento, 
supongamos que habiendo dividido por una cantidad monomia ó po- 
Imoinia M, en cuya expresión no entre la letra a, á uu polinomio
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cuyos terminos estaban ordenados con respecto á la letra a, baya 
resultado este cuociente exacto y ordenado con respecto á la misma 
letra: ^«"^-i—5«^—HCn®—f—Oa—I—£;
en cuya expresión las letras mayúsculas B^ C, D, E represen
tan cantidades raonotnias ó polinomías independientes de la letra a. 
Si ahora multiplicamos por el divisor Af todo el cuociente, vendre
mos en conocimiento de que el polinomio dividido es el siguiente:

MAo^-^MBa'-^MCa^-^MDa-^ME ;

en el cual es fácil observar que no contiene mas ni menos potencias 
de a que el cuociente; y que el coeficiente * de cada una de estas po
tencias es exactamente divisible por la misma cantidad M, por la cual 
suponemos exactamente dividido todo el polinomio. Habiendo demos-- 
irado esta proposición, volvamos á nuestro asunto.

Si tanto en el residuo bd^~^c^m—dm^ como en el divisor am^-i—d^ 
restituimos el binomio í^—c en lugar de la letra m que lo represen
ta, aquellas expresiones se trasformarán en estas otras:

¿d^—c\i>—c)—¿(ó

y viendo que b—c y d^ no tiene divisor alguno común, podemos es
tar ciertos de que tampoco lo tienen los dos trinomios primitivos.

Si no hubiésemos podido conocer á primera vista que las canti
dades ¿—c y d* no tenían divisor alguno común, habríamos tenido 
que hacer esta averiguación por el método general de las divisiones 
sucesivas; y suponiendo que lo tuviesen, y lo hubiésemos hallado, to
davía nos restaba examinar si podría dividir exactamente al polinomio 

lrd’ c^ (ó—c) d Çb—c)“.
50 En vez de dejar para el fin de la operación el averiguar si los 

dos polinomios propuestos tienen ó no algún divisor común indepen
diente de la letra que haya servido para ordenar sus términos, es 
mucho mas ventajoso hacer antes de todo esta investigación, porque 
de lo contrario se van complicando mas y mas los residuos de las di
ferentes divisiones parciales, y á consecuencia va siendo cada vez mas 
penoso el cálculo.

l Annque (§. 17) hayamos asignado la denominación de conciente al factor nnmé- 
rico que entra en la composición de un término, se suele con frecuencia dar el mismo 
nombre á cualquier factor ó à cualquiera combinación de factores que en un término 
acompañen â una laica que por alguna ratón es mirada como la principal.
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Propongámonos, por ejemplo, hallar el máximo divisor común de 

los polinomios 

a^¿®—í—o^¿^—1—¿*c®—a*c® a^ic^——¿“c'^ 
y a“¿—|—aí’-l—¿5 —a’c a¿c—¿®c; 

y ordenando sus te'rminos con respecto á la letra a, adquirirán esta 
forma :

(i*—«•) fl^-^(¿’—¿c’) a’-HÍ^c*-----Ó’c* 
(l>~—c) «“—H(¿'^---- ¿c) a—(—¿3---- b^c.

Ahora bien, si estos polinomios tienen algún divisor común en 
cuya expresión no entre la letra a, cada uno de los coeficientes de 
las diferentes potencias de la misma a será exactamente divisible por 
el mismo divisor común de los polinomios (§. 49), y de consiguien
te lo serán tambien los dos binomios finales b'^c^---- b^c"^ y b^——b‘‘c 
que se pueden mirar como coeficientes de a®.

Comenzando, pues, nuestro examen por los coeficientes b^—c^ 
y If-^c de las potencias mas elevadas de a, indagaremos primera
mente si tienen uno ó muchos divisores comunes^ y despues veremos 
si todos los demas coeficientes de las otras potencias de a son exac
tamente divisibles por la misma cantidad que aquellos dos prime
ros; es decir, si el divisor común de los binomios ¿®—c^ y b—^c lo 
es igualmente

de b^----bc^ y b'^---- bc-j de b^c^-----b‘^c‘^ y b^---- b^c-,

Dividiendo b^--- c® por b---- c resulta el cuociente exacto b—p-c es 
pues b^-‘C divisor común de los binomios ¿® c^ y b — c-f y no 
pueden estos tener ningún otro divisor común por cuanto b c no 
es exactamente divisible sino por sí mismo y por la unidad. Ahora 
solo nos resta averiguar si ¿—c es divisor común de los demas coe
ficientes de Ias otras potencias de a. Lo es en efecto, como lo com
prueba el que dividiendo por b c los dos polinomios propuestos, 
resultan los cuocientes exactos

(6-4-c) o*-|-(¿“—H¿c) a5-H¿3c“-4-¿®c^; 
a^ —i-ba -i-b'^.

A fin de reducir, si es posible, estas últimas expresiones á ma
yor grado de sencillez, convendrá examinar si la primera de ellas es 
exactamente divisible por el binomio b-i~c coeficiente de a*. Viendo 
que lo es, y no siendolo la segunda, efectuaremos aquella division,

TOMO U. 8
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y así tendremos estas otras dos expresiones bastante sencillas: 

a^-i-éa^-i-b^c\

cuvo máximo divisor común nos propondremos por último hallar.
Efectuando para ello las operaciones que prescribe la regla gene

ral (§. 48) resultará de la segunda division parcial un residuo que 
no tiene otra potencia de a sino la primera ; y no siendo divisor co
mún de las dos cantidades este segundo residuo, se infiere que la 
letra a no entra en la expresión del máximo divisor común de los 
dos polinomios primitivos, y que de consiguiente no tienen estos otro 
divisor común que el binomio b-^c.

Si ademas de este hubiésemos hallado algún otro en cuya expre
sión entrase la letra a, habría sido necesario multiplicar uno por otro 
para tener en el producto el máximo divisor común que buscábamos.

Estas observaciones podrán ser suficientes para hallar sin gran di
ficultad el máximo común divisor de dos polinomios cualesquiera, ma
yormente cuando se haya adquirido aigun manejo y expedición en las 
operaciones algebraicas.

51 Las cuatro operaciones fundamentales, es decir, 
la adición, la sustracción, la multiplicación y la division, 
se efectúan del modo que es posible, con las fracciones 
algebraicas lo mismo que con las aritméticas; sin otra 
diferencia que la de observar, en todas las operaciones 
que prescriben las reglas establecidas para estas, los 
preceptos que en los capítulos anteriores hemos dado 
para sumar, restar, multiplicar y partir las cantidades 
algebraicas. Nos limitaremos, pues, á recordar aquellas 
reglas, aplicando cada una de ellas á un solo ejemplo; 
y comenzaremos, como en la Aritmética, por la multi
plicación y la division de las fracciones, porque estas 
dos operaciones no requieren, ninguna trasformación pre
paratoria. ■

i .° Por lo que respecta á la multiplicación:
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0

o a ac
(Ariím. §§. 82 y 89)

— x—=— CAriím, §. Sah è d éd ^ ^ '^
2. Por lo que hace á la division:

ú 1 a

¿ c íc
^Artím. §. 92)

o è a
— = <;x —~____

A a be
C ÇArùm. §. 95).

ad ad ad
— Z-------=--------x-------- =; --------  

oc b c be
ÇArifm. §. 96).

3.° Las fracciones — —, reducidas a un común 

denominador se trasforman en estas otras:
ad be
M’ Ü 5' 99)-

Las fracciones se trasforman,
adfh 

por medio de igual reducción, en las siguientes : 
ad^ cb/k ebd/i ^bdf
bd/b ' db/h ' ybdk ’

5a El método que expusimos ÇAriim. §. 100) pa* 
ra obtener en ciertos casos un denominador cómun mas 
sencillo que el que por la regla general resultaría, pue
de aplicarse fácilmente á las fracciones algebraicas. Si 

estas fueren, por ejemplo, A, -1, será muy fácil 
bebf '^

ver que los dos denominadores serian enteramente Igua
les si / fuera factor del primero, y c lo fuera del segundo. 
Se reducirán, pues, las dos fracciones propuestas a un co
mún denominador, multiplicando los dos términos de la 
primera por/, y los de la segunda por cí con lo cual ten-

«
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fed ^^

dremos las fracciones ^, ^, mas sencillas que

^^ - que por la regla general hubieran resultado.
^^Generalmente, reúnanse en un froiiueto todos los 

factores diferentes que se hallen en los denominadores de 
todas las fracciones ^rofuestas, y así se tendra el^ de
nominador común de todas ellas; desates multifhquese 
el numerador de cada fracción por todos los factores de 
aquel producto que no se hallen en el denominador pri
mitivo de aquella fracción , y así se tendrán los nuevos 
numeradores.]

Si las fracciones fueren, por ejemplo, —, —,

J. , formaremos el producto Í’cfg, y este deberá ser 

ef denominador común; despues multiplicaremos el nu
merador de la primera fracción por /¿-s el de la segun
da por beg, y el de la tercera por bji y así resultarán

Sl en el denominador primitivo de alguna de las 
fracciones propuestas estuviesen reunidos como factores 
los denominadores de todas las demas, solo habrá que 
ejecutar la segunda parte de la regla anterior,

53 Por lo que hace á la adición de las fracciones 

que tengan un mismo denominador, como ~^3 ~~f > ~f‘

a ó c a-^b-^c

dddd  ̂ .
es decir, se suman los numeradores, y a la suma se e 
pone el denominador común.
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Por lo que respecta á la sustracción de las fraccio

nes que tengan un mismo denominador, como si hubié- 
i , a è a—¿semos de restar — de — sera---------- —_____ j es de- 

dd ddd 
cir, restaremos del numerador del minuendo el del sus
traendo, y al residuo le pondremos el denominador 
común.

Si las fracciones que se hayan de sumar ó restar no 
tuvieren un mismo denominador, será muy fácil hacer 
que lo tengan.

Finalmente, por lo respectivo á las reducciones de 
expresiones mixtas á fracciones, y al contrario, será

b ac b ~^^Z!zl (^Aritm. §.91)i-----
C C C C

a—
b _ ac b ac---- b

e C C C
b

—a=
b ac b-^ac

C
Por la inversa:

C a C

ac-i-é ac è 6 
•-------=------1---- =<;-»-— 

«-----a------ a--------- a
ac----- b ac b b
--------- ---  — 

a------a a------------ a
ac—b b ac b
-------=----------- -- -------f. 

a aaa
Fn todos los ejemplos que hemos propuesto son 

monomios los términos de las fracciones; en caso que 
sean polinomios se ejecutarán las mismas operaciones, 
observando para ello las reglas establecidas para la adi
ción, sustracción, multiplicación y división de las can
tidades complexas. Así que
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a*_j_¿» a--- 6 (a’H-¿’) (a—è')_a^ a^-^ab^ è^ 

c—í— d----c—d (c^d) (c ib) c^ d^ 
d^-^è^ a----b c d (c d)

c-i-d * c-—d c-i-d a----- b (c^d) (a---- b)
a'c-i-b'c----d^d—b'^d

ac—i—ad—bc—~bd
y así ¿e todas las demás operaciones que suelen ejecu- 
tarse con los quebrados.

$4 Cuando los principiantes hayan comprendido 
todo lo que hasta aquí hemos expuesto, y sobre todo 
cuando hayan adquirido cierta expedición en la ejecu
ción de las operaciones que hemos enseñado á hacer con 
las cantidades algebraicas, se hallarán en estado de re
solver cualquiera ecuación de primer grado por com
plicada que sea.

Si, por ejemplo, de Ia propuesta de alguna cues
tión se hubiere deducido la ecuación siguiente:

fa-l-ó') C^--- c) , ac
  -+-4b= 2X—--------- , 

a-----b---------------------So—1—b
lo primero que haremos será hacer desaparecer los de
nominadores; é indicando las operaciones que debemos 
ejecutar para ello (§. 13) será:

(a-^h) (x—cy Q^a-i-b")-n 4b (a-b') Ç^a-^b^ —
2X Ça—by (sa-i-h) - ac (a—by

Efectuando ahora las multiplicaciones indicadas, resultará: 
3¿í^a; ~i- 4abx~¥-b^ x—’^a^ c “4abc—b^ c ‘+•12a^b— Sab^—4b^ 
= óí^’a:— qír^a: — aPx — a^c-t- abe.

Reuniendo por medio de la trasposición en un solo 
miembro todos los términos en que se halla la a’, y en 
otro todos los términos que no contienen esta letra, y 
reduciendo términos semejantes tendremos estas otras 
ecuaciones :
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—Sa’jBH-SiïÎ,'?—t-3¿’js= 2a^c—H5ízóc—fZ"'c--- 13a® ¿—H 8ú6®-+-á¿’;

3¿’x-í—8aèj:---3a®x—2a® e—{— 5a¿c—Hè®c--- 12a“¿—H8a¿®—i— áó”;
a:(3é’H_8a¿--- 3«^ )=afl=C-H 6a¿c-H¿® c--- 12a® ¿-H »«¿’-1-45’ ;

y Últimamente,
2a®c-+-5a¿c—í—8a¿’—f— 4¿'’ 

Æ'=-------------------------------------------- .
3¿’H-8a¿--- 3c®

que tienen dos in~ las ecuaciones del primer grado
c6^nitasi y exj^iietzeion de ciertas expresiones que resultan 

de los cálculos algebraicos.

55 En las cuestiones que al principio de este tra
tado hemos resuelto con el auxilio de los símbolos alge- 
bráicos, tan solo una de Ias letras de que nos valíamos 
para representar todas las cantidades de que hacia men
ción la propuesta, denotaba una cantidad desconocida; 
y todas las demas letras eran símbolos de cantidades co
nocidas, A veces es mucho mas cómodo representar dos 
de las cantidades incógnitas con dos letras distintas; y en 
tal caso es absolutamente necesario que la propuesta 
contenga explícita ó implícitamenie dos ecuaciones, in
dependientes la una de la otra; pues de lo contrario no 
se podrán determinar los valores de las incógnitas.

La cuestión, por ejemplo, que propusimos (§. 3), 
enunciada en los términos en que se halla al fin del §. 4, 
nos está á primera vista indicando que en ella podemos 
emplear dos letras distintas para representar los dos nú
meros desconocidos.

En efecto , si designamos
por x al número menor de los incógnitos ;
por y al mayor ;
por a Ia suma de ellos, conocida;
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por b la diferencia de ellos, tambien conocida; 

la propuesta nos da estas dos ecuaciones:

y-x = b.
Auntjue ninguna de estas dos ecuaciones es por sí 

sola suficiente para determinar el valor de ninguno de 
los números desconocidos; si en cualquiera de ellas des
pejamos una de las incógnitas, por ejemplo en la se
gunda la y, resultará:

y = b -i- ar.
Esta última ecuación no nos da á conocer, es ver

dad, el valor que buscamca de la y, ó lo que es lo 
mismo, del número mayor bcógnito; pero nos hace ver 
que la combinación ó binomio b-^-x es equivalente á 
la y. Si pues en la primera ecuación sustituimos el bi
nomio b-^-x en lugar de la y, se trasformará aquella 
ecuación en otra que no tendrá mas incógnita que la X, 
y de la cual podremos por el método ya expuesto de
ducir el valor de esta incógnita.

En efecto, hecha que sea la sustitución, ten
dremos

x~i-b-hx=:a
ó lo que es lo mismo, íx-i-b — a 

2x—a-^b
a-----b a b

2
Sustituyendo ahora esta expresión del valor de ar 

en la ecuación.
y = b-i-x, 

resultará
a__ b 2b-ha-~b a^^b a b

2 222
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Asi que, tendremos de los números que busca

mos Ias mismas expresiones que antes habíamos halla- 
^® (§• á)- ^° podia menos de ser asi, en atención á 
que si bien se reflexiona , la última solución no se dife
rencia de la anterior sino en que en la una se ha traduci
do al lenguaje algebraico una ecuación que en la otra 
habíamos expresado en lenguaje vulgar; pero de ella, 
expresada de uno y otro modo, hemos deducido que 
el mayor número desconocido era equivalente á a'-hZ’.

§6 He aquí otra cuestión:
Un artesano ha estado trabajando js. días en una 

obra; y tanto j^or sus jornales como f)or los de un hijo 
suyo, que ha trabajado en la misma obra j}or esjyacio 
de siete dias , ha recibido 322 reales. U’olvieron d tra^ 
bajar, élyior espacio de ocho dias, y su hijo yor el de cinco 
diasi y ganando iguales jornales que antes, ha recibido 
lyo reales. Se pregunta: ^cuantos reales ganaba dia
riamente el fadre, y cuántos el bijo"?

Representemos por a; el número de reales que el 
padre ganaba por día, y por y el número de reales que 
ganaba diarlamente el hijo:

12 jornales del padre vendrán á ser 12 x reales;
7 jornales del hijo serán 7 y.

Tendremos pues con arreglo á la propuesta de la cuestión 
I 2a:H- 7y = 2 2 2

8 jornales del padre serán Sar;
5 jornales del hijo serán Jy; 

y de consiguiente Sx'-t-jy = 150.
Discurriendo como en el ejemplo anterior, deduci

remos de la primera ecuación

7
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Multiplicando por 5 esta última expresión, y sas- 

tituyendo el producto en lugar del término ^y de la 
segunda ecuación, se trasformará esta en esta otra:

„ 1110—60x
S^H----------------=1 <0,

7 
la cual no tiene ya mas incógnita que la x; y resolvien
do la última ecuación tendremos estas otras: 

jóar-i- 11 10 —60a; = 1050 ;
i X i o — 4a;= 1050.

Trasponiendo al segundo miembro el término sus- 
tractivo 42? con el fin de hacerlo aditivo, ó mas bien 
con el de quitarle el signo, tendremos:

11 10— lo^oxqa;.
Sin necesidad de trasponer al segundo miembro el 

término sustractivo 4a;, pudiéramos haber deducido de 
la ecuación 1110 —4^;= 1050 que 42’=:i 11 0—1050 
= 60, en habiendo advertido que 42; representa el sus
traendo, iiio el minnendo, y 1050 el residuo', y te
niendo presente que todo sustraendo es igual al minuen
do menos el residuo.

Si pues 4^=00, sera
4

Ganaba pues el padre 15 reales ai diaj y sustitu
yendo este valor en la expresión que antes hemos halla- 

¿0 y — gg trasformará en
7

222—12x15 222—180 42
“ 7 “ í”

Son pues 6 reales los que el hijo ganaba por dia. 
57 Si observando á la letra la regla general de 

la trasposición de términos ^§. 10), hubiésemos de 
jado solo en el primer miembro el único término
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— ^x en que se halla la incógnita, hubiera resultado

—4:^=1050—1110;
y puesto que ino equivale á icjo-nóo, esta ultima 
ecuación se hubiera trasformado en esta otra:

— 4ar=:io$o — 1050 —60: 
y por ultimo en esta otra:

— 42*=— 60.
Así hubiéramos venido á parar en una ecuación, en 

la cual tanto el primer miembro como el segundo son 
sustraendos sin minuendo alguno; y acaso no habríamos 
sabido descifraría. Ahora que ya sabemos que de la 
ecuación 1110 — 457=1050
se deduce seguramente que 4 57=1110-10 5 0 = 6 0, 
podremos venir en conocimiento de que la ecuación

— 457 = —60
nos quiere decir que lo mismo es restar de cualquier 
minuendo la cantidad 42’ que restar 60 ; y en una pala
bra que 457 es lo mismo que óo, y de consiguiente que 
^= 5

'De aquí podremos deducír que generalmente tene- 
ínos facultad de cambiar los signos de los términos de 
uno de los miembros de una ecuación, con tal que cam
biemos los de todos los términos del otro miembro,']

58 Antes de buscar con el auxilio de las letras la 
solución general del problema propuesto (§. 56), exa
minemos aun otro caso particular del mismo problema. 
Supongamos que se nos diga que la primera suma co
brada por el artesano fue 138 reales, y la segunda 90; 
y siendo las mismas todas las demas circunstancias de la 
cuestión se nos pregunte como antes: ¿cuanto ganaba 
^1 fadre, y cuánto el hijo for dia^

^as ecuaciones de esta nueva cuestión serán:
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Iax-H 77=138} '

57 = 90«
De la primera se deduce que

138—íáx

Multiplicando por 5 esta última expresión, y sustitu
yendo el producto en lugar de 57 en la segunda ecua
ción , se trasformará en esta otra:

690 — 60^ 
8x - = 90 •

7
Multiplicando por 7 para que desaparezca el denomi
nador, resultará :

^Ôæ'4-690 — 60^ — 630;
y de consiguiente

jóx — 6ox = 630 — 690;
ó cambiando los signos de ambos sniembros para que los 
minuendos sean, como deben ser, mayores que los sus
traendos : 6ox— 56x=69o — 630;
y efectuando las sustracciones:

4X = 6 o ;
de donde se deduce;

60
4

Sustituyendo este valor de la x en la expresión que an
tes hemos hallado del valor de y, resultará:

138—180 _ 158—138--^_ ^^T^
^~7 7 7

La expresión que acabamos de hallar del valor de y nos 
está indicando que de 1 38 se ha de restar 180, y que 
el residuo se ha de dividir por 7; pero siendo absoluta
mente impracticable la sustracción, ¿ que querrá decimos 
aquella fórmula ó esta otra, á la cual viene a reducirse
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Ya sabemos lo que significa una combinación de dos 
cantidades, en la cual la que tiene antepuesto el sig
no-es menor que la otraj pero cuando la cantidad sus- 
tractiva es mayor que la otra , y sobre todo cuando está 
enteramente sola, ¿qué podrá esto significar? El mejor 
medio de aclarar esta duda será retroceder á las ecua
ciones primitivas que la han originado; pues siendo es
tas una verdadera traducción de la propuesta , será mas 
fácil descubrir en ellas las circunstancias de la cuestión 
que han ocasionado la dificultad de que tratamos.
Si en la primera ecuación

i aar^ 77= 138 
sustituimos en lugar de la a: su valor 15 , se trasfor
mará en esta otra:

180-1-77= 138;
la cual nos dice que los jornales de solo el padre im
portaban mas que los del padre y del hijo juntos ; y 
siendo esto un absurdo, es claro que la propuesta en
vuelve condiciones incompatibles.

Si en la segunda ecuación primitiva hacemos igual 
sustitución resultará:

i 20-1- jjcr 90, 
la cual nos está indicando el mismo absurdo que la an
terior.

Vemos, pues, que de la propuesta se infiere que 
los jornales de solo el padre importaban mas que los del 
padre y del hijo juntos ; y de consiguiente podemos estar 
ciertos de que la cuestión es absurda, y su solución en
teramente imposible. Pudiéramos muy bien quedar sa
tisfechos con haber descubierto esta verdad; pero si em- 
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penándonos en profundizar mas, nos propusiéramos ave
riguar qué alteración deberían padecer las condiciones 
para que conservándose los mismos números dados re
sultase una cuestión sin absurdo alguno, no seria difícil 
echar de ver que si el hijo hubiese disminuido con sus 
gastos el haber del padre en vez de aumentarlo con sus 
jornales, hubiera sido necesario restar de la suma que el 
padre habia ganado todo lo que importaban las expen
sas del hijo; y ya entonces no habría incompatibilidad 
ni contradicción alguna en la propuesta, ni de consi
guiente en las ecuaciones procedentes de ella; pues en 
ral caso serian:

18o —7y = 13 8
1 so — 57=90 , 

y de cualquiera do ellas se deduciría que

lo cual quiere decir que asi en cada uno de los siete dias 
de la primera temporada como en cada uno de los cinco 
de la segunda habla ocasionado el hijo un gasto de 6 rea
les ; y de ahí es que el padre, sin embargo de ganar 15 
reales diarios, no había sacado de producto neto en los 
doce primeros dias mas de 138 reales, ni en los ocho se
gundos mas de 90.

Ahora no será ya difícil presentar la propuesta de la 
cuestión en términos que no envuelva contradicción al
guna, y que sin alterar los números dados sea posible 
su solución.

Un artesano j diremos, ha estado trabajando doee 
días en una obra, 7 por haber tenido siete dias en su eom- 
pama d un hijo suyo que gastaba una parte del jornal 
del padre, no ha venido este d recibir al Jin de la tempo
rada mas de Ij8 reales. Uolvió d trabajar en la misma 
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obra por espacio de ocho días, y á causa deí pasto que 
en cinco dias le ocasionó su hijo no percibió al cabo de 
esta segunda temporada mas de go reales. Suponiéndose 
que en ambas temporadas ha sido uno mismo el jornal 
del padre, y que tambien lo ha sido el gasto diario del 
hijo, se pregunta: ^cuanto ganaba el padre, j cuanto 
gastaba el hijo en cada diai

Designando por x el número de reales que el padre 
ganaba, y por y el de los que gastaba el hijo, las ecua
ciones propias de esta cuestión serán:

1257-7^=138;
857-5^=90.

Deduciendo de la segunda, por ejemplo, que
90—5r57=--------- i---- ; 

multiplicando esta última expresión por 12, y sustitu- 
yendo el producto en vez de lax en la primera ecua- 
Clon se trasfoiraará esta en

1080-f-60r
3/=1381

y de esta ultima se deducirán estas otras;
1 o8o -f- ó07 — 5 óy — 1 i 04 ;

4y = 1104 — 1080 = 24 ;
24

Sustituyendo este valor de y en la ecuación
90 -1- 5r X=.---------

se trasformará en 57=-^^fí^^ —

Ganaba pues el padre 15 reales, y gastaba el hijo 
6 reales en cada dia.
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59 Aunque un resultado absurdo de un razona

miento bien formado no arguya por lo común otra cosa 
sino lo absurdo del principio sobre que está fundado; 
siempre que hallemos para valor de una incógnita un 
número que tenga antepuesto el signo—, es decir, un 
número que indique ser susfraendo sin minuendOf no solo 
inferiremos que la cuestión, en los términos en que se 
nos haya propuesto, envuelve alguna contradicción é Ín 
compatibilidad en sus condiciones, sino tambien que en 
rectificando alguna de estas, habra de resultar otra 
cuestión análoga á la primera, sin absurdo alguno, y a 
la cual dará solución el mismo número que antes he
mos hallado. La rectificación que en tales casos es nece
sario hacer en las condiciones se reduce á que se deba 
sumar alguna cantidad que la propuesta nos mandaba 
restar, ó al contrario; ó á que deba ser minuendo el que 
la propuesta nos indicaba como sustraendo, y vice versa.

Supongamos, por ejemplo, que habiendo resuelto 
primeramente la cuestión propuesta al final del párrafo 
anterior, nos propusiésemos en seguida la del §. 56 en la 
hipótesi de que el hijo habla disminuido con sus gastos 
los salarios del padre; en cuyo caso las ecuaciones funda
mentales serian:

12a;—77 = 222;

de las cuales vendríamos á deducir finalmente que

Esta última expresión nos indicaría que la propues
ta de la cuestión contenia algún absurdo, ó lo que es lo 
mismo, condiciones incompatibles; y si tratando de des
cubrir cuál sea el absurdo que la propuesta contiene, 
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sustituimos en las ecuaciones primitivas el valor de a; 
se trasformarán en estas otras:

l8o —yy“222 ;
Í2O-5J/=I5O.

Estas ecuaciones nos hacen bien perceptible al ab
surdo que deseábamos conocer, pues es bien manifiesta 
la imposibilidad de que después de quitar de i8o una 
cantidad cualquiera haya quedado de residuo 222; y 
despues de quitar de 120 otra cantidad cualquiera, por 
pequeña que sea, haya quedado de residuo 150. En 
la suposición de que los números 180 y 120 sean ver
daderos, es absolutamente imposible deducir de ellos los 
resultados 222 y 150 por sustracción; es indispensable 
por el contrario hacerles alguna adición, y de con
siguiente la propuesta de la cuestión y las ecuacio
nes fundamentales deberán ser las que ya hemos visto 
C§- 56) de las cuales hemos deducido que a’zzi^j

Siempre que á causa de haber alguna Incompatibi
lidad en las condiciones del problema, resulta sustracti- 
vo el valor de alguna incógnita, se dice que la solución 

negativa.
60 Por medio de estos ejemplos podemos venir en 

conocimiento de que las cuestiones del primer grado 
pueden contener ciertas condiciones incompatibles, ó 
sean ciertas contradicciones, que el Algebra no solo nos 
da á conocer conduciéndonos á un resultado sustractlvo 
o con el signo —sino que también nos Indica el modo 
de rectificar las propuestas, haciendo sustractivas algunas 
cantidades que se habían supuesto aditivas, ó al con
trario.

TOMo 11. 9
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Esto es lo que se debe entender cuando se dice que 

las soluciones negativas resuelven los problemas en un 
sentido contrario al de sus propuestas; y aunque en rea
lidad el problema propuesto, que' suponemos absurdo, 
sea muy distinto del problema rectificado y libre de to
da contradicción, se les mira sin embargo como idénti
cos, porque ademas de contener ambos los mismos nú
meros conocidos é incógnitos para pasar del uno al otro 
y hacer útil la solución ne^ai^iva, ó por mejor decir, pa
ya que la solución deje de ser negativa, basta una mera 
mutación de los signos-b y

61 Aunque estos signos no designaron en su pri
mitiva institución sino las operaciones de sumar y restar, 
cuando se echó de ver que de la resolución de las ecua
ciones resultaban en ciertos casos para valores de las in* 
cognitas números con el signo — , es decir, números que 
se debían restar sin haber de qué, no se contentaron los 
algebristas con haber conocido por este medio que las 
cuestiones que los habían conducido á estos resultados 
absurdos, eran imposibles, ni tampoco con haber des
cubierto el modo de rectificar las condiciones para que 
desapareciese la incompatibilidad que antes había, sino 
que ademas hicieron este razonamiento:

Si de un problema bien puesto en ecuación se de
duce que una incógnita debe sers— 6, por ejemplo, 
es consiguiente que si mirando como un símbolo de una 
cantidad á la combinación—6 del guarismo y del signo 
que le antecede, la sometemos á todas las operaciones 
indicadas en la cuestión, el resultado debe satisfacer á 
esta según esté propuesta, y sin necesidad de variar pré- 
viamente ninguna de sus condiciones.

Sirva de ejemplo la misma cuestión que hemos
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propuesto (§. 58). Después de haberla traducido fiel- 
mente al lenguaje algebraico, y haber deducido de las 
ecuaciones en que Ia hemos trasformado, que

—42 á:=l5;j=™,

deberemos inferir que sí ejecutamos con el número 15 

y con la expresión, bien que absurda, =2Í?. las opera

ciones indicadas en la propuesta y representadas en las
ecuaciones I2;V-4-7y= 138^

¡os resultados deberán ser exactamente conformes á lo 
que la misma propuesta requiere, pues de lo contrario 
no estarían bien deducidos los valores de a; é j-. 

Sustituyendo primeramente el valor de a;, se tras- 
formarán aquellas dos ecuaciones en estas otras;

180-^7^—138, 
I20H- 5J =9O.

Solo nos restará ahora sustituír en estas dos últimas 

ecuaciones la expresión —que hemos hallado del 

valor de y. AI efectuar esta sustitución nos ocurre la di

ficultad de que no siendo-----^ ninguno de los símbo

los que conocemos de las cantidades, no sabemos cómo 
ejecutar con aquella expresión Ias operaciones indicadas 
en Ias dos ecuaciones.

Para superar esta dificultad se ocurrió efectuar por 
via de ensayo estas operaciones, haciendo uso de las re
glas de los signos establecidas (§§. 31 y 43) para 
los símbolos de las verdaderas cantidades. Conforme á lo 
prescrito en aquellas reglas, se tuvo á —6 por equiva-
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lente á------- , en lugar de yy se sustituyo —42;
7

y en lugar de §y se sustituyó- 30.
De este modo, y haciendo uso de la regla de los 

sjg”os (§• ^^)> 5® trasformaron las ecuaciones en 
180 — 42 = 138}
120 — 30 = 90}

las cuales son rigorosamente verdaderas, y las mismas 
que hemos hallado despues de haber rectificado las con
diciones de la propuesta, y haber hecho desaparecer la 
incompatibilidad que en ellas había.

Asimismo, despues de haber deducido de las ecua
ciones que hemos formado (§. 59),

12a;—7^= 222 ,
Sar-5^=150, 

que los valores de las incógnitas eran .
----42 

a;=i5íj = ——í

si sustituimos estos valores deberán resultar las cantida
des que la propuesta requiere.

Sustituyendo primeramente el valor de a:, que no 
ofrece dificultad alguna, tendremos:

180 — 7J-= 22 2 , 
120-57 = 150.

Si ahora en lugar de 77 ponemos—42 , 
y en lugar de 57.. — 30}

si teniendo ademas presente que en las ecuaciones están 
indicadas dos sustracciones, hacemos uso de la regla de 
los signos establecida (§. 20), se trasformarán las últi
mas ecuaciones en estas otras;

180-1-42 = 222}
120 -H 30= 150}
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las cuales son verdaderas y las mismas que resultan de 
^“ P^opi^esta del problema, según se hallan en el §. 0, 
es decir, corregida y sin que haya contradicción ó in
compatibilidad alguna en sus condiciones.

Luego que se observó que la aplicación de las re
glas de los signos á estas expresiones absurdas proceden
tes de cuestiones imposibles producía resultados verda
deros, fueron miradas aquellas expresiones como una 
cierta especie de verdaderas cantidades; se las designó 
con el nombre de cantidades negati'vasi se las sometió 
á todas Ias operaciones del cálculo; y se dijo que si las 
soluciones negativas indicaban un error en Ia propuesta 
de Ia cuestión, el Algebra lo corregía,

62 Puesto que Ias cantidades negativas resuelven 
en cierto sentido los problemas de donde han dimanado, 
conviene examinar el modo de emplearías en los cálcu
los, y establecer reglas seguras para efectuar las opera
ciones que las cuestiones puedan exigir que se ejecuten 
con ellas. . .

Las reglas de los signos establecidas (§§. 18, 20, 
3^ y 43) no se han demostrado hasta ahora en el su
puesto de que las operaciones se hayan de ejecutar con 
cantidades sustractivas aisladas, Establecimos por ejem
plo, que si de a hubiésemos de restar Ia cantidad repre
sentada por la combinación b — c, el residuo debía repre- 
santarse por a^b-^a pero no hemos hecho ver que si 
de a se ha de restar la cantidad, si puede así llamarse, 
-c, el residuo deberá representarse por ¿rn-c, Pudiera 
ciertamente decíríe que el razonamiento oue hicimos 
para demostrar la exactitud del residuo d-Z’-nc, era 
m ependíente de la magnitud de las cantidades repre
sentadas por estos símbolos, y que de consiguiente debía
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tener lugar aun cuando llegase á ser b~c, con lo cual 
la expresión h — e. se reduciría á—e, y la combinación 
a — b-i-e quedaría reducida á ¿df-t-r. Pero acaso no satis
fará á todos esta prueba; y como la teoría de las canti
dades negativas ha venido á ser una de las mas impor
tantes del Algebra, y ha dado ocasión á varías disputas, 
es necesario apoyaría sobre los fundamentos mas sólidos 
que sea posible; para conseguirlo retrocedamos al origen 
de las cantidades negativas. '

Todas las que se llaman cantidades negativas pro
ceden de sustracciones, en las cuales el sustraendo es ma
yor que el minuendo; y como la mayor cantidad que se 
puede restar de otra sea la igual á ella, en cuyo caso 
el residuo es cero ;. cuando se nos manda quitar de una 
cantidad otra mayor hacemos mas palpable la imposibi
lidad de ejecutarlo, indicando cuánto falta para que el 
minuendo sea igual al sustraendo, y de consiguiente para 
que sea cero el residuo. Restamos pues contra lo que se 
nos ha mandado, del sustraendo el minuendo, y á esle 
residuo le anteponemos el signo— para indicar que he
mos efectuado la operación en un órden inverso. Si por 
ejemplo nos prescribe una fórmula que quitemos § de 3, 
ó lo que es lo mismo, si tenemos en ella 3”'5> eq^iiva- 
lente á 3 — 3 — 2; viendo que la sustracción prescrita es 
verdaderamente imposible, y que de consiguiente es 
vano el intento de determinar el resultado, sustituimos 
en su lugar — 2, ó lo que es lo mismo, restamos 3 de 5, y 
al residuo le anteponemos el signo — para tener un indicio 
de haber ejecutado Ia operación al revés; y lo que en 
realidad debe representamos el símbolo —2, no es el re
siduo, pues en el caso propuesto es un absurdo suponer 
que pueda haberío , sino solo que es necesario añadir 2ft 
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k combinaron 3 — 5 para que se iguale el minuendo 
con el sustraendo, y se reduzca á cero toda la combi
nación. En efecto 3 —^ + 2:^0. Lo mismo puede de
cirse de cualquiera de estos símbolos algebraicos que se 
llaman cantidades negativas; — ^, por ejemplo debe in
dicamos que una fórmula prescribía restar de una can
tidad otra mayor; y siendo esto imposible, se ha ejecu
tado al reves la operación, y al resultado ¿2 de esta se le 
antepuso el signo — , para que con esta modificación nos 
diese á conocer que es necesario añadir la cantidad a á 
la combinación de cantidades, de la cual provino el sím
bolo- a, para reducir á cero el resultado de toda la 
combinación. Esto ha dado ocasión á que se dijese que 
las cantidades negativas son menores que cero', expre
sión que para dejar de ser absurda, debe entenderse en 
el sentido que acabamos de darla. Pasemos ya á hacer 
ver que las reglas de los signos pueden en todos casos 
aplicarse sin recelo alguno á los símbolos algebraicos lla
mados cantidades negativas.

Nadie puede dudar de que Ias expresiones a^a-, 
b — hi c—c &c, son equivalentes á cero, y de consi
guiente son otros tantos símbolos del mismo cero. Ahora 
bien, si á una cantidad cualquiera representada por a le 
agregamos la combinación b — b, la que de nuevo re
sulta a-hb — b no vendrá á ser otra cosa que un nuevo 
modo de representar la misma cantidad ¿í; el cual por 
entrar en la nueva combinación los símbolos.4-^ y—b, 
nos hace ver con mas claridad el efecto que en la can
tidad a debe producir la sustracción de b, ó la de— bi 
pues para ello basta borrar de aquella expresión cual
quiera de las dos cantidades que nos propongamos qui
tar. En efecto, si de a Dos proponemos quitar b, ó como 
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dicen, "^h, borrando esta cantidad en la expresión 
a^b—'bf el residuo será a — b^ resultado enteramente 
conforme con el convenio adoptado (§. 2). Si por el 
contrario nos proponemos quitar de a la cantidad ne
gativa- b, suprimiendo este término en la expresión 
a-^-b—b, el resultado será a-^-b, como lo hubiéramos 
hallado aplicando á este caso la regla de los signos esta
blecida (§. 20).

Por lo que hace á la multiplicación es fácil echar de 
ver que el producto de a^a por-i-b debe ser ab —ab', 
porque siendo igual á círo el multiplicador, debe tam
bien ser igual á cero el producto; y siendo indudable
mente ab el primer término de este, el segundo deberá 
ser —ab, para que destruya el primero. De aquí se de
ducirá que— ax.-i-b=z— ab.

Si nos proponemos multiplicar a por b — b, el pro
ducto deberá ser ab — abi porque siendo igual á cero el 
multiplicador, debe tambien ser igual á cero el produc
to; y como el primer término de este sea indudablcmen- 
te ab, el segundo deberá ser —ab para destruir al pri
mero. Será pues ax—bz^-ab.

Finalmente, si tratamos de multiplicar —¿r por b—b, 
sabiendo ya que el primer término del producto es — ab, 
el segundo no podrá menos de sQX-^ab^ para que todo 
el producto se reduzca, como debe, á cero , por ser igual 
á cero el multiplicador. Así que, iQr^—a-x—bz:2-\-ab.

Cotejando estos resultados con los que hubiéramos 
inmediatamente hallado aplicando á estas cantidades sus- 
tractívas aisladas, ó sean cantidades negativas, las reglas 
de los signos establecidas (§. 31), veremos que son 
exactamente los mismos.

Por lo que respecta á la division, teniendo pre- 
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sente que el divisor y el cuociente son los factores del 
dividendo, y que de consiguiente el signo de este debe 
resultar, si asi puede decirse, de los signos de sus fac
tores; será fácil deducir el signo del cuociente cuando 
se conozcan el del dividendo y el del divisor; y asi se 
verá que la regla establecida (§. 42) es tambien apli
cable al caso presente.

( En general, cuando tratemos de efectuar cualquíC’ 
ra de las cuatro operaciones fundamentales con las can- 
tidades sustracti-vas aisladas, ó como dicen, con las 
cantidades negativas, deberemos observar para los sig
nos de los resultados las mismas realas ^ue si aij^uellas 
cantidades fuesen partes de polinomios.'

63 Recapitulando cuanto hemos expuesto tocante 
á las que se llaman cantidades negativas, diremos que 
en realidad son unas expresiones absurdas de los resul
tados de sustracciones impracticables; que como tales 
son indicios seguros de alguna incompatibilidad que hay 
en la propuesta de la cuestión, de la cual hayan dima
nado; de consiguiente nos dan á conocer que no es po
sible resolver la cuestión sin que antes se rectifíque al
guna de sus condiciones, haciendo sustiactiva alguna 
cantidad que antes se habia supuesto aditiva, ó al con
trario; y últimamente, que se puede venir en conoci
miento del modo de ejecutar esta rectiHcacion conside
rando á las expresiones realmente absurdas— 6 ;— 8; 
— ai--b, Síc., como si fuesen verdaderos símbolos de 
cantidades, y haciendo uso de las reglas anteriormente 
establecidas de los signos, en las operaciones que nos pro
pongamos ejecutar con aquellas expresiones. Estos son 
por lo menos hechos constantemente observados, y que se 
pueden observar en todos los casos en que resulten tales 
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expresiones; por manera que cuando se dicej por ejem
plo, que restando—b de a, el residuo es a-i-b, el 
único modo de hacer interpretar esta expresión en tér
minos que tenga sentido, es decir que la regla de los 
signos establecida para efectuar la sustracción con los ver
daderos símbolos de las cantidades, aplicada aun á aquellos 
otros que no lo son, corrige el absurdo que habia en lo 
que se nos mandaba ejecutar: se nos decía que restáse
mos, y debíamos sumar. Para nueva confirmación de to
do esto propongámonos este otro problema.

64 Un correo ha salido de Barcelona para Ada-- 
drid al mismo tiempo que otro ha salido de Adadrid pa
ra ir por el mismo camino á Barcelona: se sabe cuán
ta es la distancia de un pueblo á otro, y cuántas le
guas anda por hora cada uno de los dos correos : y se 
nos pregunta : ^en qué punto del camino, ó lo que vie
ne á ser lo mismo, á cuántas leguas de cualquiera de 
aquellos dos pueblos se encontrarán los dos correos ?

A fin de presentar con mayor claridad las circuns
tancias de la cuestión representaremos con una línea la 
distancia de los dos puntos de partida, é indicaremos 
estos dos puntos por las letras mayúsculas B y Ad, y 
por R el punto del encuentro.

B R M
Representaremos ademas, como es de costumbre, 

por letras minúsculas las cantidades conocidas é incog* 
nitas que entran en la cuestión; á saber:

por a el número de leguas que distan uno de otro 
los puntos de partida, ó como se suele decir, 
la distancia BAd;

por b el número de leguas que anda por hora el 
correo que ha salido del punto Bi
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por c el número de leguas que anda por hora el 

correo que ha salido del punto M-,
por a’ el número de leguas que el primer correo 

ha andado desde el punto jB hasta el punto R 
del encuentro j

por ^ el número de leguas que el segundo correo 
ha andado desde el punto JZ hasta el mismo 
punto R.

Esto supuesto, es fácil echar de ver que cuando 
los dos correos se encuentren habrán corrido entre los 
dos toda la distancia que hay desde uno de los puntos 
de partida al otroj puesto que la distancia total £M se 
compone de Ias dos parciales RR y MR. Tendremos, 
pues, en primer lugar esta ecuación:

ar-f-y = ¿7.
Considerando ahora que en la propuesta se nos dice 

que los dos correos salieron á un mismo tiempo de sus 
respectivos puntos de partida, inferiremos que anduvie
ron en un mismo número de horas las distancias parciales 
representadas por a? é y. Sabiendo por otra parte que 
dividiendo el número total de leguas que cada correo ha
ya andado por el número de leguas que ande por hora, 
ha de resultar el número de horas que ha empleado en 

el camino, inferiremos que el símbolo — del cuociente 

de aquella division representará el número de horas que 
ha gastado el primer correo en ir desde el punto R hasta 

el punto Ri y que el símbolo ~ representa el número 

de horas que el segundo correo ha necesitado para ir 
desde M á R. Y puesto que según la propuesta de la 
cuestión deben ser ¡guales estos dos números de horas,
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tendremos esta segunda ecuación:

be
Son pues las dos ecuaciones fundamentales de la 

cuestión estas:

be
De la segunda se deduce fácilmente

í
C

y sustituyendo esta expresión del valor de a?'en la pri
mera ecuación, se trasformará esta en esta otra:

C 
de la cual se deducen sin dificultad alguna las siguien
tes: bj-i-áj^ae i

^Çb-i-e^^ae :

Si ahora sustituimos esta expresión del valor de /, 
en la que antes hallamos del de .r,

b
x=—j ;

C 
se trasformará esta en

b ac abc cb
X~— x---------=: — .

c b-}-c c(b~i~c^ b-+-c
No hnllándose el signo—en ninguna de las dos for

mulas que nos prescriben la serie de operaciones que de
bemos efectuar con las tres cantidades conocidas para 
hallar Ias incógnitas, ó lo que es lo mismo, no habien
do que ejecutar sustracción alguna para hallar estos va-
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lores, no hay que temer que, sean cuales fueren los nú
meros representados por las letras ¿r, b, c, pueda re
sultar cantidad negativa para valor de alguna de las in
cógnitas; y de consiguiente será posible en todos casos 
la solución de la cuestión propuesta y de todas las que 
sean enteramente semejantes á ella, sin necesidad desha
cer alteración alguna en las condiciones que encierra. 
En efecto, bien fácil es ver que necesariamente se de
ben encontrar dos correos que á un mismo tiempo y por 
un mismo camino vayan el uno desde S á M, y el 
otro desde Má. £, ó como se dice , que caminen en sen
tidos opuestos.

65 Supongamos ahora que habiendo salido como 
antes los dos correos á un mismo tiempo de los puntos 
By M, se dirijan ambos por un mismo camino hácia 
Otro punto C situado á la derecha de Jlí; ó como suele 
decirse, que caminen en un mismo sentido:

en cuyo caso no podrá.ya tratarse de averiguar dónde 
se encontrarán los dos correos, sino dónde .alcanzará el 
que ha salido de B al que ha salido de M, suponiendo, 
corno es indispensable para ello, que el primero ande con 
mas velocidad que el.segundo.: ni el punto R podrá ya 
estar entre B y 3/, sino á la derecha de este último.

Conservando las mismas letras, para representar las 
cantidades análogas á las del problema anterior , observa
remos en primer lugar que en este caso la distancia 
BAf de los dos puntos de partida es la diferencia de 
las distancias BR y MR andadas en un mismo tiempo 
por los dos correos desde sus respectivos puntos de par
tida hasta el punto en que el primero alcanzó al segun
do. Tendremos, pues, esta primera ecuación:
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4r-J = tfí

y la segunda —

que expresa la igualdad de los tiempos empleados en 
correr los espacios £R y MR, permanecerá la misma 
que antes.

Estas dos últimas ecuaciones, resueltas como Ias an- 

teriores, dan: r=—;
e

— —j-=í?; ¿y —¿'y=¿rf; yÇb—ç)=ac i
C

ac

¿ ac ahc
x=— x------- - -- ----------- ;

c b—^c c(l>-^c)
ab 

y finalmente xz=---------- .

Como en estas fórmulas está indicada una sustracción 
en la cual b es el minuendo y e el sustraendo; para que 
sea practicable esta sustracción, y áconsecuencia sea posi
ble la solución del problema en los términos en que lo he
mos propuesto, es absolutamente necesario que la can
tidad representada por b sea mayor que la representada 
por í ; es decir , que el correo que haya salido de B ande 
con mas velocidad que el que haya salido de 3/. Solo en 
este caso serán, como suele decirse , j}osíH'Vos los valores 
de x éy.

Si por ejemplo fuese

sería b~-c=
y de consiguiente x — ^ai
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y asi sabríamos cuánto distaba el punto en que debe 
verificarse el alcance, de cada uno de los puntos de par
tida, puesto que se supone conocida la mutua distancia 
de estos representada por a.

Pero si en la propuesta de algún caso particular se 
nos hubiese dado el valor de b menor que el de c, ya 
dejaba de ser practicable la sustracción que las fórmu
las prescriben; sería imposible la solución del problema 
en los términos en que lo hemos propuesto; y asi nos lo 
indicarían los valores negativos de las incógnitas.

Si por ejemplo fuese

sería b'^e^'—-’, x^ — ^ai ^a.
" M ñ C

Las expresiones que acabamos de hallar de los va
lores de a; é j, por lo mismo que son absurdas, estando 
como están rectamente deducidas de la propuesta, nos 
dan inmediatamente á conocer que el problema es inso
luble como no se varíe alguna de sus condiciones. Y en 
efecto ¿qué cosa mas absurda que suponer que dirigién
dose los dos correos hacia el punto C, situado según nos 
lo presenta la figura, y saliendo á un mismo tiempo de 
los puntos 5 y M, pueda el que salga de S alcanzar 
jamas al otro, caminando mas despacio que él?

66 Sin embargo, si con aquellas expresiones ab
surdas ejecutamos las operaciones indicadas en las ecua
ciones fundamentales, de donde han dimanado,

x-y=^ ;

haciendo uso para ello de las reglas de los signos, ten
dremos estas otras:
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— 3*3 4-

2 4«
2

las cuales son rigorosamente verdaderas y exactas; y 
con solo atender á los signos que están antepuestos á los 
términos del primer miembro de la primera ecuación, 
vendremos en conocimiento del modo de rectificar la 
propuesta de la cuestión y de hacer desaparecer el ab
surdo que contenia.

En efecto, en aquel primer miembro vemos que 
de 41Æ está restado 3^2 ; ó lo que e,s lo mismo, del camino 
andado por el correo que sallo de AÍ esta restado el ca
mino andado por el correo que salló de B j y asi resulta 
la distancia de los dos puntos de partida. Ahora bien, es 
muy fácil echar de ver que esto no puede absolutamen
te verificarse sin que los correos se dirigiesen a un punto 
C, no situado á la derecha del punto Ai como la pro
puesta suponía, sino á la izquierda del punto B, según 
lo representa la siguiente figura:

C H B N
en cuyo caso deberá alcanzar el correo que salió de Ai 
al otro, y no al contrario, en un punto X situado ála 
izquierda del B y no á la derecha del M.

En este caso la distancia AiR. menos la distancia 
BR será igual á BAii y de consiguiente tendremos 
esta primera ecuación

y — ai

y siendo la segunda —^=—^;

será fácil deducir de ellas estas otras:
ab ^^
X=.-------  

c--- b c--- b
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y sustituyendo en estas formulas los valores supuestos 
de y resultarán

^=3^5

es decir, valores sin nota alguna de absurdos; valores, 
como suele decirse, positivos, y que resuelven la nue
va cuestión en los mismos términos y sin necesidad de 
alterar ninguna de las condiciones con que últimamente 
la hemos propuesto,

67 Enia cuestión del §. 6^, propuesta con toda 
la generalidad de que es susceptible, ocurre un caso en 
el cual es absolutamente imposible la solución, sin que 
por mas alteraciones y modificaciones que se hagan en 
las condiciones pueda desaparecer el absurdo. Esto se 
verifica cuando sean iguales los valores de ¿ y de r, ó 
lo que es lo mismo, cuando se suponga que los dos cor
reos caminan con velocidades iguales. En tai caso, hácia 
cualquier lado que marchen en un mismo sentido los dos 
correos, conservarán constantemente una distancia igual 
a la que haya entre los puntos de partida, y de consi
guiente ninguno de los dos llegará jamás á alcanzar al 
otro.^ Este absurdo, que ninguna modificación de las 
condiciones hará desaparecer, se deja ver con bastante 
claridad en las mismas ecuaciones fundamentales de la 
cuestión; porque si en ellas hacemos b=e , ó lo que es 
Io mismo, si sustituimos b en lugar de c, la segunda 

ecuación
be 

se trasformará en esta otra:

de la cual se deduce quea'=y,
TOMO II. _
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A consecuencia de esto la primera ecuación 

a-—y=47; ó y—a'=<3;
se trasformará en

resultado evidentemente absurdo, pues que se nos presen
ta como nula una distancia cuya magnitud se nos ha 
dado en la propuesta del problema.

68 Este absurdo se nos manifiesta de un modo muy 
singular en las fórmulas ó últimas expresiones de los va
lores de las incógnitas

ab <^^

í-~^c ^---- ^ 
pues suponiendo en ellas b^c, el denominador ó divisor 
se hace e^rot y se trasforman en estas:

ab ac

o o
No es fácil imaginarse cuál pueda ser el cuocien

te de una division cuando el divisor sea cero. Lo único 
que se ve es que si fuere muy pequeño el exceso que 
b lleva á e, serán muy grandes los valores de a; é j^ ; y 
que cuanto menor sea aquel exceso, tanto mayores se
rán estos valores; porque suponiendo, como aquí se su
pone, un dividendo constante, cuanto menor sea el di
visor, tanto mayor será el cuociente ^Arit, §. 50). En 
efecto, si fuere b-^ic^zi^^^i será ¿-rzz:0,01; y de

2a L99ú
consiguiente a;= =

SI fuere b-2;¿- 1,9999î será ¿-r=o,oooií y de 
consiguiente 

2a 1,9999a 
x=z.— --------= 20000 a‘, r=----------- - i9999‘^’

0,0001 0,0001 ■
donde se ve que cuanto menor es la diferencia repre-
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sentada por /—r, tanto mayores van siendo los valores 
de a^e j\

Pero como por mas pequeña que sea una cantidad 
no pueda decirse con verdad que es rigorosamente igual 
a ce,o, por mas pequeña que supongamos la diferencia 
representada por b^c, y de consiguiente por grandes 
que imaginemos los valores de ir éy; jamás podremos 
llegar a expresar los que corresponden al caso en que 
sea ¿=f.

Esta particularidad de no ser posible designar en tal 
caso por ningún número, por grande que se le supon
ga, el valor de ninguna incógnita, se expresa diciendo 
que este valor çs. injinito-, y á toda expresión de la for-

ma ^ , cuyo denominador es cero, se h mira como un 

es ínasi^nabb, ó
símbolo de un valor que por grande 
como suele decirse es in/mío.

No es pues el infinito matemático < 
Idea negativa, de la cual nos valemos 
S? ‘^^ -■S'’-' número alguno tan 
g-ande, que sea capaz de resolver la cuestión que nos 

aya conducido a fórmulas semejantes á las que acaba
mos de examinar,

otra cosa que una 
' para expresar la

?" '•’zonaniiento rectamente formado 
podria “ ‘^'^^ expresiones ó fórmulas, se nos 
toX77’ '“”° ''' í“"'

tie la cuestión los valores que hemos hallado 
c¿ ac

enet-uM?' ^'S'^^ra que 
dicadas en" la operaciones in

ia propuesta con los símbolos que finalmente 
*
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resulten de los valores de las incógnitas, sean los que 
fueren, han de satisfacer á las ecuaciones fundamentales 
del problema.

En contestación á esta pregunta sustituiremos aque
llas expresiones en las ecuaciones

00 
que corresponden al caso en que b^a y se trasforma
rá la primera en esta otra:

oí ab
•------------=4Í
00 

de la cual se deducen estas:
oí---- ab ZTí\________— = ¿^5 í7¿ —¿/¿J^í^X 0; í2(¿“¿J = íZX O ; 0 = 0,

0
por ser <31x0=0.

La segunda ecuación se trasforma por medio de la 
sustitución en esta otra:

ab ab

0x6 0x6
cuyos miembros son enteramente iguales. Están pues 
completamente satisfechas las dos ecuaciones fundamen
tales del problema.

Todavía tenemos otro medio de venir en conoci
miento del absurdo que la propuesta envuelve, y de 
descubrir si es ó no posible hacerlo desaparecer por al
guna modificación de las condiciones. Para esto dividi
remos por x los miembros de la ecuación x-^x^af en 
la cual se trasforma la primera ecuación fundamental 
despues que de la segunda deducimos que 57=7. Aque
lla division nos dará

j — I =: '—; ó lo que es lo mismo , 0=—.
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Esta última ecuación, rectamente deducida de la 

propuesta, nos da á conocer que todo el absurdo de la 
cuestión viene á reducirse á exigir

el quebrado ó cuociente —, cosa que jamás podrá ve- 

rificarse como no sea tambien igual á cero el numerador 
o dividendo «s!. Con todo, como á medida que crece el 
divisor, disminuye el cuociente, cuanto mayor sea el va
lor que asignemos á zv, tanto mas se aproximará á cero el 

a
valor de— ; bien que jamás podrá ser exactamente 

igual á cero, según requiere la propuesta del problema^.
Con razón pues el Algebra nos da del valor de la a; 

en este caso una expresión á la cual no puede equivaler 
exactamente número alguno por grande que sea; con ra
zón nos da á entender que aquel valor es inasí^nable por 
grande, ó como se dice, es injínitoi indicándonos por 
este medio que de ningún modo es posible hacer desapa
recer enteramente el absurdo que la propuesta envuel
ve, Lo mas que podremos hacer será disminuir cuanto 
queramos, el error, aumentando mas y mas el valor que 
asignemos á a?, como nos lo indica la gran magnitud

1 Puesto que- no puede jamas ser exactamente igual á cero, 
pero puede aproximarse á serio cuanto se quiera, será cero el límite 
de la fracción---- - Çj4rit. §. 101). Algunos llaman infnilamente pc~ 
queñas a las cantidades cuyo límilc es cero, otros llaman caniidad 
infaitmnente pequaia al mismo cero, considerado como límite de 
aquellas otras cantidades. Ni en uno ni en otro sentido tiene aquella 
expresión la propiedad, exactitud y claridad apetecibles} pero por su 
brevedad podrá admitirse siempre que previamente se fije al sentido 
en que se la use.
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que esta incógnita va adquiriendo á medida que se va 
acercando á cero el residuo b—e.

6^ Si caminando los dos correos con igual veloci
dad y en un mismo sentido, se supusiese ademas que 
hubiesen salido de Un mismo punto y á un mismo tiem
po, seria ridículo el querer determinar el punto en que 
se reunían ; pues esta reunion debia en tal caso verifi- 
carse en todos los puntos del espacio que anduviesen. Sin 
embargo, es digno de verse cómo nos manifiestan esta 
particularidad las expresiones que antes hemos hallado 
de los valores de x éy, modificadas según lo exigen 
Ias circunstancias de la nueva cuestión.

En ella se supone que los puntos -S y ^de partida 
se han confundido en uno solo, y de consiguiente la dis
tancia de ellos ¿7=0; por otra parte se supone que h=2í;. 
Vendrán pues á trasformarse las fórmulas generales en

Oxí O Oxc O
estas otras .t=-—- = — y— ,

O 0’ o______O
He allí dos expresiones de cuocientes en las cuales 

el dividendo y el divisor sort ambos cero. Para descifrar
ías volvamos á las ecuaciones fundamentales, y veremos 
que se reducen en este caso á

X-}'=0i

y deduciéndose de la segunda que x^y^ se trasforma
rá la primera en una de estas otrasí

a’—a—o ; ó a—a;

Expresiones semejantes á estas últimas, á las cuales se les
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ha dado el nombre de ecuaciones idénficas, y que de
jan enteramente indeterminado el valor de la incógnita, 
son generalmente el resultado final á que nos conducen 
todas aquellas cuestiones en que se supone peculiar de 
alguna sola cantidad una propiedad común á todas Ias de 
su especie. En el caso presente nos indican que sea la 
que fuere la distancia á que los dos correos se hallen del 
punto de partida, estarán constantemente reunidos, y así 
queda absolutamente indeterminada aquella distancia.

0
Se ve pues que la expresión — que de Ia fórmula ge
neral dedujimos para este caso particular, no es aquí 
otra cosa que un símbolo de una cantidad indetermina
da. Decimos aquí, porque hay casos en que no es este 
el significado de aquella expresión; pero tambien el ori
gen de ella es muy diferente.

70 Daremos un ejemplo de estos otros casos en 
la expresión

«(a^.—-P)

b^a—b}
la cual se trasforma en -~ sí dejándola en la forma 

en que se nos presenta, suponemos que sea a^bi pero 
si echamos de ver que los dos términos de la fracción 
tienen el factor común a—b, y suprimiendo este factor 
común reducimos la fracción á su mas simple expresión, 
se trasformará primeramente en

a^a+b) --------- • 
b

y haciendo en esta expresión a~b, será su valór 2a^

Vemos pues que en este caso la expresión----- tie-
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ne un valor determinado cual suponemos ser 2¿3!, por
que el origen de ella ha sido un factor común al nume
rador y al denominador de la fórmula propuesta , el cual 
se reduela á eero en el supuesto de ser a=b. Pero las 
fórmulas generales de los valores de xey, que en el 

párrafo anterior se redujeron á—^no teman factor al

guno común ai numerador y al denominador^ y de con
siguiente eran irreducibles á mas sencilla expresión

De esto se sigue que cuando alguna sustitución 

particular trasforme en —- una fórmula general frac

cionaria, debemos ante todas cosas averiguar si el nume
rador y el denominador tienen algún factor común, que 
reduciéndose á cero por medio de Ia sustitución, haga 
que tambien se reduzcan á cero los dos términos de la 
fracción. En caso que lo tengan deberemos suprimirlo 
antes de hacer la sustitución, y de este modo vendre
mos en conocimiento del verdadero valor de la expre
sión propuesta. Es necesario confesar que no siempre 
basta para determinar aquel valor; pero los límites 
á que nos hemos propuesto ceñir este tratado no nos per
miten extendemos mas sobre este asunto, y nos obligan 
á diferir para cuando tratemos del cá’culo diferencial la 
exposición de los métodos generales para hallar el ver
dadero valor de las expresiones trasformadas por aigu*

O
na sustitución en —

O
71 Lo expuesto hace ver con bastante claridad que 

en habiendo traducido fielmente al lenguaje algebraico 
la propuesta de tn problema, las fórmulas algebraicas 
que por último resultado deduzcamos de las ecuaciones 
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fundamentales nos darán valores que satisfarán comple
tamente a todas las condiciones de la cuestión siempre 
que su solución sea posible. Cuando no lo sea per ra
zón de algún absurdo que la propuesta envuelva, las 
mismas fórmulas nos lo daran á conocer juntamente con 
la modificación que á veces basta hacer en las condicio
nes para que desaparezca la incompatibilidad que antes 
tenían, y venga así á formarse con los mismos datos 
otia cuestión algo parecida á la anterior, y cuya solu
ción sea posible. Si el absurdo que la propuesta envuel
ve fuere tal que ninguna modifícacion de las condicio
nes pueda hacerlo desaparecer, el Algebra nene tam
bien medios de manifestamos con ciertas expresiones que 
con las cantidades que se suponen conocidas no es po
sible resolver cuestión alguna análoga en cierto sentido 
a la propuesta; y no menos los tiene para indicamos que 
alguna propiedad, que se ha supuesto peculiar de una 
sola cantidad desconocida, es común á todas las de su 
especie. En suma, con el auxilio del lenguaje algebrai
co no solo resolvemos las cuestiones, cuya solución es 
posible, sino que también descubrimos los que se pue
den muy bien llamar diferentes grados de imj^osihiiidad 
para conseguirlo; de tedo lo cual iremos viendo nuevas 
pruebas en lo sucesivo.

72 Es muy digno de observarse cómo representa 
el Algebra la diferencia que fácilmente se advierte en 
las circunstancias de las dos cuestiones propuestas en los 
§§• ^4 y 65, en la primera de las cuales caminaba ha
cía di el correo que había salido de M, y en la segunda 
haciael lado opuesto. Cotejemos con este objeto las 
ecuaciones primitivas y las fórmulas finales correspon- 
«üen^es á entrambas cuestiones, y veremos que en la
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una la primera cuestión fundamental es:

y en la otra:
a:-j=ííí 

y siendo en ambas una misma la segunda ecuación^ pa
semos á hacer igual cotejo de las fórmulas finales. En la 
primera cuestión hemos hallado que

a¿ ^^

b~{-c ü-j—c

y en la segunda:

----- i
b---- c 0---- c

En las ecuaciones vemos que la y, símbolo del ca
mino andado por el correo que salió de ¿^t esta suma
da en la primera cuestión y restada en la segunda; en 
la primera tiene el signo-!-, y en la segunda el signo—; 
ó como suelen decir, en la primera es positiva, y en 
la segunda negativa.

En el denominador de las fórmulas respectivas a la 
primera cuestión, la c que representa el numero de le
guas que el mismo correo anda en cada hora, esta su
mada con la b. Por manera, que con la mera mutación de 
un signo se pueden aplicar á la segunda cuestión las 
fórmulas de la primera, y ai contrario, por cuya razón 
en habiendo resuelto la una se puede mirar como re
suelta la otra. Así que, Sé dice que el Algebra nos da 
en la solución de una cuestión las de otras muchas cues
tiones análogas.

El problema tercero del §. 14 puede ser un nuevo 
ejemplo de esto. En la propuesta de aquel problema 
supusimos quo el padre debia al hijo una cantidad re*
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presentada por d, y halkinos por formula final

X~____ .
a-^b

Pues ahora, si quisiéramos que esta formula sirviese 
aun para el caso en que el alcance hubiese sido contra 
el hijo y á favor del padre, no tendríamos que hacer 
otra cosa sino mudar el signo de la d símbolo del al
cance; y resultaría para este nuevo caso:

be—d
a-i-b

Y si supiéramos que en el ajuste de cuentas ha
bían quedado padre é hijo en paz, con solo hacer la 
í/=o,ólo que equivale á esto, con solo suprimir de 
la fórmula anteriormente hallada la d, tendríamos:

be
XZZ------ .

ci—\-b
^Es sumamente fácil comprobar estas dos soluciones, 

poniendo separadamente en ecuación los dos Últimos 
problemas y resolviéndolos como si cada Uno de ellos 
fuese el primero de su especie que se nos hubiese pro
puesto.

Esta aplicación, que con frecuencia suele hacerse 
de una formula hallada para cierto caso particular á 
otros casos análogos, es origen de muchos valores «f- 
gaitas, que indican , no precisamente que los nuevos 
problemas contienen algún absurdo, como lo indicarían 
si directamente los hubiésemos puesto en ecuación, sino 
gi^e para aplicar á los nuevos casos Ia fórmula anterior
mente hallada es necesario hacer alguna mutación de 
signos por razón de alguna diferencia de circunstancias 
que haya entre el caso para el cual se halló primitiva- 
^ente la fórmula, y los nuevos á que se la haya apÍr-
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cado. Ya se nos presentarán ocasiones de manifestar to
da la importancia de esta observación.

73 Si hemos designado con dos letras distintas las 
cantidades que nos proponíamos hallar en los proble
mas de los §§. 56 y 64, ha sido solo con el objeto de 
presentar ejemplos de ecuaciones con dos incógnitas, y 
de dar á conocer el modo de resolverías} pero pudimos 
muy bien haberíos resuelto ambos por medio de una 
ecuación con una sola incognita.

En efecto, habiéndosenos dicho en la propuesta del 
primero que el artesano habla recibido al fin de la pri
mera temporada 222 reales por valor de sus 12 jorna
les y de los 7 de su hijo, es consiguiente que si repre
sentamos, como antes, por y cada jornal del hijo, 7y 
represente la suma de los 7 jornales de este, 222,—7^ 

222 — 7/ 
representará la de los 12 jornales del padre, y j^ - 

vendrá á ser una expresión de cada uno de los jornales 

de este último.
Habiéndosenos igualmente dicho que al cabo de a 

segunda temporada habla recibido 15*^ reales por valor 
150—6/ 

de sus 8 jornales y de los 5 de su hijo,---- - vendra

ser Otra expresión de cada uno de los jornales del padre.
Podremos, pues, formar esta ecuación:

222—7/ i50—5/,
12 ~ 8 *

la cual es suficiente para resolver el problema.
En el del §. 64 es fácil ver que si se designa por x el

ÍR
camino BR andado por el correo que salga de £, a—x 
representará el camino MR andado por el correo qu6
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salga de M, en el numero de horas que medien entre 
el momento de la salida y el del encuentro. La frac- 

cion ~ sera una expresión de aquel número de horas#

----- sera otra expresión del mismo numero, y de 

consiguiente podremos formar esta ecuación:

T
de la cual se deducen fácilmente estas otras:

cx=ab—bxi gx-i-bx=aé-, x Çb-¥-c) = abi x=__—__ .
b^c

Entre estas soluciones y las que anteriormente he
mos dado (§§. 56 y 64) de los mismos problemas, no 
hay mas diferencia que el haber aquí formado y resuelto 
la primera ecuación en lenguaje vulgar, y sin valemos 
del algebráicoí y bien se ve que cuanto mas adelante
mos en el razonamiento sin mas auxilio que el idioma 
ordinario, tanto menos habrá que hacer con el simbólico 
para llegar á la conclusion.

74 Suele proponérsenos el problema del §. 64 con 
una nueva circunstancia que no hace mas difícil su so
lución.

C
Se supone ^ue uno ¿be los ¿bos correos (por ejemplo, 

el que salió del punto Ai") se jjuso en eambno un núme^ 
xa d de horas antes ^ue el otro.

Todo el efecto que esta nueva circunstancia pro
duce no viene á ser en realidad otra cosa que haber 
trasferido el primer punto de partida á otro punto C, 
y haber por consiguiente disminuido la distancia de los 
dos puntos de partida; porque el correo que sale de Jlí,
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y anda en cada hora c leguas, en d horas h^brá camina
do ed leguas, y se hallará en otro punto Ccuando llegue 
á salir de 5 el otro correo. Así que la distancia de uno 
á Otro no será ya la que hay de ^ á A/, sino la de 5 a Q 
no será ya a^ sino a — ed. Sustituyendo a — cd en lugar 
de ^'en la ecuación del §. anterior, se trasformará esta

. a: a—cd-^x 
en la siguiente: —" ; 

ó C 

de la cual se deduce que .

Si los correos caminasen en un mismo sentido, como 
supusimos en el problema del §■ 65 ,

'S C

el intervalo de los nuevos puntos de partida Sy C se
ria a-^cdt Siendo pues a: el camino BR andado por un 
correo hasta el punto R de la reunion, el camino CR 
andado en el mismo tiempo por el otro correo será 
X’-a—ed, y de consiguiente tendremos esta ecuccion:

C
, , a¿-h-i>cd 
oe la cual se deduce que a'^ .

b—e
75 En el supuesto de que los correos caminen en 

sentidos opuestos, y con la nueva circunstancia de haber 
salido el uno de ellos del punto AÍ un número d de ho
ras antes que el otro saliese del punto -S/puede resultar 
para la zr un valor negativo, cuya interpretación ofrece i 
alguna dificultad. Esto será en el caso en que los núme
ros dy c sean tales que su producto c d, símbolo del ca
mino MC andado por un correo antes de la salida del 
otro, sea mayor que a, es decir, que la distancia MR,
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En tal caso el correo que ha salido de M se hallará 

en un punto C situado á la izquierda de B antes de ha
ber salido de este ultimo punto el otro correo; y puesto 
que este otro camina hacia M, es un absurdo suponer 
que sin hacer alguna variación en las condiciones de la 
propuesta puedan ya encontrarse.

Si por ejemplo fuese a=ioo leguas; /’zr2 leguas; 
r=3 leguas\d” 40 horas, sería ed=i2o leguas ;"y el 
punto C estaría á 20 leguas de distancia del punto 7?, y 
a su izquierda. Sustituyendo estos valores en la fórmu
la , resultará:

100x2 — 2x3x40 200—240 __40
2-4-3 5 5

I or de contaao esto nos indica que la cuestión con* 
tiene condiciones incompatibles, y que no es posible re
solvería en los términos en que se nos ha propuesto: in- 
dica ademas que es susceptible de cierta modificación 
por medio de la cual se formará otra cuestión en que 
entren las mismas cantidades conocidas, y cuyo resulta
do sea que los correos deban encontrarse en un punto R 
Situado á la izquierda del punto ^, y á 8 leguas de dis
tancia de^este; en una palabra, situado entre los puntos 
£ y C, sin embargo de que á primera vista parezca que 
hallandose en C el correo procedente de Jí cuando el 
otro salló de 5, no se podrán reunir sino en un punto 
situado á la izquierda de C.

Para venir en conocimiento de la nueva cuestión, 
} de la modificación que debemos hacer en la anterior, 
i'epresenteinos por —m el valor negativo que nos ha re
sultado para la incógnita, es decir, para el camino an
udo por el correo procedente de B hasta encontrar al 

otro. Sustituyamos aquel valor en lugar de la a? en la
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ecuación, haciendo para ello uso de las reglas de los 
signos; y así tendremos esta ecuación verdadera y sin 
absurdo alguno:

zn a—c<Z—Hni
be

de la cual mudando los signos en ambos miembros, re
sultará esta otra :

m al—^a——m
b c

y como el numerador de la segunda fracción representa 
el camino andado por el correo procedente de M, des
de que se hallaba en el nuevo punto de partida C hasta 
el punto del encuentro, es claro que este punto debe 
hallarse á la derecha de C, puesto que el minuendo fd 
es mayor que el sustraendo a-+-tn. Tambien es claro 
que el mismo punto se halla a la izquierda de 5, puesto 
que íJ+OT es lo que se debe restar de ed para que re
sulte el camino andado por el correo procedente de M. 
Ni lo uno ni lo otro puede verifícarse sin que el correo 
procedente de S se haya dirigido hacia C y no hacia Aíj 
y sin que el correo procedente de M, despues de haber 
llegado á C, haya retrocedido hacia B. Este retroceso, 
que puede parecer muy extraordinario, es indispensable 
en el supuesto de que los correos se hayan de reunir ca
minando en sentidos opuestos; de lo contrario, ó no se 
reunirían, ó no se verifícaria esta reunion caminando los 
dos correos en sentidos contrarios.

He aqui pues la nueva cuestión, ó sea la anterior 
modificada en términos que no contenga absurdo algu
no, y que sea posible su soluciom

C R B
Saltó dff M un correo caminando j leguas ÿor hof’^^
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7 habün¿io corrido jjor espacio de ^o'horas j licuado ai 
J^unio C, retrocedió, ^l tiemjjo en que etn^ezó d retro
ceder, salió de oiro punto B situado en la misma carre
ra y distante 100 leguas de M otro correo caminando 2 
leguas por hora, y dirigiéndose hacia C. Se pregunta 
¿d qué distancia del punto B se encontraron los dos 
correos i

Si nos propusiéramos resolver directa é inmediata
mente esta cuestión, haUariamos por resultado final que 

^ = 8 leguas.
76 EI problema del §. 56, generalizado se puede 

proponer en estos términos:
Un artesano }> un hijo suyo trabajaron en una obra, 

el^ primero por espacio de a dias, y el segundo por espa- 
eio de b dias, é importaron los jornales de ambos c rea
les', volvieron d trabajar en la-misma obra, el primero 
por espacio de d dias, y el segundo por el de e dias, é 
importaron los jornales de entrambos Í reales. Se pregun
ta ¿cuántos reales ganaba cada uno de los dos por dial’

Representemos, como antes, por x el jornal del pa- 
drej y en a dias habrá ganado ¿za;;
por y el jornal del hijo; y en b dias habrá ganado by.

Asi que tendremos esta primera ecuación;
ax-^by=c.

Del^ mismo modo, los jornales del padre en d dias 
importarán dxi y los del hijo en e dias serán ey. Tendre- 
®ios, pues, esta segunda ecuación:

dx “1- ey =J^i
y he ahí las dos ecuaciones fundamentales del problema. 

I^e la primera ecuación se deduce que

TOMO n. 11
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y multiplicando por d esta expresión del valor de x sera 

¿lx=^ ‘^^ ^^^-- Sustituyendo ahora esta ultima expre- 

sion en Ia segunda ecuación fundamental, se trasforma
rá esta en esta otra:

cd—bdy .
--------- ■+• ^J =/• 

a
Multiplicando por a todos los términos de la ecua

ción , tendremos:
cd — bdy' ¿Tf^f = af ;

de donde deduciremos:
aey ^bdy — ^^ » 

y Qac — ha) = af— cd ;
af—cd
----- Tiae-^va

Pudiendo ya mirar como enteramente conocido el 
valor de y, lo sustituiremos en la expresión que antes 
hallamos del de x, y se trasformará esta en la si- 

guiente:
ae—èd
a

la cual podremos también mirar como enteramente co
nocida.

A fin de simplificar la última expresión efectuare
mos en primer lugar la multiplicación Indicada de las 
cantidades , «/—

abf^—^bed , '
cuyo producto es ------- ; y de consiguiente sera

ae—bd
^kf—C — —--------

ae— bd
7= a
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deduciendo á quebrado el entero y quebrado que 

forman el numerador ó dividendo de esta expresión, se 
convertirá en esta otra:

occ---- ícd-----ai-i—^cd

ae-----

a 
y reduciendo términos semejantes: 

ace abj" 

ae id 

a

1 Si alguno tuviese duda sobre el significado de estas expresiones 

tenga presente que en la fórmula x^~ el numerador ^ represen

ta al dividendo, y el denominador £ al divisor, y asi el uno eomo^el 
otro pieden ser números enteros, quebrados ó mistos. En esta atención

^ ^ significa que a; es igual al cuociente que debe resultar de la 

division del quebrado — por D, y de consiguiente equivale á —

La f' Imua æ ^ quiere decir que x es igual al cuociente que

debe resultar de la division de la cantidad M por la fracción ^ y 

D

de consiguiente equivale á ^. La fó™ula significa

2V /V°

que la x es^ual al cuociente que debe resultar de la division del 

^’^“‘^Q p por el quebrado —, y de consiguiente equivale á ^P- 

Ll* ^^^^i^ vanas expresiones. Las que hemos descifrado pueden 

conocer lo mucho que importa colocar la línea de 
según sea el resultado que nos propongamos indicar.

*
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Efectuando la division por ¿r. resultará: 

ace----- ahf 
----------- ; 
a'^e-----alai 

y suprimiendo el factor a común al numerador y al de
nominador (§. 38), tendremos por último:

í^e--- y 
ac---- bd

Luego que hayamos hallado las fórmulas generales 
ce—^ af—cd

ae bd ae M 
podremos aplicarías á la solución de todos los problemas 
particulares semejantes al propuesto, sustituyendo en 
lugar de cada letra el número representado por ella, y 
efectuando las operaciones indicadas, según ya lo hici
mos (§. 14) en una ecuación que tenia una sola in
cógnita.

En efecto, si hacemos
¿í=i2i b=yi r=222;
d=: 8; í=5í/=i5O5 

y efectuamos las operaciones que están indicadas en la 
fórmula, resultarán los valores particulares que hemos 
hallado en el §. 56.

Y si hacemos
¿z = i 2 ; ¿ = 7 ; r = i 3 8 ;
¿/= 8; í=:5;y’=9o;

en efectuando las operaciones Indicadas, hallaremos el 
mismo resultado que en el §. 58.

77 Las ecuaciones fundamentales 
ax-i-hy=e

pueden representar las de todos los problemas que pue
den resolverse por medio de dos ecuaciones del primer 
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DE ALGEBRA. 165
grado que contengan dos incógnitas ; y Ias fórmulas que 
por resultado final hemos hallado para expresar los va
lores de a: y de y, pueden aplicarse á cuantos problemas 
puedan ocurrir de esta clase, con tal que se consideren 
las letras a^ h, d, e como símbolos de las cantidades co
nocidas que multipliquen respectivamente á las incóg
nitas despues que se hayan traspuesto al primer miem
bro todos los términos en que estas se hallen, y las le
tras cy f como símbolos de todos los términos entera
mente conocidos, después de traspuestos al segundo 
miembro.

Asimismo lo que hemos practicado para deducir de 
las dos ecuaciones fundamentales propuestas Ias fórmulas 
finales, se puede tambien mirar como un modelo de lo 
que deberemos ejecutar en todos los casos semejantes; lo 
cual se reduce en suma á que en una de las eeuaeiones 
se desj^eja una de las dos ineógniíasi de este modo se 
obtiene una exj^resion de su 'valor', la eual sustituida en 
la otra eeuaeion, haee que esta no tenga mas de una in^ 
t^ógnita, y que ya entonces se le puedan aplicar las re
glas establecidas Ç^^. lo y sig.)

Por último haremos las dos advertencias siguientes:
i .“ No son suficientes dos ecuaciones cualesquiera 

para determinar los valores de otras tantas incógnitas que 
haya en ellas; es necesario que una ecuación no esté 
deducida de la otra, pues de lo contrario equivaldrán 
las dos á una sola. Así que las ecuaciones

3y = í 2

no son reputadas por dos sino en la apariencia; pero en 
realidad se reducen á una sola, porque en multiplican
do por 2 los miembros de la primera, resulta la según-
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da; y en tomando la mitad de los miembros de esta ré
sulta la primera. Téngase, pues, entendido que en cuan
tos casos hablemos de cualquier número de ecuaciones, 
suponemos que son realmente distintas é independientes 
las unas de las otras.

Es necesario ademas que las dos ecuaciones no sean 
entre sí contradictorias ó incompatibles. Si, por ejem
plo, se deducen de la propuesta de un problema estas 
dos ecuaciones,

4a'-i- 6y=:2o
es muy fácil echar de ver que estas dos ecuaciones no 
pueden de modo alguno verificarse a un mismo tiempo, 
y que de consiguiente la cuestión que así lo requiere es 
enteramente absurda.

2 .® Cuando en mas de dos ecuaciones independien
tes no haya mas de dos incógnitas, las ecuaciones que 
haya ademas serán superfluas en caso que las condicio
nes expresadas en ellas sean compatibles con las conteni
das en las otras dos; pero si fueren incompatibles, sera 
imposible la solución del problema. Asi que, si de la tra
ducción algebraica de la propuesta de una cuestión re
sultasen estas tres ecuaciones:

3X-I-2y=23

una de ellas será superflua, porque en habiendo deter 
minado por medio de cualesquiera dos de ellas los va
lores de las dos incógnitas, estos valores satisfacen a la 
tercera. Pero con solo variar cualquiera de los términos 
de una de ellas vendría á ser imposible la solución del 

problema.
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De la resolución ¿le ires 6 mas ecuaciones ^ue contengan 
igual número de incógnitas.

78 Cuando la propuesta de una cuestión contiene 
explícita ó implícitamente tantas condiciones distintas 
cuantas sean las cantidades incógnitas, cuyos valores nos 
propongamos averiguar, cada una de las condicionès se 
traduce, como ya hemos visto, á una ecuación alge
braica. La cuestión en tal caso se llama determinada, 
porque se pueden determinar con certeza los valores de 
las cantidades desconocidas; pero como en cada una de 
las ecuacicnes pueden y suelen con frecuencia estar mez
cladas muchas incógnitas, el primer paso que debemos 
dar para resolver tales ecuaciones es deducir de todas 
ellas una que no contenga mas de una incógnita. Siem- 
pre que en ninguna de las cuestiones fundamentales haya 
mas potencia de las incógnitas que la primera, es fá
cil deducir de cualquiera de las ecuaciones una expre
sión del 'valor de cualquiera de las incógnitas, y susti
tuyendo esta expresión en todas las d¿mas ecuaciones, 
las que de nuevo resulten tendrán ya una incógnita me
nos. Repitiendo en estas nuevas ecuaciones el mismo pro
cedimiento, obtendremos al cabo una ecuación, en la 
cual no habrá mas de una sola incógnita.;

Esta operación, por medio de la cual hacemos, por 
decirlo así, desaparecer de las ecuaciones una ó mas in
cognitas, se llama eliminación. Con su auxilio deduci
mos de tres ecuaciones que tienen tres incógnitas dos 
ecuaciones que contengan solo dos incógnitas: de las dos 
nuevas ecuaciones deducimos por último una que no 
contiene mas de una incógnita; y determinado el valor 
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de esta , determinamos fácilmente los de todas las otras. 
Del mismo modo de cuatro ecuaciones con cuatro in
cógnitas deducimos tres ecuaciones con una incógnita 
menos; de estas tres deducimos dos C(in otra incógnita 
menos; y últimamente de estas dos deducimos una con 
una sola incógnita; y determinado el valor de esta se 
determinan fácilmente los de todas las demás. Lo mismo 
puede decirse de cualquier otro número de ecuaciones 
que contengan igual número de incógnitas que se hallen 
todas en primera potencia.

Propongámonos ya una cuestión que nos conduzca 
á tres ecuaciones con tres incógnitas.

79 Uno ha comprado el trigo, la cebada y el cen^ 
teño que en tres viajes han conducido unos arrieros. £n 
el primer viaje fueron jo las fanegas de centeno, so 
las de cebada, y lo las de trigo, é importaron todas 
sjoo reales. En el segundo fueron i^ las fanegas de 
centeno, 6 las de cebada, y 13 las de trigoi y d los 
mismos precios que las del primer viaje importaron ij8o 
reales. En el tercer viaje fueron lo las fanegas de cen
teno, las de cebada, y .^ las de trigo-, y d los mis
mos precios que las anteriores importaron yyo reales. 
Se pregunta : ¿d cómo costó cada fanega de centeno, ca
da fanega de cebada, y cada una de trigo?

Representemos por x el número de reales, precio de 
cada fanega de centeno;

por y el de cada fanega de cebada;
por z el de cada fanega de trigo; 

y de consiguiente el valor total de 30 fanegas de cen
teno será 30a;;

el de 20 fanegas de cebada será 2Cy; 
el de 10 fanegas de trigo será loz.
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Y como la suma de estas très cantidades deba serj 

con arreglo á la primera condición del problema, igual 
á 2300 reales, tendremos esta primera ecuación:

3 oa:-»-2oj'H-i oz=2 300.
Asimismo el valor total

de 15 fanegas de centeno será i §a;j
de 6 fanegas de cebada será 6y;
de 12 fanegas de trigo será 122-; 

y traduciendo al lenguaje algebraico la segunda condi
cione resultará esta otra ecuación:

i 52H- 6_>'-+-1 2z— 13 80
Por último el valor total

de 10 fariegas de centeno será 102;
de 5 fanegas de cebada será jyj
de 4 fanegas de trigo será 4¿j 

y Ia traducción algebráica de la tercera condición del 
problema será esta ecuación:

lox-i- 57■+-42=750.
Tendremos, pues, fielmente traducida al lenguaje 

algebraico la cuestión que se nos ha propuesto, en las 
tres ecuaciones siguientes:

302-1- 2oy-<- I 02= 23 00
6y-t-I 22—J 3 80

102-1- 5j-i- 42= 750-
Antes de emprender la resolución de estas ecuacio

nes veamos si son susceptibles de alguna simplificación; 
examinemos si los dos miembros de alguna ó de algunas 
de ellas son divisibles por un mismo número (§. 12); y 
veremos que los de la primera son ambos exactamente 
divisibles por 10, y los de la segunda por 3. Efectue
mos estas dos divisiones, y podremos sustituir en lugar 
de aquellas tres ecuaciones estas otras:
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jar-H 2J-4-42. = 460 ;
lOíT-H 5/-»- 42-750.

Estando á nuestro arbitrio elegir la ecuación que 
mejor nos parezca para deducir de ella una expresión 
del valor de cualquiera de las incógnitas, deduzcamos 
de la primera ecuación una expresión del valor de 2-5 
pues, no teniendo esta incógnita coeficiente en aquella 
ecuación, la expresión de su valor resultará sin divisor, 
y por tanto será mas fácil sustituiría en las demas ecua
ciones. De la primera, pues, se deduce que

230 — 3a; — 2y;
y sustituyendo esta expresión en las ottas dos, se tras- 
formarán en estas otras;

5a;-H 2y-+-92o— 12X' —8^ = 460; 
roar-h 5^-4-920— 12a;— 8^ = 750.

Reduciendo, trasponiendo y mudando los signos, 
tendremos: 7a'H-6y=46o;

170.
Ya que liemos eliminado la 2. y que las ecuacio

nes están reducidas á dos con dos incógnitas, deducire
mos de la primera la expresión que de ella resulta para 
el valor de y, la cual será:

460—7x
6

y sustituyéndola en la otra ecuación se trasformara esta 
en la siguiente:

460—7^2a'+3 x---- ----- = 170;

la cual viene á ser esta:
460--- 7x22? H------ 5---- = 170.
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Habiendo ya eliminado dos de las tres incógnitas y 

obtenido una ecuación con una sola incógnita, nos será 
fácil determinar el valor de esta por medio de las reglas 
establecidas (§§. lo y sig.). En efecto, de la última 
ecuación se deducen estas otras:

4X-1-460 —7a;=34o
— 7a;= 340 — 460

4.1 ; = 460 — 340
3ar— 120

^-^" = 40.
Sustituyendo este valor de la x en la expresión que 

antes hemos hallado del de y, se trasformará esta en las 
que siguen:

460----7x40 460----280 180
=------6------= -T =3 °-

Finalmente, sustituyendo los valores que ya hemos 
determinado de a; é y en la expresión que al principio 
hallamos del de z, se trasformará esta en esta otra:

2.=:2 3o — 3x40 — 2x3 0 = 2 3 0 — 180 = 5 0.
Costó, pues, cada fanega de centeno 40 reales: 

cada fanega de cebada 30 reales, 
y cada fanega de trigo 50 reales.

Este ejemplo puede servir de modelo para resolver 
otras tres cualesquiera ecuaciones del primer grado con 
tres incógnitas; y por otra parte merecen tenerse pre
sentes las abreviaciones y reducciones que en él hemos 
ejecutado, para otros muchísimos casos en que podre
mos efectuarías.

80 Del mismo modo resolveremos el problema si
guiente :

«Ví ohü^ó uno á trasj^orfar una partida de loza, 
^^ la cual había piezas de ires distintos tamaíios, son
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la condition de ^ue por cada pieza que se quebrase pa
garía íaní-os reales corno hubiera cobrado por ti porte 
si la hubiese entregado sana.

Se le entregaron primeramente dos piezas pequeñas', 
cuatro medianas y nueve grandes: quebró todas las me
dianas; y despues de descontar del porte de las otras 
lo que debía pagar por las quebradas, percibió j 6 reales.

Despues se le entregaron siete piezas pequeñas, 
tres medianas y cinco grandes; quebró todas las gran
des; y por el porte de las otras, despues de hecho el 
descuento correspondiente, percibió solo 6 reales.

Por ultimo, se le entregaron nueve piezas pequeñas, 
diez medianas y once grandes; quebró todas estas once, 
y por este viaje percibió 8 reales.

S» pregunta : ¿cuánto llevaba por el porte de cada 
una de las piezas 1

Representemos por x el número de reales, porte de 
cada pieza pequeña;

por y el de cada pieza mediana; 
por a; el de cada pieza grande.

Y puesto que la cantidad percibida por el conduc
tor ha sido, con arreglo á la contrata, la diferencia en
tre lo que hubiera cobrado por las piezas que ha entre
gado sanas, y lo que debia pagar por las quebradas, 
las tres condiciones de la cuestión, traducidas al len
guaje algebraico , se trasformaián en las ecuaciones 
siguientes: 2x— 4J4- 92=56;

yx-t- 3j- 52= 6;
^x-t-ioy—iiz= 8.

De la primera de estas ecuaciones se deduce que 
56-H ir— 82

2
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y sustituyendo esta expresión en ias otras dos ecuacio
nes, se trasforman en estas otras:

392—i—28)‘—633 ,
---------2--------+ 5^=6;

504-4-36^---- 8I3
-------- - -------- lOJ— 1 lz=: 8.

Multiplicando por 2 todos los términos de ambas 
ecuaciones, producirán estas otras;

392-1-2 8j'“63z-í-6j — ioz=i2í
5 04 + 3 6y—8 iz-i-2 oy—2 2Z = 16.

Reduciendo y trasponiendo términos, y mudando
los signos, tendremos las siguientes:

73^-34y=38o
1032-5 6^=488.

De la primera de estas se deduce que
73z — 380

“ 34 ’
y sustituyendo esta expresión en la segunda, se trasfor
mará en esta otra:

. 733—380 
io32-$6x —^^2=488.

Multiplicando por 34 los términos de esta, produ
cirá la que sigue:

34x1032 — 5 6x7324-56x3 80 = 34x488.
Efectuando las multiplicaciones indicadas: resultará esta;

35022 — 408824-21280 = 16592 ;
^e la cual se deducen estas otras:

35022 —40882=16592 — 21280
40882 — 35022=21280—16592

5 862 = 4688
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Sustituyendo ahora este valor ya conocido en la ex

presión que antes hallamos del de y, se trasformará esta 
en las siguientes:

584 — 380 _ 204 __ ^
34 ~ 34

Ultimamente, sustituyendo los valores, que ya co
nocemos, de a; é y en la expresión que al principio de
dujimos del de x, tendremos esta otra:

56-H24 —72 80 —72 8

Se ajustó, pues, el porte de cada pieza pequeña en 
4 reales;

el de cada pieza mediana en 6 reales; 
y el de cada pieza grande en 8 reales.

Estos ejemplos pueden bastar para hacer ver lo que 
deberá practicarse en todos los demas casos.

8i Muchas veces sucede que no se hallan todas las 
incógnitas en todas las ecuaciones fundamentales de la 
cuestión; pero no por eso dejaremos de resolverías por 
el mismo método. Es verdad que en tales casos no sera 
tan arbitrario el deducir de cualquiera de las ecuaciones 
la expresión del valor de cualquiera de las incógnitas, 
sino que será necesario elegir una incógnita común á dos 
ó mas ecuaciones para poder pasar de unas á otras.

Sean por ejemplo las cuatro ecuaciones
3«-2y=2

5a; — 7z= 11

en las cuales se hallan, como se ve, las cuatro incógni
tas u, .Vjy, z.

Examinando con alguna atención estas ecuaciones, 
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se ve fácilmente que deduciendo de la segunda una ex
presión del valor de Æ', y sustituyéndola en la tercera, 
resultará una nueva ecuación que solo contendrá Ias in
cógnitas y, 2. Por medio de esta nueva ecuación y de 
la última de las propuestas se determinarán los valores 
de 2 y de j' . Luego que esten conocidos estos valores se 
les sustituirá en las dos primeras ecuaciones, y se de
terminarán las de u y de X'. Con arreglo á este plan de 
operaciones haremos el cálculo siguiente:

X
39—3j^ _

59— 3r
5" . 72=11;

Nueva ecuación: i jy-n 142= 173 ; 
que combinada con 4j-i- 32=41, 
dará por resultado final

J-Sí -=7-
Estando ya conocidos estos valores, será fácil tras- 

formar la expresión del valor de x en esta otra:
39—Í5 24

^=—^ = ^= I a; 

y la expresión del valor de u que se deduce de la pri
mera ecuación, á saber.*

2-H2r

se trasformará, por medio de la sustitución, en esta otra:
2-1-10 12 

" = ~"="3-=4.
Son, pues, los cuatro números que se buscaban

4. 12. $ y 7-
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82 Aunque no hayamos aplicado el método ex

puesto para la eliminación á otras ecuaciones que las nu
méricas, bien se deja conocer que se le podría igualmen
te aplicar á las literalesi pero es necesario confesar que 
en pasando de dos Ias ecuaciones y las incógnitas, el gran 
numero de letras que es menester emplear para repre
sentar de un modo general las cantidades que se supo
nen conocidas, hacen algo embarazoso el cálculoj y de 
ahí es que los algebristas, despues de presentar con la 
mayor sencillez que es posible las ecuaciones funda
mentales, se han empeñado en descubrir, y efectiva
mente han descubierto, medios de deducir inmediata
mente de ellas las fórmulas finales, sin necesidad de re
petír toda la serie de operaciones que el método anterior
mente expuesto prescribe. En el capítulo siguiente dare
mos alguna idea de lo que mas importa saber sobre esta 
materia; entre tanto concluiremos este reuniendo varias 
cuestiones, cuyas soluciones indicaremos, con el fin de 
que los principiantes se ejerciten en ponerlas en ecua
ción y en resolverías.

1/ Uno á ^uün se j^re^untô cuántos anos tenia un 
i^ijo suyo j responáiót si áel doble de su actual edad se 
quita el triple de la que tenia 6 anos há, resultará el 
número de anos que en el dia tiene.

Respuesta: el hijo tiene ahora ^ anos.
2? DiofantOj autor del libro mas antiguo que so- 

pasó en su ninez la sexta partenotemos de Algebra,
de toda su 'vida^ una duodécima 6 dozava parte en su 
adolescencia, y entonces se casó', después de haber estado 
casado y anos mas de la séptima parte de su vida, tu
vo un hijo, el cual murió d la mitad de la edad que 
llegó á cumplir el padre, y ^ anos después de la muerte
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de aquel falleció este. Se pregunta : ¿cuántos anos tenia 
Diofanto al tiempo áe su fallecimiento^

Respuesta: 8^ anos.
j.^ Un comerciante separa al principio áe caáa ano 

áe los fonáos que maneja, jooo pesos para los gastos 
, áe su casa, y sin embargo, por haber lograáo ganar en 
caáa ano la tercera parte áel resto , con el cual ha ne- 
gociaáo , ha áuplicaáo al cabo áe tres anos el capital 
que al principio tenia. Se pregunta: ¿cuánto era este 
capital primitivo ?

Respuesta ; ^^^oo pesos.
^. Dispuso uno en su testamento que áe su cauáal 

se áiesen al mayor áe sus hijos xooo pesos y la áéci- 
ma parte áe toáo lo restante', que al hijo segunáo se áie
sen 2000 pesos y la áécima parte áe lo que restase ; al 
tercero gooo pesos y la áécima parte áe lo que hubiese 
queáaáo áespues áe hechas toáas las anteriores áeáuc~ 
Clones', y que por el mismo 6ráen se fuese áistribuyenáo 
la herencia entre todos los demás hijos. Cumplida que 
fne esta disposición, se halló que todas las porciones 
^ran iguales. Se pregunta: ¿á cuántos pesos ascendía 
toda la herencia’, cuántos eran los hijos-, y cuanta la 
porción que correspondió á caáa uno"!

Respuesta: la herencia total ascendía á 8x000 
pesos : los hijos eran 91^ á cada uno tocaron 9 o o opesos.

Observ. Es digno de notarse en esta cuestión el que 
sin embargo de ser tres las cantidades desconocidas, se 
la puede resolver con una sola ecuación, porque repre
sentando cualquiera de Ias incógnitas por una letra, no 
es necesario emplear letras distintas para representar las 
otras dos, en vista de la mutua relación que la pro
puesta establece entre ellas. Bien es verdad que sí el

TOMO n. TO
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numero de los hijos fuese la incógnita que elijamos pa
ra designaría con una letra, la ecuación, aunque fá
cil de resolver, no será ya de primer grado. Esto dará 
alguna idea de la importancia de hacer en tales casos 
una elección acertada de la que determinemos mirar co
mo principal incógnita.

Un mercai^^r tiene dos tlases de tei iet una de 
d jf,2 reales la Hbra^ y la otra de d ^^ reales la libra, 
y quiere saber cuántas libras deberá tomar de cada 
clase para componer 100 libras^ cuyo 'valor total sea 
yo^o reales.

Respuesta: jo libras de la primera clase y yo 
de la segunda,

Observ. Esta es una de las cuestiones que los arit
méticos llaman de aligación simple. Véase la nota pues
ta al fin del §. 201 de la Aritmética.

6,^ Se ha llenado de agua en 12 minutos una 'va
sija de j^ azumbres de cabida, habiendola expuesto 
primeramente á un cano que arrojaba j azumbres de 
agua en cada minuto, y despues á otro que arrojaba 4 
azumbres en cada minuto. Se pregunta : ^cuantos mi
nutos estu'vo expuesta d cada uno de los canos'i

Respuesta: 9 minutos al primero, y J al segundo.
7 .“ Siendo en un reloj las doce en punto, y estando 

por consiguiente el minutero sobre el indice de las horas, 
se pregunta: iqué hora serd cuando vuelvan á reumrse 
los dos índices^

Respuesta: la ^^ y ^ ^1 minutos.
Observ. Este problema es análogo al del §. 6$.

8 .^ Queriendo uno distribuir los cuartos que tenia 
entre 'varios pobres, 'vió que le faltaban 10 cuartos 
para dar á cada pobre ay ; y que dando d cada uno
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50 cuartos, le sobraban 2^. Se pregunta: ^cuántos 
cuartos tenia, y cuántos eran los jjobres'í

Respuesta: los cuartos eran í6^, y los pobres
9 .^ Tres hermanos han teniáo que asociarse para 

comprar unajinca apreciada en 200000 reales'» porqué 
al primero le faltaba para poder compraría por si solo 
la mitad del dinero que el secundo tenia ; á este le fal- 
taba la tercera parte del dinero que tenia el primero'» 
yal tercero la cuarta parte de la misma cantidad del 
primero. Se pregunta: ¡^d cuantos reales ascendía el 
dinero de cada uno'i

Respuesta: el primero tenia 120000 reales'» el se
gundo 160000 reales» y el tercero» lyoooo reales.

10 .^ Se pusieron tres á jugar » y en la primera ma
no el primero y el segundo ganaron al tercero tantos rea
les como cada uno de aquellos dos habla sacado para ju- 
^eín en la segunda mano ganaron el primero y el tercero 
al segundo tantos reales como cada uno de aquellos dos 
tenia despues de la primera mano', en la tercera gana
ron el segundo y el tercero al primero tantos reales como 
cada uno de los dos tenia después de la segunda mano» 
y concluida la tercera, tenia cada uno de los tres 120 
reales. Se pregunta : ¿con cuántos reales se puso áju
gar cada unol

Respuesta: el primero con 60 reales'» 
el segundo con loy reales'» 
y el tercero con i^^ reales.

fórmulas g-encrales para la resolución de las ecuaciones 
del primer g^rado.

83 Para precaver el inconveniente de que hemos hablado a 
principio del S. anterior, han ideado en primer lugar los algebristas 
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el representar con una misma letra todos los coeficientes que una 
misma incógnita puede tener en las diferentes ecuaciones fundamenta
les de una misma cuestión; y para dar á entender que la misma letra 
representa distintas cantidades, marcan con un acento las que perte
necen á la segunda ecuación ; con dos acentos las de la tercera, con tres 
las de la cuarta, y asi de las demas.

Las dos ecuaciones generales, por ejemplo, que contienen dos in
cógnitas, se representan de este modo: 

en las cuales los coeficientes de la incógnita x están designados por 
la letra a; los de la/ por ó; la cantidad enteramente conocida por q 
y para que no se crea que las cantidades representadas por estas le
tras en una ecuación son precisamente iguales á las de la otra, tienen 
un acento Ia o, la ó y la c de la segunda. Por manera que a' no re- 
pre.senta la misma cantidad que a; sino otro coeficiente de la misma 
incógnita x; ¿^ no designa la misma cantidad que ó, sino otro coefi
ciente de la misma incógnita y.

Tres ecuaciones con tres incógnitas y pertenecientes a un mismo 
problema se representan generalmente de este modo.

nx-H¿/-4-cs=</;

fl^x—1—¿y—{—c^z—rf^ ;

en las cuales los coeficientes de la x están representados por la letra o; 
los coeficientes de la y por ó: los de la z por c; los términos ente
ramente conocidos por d-, y los acentos puestos á estas letras nos in
dican que no son precisamente iguales las tres cantidades designadas 
por cada una de ellas. Asi que c, a', a'^ son símbolos de cantidades 
distintas, y que solo tienen de común el ser todas tres coeficientes de 
una misma incógnita x. Lo mismo puede decirse de las otras letras 
que representan cantidades conocidas.

Con arreglo al mismo sistema cuatro ecuaciones con otras tantas 
incógnitas, y pertenecientes á una misma cuestión, se representaran 
con la mayor sencillez y generalidad del modo siguiente:
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fi^~{—bj''' I cz ; 
a>z~+-dhizze' ;

y por el mismo orden se podrán representar cualquier número de 
ecuaciones que contengan igual número de incógnitas, y pertenezcan 
á un mismo problema.

84 Deduzcamos ahora de estas ecuaciones generales las fórmulas 
ó últimas expresiones de los valores de las incógnitas, y para evitar en 
la eliminación la sustitución de expresiones fraccionarias, bagamos que 
tenga un mismo coeficiente en todas las ecuaciones la incógnita que 
nos propongamos eliminar, observando para ello un método análogo 
al que hemos seguido para hacer que tuviese un mismo denominador 
muchos quebrados.

Comencemos por las dos ecuaciones generales: 

ax—f—by=c 
a^X—j—ldjr^c^ ;

(le las cuales se eliminaría fácilmente la x, por ejemplo, si esta in
cógnita tuviera un mismo coeficiente en ambas ecuaciones, pues en tal 
caso bastaría, para conseguirlo, restar una ecuación de otra. Esto se 
puede hacer mas perceptible en las ecuaciones numéricas:

lOx-f-l 17=27
10xH-97=15j 

de las cuales, restando de la primera la segunda, se deduce esta otra:

11/—9j-=27-----15 
d 27=125 ó 7=6.

Para hacer pues uso de este mismo expediente en Ias ecuaciones 
generales, es necesario prepararías de modo que tenga en ambas un 
mismo coeficiente la incógnita x que de ellas queremos eliminar, y 
para conseguir esta preparación bastará multiplicar los dos miembros 
de Ia primera ecuación por el cuociente a^ que la x tiene cu la se- 
^mda, y los dos miembros de esta por el coeficiente a que la misma x 
tiene en la primera. De este modo se trasformarán las ecuaciones 
propuestas

ax~h-by=c', 
a'x—j—b/j^c^'
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en estas otras: aa'x-\-a^by=a^c

aa'x-i—aby=ad.
Restando ahora de la segunda la primera, resultará esta:

(ab^—a'b'^f^ae'-^—a^c ;
de la cual, 110 habiendo ya mas incógnita que la y se deduce que 

ac'—a'c

ab‘'~~a'b
Si hubiésemos multiplicado los dos miembros de la primera ecua

ción por el coeficiente b' que la incógnita / tiene en la segunda, y los 
dos miembros de esta por el coeficiente b que la misma incógnita tie
ne en la primera, la hubiéramos eliminado por medio de la sustrac
ción, y hubiéramos hallado que

b'c—bc'

ab'---- a'b

Este método de eliminar cualquiera incógnita es aplicable á cual
quier número de ecuaciones del primer grado. Aplicándolo á las tres 
ecuaciones generales con tres incógnitas,

ax-i—by—^~cz=d■,

a'x-^b'f-i-c'z=d' ; 

a'’x~+-b"f-i-c"z=d" i 

multiplicaremos, para eliminar la x, los dos miembros de la prime
ra ecuación por el producto a' a" de los dos coeficientes que aquella 
incógnita tiene en las ecuaciones segunda y tercera ; los dos miembros 
de la segunda por el producto aa" de los coeficientes de la misma in
cógnita en la primera y la tercera; últimamente los dos miembros de 
la tercera por el producto aa' de los coeficientes que tiene en la pri
mera y la segunda. Teniendo ya entonces la x un mismo coeficiente 
aa' a" en todas 1res ecuaciones, restaremos sucesivamente una de ellas 
do las otras dos, y los residuos serán dos ecuaciones, que solo conten
drán la y y la

Del mismo modo eliminaremos de estas dos ecuaciones la y y 
el resultado será una ecuación que no contendrá mas incógnita que 
la 2, y será fácil deducir de ella la expresión final del valor de esta 
incógnita; pero es de advertir que esta expresión; que como bien se
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deja conocer, será fraccionaria, tendrá un factor común á los dos tér
minos de La fracción, y de coiisiguentc no será la mas sencilla que 
pudiera haberse obtenido.

85 Debemos á Bezoui un método muy sencillo para deducir in
mediatamente de cualquier número de ecuaciones del primer grado 
que contengan igual número de incógnitas, una ecuación que no tenga 
mas de una incógnita, y de la cual por consiguiente se hayan elimi
nado á un mismo tiempo todas las demas; y aunque las ventajas de 
este método no sean enteramente perceptibles sino cuando pasan de 
dos las ecuaciones, lo daremos á conocer comenzando por este número 
de ellas para hacer ver su generalidad.

Sean, pues, las dos ecuaciones:

a^x-i-l>'y=c^ ; 
y multiplicando una de ellas, la primera, por una cantidad indeter
minada se trasformará en esta:

amx~^bmy=cm ; 
y restando de esta última la segunda de las propuestas , resultará ;

amx-----a^x-+-biny-----b/y—c7n----- c^ ;
ó (am—.a'')x~i-(b¡n— — d.

Y puesto que siendo indeterminada la cantidad m está entera
mente á nuestro arbitrio atribuirle el valor que mas nos acomode 
podremos suponer que sea tal que mb=b'•, en cuyo caso, haciéndose 
igual á cero el coeficieute que la y tiene en la última ecuación, que
dara eliminada esta incógnita, y permaneciendo la x sola se deducirá 
fácilmente que

arn---- a' 
Reflexionando ahora que el suponer bm=b' equivale á hacer

----- ; si sustituimos en vez de m esta fracción en la expresión 
b 

que hemos hallado del valor de x, se trasformará en esta otra:

c------- — C 
cb-'—bc' 

^'-^,1 
a-----» —a' 

b
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Si en vez de suponer lfm=b^ hubiésemos supuesto amzza' se 

habria eliminado la x; y quedando la y sola hubiéramos deducido 
cm—c^

y como esla nueva suposición equivalga á haber hecho m=-----, sus- 
a 

tituyendo esta fracción en la expresión que hemos hallado del valor 
de la y, resultará:

ca'—~ac' 
y^   

Í,-------- if 
a

Si quisie’remos que la expresión del valor de y tenga el mismo de
nominador' que la de x^ mudaremos los signos del numerador y del 
denominador de aquella; lo cual nos es permitido hacer siempre que 
nos acomode, porque equivale á multiplicar por—1 los dos términos 
de la fracción. Asi tendremos:

ac'-^ca' 

ab'—ba'

86 Propongámonos ahora las tres ecuaciones generales del primer 
grado

ax-j—by—i—cz^zzd ;
a'x-i-b'y~{-c'i=d' ; 

a"x—}—b"y~-}—c"z=d"’, 

y ya la analogía nos conducirá á multiplicar dos cualesquiera de 
ellas, la primera y la segunda, respectivamente por dos cantidades 
indeterminadas m y tr, á sumar las dos nuevas ecuaciones, y á restar 
de esta suma la tercera de las propuestas. En la expresión de este 
residuo entran todas tres ecuaciones, y de consiguiente todas las in
cógnitas; pero estando á nuestro arbitrio dar á las indeterminadas 
TO y n los valores que nos acomoden, podrán estos ser tales que a 
un mismo tiempo desaparezcan de aquel resultado dos incógnitas. 
Efectuando las operaciones que acabamos de indicar, y reuniendo 
del modo que es posible en un solo te’rmino todos los que en la 
expresión del residuo pertenezcan á una misma incógnita, tendremos 
Çam-^a'/i—a^^x-^j-^bm^+^b^n—b"')y-^(cm-i-c'n-c"')z=dm'‘i~d'n’-’d"
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Si ahora queremos eliminar á un mismo tiempo la x y la ^f su

pondremos, como nos es permitido:
am —|— a'n = a" 
bm -+- b'n =b"-y 

y quedando entonces la z sola, se deducirá fácilmente que 
dm—^d'n d" 
cm—i—c n c

Solo falta sustituir en esta expresión los valores que corresponden 
a m y á n, los cuales se deben deducir de las dos ecuaciones que, 
usando de la absoluta facultad que teníamos, supusimos, á saber:

am-^a'n^a'f 
bm-i-b‘'n=b" ;

las cuales vienen á ser dos ecuaciones con Ias dos incógnitas m y n. Si 
pues cotejamos estas dos ecuaciones con las generales que hemos re
suello en el párrafo anterior, resultará del cotejo que los símbolos 
de las incógnitas, que antes eran x e' y, han venido á ser respectiva
mente ni y nf y los símbolos de las cantidades conocidas que antes eran

, han venido a sera , b , c , b , o .
Con que sustituyendo en las fórmulas que antes hemos hallado 

los nuevos símbolos en lugar de los anteriores, resultarán estas otras 
expresiones :

a"b'---- b"a' 
ab'-- ba' ’ 

ab"---- ba" 
ab'—— ba'

Sustituyendo estas dos expresiones en Ia que poco antes hemos 
hallado del valor de s, se trasformará en la que sigue:

_ dÇab'b'—b"a'''^—i—d'(ab"—~ba"^-----d"(ab'-----ba'^ 
c(a' b'—b"a'')—{—c'Çal>"—~ba"')^-‘c"Çab'—^ba'^

Del mismo modo podemos eliminar la x y la z, y dejar la y 
Sola, suponiendo para determinar la m y la n estas dos ecuaciones:

am—i—obTi^a"', cm.—}-cn=c"'f
y efectuando la misma serie de operaciones que antes, hallaremos que 

(ca"—a'c"') —i—d'(ac"— ca"')—d"(ac'---- ca'')
b (c'a"—a'c") ~+.b'(ac"-^ca")—^ b"(ac'--- ca')
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Ultimamente, para eliminar la / y la z, y dejar la x sola, su

pondremos :
l/ni-{-b'n=l/'-, cm~^~cn=c"]

y efectuando las mismas operaciones, resultara: 
íi(c'l/' lf'c")-i~d'(bc" £&"') d"(bc' cb') 
a Çcè" é'^'^-^a'^bc" cb") a" {be cb')

Ordenando los términos de las tres fórmulas que liemos hallado, 
de modo que sean alternativamente positivos y negativos, colocando 
los factores de cada termino según el orden de los acentos; y mu
dando los signos del numerador y denominador de las expresiones 
de la z y la x para que todas tres tengan un denominador común, 
resultarán estas:

ab'd"-----aíi'b'"~^dab''~^~bad"—i—bd^a"—db a 

ab'c"-----ac'b"-^- ca'b" bac'-i- be a" cb'a" 
ad'c''----- ac'd"—^ca'd"‘‘—dac'‘^—}—dc a  edfa 

~ab'c"----- ac'b"-i-eab" ba'c"-i~ bc'a" cb'a" ' 

db'c"----- dc'b"--+~cd'b" bd'c"--i~ bed" cb'd" 
^~ab'c"----- ac'b"-^-ca'b" bde"-^ bc'a" — cb'a" 

87--- Sean las cuatro ecuaciones generales: 
ax—i—by—^cz-i—dii^e 

a'x—i~b'y-i-c'z--i-du=e' 
a"x-^b"y-^c"z-\-d'u=e" 

a'"x-i-b'"y-i-c"z-i-d'"u=e"'-, 

y multiplicaremos la primera por ni; la segunda por n; la tercera por 
p; sumaremos las tres que de nuevo resulten; y de la suma restaremos 
Ia cuarta. La expresión del residuo, ordenada como las de los ante
riores, será la siguiente:
{am —1- a'n -+- a"p---- a'"^ x H— {bm H- b'n —f— b"p — b'"}y-+-.......  
{(;fn—^c'n—]—c"p’^—c"'^ z—^(dm-+-d'n—i—d'p—‘d' ^u ... ........

C7n-i—e'n.-i-e"p—e'"-

Para eliminar á un mismo tiempo las tres incógnitas Æ, y ^f y 
determinar el valor de la Uf supondremos las tres ecuaciones q«® 

siguen:
am-^a'n-i-a"p=d" 
bm-{-b'n-}~b"p=b'" 
cm-i-c n-í—o p=c ; 
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y de este modo resultará:

ewi—He'u—I—e''p— e"' 
(bn—^-irn—i—d^p d"'

De las très ecuaciones supuestas se deducirán, con el auxilio de 
las fórmulas del párrafo anterior, los valores de w, n, p-, y se les 
sustituirá en la expresión que acabamos de bailar del valor de u. 
Del mismo modo huUarcinos las fórmulas respectivas á la z, a la 7 
y á la x.

En vista de la generalidad, sencillez ó comodidad de este me’to- 
do, apenas habría cosa alguna que añadir á lo expuesto, si luego que 
se han hallado las primeras fórmulas, y que se ha observado el or
den que todos sus términos guardan en su composición, no se hu
biese descubierto un medio aun mas sencillo para hallar cualquiera 
que necesitemos de ellas.

80 Con el fin de darlo mejor á conocer, comencemos por la 
ecuación ax=¿

de la cual se deduce x= — ;
a

en cuya expresión se ve que el numerador es el término enteramente 
conocido, y el denominador el coeficiente de la incógnita.

De las dos ecuaciones generales

se han deducido las fórmulas igualmente generales

có'----Ifc ac----- ca' 
ab'--- ba''^ ^ ab'---- ba'^

en las cuales se puede fácilmente observar que en el denominador 
no entran mas cantidades que los coeficientes de las incógnitas com
binados de un modo tan sencillo, que basta invertír el orden de los 
factores del producto ab, anteponer el signo — al producto ba que 
de aquella inversion resulta, y marcar con un acento la segunda letra 
o factor de aquellos dos productos; y hé ahí formado el denomina
dor ab'— ba'.

Por lo que hace al numerador, es fácil echar de ver que el res
pectivo a la x no se diferencia del denominador sino en que la c 
ocupa el lugar de la a; y el respectivo á la / no se diferencia del de-
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nominador sino en que la c ocupa el lugar de lu ¿; por manera 
que así en uno como en otro numerador ocupa la c el lugar que 
en el denominador común corresponde al coeficiente de la incógnita, 
cuyo valor intentamos expresar. Del denominador común al/ ba 
sc deduce pues el numerador cb' be para el valor de la x; y el nu
merador ac ca' para el valor de la y. De consiguiente , así en el 
caso de dos incógnitas como en el de una sola se deduce del denomi
nador el numeradorf poniendo el término enteramente conocido en lu- 
^ar del coeficiente de la incógnita ezeyo valor se busqzie^ y consenmn- 
do los acentos según esten en el denominador.

Basta dar una ojeada á las fórmulas que han resultado de las 1res 
ecuaciones con tres incógnitas, para ver observada en todas ellas la 
misma regla ; por manera que toda la dificultad queda reducida á 
formar el denominador. Para la formación de este tendremos pre
sente que en el caso de las dos incógnitas se hacían todas las permu
taciones posibles con los coeficientes a y ¿; y esta observación nos 
inducirá á pensar que cuando las incógnitas sean tres, el denomina
dor se compondrá de todas las permutaciones posibles de los tres 
coeficientes a, b, c. Formemos pues estas permutaciones del modo 
siguiente :

Teniendo ya formadas las permutaciones ab----- ba de dos coefi
cientes, escribamos á continuación de la primera ab el tercer coefi
ciente c, y así tendremos la combinación abc‘, y haciendo que la t 
ocupe sueesivamente todos los lugares en la combinación, sin invertir 
el órden que en ella guardan las letras a y ¿j y mudando el signo 
á cada nueva permutación que resulte tendremos :

abc—’acb-^cab.

Ejecutemos lo mismo con la segunda permutación de las dos le
tras —baf y resultarán estas otras: — bac—j—bca—cba.

Reuniendo estos tres productos á los tres anteriores, y marcan
do con un acento la segunda letra de cada producto, y la tercera con 
dos, resultará:

ab'c"----ac'b"-+~ca'b"—bc/c"—{-bc'a"—cb'c/' j

que es cabalmente el deuominador común de las fórmulas que hemos 
deducido de las tres ecuaciones generales con tres incógnitas.

Del mismo modo se formaría el denominador en el caso de ha-
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her cuatro ecuaciones con otras tantas incógnitas, introduciendo la 
letra ti en cada uno de los seis productos

nóc—oc¿-4—óúc—}—ócn---- cía 
y haciendo que vaya sucesivamente ocupando todos los lugares, y al
ternando los signos. Por manera que el primer termino abc deberá 
producir las cuatro siguientes :

abad '—'abde—i—adbe—dabc.
Ejecutando lo mismo con los otro cinco productos, y marcan

do la segunda letra con un acento, la tercera con dos, y la cuarta con 
tres, tendremos los 24 le'rminos de que se compondrá el denomina
dor; y de este se deducirán los cuatro numeradores por la regla es
tablecida anteriormente. *

89 Para aplicar las fórmulas que hemos hallado á la resolución de 
las ecuaciones numéricas, es necesario cotejar cualquiera que se nos 
proponga de estas, con las generales que hemos resuelto en los párra
fos anteriores. Por medio de este cotejo vendremos en conocimiento 
del valor que en aquel caso particular corresponda á cada uno de los 
símbolos a, b, c «§‘c.^ y sustituyendo estos valores en las fórmulas, 
resultarán los de las incógnitas.

Si por ejemplo nos propusiésemos resolver las tres ecuaciones

8x-H77-|-9z=i22 
x-f-4y-!~5z=55, 

las compararíamos con las generales (§. 86), y del cotejo resultaría 
que en este caso

a =7; b c =2; d =79; 
«'=8; ¿^=8; /=9; ¿^=122; 
a"=ii b"=^i-, c"=5; d"=bb.

Sustituyendo estos números en las fórmulas ó expresiones genera
les de los valores de las tres incógnitas, y efectuando las operaciones 
que están indicadas en ellas, hallaremos que

x=4; 7—9; z=3.

Conviene tener entendido que las mismas fórmulas pueden ser
vir para determinar los valores de las incógnitas, aun cuando no to-

1 Laplace ha demostrado A priori estas reglas en la segunda parte de las Me
morias do la Academia de Ciencias, sño de 1772 , pág. 29i.
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dos Jos términos de las ecuaciones numéricas que se nos propongan 
tengan el signo -H > corno á primera vista puede parecer que lo exi
gen las ecuaciones generales, de donde se han deducido aquellas expre
siones. Lo único que en faltando aquella condición se requiere ade
mas, es tener muy presentes las reglas de los signos para determinar 
el que corresponda á cada uno de los términos que entren en la expre
sión del valor de cada incógnita; puesto que aplicamos una fórmula 
calculada para ciertas y determinadas circunstancias á un caso en que 
ya estas no se verifican.

Sí por ejemplo se nos propusiesen las ecuaciones

5x —9j--}-82=41 ;
—6a;H-4y-H2x=—20, 

íix—7/—G—57; 

cotejándolas con las generales veríamos que

0=3; 0= — 9; c^8; d—íi’, 
a'=--5; è'=i-, /=2í d': ------20; 

fl"=lí; l>"=—7; /'=—6; if-37.

Ahora, al tiempo de hacer la sustitución de estos valores veremos 
que siendo el primer término del denominador, por ejemplo, ab c , 
vendrá ú ser en este caso —|~-3x—h4x —6; y de consiguiente el 
producto sará---- 72. Efectuando lo mismo con lodos los demas tér
minos así de los numeradores como del denominador, sumando por 
una parle todos los términos aditivos, y por otra todos los sustrac- 
tivos; y liltimamente restando la suma de los unos de la de los otros 
resultará:

2774—2834 2834—2774 60
592— 622 622— 592 30~ 

5022—2932 2932—3022 —90
------------------=---------------------- -------- --- 3 ;

692—622 622— 592 30
3859—3889 3889—3859 30

592—622 “ lii^s’ÔT “30“
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De las ecuaciones de segundo grado con una sola 
incógnií-a.

90 En las ecuaciones que hasta aquí hemos re
suelto no estaban las incógnitas multiplicadas unas por 
otras, ni elevadas á otra potencia mas alta que la pri
mera; por cuya razón se las llama del primer grado: 
pero si nos propusiéramos hallar un número que mul
tiplicado por su quintuplo produjese 125 , en represen
tando el número incógnito por a;, su quíntuplo seria ja;, 
y tendríamos esta ecuación:

Sa;’=i25 ; 
la cual se llama del segundo grado porque contiene la 
segunda potencia ar’ de la incógnita. Si dividiendo por 
5 los dos miembros de la ecuación despejamos aquella 
segunda potencia, resultará

Para deducir ahora de esta ecuación el valor de la 
incógnita son necesarios otros medios que los indicados 
(§• ^í)> pues tenemos que hallar un número que mul
tiplicado, como dicen, por sí mismo, produzca 25, y 
para esto no son suficientes aquellos medios. Es verdad 
que basta un poco de atención para echar de ver que 
el numero que buscamos es 5; pero como muy pocas 
veces se podrá descubrir con tanta facilidad el número 
que sasisfaga á cada una de las innumerables ecuaciones 
de esta clase que pueden presentársenos, será muy con
veniente prescribír un método general para dar solución 
a esta nueva cuestión numérica: hallar un número que 
^nltiplieado por si mismo produzca otro número dado^ ó 
lo que viene á ser lo mismo, retroceder de la segunda 

MCD 2022-L5



1^2 TRATADO ÏLEMENTAL
jjotencia al número que la ha produeido, y que se llama 
su naiz cuadrada. En habiendo resuelto esta cuestión 
general, tendremos un medio seguro para determinar los 
valores de las incógnitas en todas las ecuaciones de se
gundo grado.

91 El método que vamos á exponer para hallar, 
ó como se dice, para extraer la raíz cuadrada de cual
quier número , supone que se tengan de antemano co
nocidos los cuadrados ó las segundas potencias de todos 
los números dígitos; por cuya razón creemos convenien
te poner aquí la siguiente tabla:

----------------------
Raíces............. 1 2 3 4 5 6 7 8 _9_

Cuadrados..... I 4 9 16 25 36 49 64 81

en la cual vemos que la segunda potencia de un nu
mero representado por una sola cifra no puede estar re
presentada por mas de dos. Por otra parte sabemos que 
10, es decir, el número mas pequeño de todos los que 
pueden representarse por una combinación de dos cifras, 
tiene ya tres en su cuadrado 100; que el cuadrado de 
20 es 400; el de 30 es 900; el de 40 es l6ooí y 
generalmente que el cuadrado de cualquier número re
presentado por una sola cifra significativa con uno ó mas 
ceros á su derecha tiene por decontado las mismas ci
fras significativas que si la de la raíz estuviese entera
mente sola, y ademas un número de ceros doble del 

que la raiz tenga.
Cuando la raiz esté representada por dos ó mas ci

fras significativas, convendrá observar cuánto influye el 
valor de cada una de ellas en el de todo el cuadrado» 
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pues tratándose como se trata de la descomposición de 
la segunda potencia, debe sernos sumamente útil averi
guar cómo se la compone. Indaguemos pues con este 
objeto qué influjo tiene en la composición cada una de 
las partes de un número representado por dos cifras sig
nificativas, y sea este, por ejemplo, 47.

Las dos cifras con que está representado el número 
propuesto nos lo presenta como equivalente á un bi
nomio cuya primera parte a es 4 decenas^ y la 
segunda b es y unidades, Y habiendo demostrado en el 
ejemplo segundo del §. 34 que el cuadrado del bino
mio a-^-h es ¿r’-baab-hb^i inferiremos que el cuadra
do del numero propuesto, ó de otro cualquiera com
puesto de decenas y unidades, contendrá Ias tres partes 
siguientes: primera, 7/ cuadrado de las decenas: se
gunda, dos veces el producía de las decenas jjor las 
unidades-, tercera, el cuadrado de las unidades.

Así que, en la composición del cuadrado de 47 de
berán entrar las tres siguientes partidas:

a^ — 40x40= 1600 
2¿z¿=8ox 7=0 560

7X 7- 49
Total  «2 H- 2a¿ -4- ¿’ = 2209.

Si ahora queremos retroceder del número 2209 á 
su raíz 47, observaremos en primer lugar que el cua
drado 1600 de las decenas no tiene cifra alguna signi
ficativa de un órden inferior al de las centenas, y que 
16 centenas es el mayor cuadrado contenido en las 22 
centenas del número 2209; puesto que 22 se halla en
tre 16 y 25^ es decir, entre el cuadrado de 4 y el 
e S, así como 47 se halla entre 4 decenas ó 40 uni

dades, y 5 decenas ó 50 unidades.
TOMO II.
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Por consiguiente, viendo que el mayor cuadrado 

contenido en las 22 centenas es 16 centenas,^ y que la 
raíz cuadrada de 16 centenas es 4 decenas, inferiremos 
que la raíz del número 2209 no puede tener mayor 
número de decenas que 4. Si después quitamos del nú
mero propuesto el cuadrado 16 centenas ó 1600 uni
dades, el residuo 609 deberá contener el doble pro
ducto de las decenas por las unidades, y el cuadrado 
de las unidades de la raiz. Y como la primera de estas 
dos últimas partidas no contenga unidades de orden in
ferior al de las decenas, es claro que deberá hallarse en 
el número 60 representado por las primeras cifras del 
residuo 609; bien que en aquellas óo decenas esta
rán tambien las procedentes del cuadrado de las unida
des absolutas de la raíz. Si, pues, dividimos aquellas 
óü decenas por 8 decenas, doble de las 4 que antes 
hemos hallado, el cuociente 7 será el número de las 
unidades absolutas de la raiz; porque multiplicando por 
7 las 8 decenas, y restando del número 609 las 56 
decenas ó 560 unidades, quedan de residuo 49, que 
justamente es el cuadrado de las 7 unidades.

Despues de haber expuesto los principios en que 
se funda esta operación, la efectuaremos del modo si

guiente:
Cuadrado........ 22,09 1 47..... Raiz cuadrada.

60,9 
60 9

00 0
Se escribe el número propuesto como si tratásemos 

de dividirlo por otro destinando a su raiz el lugar que 
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debería ocupar el divisor. En seguida se separan con 
una coma las dos cifras de unidades y decenas para con
siderar solamente el numero representado por las dos 
primeras cifras de la izquierda que debe contener el 
cuadrado de las decenas de la raiz. Se busca el mayor 
cuadrado i6 contenido en aquel número; se pone la 
raíz 4 en el lugar que le está destinado; y se resta su 
cuadrado i6 de 22. Al lado del residuo 6 se bajan las 
otras dos cifras 09 del número propuesto, se separa la 
ultima, porque no pertenece al doble producto de las 
decenas por las unidades; se divide la parte restante 
á la izquierda por 8, duplo de las decenas de la raíz; y 
asi resultan por cuociente 7 unidades. Para formar ahora 
aun mismo tiempo las dos últimas partes del cuadrado 
que deben hallarse en 609, se escribe 7 á la derecha 
de 8, por cuyo medio resulta el número 87, igual ai 
duplo de Ias decenas, mas las unidades, y representado 
generalmente por el cual multiplicado por 7 
o por b reproduce 6ag = 2ab-^b\ ó el duplo de las 
decenas multiplicadas por las unidades, mas el cuadrado 
de las unidades. Efectuando la sustracción no queda re
siduo alguno; y así venimos en conocimiento de que se 
ha finalizado la operación, y de que 47 es la raiz cua
drada de 2209.

Si nos propusiéramos ahora extraer la raiz cuadrada 
de 324, dispondriamos la operación de este modo:

Cuadrado........ 3,24 18..... Ea¡2 cuadrada.
T ----------- ———

22,4
224
00 0

*
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é imitando todo cuanto hemos practicado en el ejemplo 
anterior, hallaríamos que l es la cifra de Ias decenas, ó 
la primera parte de la raíz. Siendo el cuadrado de i de
cena i centena, restaremos esta de las 3 que hay en el 
número propuesto , y a la derecha del residuo 2 cente
nas pondremos las 24 unidades, con lo cual tendremos 
el número 224. Dividiremos por el duplo 2 de la 1 
decena que hemos hallado, el número 22 representado 
por las dos primeras cifras de 224. Ahora bien: 22 con
tiene al 2 once veces; y la segunda parte que buscamos 
de la raiz no solo no puede llegar á 10 , sino que en este 
caso debe ser menor que 9, porque escribiendo 9 a la 
derecha de 2, y multiplicando 29 por 9 como prescri
be la regla, hallaríamos por resultado 261, que no se 
puede restar de 224« No debemos pues mirar la divi
sion del 22 por 2, sino solamente como un medio apro
ximativo de hallar las unidades ; y sera preciso disminuir 
el cuociente hallado hasta que resulte un producto que 
no exceda al 224^ condición que se verifica en el nu
mero 8, puesto que 8 multiplicado por 28 es igual a 
224. Haciendo pues la sustracción no queda residuo al
guno; y esto nos Indica que la raiz que buscamos es i8«

Formando las tres partes del cuadrado de 18 ha
llaremos: íj’=I00

2ab= 160
64

Total...... 324 — 18x18;
por cuyo medio vemos que las 6 decenas que contiene 
el cuadrado de las unidades, reunidas á las 16 del doble 
producto de las decenas por las unidades, alteran este 
producto en términos que la division de las 22 decenas 
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por el duplo de la decena de la raíz, no puede ya dar 
exactamente las unidades de esta.

92 En vista de lo que hemos practicado en los 
ejemplos anteriores no puede ya ofrecer dificultad al
guna la extracción de la raíz cuadrada de un número 
representado por tres ó cuatro cifras; mas para poner al 
lector en estado de extraer la raíz de un número repre
sentado por cuantas cifras se requieran, son todavía nece
sarios ciertos pormenores que fácilmente se deducen 
de los principios establecidos.

Mientras no llegue á loo un número, su cuadra
do no podrá estar representado por mas de cuatro cifras, 
puesto que el cuadrado de 100 es 10000, que es el 
número menor de cuantos se pueden representar por 
una combinación de cinco cifras; pero todo número que 
pase de 100 y no llegue á 1000, habrá de tener en 
su cuadrado mas de cuatro y menos de siete cifras. Esto 
supuesto, para examinar la formación del cuadrado de 
un número mayor por 1 00 y menor que 1000, de 473^ 
por ejemplo, se podrá descomponer este número en 
47°"*" 3 ó en 47 decenas mas 3 unidades; y para de
ducir su cuadrado de la fórmula

íí'' •+- 2ab~i-h^ ; 
haremos ^ = 47 decenas=47o unidades; ¿ = 3 unida
des; y así tendremos:

¿í’= 2 20900 
2ab= 2820 

¿’= 9

Total...... 223729 = 473x473; 
en cuyo ejemplo se ve que el cuadrado de las 47 dece
nas no tiene cifras significativas de un órden inferior á 
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las centenas como debe ser en general, puesto que dece
nas multiplicadas por decenas producen siempre centenas.

Debemos pues buscar el cuadrado de las decenas 
en la parte 2237 Sl^® queda á la izquierda del número 
propuesto después de haber separado las decenas y las 
unidades; y como 473 ®5^^ entre 47 decenas ó 470 y 
48 decenas ó 480, es consiguiente que 2237 sea ma
yor que el cuadrado de 47 y menor que el de 48. De 
donde se sigue que el mayor cuadrado contenido en 
2237 5^^^ el de 47 ó el de las decenas de la raiz. Para 
hallar el mayor cuadrado contenido en 2237 procede
remos como si intentásemos extraer la raiz cuadrada de 
aquel numero, pero deberemos tener entendido que en 
vez de llegar a un resultado exacto, quedará un residuo, 
que contendrá las centenas procedentes del doble pro
ducto de las 47 decenas multiplicadas por Ias unidades.

Para efectuar el cálculo se dispone la operación del 
modo siguiente:

Cuadrado........ 2 2,37,29 | 473........ Raiz.

16 87

63.7 943 
60 9

282,9 
282,9

0
Se separan primeramente las dos últimas cifras 29; 

y para extraer la raiz del número 2237 8^® queda á 
Ia Izquierda, se separan del mismo modo las dos últi
mas cifras 37 de este número ; y de esta manera se halla 
dividida la combinación de cifras del número propuesto 
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en porciones ó secciones de á dos cifras empezando 
por la derecha. Se ejecutan con las dos primeras seccio
nes de la izquierda las mismas operaciones que se han 
hecho en el ejemplo anterior con el número 2209; 
por cuyo medio obtendremos las dos primeras cifras 47 
de la raiz , bien que resulta un residuo 28 , el cual com
binado con la última sección 29 nos presentará el nú
mero 2829 que debe contener al doble producto de las 
•47 decenas por las unidades y el cuadrado de las uni
dades. Separemos la cifra 9 que no forma parte del do
ble producto de las decenas por las unidades, y divida
mos 282 por 94, duplo de las 47 decenaas; escribamos 
el cuociente 3 inmediatamente á la derecha de 94; mul
tipliquemos 943 por 3; restemos de 2829 el produc
to; y puesto que no resulta residuo alguno, estará con
cluida la operación.

93 Para manifestar las operaciones que se han de 
ejecutar con otro número cualquiera, nos propondre
mos extraer la raiz de 22391824. Sea cual fuere esta 
raíz, la podremos considerar como compuesta de dece
nas y de unidades, lo mismo que en los ejemplos ante
cedentes; y como el cuadrado de las demas no debe 
contener ninguna cifra significativa de orden inferior á 
las centenas, no podrán entrar en él las dos últimas ci
fras 24, Separémoslas, pues, y vendrá á parar la cuestión 
en buscar el mayor cuadrado contenido en la paite 
223918 que queda á la izquierda. En atención á que 
esta parte se compone de mas de dos cifras, es necesario 
concluir que el número que exprese las decenas de la 
raiz que se busca, se ha de representar por mas de una 
cifra; y por consiguiente se le puede mirar tambien co
ntó compuesto de decenas y unidades. Al cuadrado de 
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estas segundas decenas no pueden pertenecer las dos úl
timas cifras 18 de la parte 223918, sino solo las res
tantes 2239, que quedan á la izquierda; y puesto que 
el número 2239 está representado por cuatro cifras, 
la raíz del mayor cuadrado contenido en él se repre
sentara por dos cifras; tendrá pues decenas y unidades; 
y no debiendo pertenecer al cuadrado de estas últimas 
decenas las dos cifras 39 de la derecha, será necesario 
buscar en el 22 el cuadrado del número de unidades 
de orden superior que puede haber en la raíz pedida. 
Por esta serie de raciocinios, que se puede continuar 
al infinitivo, resultará dividida la combinación de cifras 
del número propuesto en secciones de á dos cifras de 
derecha a izquierda; bren que podrá muy bien suceder 
y frecuentemente sucede, que en la última sección de 
la izquierda quede tan solo una cifra.

Dividida así la combinación de cifras del numero 
propuesto en secciones; y dispuesto como aquí lo pre
sentamos, se hacen con las tres primeras secciones las 
mismas operaciones que hemos ejecutado en el ejemplo 
del párrafo anterior; y cuando se han hallado las tres 
primeras cifras 473? se baja la cuarta sección 24 á la
derecha del residuo 189, se 
considera el número 18924 
como que contiene al doble 
producto de las 473 decenas 
por las unidades que busca
mos, y al cuadrado de estas 
unidades, se separa Ia última 
cj^^a 4í 8^^® ^<^ pertenece á 
aquel doble producto, se di
vide el número 1892 que 0000 0

22,39,18,24
16

473a

63.9 87
609 943

301.8 9462
282 9

■I §92:4
18924
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queda á la izquierda por 946, duplo de 473; y se ha* 
ce en seguida la comprobación del cuociente 2 del mis
mo modo que en Ias operaciones precedentes.

Con esto hemos terminado la operación; pero se 
ve claramente que si hubiese aun otra sección, las cua
tro cifras halladas 4732 representarían el número de las 
decenas de una raíz cuyas unidades tendríamos aun que 
buscar; y por consiguiente seria necesario dividir el re
siduo que nos quedase, combinado con la primera cifra 
de la sección siguiente , por el duplo de aquellas dece
nas. Del mismo modo continuaríamos la operación si aun 
quedasen otras nuevas secciones de cifras que poder bajar.

94 Es necesario advertir que si después de haber 
bajado alguna sección, el residuo precedente, combi
nado con la primera cifra de ella no conviniese al du
plo del número representado por las cifras que hasta en
tonces hayamos hallado de la raiz, deberemos poner á 
continuación de estas un cero, porque en este caso la 
raíz no tendrá unidades de este orden, y bajaremos en 
seguida la sección siguiente para continuar la operación 
como de ordinario. El siguiente ejemplo presenta ya 
ejecutado lo que acabamos de prescribir; bien entendi
do que en él hemos efectuado 49,42,09! 703
^as sustracciones sin escribir los ’ 
sustraendos, é imitando lo que 
hemos practicado en la division 

04,20,9
0 00 0

1403

Ç^ritm. §. 47).
95 Ea tabla que hemos puesto (§. 90) de los 

cuadrados de los números dígitos que hace venir en co
nocimiento de que existen muchos números compren- 

idos entre dos cuadrados inmediatos, y que de consi
guiente no tiene raiz exacta: 45, por ejemplo, no es 
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un cuadrado, puesto que se halla entre 36 y 49. No 
serán, pues, cuadrados perfectos, ó lo que es lo mis
mo, no tendrán raíz cuadrada exacta todos los núme
ros que se nos propongan, antes por el contrario las mas 
veces sucederá que el número cuya raiz se nos pida 
no Ia tendrá; pero efectuando con él las mismas opera
ciones que si las tuviese, el resultado sera la lalz del 
mayor cuadrado que en él esté contenido. Sí se busca, 
por ejemplo, la raiz de 2276, se hallará 47, quedan
do de residuo 67; lo cual manifiesta que el mayor 
cuadrado contenido en 2276 es el de 47 ó 2209.

En estos casos en que despues de haber hallado la 
raiz del que creamos el mayor cuadrado contenido en 
un número, quede algún residuo final, podra ocurrir 
la duda de si habremos puesto en la raiz alguna parte 
menor de lo que debiera ser. Para salir de esta duda, 
y ver al mismo tiempo si el residuo final podra desva- 
necerse, ó por lo menos disminuirse, tengamos presente 
que siendo el cuadrado de a-^-b

si hacemos b=: i, el cuadrado de ¿í-i- 1 sera
<2* -1- 2¿2 -+" I.

Esta expresión, traducida nos viene á decir que si 
dos números cualesquiera representados por ¿z y 
se diferencian en una sola unidad, el cuadrado del ma
yor contendrá el cuadrado del menor, mas el doble de 
este, mas la unidad. De consiguiente, para que deba
mos añadir una unidad á la raiz que hayamos hallado, 
es indispensable que el residuo que haya resultado con
tenga por lo menos el doble de la raíz hallada, y ade 
mas una unidad. Siempre que no se verifique esta cír- 
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cunstancia , la raíz hallada será efectivamente la del ma
yor cuadrado contenido en el número propuesto.

96 Supuesto que para multiplicar una fracción 
por otra es necesario multiplicar los numeradores entre 
sí, y los denominadores tambien entre sí, es evidente 
que el producto de una fracción multiplicada por sí mis
ma, o íZ euaí¿raíió ¿ie una J^raecioíi es í^ual al cuadra
do de su numerador dividido j^or el cuadrado de su 
denominador. De aquí se sigue que fara extrer la raiz 
cuadrada de una fracción es necesario extraer la de 
su numerador y la de su denominador. Así que, la raiz 
de 67 « -^, porque 5 es la raiz cuadrada de 25 , y 8 
la de 64.

Conviene observar que cualquier potencia de un 
quebrado propio no solo es otro quebrado propio, sino 
que tambien este quebrado debe ser tanto menor que 
su raiz, cuanto mas elevado sea el grado de la poten
cia. Tambien es muy importante notar que no solamen
te los cuadrados de las fracciones propias son siempre 
fracciones; sino que tambien todo quebrado impropio 
que no sea exacramente reducible á entero, multipli
cado por sí mismo dará siempre un resultado fraccio
nario igualmente irreducible. Lo cual equivale á decir 
que el cuadrado de cualquier número misto debe nece
sariamente ser oíro numero misto, y jamas ^uede ser 
numero j^uramente entero. J,

Q^ Esta proposición está fundada en esta otra: Todo número pri- 
^0 P que sea divisor exacto del producto ^ B de dos /túmeros enteros 
cualesquiera A / B, ha de ser necesariamente divisor exacto de al
guno de los dos/detores cuando no lo sea de c&tramhi.'S.

Supongamos que sea B major que P sin ser cxactamcnlc divi
sible por Pj representemos por Q el número entero que en tal caso
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formará parle dei cuociente---- ; y designemos por B' el residuo fi

nal de la division; con lo cual vendrá á ser:
B=PQ-^-B/ ÇÂritm. S. 73),

de donde deduciremos: ^B=^PQh--^B'-,
y dividiendo los dos miembros de esta ecuación por P, tendremos

esta otra:
AB ^B!

------ =AQ -1 — 
p^ P 

la cual hace ver tjuo siendo, como se supone, cxactamenle divisiblp 
por P el producto ^B, y no siendolo el factor B, debe necesaria
mente serio el producto JB'. Pero siendo B^ el residuo de la divi
sion de B por P, es necesariamente menor que P : y así no podrá 

dividirse B^ por P.
Ya que por esta razón no es posible dividir á B' por P, supon

gamos efectuada la division de P por B'■, represenlcmos por ^ al 
número entero que deberá resultar en el cuociente de esta division, 
y por B'‘ al residuo. Supongamos asimismo efectuada la division del 
mismo número P por el residuo B'>-, representemos al entero del 
cuociente por Q^^, y al residuo por B ''. Continuemos dividiendo 
siempre el mismo número P por el residuo que baya resultado en 
la division inmediata anterior; y sabiendo, como sabemos, por una 
parte que P es un número primo, y por otra que los residuos han 
de ir disminuyendo mas y mas basta llegar á uno que sea igual á la 
unidad y de consiguiente divisor exacto de P; si suponemos que 
este último residuo sea B^^, tendremos esta serie de ecuaciones:
P=()’B'-{-B‘'■, P=Q/’B'‘-}-B'^' ; P^ Qi>iB'‘^~l-B^'' = Q"'B^"~i~t 
Multiplicando los miembros de estas ecuaciones, por ^, resultaran 

estas otras:
^P =Q’ÁB'-í-^B"-, ÂP =Q"^B"~Í-^B'"i JP —Q"'JB"'-^^- 
Dividiendo por P los miembros de estas ecuaciones, resultarán es

tas otras :

y4B'
J = Q'------  

P

^B"' ^B"
------ ; ^= Q" —

P P

J

P

JB"'
----------H

P

JB'"
-------5 ^=Q"'

P
Ahora bien, ya hemos hecho ver que para ser P divisor ®^®^^ 

de j4B sin serio de B, era absolutamente necesario que lo fuese de 
producto AB'; y de consiguiente podremos mirar como demostra o
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que--------représenta un mîmero entero. No podrá , pues, veríGearse

la prunela de las tres iilüinas ecuaciones sin que---------sea un núme

ro entero; v siéndolo, no podrá verlficarse la segunda ecuación sin 

que sea número entero el cuociente---------- ; y entonces no podrá 

veriñearse la última ecuación sin que y/ sea exactamente divisible 
por P.

Es, pues, visto que lodo número primo que sea divisor exacto 
de otro número compuesto, ha de ser indispensableraente divisor 
exacto de alguno, por lo menos, de los factores de este; y por la in
versa, si un número primo no fuere divisor exacto de ninguno de los 
factores de un producto, de ningún modo podrá serlo del mismo 
producto^

98 Ahora bien, cuando la fracción- es irreducible , no hay 
a 

número primo alguno que pueda dividir exactamente sus dos términos 
y ^i y como por lo que acabamos de demostrar todo número primo 

que no sea divisor exacto de a, tampoco puede serlo del producto 
aa ó a’, y todo número primo que no sea divisor exacto de ¿, 
tampoco puede serio de ¿x¿ ó ¿’: es consiguiente que la fracción

— sea tan irreducible como —
a

99 De esta última proposición se deduce fácil
mente que como la raiz exacta de un número entero no 
sea otro número entero, tampoco podrá ser número mis
to, ó lo que es equivalente, no hay número alguno que 
multiplicado por sí mismo dé por producto alguno de 
los números enteros comprendidos entre dos cuadra
dos inmediatos. Sin embargo , sea cual fuere el número 
que se nos proponga, nos podemos imaginar que ha re
sultado de la multiplicación de alguna otra cantidad por

* De este principio dimoi y» alguna idea en la Aritmética (§. 117). La demostra
ción que de él acabamos.de dar es sustancialmeute la miinia que Leg^nJi-e ha dado en 
su Tf.i3r¡B jf ¡oj númerot.
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SÍ misma; y aunque en muchas ocasiones nos será impo* 
sible determinada exactamente , podremos á lo menos 
aproximamos á ella cuanto queramos.

Supongamos por ejemplo que se nos haya propues
to el número 2276, cuya raíz cuadrada está com
prendida entre 47 y 48, porque 47x47 da un pro
ducto menor que aquel número, y 48x48 lo da mayor. 
Si pues suponemos dividido por medio de quebrados el 
intervalo que se halla entre 47 y 48, podremos hallar 
cuantos números queramos que multiplicados por sí 
mismos den productos mayores que el cuadrado de 47 
y menores que el de 48, y que por consiguiente se va
yan aproximando mas y mas al número 2276; bien 
que jamas hallaremos uno que multiplicado por sí 
mismo dé por producto 2276.

Así como la division da origen á los quebrados, la 
extracción de la raiz cuadrada de los números que no 
son cuadrados perfectos da origen á otra nueva especie 
de cantidades; pero entre las fracciones y las raíces de 
los números que no son cuadrados perfectos hay la di
ferencia de que las fracciones se componen siempre de 
un número exacto de partes de la unidad, y de consi
guiente toda fracción y la unidad tienen alguna medida 
común, ó la misma razón que dos números enteros; lo 
cual no puede tener lugar en las raices de los números 
que no son cuadrados perfectos.

Si suponemos que cada unidad esté dividida efl 
5 partes iguales, por ejemplo, 9 de estas partes ven
drán á ser el cuociente de la division de 9 por $0 
7; y puesto que 7 está contenido 5 veces en la uni
dad y 9 veces en j, la medida común de la unidad 
y de la fracción 7 será 7, y la razón de la unidad al
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quebrado - será la de los números enteros 579.

En vista de que no solamente los números enteros, 
sino tambien Ias fracciones tienen con la unidad una me
dida común, se dice que estas cantidades son comensu- 
rabíes con la unidad, ó simplemente comensurabíesi y 
por cuanto las razones de estas cantidades á la unidad 
se pueden expresar por otras de números enteros, así 
estos como las fracciones se designan tambien con el 
nombre común de eaníi^ades racionales.

Por el contrario la raíz cuadrada de un número 
que no sea cuadrado perfecto es ineomensurable ó ir^ 
racional, porque no pudiendo estar representada exac
tamente por ninguna fracción, es claro que, sea cual 
fuere el número de partes en que se suponga dividida 
Ia unidad, jamas las habrá tan pequeñas que una de 
ellas pueda ser medida común exacta de la raíz y de 
Ia unidad; ni por consiguiente será posible designar dos 
números que tengan entre sí la misma razón que la raiz 
ineomensurable y la unidad.

Para indicar en general que se ha de extraer una 
raiz, y representar el resultado final de esta operación, 
ora sea una cantidad comensurable, ora ineomensurable, 

hacemos uso del signo V , que se llama radical. Asi 
que

/ i6 es lo mismo que 4; y de consiguiente es una 
cantidad comensurable »

\/ 2 es ineomensurable ó irracional.
Ico Aunque en realidad no es posible obtener una 

expresión exacta de \/ 2 en números enteros ni en mis
tos, podemos sin embargo aproximamos cuanto quera- 
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mos á SU verdadero valor, convirtiendo el número que 
está debajo del radical en una fracción cuyo denomi
nador sea un cuadrado; y tomando el número entero 
que mas se aproxime á la raiz cuadrada del numerador, 
tendremos el de otro quebrado, cuyo denominador será 
la raiz cuadrada del anterior denominador; y este nue
vo quebrado será próximamente la raiz del número 
propuesto.

Convirtiendo, por ejemplo, el número 2 enveinti- 
cincavos, tendremos la expresión fraccionaria equivalen
te^, y puesto que 7 es el número entero que mas se 

aproxima á V^ 50; y 5 es exactamente V^ 2§, el que
brado impropio y, ó el número misto jf, será la raiz 
de 2 tan aproximada que no le falta ni y, de la unidad 
para ser exacta.

101 Esta operación está fundada en lo que hemos 
dicho en el §. 96, á saber: que el cuadrado de cual
quiera fracción es otra nueva fracción, cuyo numerador 
es el cuadrado del numerador primitivo, y cuyo deno
minador es el cuadrado del denominador primitivo; y 
siendo este principio generalmente aplicable á toda es
pecie de fracciones, se le podrá aplicar á las decimales 
con mas facilidad que á las demas. Por decentado, de 
este principio se sigue que el cuadrado de cualquier 
número de ¿décimas ha de ser un número de cíníéstmasi 
que el cuadrado de cualquier número de ceníésimaf 
debe ser otro número de ¿iiezmilésímas ^ y asi sucesiva
mente. Por manera que en los cuadrados de las frac
ciones decimales el número de cifras es siempre doble 
del de la raiz. Esto mismo puede deducirse tambien de 
la regla establecida para la multiplicación de las canti-
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dades decimales; pues en ellas se nos prescribe que el 
producto haya de tener tantas cifras decimales como tie
nen ambos factores. Si, pues, consideramos al cuadrado 
como producto que es de su raiz multiplicada por sí 
misma, es claro que en el cuadrado debe haber dos ve
ces tantas cifras decimales como haya en la raiz.

De lo dicho es fácil inferir que si nos propusiére
mos obtener la raiz cuadrada de 227, por ejemplo, 
tan aproximada que no le falte ni una centésima, debe
remos convertir aquel número en el equivalente de ditz- 
mdMmas multiplicándolo por 10000, ó lo que es lo 
mismo,poniendo cuatro ceros á su derecha, lo cual 
nos dara 2 270000 diezmilésimas. Ahora extraeremos 
la raíz de este último número conslderándolo como si 
ínese de unidades enteras; y para indicar que el re- 
snitado debe ser de ent¿sir„as, separaremos con una co
ma las dos últimas cifras de la derecha. De este modo 
hallaremos que la raiz de 227, con diferencia de me
nos de una centésima, es 15,06 según puede verse en 
Ja Operación siguiente:

Cuadrado.... .. 2,27^00^00
í 2,7 

2000,0 
1994

^5*^^........ Raiz.

3006

antemano cifras
Si el número propuesto tuviere de ¡

í“® ^1 númeroleTsm; 
deXl’/T '^•®“," ?®“®’ t^emostrado, para cada cifra 

ecmi 1 de la raíz debe haber dos en el cuadrado. Por 
C^*^ ’• ’''‘' '‘^ 5^’7 pondremos desde

ToJ y extrayendo la raiz de

14

MCD 2022-L5



210 TRATADO ELEMENTAL
^Ij/o resultará próximamente 7,1. Si quisiéremos que 
esta raiz tenga mas decimales, ó lo que es lo mismo, re
sulte mas aproximada, pondremos á la derecha del nu
mero 51,70 tantos pares de ceros como nuevas cifras 

haya de tener la raiz.
Los que deseen ejercitarse en estas operaciones po

drán extraer las raíces cuadradas de los números 2 y 3 
con siete cifras decimales, para lo cual tendrán que po- 
ner catorce ceros á la derecha de aquellas cifras signifi- 
cativas, y hallarán los resultados siguientes:

>/^1,4142136; >/3 = 1,7320508.

102 Cuando bajamos bailado mas do la mitad del número de ci
fras que so desea en la raíz, podemos obtener las restantes por me
dio de la simple division. SÍ, por ejemplo, nos proponemos extraer a 
raiz cuadrada de 32976, aproximada basta las centesimas, bailare
mos primeramente por la regla general el número entero 181 que mas 
se le aproxima; y ya que están determinadas tres de las cinco diras 
que ba de tener la raiz, hallaremos las dos cifras decimales que lat
ían > considerando al residuo 215 como si fuese el de una division or
dinaria, en la cual 362, doble de la raiz. bailada, Inera- el diyson 
Pondremos, pues, dos ceros ú la derecha dd residuo;y dividiendo - 0 
por 362, resultarán por cuociente 59 centesimas, que agregadas a as 
181 unidades darán 181,59, y esta será la raiz del número propues

to aproximada basta las centesimas.
Para demostrar la legitimidad de este procedimiento designare

mos por TV el número propuesto; por a la parte que suponemos ha
llada de la raiz; por ¿ la parte que falta para completaría; y estan
do representada por el binomio a-^h la raiz exacta del numero pr 
puesto N, tendremos esta ecuación:

TV= «* “+“ 2oú —1— ú’ ;

de la cual se deducen estas otras:
JŸ---- a“= 2a6 4- b^
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Esta última nos hace ver que en habiendo restado del núme

ro propuesto el cuadrado do la parte que suponemos hallada de la 
raíz, si dividimos por el doble de esta parto el residuo, el cuocien
te sera siempre mayor que la otra parte ó. Sin embarg-o, pueden ser

tales las cantidades a y ¿, que sea despreciable la fracción___ ; y cn-

tonces la última ecuación quedará reducida á

, N—a- 0 ^----------- 
2«

Por decontado en nuestro caso a representa un número de uni
dades do orden mas elevado que las de ó; y tales que para redu
cir aquellas al mismo orden que estas, como es necesario para com
parar dos cantidades, deberemos poner á la derecha de las cifras de n 
tantos ceros como cifras haya en ú. Si, pues, suponemos que a tenga 
primitivamente mas cifras que ¿, en reduciendo estas cantidades á 
unidades de un mismo orden, vendrá la primera á tener mas de dos 
veces tantas cifras como tenga la segunda; y como el número de ci
tras de un cuadrado no pueda ser mas del doble de las que haya en 
la raíz, es claro que a y con mas razón 2a tendrá mas cifras que

¿®, y por tanto -_-— será un quebrado propio de la unidad de ínfimo 

orden que haya en ú.
Esto supuesto, cuando nos hemos propuesto aproximar’ hasta 

las centesimas la raíz de un número, y hemos hallado en primer 
lugar la parte a—181 unidades, vimos que para llegar al grado pro
puesto de aproximación nos faltaba un número que se había de re
presentar con dos cifras. Supongamos que este número de centesi
mas sea 99, que es el mayor de su clase, y de consiguiente el me
nos favorable para nuestro intento. La parte a reducida á centesi- 

mas será 18100; 2^—36200; y —— seria en tal caso ------- -
2a 36200 

9301 
~ ^aotïiï" ’•^^ ^”^ centesima. Es decir que aun el caso menos 

favorable el error que puede resultar de este medio de abreviación 
es menos de un tercio de una centésima; será, pues, menor cu todas 
las demas circunstancias mas favorables. Asi que, se podrá sin recelo 
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tornar el cuociente —z------  por equivalente a b siempre que el 

número de cifras del cuociente sea menor que el de las que haya en a. 
103 Las mismas redexíones que hemos hecho sobre la ecuación 

{tzí..----— ¿_(_2_j y que nos han conducido á la fórmula de 
2«---------------- 2a 

aproximación
, TV—fl"

nos hacen ver un método de aproximar por medio de las fraccio
nes' ordinarias cualquiera raíz incomensurable. En efecto, después de 
haber hallado el número entero a que mas se aproxime a la raiz 
exacta del número propuesto, la parte b que falta, debo ser un 

quebrado propio;-----será otro quebrado mucho menor que ¿; de 

consiguiente será despreciable, y podrá mirarse como exacta la for-

, TV—a'’
muía -----2^-.

A fin de manifestar cómo pueda esta fórmula servimos para 
aproximar cuanto queramos la raiz repitiendo una misma operación, 
propongámonos extraer la raíz cuadrada de 2. Desde luego vemos 

que 1 es el entero que mas se aproxima a esta raíz, y que ———

£ 
2 1 Si, pues, suponemos que sea b~—^ la raiz aproximada del

número propuesto será 1 Haciendo
, 3

ahora o=
2

1 , 5

, jv—a’ 1
sera •—- ------  

2a-- 2
y suponiendo que sea b

1
12

1 17
raíz mas aproximada sera — — — -— = .

2 1212
Haciendo de nuevo

17 , A—a® 1
^72»“^ 2« ~ 408 y suponiendo que sea b=

• 1 ' ^7 
 • la raíz aun mas aproximada sera 77r77" — 
408------------------------------------------------------------- 12 408.

MCD 2022-L5



DE ALGEBRA. 213

^^. Del misino modo podrá continuar sin le’rmino de la aproxi

mación, designando por a la raíz que se haya acabado de hallar, y
TV— 

suponiendo que sea é= —-—*.

(*) En el complemento de este tratado daremos otras fúrmalas generales mas có* 
“'odas para aproximar cnanto se quiera las raíces incomensurabiei de cualquier grado 
qúe seab.

104 Para aproximar Ía raíz cuadrada de una frac
ción cuyos términos no sean cuadrados perfectos, el 
primer medio que se ^nos presenta es extraer aproxima
damente la raiz del numerador y la del denominador; 
pero reflexionando un poco, echaremos de ver que pue
de en todos casos ser exacta una de estas dos ralees ha
ciendo que uno de los términos de la fracción, por 
ejemplo el denominador, sea un cuadrado perfecto: lo 
cual se consigue multiplicando los dos términos de la 
fracción propuesta por su denominador. Si tuviéremos^ 

por ejemplo, que extraer la raiz cuadrada de -y- 

trasformaremos esta fracción en
3x7 21
7x7

multiplicando sus dos términos por el denominador 7; y 
siendo 4 el número entero que mas se aproxima á la 

miz de 21, será — la raiz de -y,aproximada de mo- 

do que para ser exacta no le falta ni y-.

SI deseáremos mayor aproximación, será necesario 
convertir, por lo menos aproximadamente, la fracción 
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propuesta - en otra cuyo denominator sea el cuadrado 
de un número mayor que 7.

Si queremos, por ejemplo, que la raíz se diferen
cie de la verdadera en menos de -j, trasformaremos | 
en el número equivalente de doscientos veinticincavos, es 
decir, en otro quebrado cuyo denominador sea el cua
drado de 15. De este modo tendremos (Arit. §. 116, 
P^g* ^93 ^” ^^ nota^ el quebrado ^, que se diferencia 
de 4 en menos de íáj» y puesto que la raíz de ^ se ha
lla entre ~ y ff, aproximándose mas á esta segunda frac
ción que á la primera por estar 96 mas cerca de 100 
que de 81, es consiguiente que ~ ó | sea la raíz de | 
con diferencia de menos de ■^.

Haciendo uso de las decimales para aproximar Ia 
raiz del numerador de la fracción U, hallaremos que la 
raiz de 21 es próximamente 4,583; y de consiguiente 
la raiz de ^- ó de su equivalente | será ^2A; y efec
tuando la division indicada resultará 0,655; raiz apro
ximada hasta las milésimas. Para que en esta última di
vision sea siempre número entero el divisor, se hace que 
sea cuadrado perfecto el denominador del quebrado, cu- 
va raiz intentemos extraer; y para esto no siempre es 
necesario multiplicar ambos términos por el denomina
dor. Si, por ejemplo, hubiésemos de extraer la raíz 
de J; multiplicando por 2 sus términos, tendremos la 
fracción equivalente f^, cuyo denominador es cua
drado.

Con el mismo objeto de hallar aproximadamente 
la raiz de un quebrado ordinario cuyos términos no 
sean cuadrados perfectos, se le suele reducir préviamente 
la decimal; y se extrae la raíz de este nuevo quebrado 
equivalente al propuesto. En caso que este no sea exac- 
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rameute reducible á decimal, se toma en la reducción 
un numero de cifras doble del que nos propongamos ha
llar en la raiz. Proponiéndonos, por ejemplo, aproximar 
hasta las milésimas la raíz de |, convertiremos esta frac
ción en la decimal equivalente 0,428571; y extrayen
do la raiz de esta última fracción hallaremos que la raiz 
de 1 está entre 0,654 y 0,655.

105 Con estos conocimientos nos hallamos ya en 
estado de resolver todas las ecuaciones, en las cuales no 
entre mas que la segunda potencia de la incógnita com
binada con cantidades conocidas.

En efecto, si conforme á las reglas del §. 11 re~ 
unimos en un solo miembro íoeios los términos que lleven 
esta ^oteneiaj 7 la desjjejamos de sus multij)lieadores y 
divisores f tendremos el valor de la incógnita extrayen
do la raiz cuadrada del otro miembro.

Sea, por ejemplo, la ecuación
i?_8=4-íZ

Haciendo desaparecer los divisores hallamos desde 
luego:

i^x^~ 168=:84—143.'’’;

trasladando al primer miembro el término 14a: y al se
gundo el término 168, resultará:

15x^-1- I4X'=84-M68,
2 9^''= 2 5 2 ,

^ = ^ y í 
^= VW'

Conviene advertir que para indicar la raiz de la 
fracción ^ hemos hecho descender el signo V hasta 
por bajo de la línea que separa al numerador del deno-
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minador. Si hubiésemos escrito ——, esta expresión

nos indicaría el cuociente que da la raíz cuadrada del 
número 252 cuando se Ia divide por 29, resultado di
ferente del primero, en el cual debe efectuarse la divi
sion antes de extraer la raíz, ó habrá que extraer dos 
raíces y dividír la una por la otra.

Sea ademas la ecuación literal

y operando del mismo modo que en la anterior, tendre
mos sucesivamente

ax"-cx"-d^~b\
2 ^- —----------

a—~c
d^—b^ 
a-^~c *

Haremos observar con esta ocasión que cuando se 
haya de indicar la raiz cuadrada de una cantidad com
plexa, es necesario prolongar la línea superior del signo 
radical, de modo que quede debajo de ella toda la 
cantidad.

Xa iaiz de la cantidad 4^ ^—2b^~t-c^ se escribirá

®"* V'4^“ b-ib^-^c^i 

ó de este otro modo:

sustituyendo á la línea superior del radical un parénte
sis que comprenda rodas Ias partes de Ia cantidad cuya 
raiz se ha de extraer; y esta última expresión debe pre
ferirse á la primera (§. 35).

En general á toda ecuación de segundo grado de
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la especie de las que aqui consideramos, se le podrá 
dar por medio de la trasposición de sus términos la 
forma siguiente: , 

designando por — el coeficiente de a,'\ sea el que fue- 

rej y de esta última ecuación deduciremos:

io6 Pudiéramos ya mirar como resuelta la ecua
ción general propuesta, una vez que la fórmula que 
hemos deducido de ella nos manifiesta una serie de ope
raciones aritméticas que ya sabemos efectuar, y que 
efectuadas nos han de concluir seguramente á la de
terminación exacta o aproximada del número descono
cido. Y á la verdad, nada habría que añadir á lo dicho 
si jamas se hubiesen mirado como símbolos de verdade
ras cantidades las expresiones algebraicas realmente ab
surdas, designadas comúnmente con el nombre de ean- 
tidadeí negaíi'vas» Pero luego que se sometieron al 
calculo aquellos símbolos cómo si representasen una cier
ta especie de cantidades, era consiguiente que todo nú- 
tuero que se nos propusiese como un cuadrado hubiese 
de tener, no una sola, sino dos raíces; porque se pueden 
cátodos casos designar, no dos cantidades, sino dos 
símbolos que sometidos á la misma operación algebraica 
den por resultado el que representa al número propuesto.

En efecto, la ecuación ar’saj nos indica que x 
®8 la cantidad que elevada ai cuadrado ó multiplicada'
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por sí misma produce 25 ’ Y ‘^omo algebraicamente ha
blando no solo-H 5 multiplicado por-H 5 » sino tambien 
— ^ multiplicado por—5 pto^i^ics ^5’ ^^ consiguiente 
que de la ecuación propuesta se deduzcan estas dos:

a; = ~H5;
x = -5.

Por la misma razón deduciremos de la ecuación 
general. «^

P 
estas otras dos:

x=+ VZ^

P
Estas dos expresiones se suelen reunir en la siguiente:

en la cual el signo doble ±, qué se lee mas 6 menos, 
indica que al valor numérico representado por

se le puede anteponer cualquiera de los dos signos-+- 
ó — ; y que tanto con el uno como con el otro satisface 
á la ecuación algebraica propuesta.

De lo dicho resulta la regia general de que se debe 
antej^oner d la raíz euadfada dej^ual^uiera santidad el 
signo doblez^.

Habiendo Ia misma razón para aplicar esta regla al 
primer miembro que al segundo, se podría con funda* 
mentó decir que de la ecuación a;’ =3 2 $ , por ejemplo, 
no solo se deduce a: = ±5, sino tambien±x=:± 5, en
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la cual están comprendidos no dos, sino Ias cuatro 
ecuaciones siguientes :

-ba'=-i- § ; -+-5;=“ $ ; — .'V = H- 5 ; “ .r — — 5j
Pero observando que con solo mudar, como siempre 

nos es permitido, los signos de los dos miembros de las 
dos últimas ecuaciones resultan las dos primeras, se echa 
de ver que aquellas no se distinguen realmente de estas, 
y que de consiguiente de la ecuación propuesta se de
duce solo a:=d:5, en la cual están comprendidas estas 
otras realmente distintas:

^ = 5 ’ ^’ 5 '
Por esta razón se dice que toda ecuación de se

gundo grado nos da dos distintos valores de la incóg
nita en vez de que ninguna ecuación del primer gra
do puede damos mas de un solo valor de la misma in
cógnita.

107 SI despues de haber despejado Ia segunda 
potencia de la incógnita, y haber ejecutado todas las 
reducciones que sean posibles en las expresiones de las 
cantidades, resultare con el signo —, ó como dicen, fue
re negativo el segundo miembro de la ecuación, sera 
imposible asignar, ni aun entre los meros símbolos al
gebraicos llamados cantidades negativas, uno que repre
sente el valor de la incógnita ; y por tanto será entera
mente absurda la ecuación.

Si, por ejemplo, tuviésemos esta:
^ "^¡^5 — 9’ 

y de ella dedujésemos

a;*=-i6í
veríamos que ni -+-4 ni—4 pueden ser el valor de la 
incógnita, porque tanto -1- 4 como — 4 multiplicado
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por SÍ mismo produce 4- i6. Es pues enteramente ab
surda la suposición de que—i6 pueda ser un cuadra
do, ó de que pueda tener raíz cuadrada exacta ni apro
ximada. Esta absoluta imposibilidad se expresa diciendo 
que la raíz cuadrada de toda cantidad negativa es 
imaginaria.

Lo que en realidad quiere esto decir es que la fór

mula a^niv' —16 y todas las demas semejantes, en 

las cuales para hallar el número incógnito se nos pres
cribe una serie de operaciones impracticables, son indi
cios de algún absurdo que contienen la ecuación y la 
cuestión de donde hayan provenido. De este absurdo 
ó de esta incompatibilidad entre las condiciones de los 
problemas que dan origen á esta clase de fórmulas, 
hablaremos con alguna mayor extension mas adelante. 
Lo único que por ahora advertiremos es que no se Ia 
debe confundir con la que hicimos notar (§. 58) en los 
problemas del primer grado, en los cuales una simple 
mutación del signo de la incógnita hacia posible la solu
ción que antes no lo era; en vez de que en los del se
gundo , de que ahora tratamos, seria necesario para que 
desapareciese Ia imposibilidad mudar el signo al cuadra
do de la incógnita.

108 Hay ecuaciones de segundo grado con una 
sola incógnita, que contienen no solo la segunda potencia 
de esta, sino tambien la primera, y ademas uno ó mas 
términos en los cuales no se halla la incógnita. Estas 
ecuaciones, conocidas con el nombre de ecuaciones com^ 
fletas de segundo grado, deben tener por consiguiente 
tres especies de términos, que son: términos en los cua
les se halla el cuadrado de la incógnita; otros que con*
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tiene la primera potencia de la incógnita} y otros por 
último enteramente conocidos. Tales son las ecuaciones:

—42-= 12} 4a; —=4—aar.
La primera de estas ecuaciones es mas sencilla que 

la segunda, porque solo contiene un término de cada 
especie y porque en ella el cuadrado de a: está tomado 
positivamente, y solo tiene por coeficiente á la unidad. 
A esta última forma se deben siempre reducir las ecua
ciones de segundo grado antes de resolvería} de manera 
que toda ecuación completa del segundo grado se pue
de representar por esta:

a’’ px = q, 
indicando p y q cantidades conocidas positivas ó nega
tivas.

Para reducír á esta forma las ecuaciones que se nos 
presenten en otra distinta, nos valdremos de los siguien
tes medios: i.° trasladaremos 0. 10) á un solo miem
bro todos los términos en que se halle la incógnita, y al 
Otro miembro todos los términos enteramente conocidos: 
a. mudaremos el signo de cada uno de los términos de 
la ecuación para hacer positivo el de a:’ si antes fuere 
negativo (§. 57) : 3.° dividiremos todos los términos de 
la ecuación por el multiplicador de x^ si tuviere alguno 
este cuadrado (§. u); ó los multiplicaremos por el di
visor del mismo cuadrado en caso que esté dividido

Aplicando lo dicho á la ecuación
4 a;—ya:* = 4— 2X, 

trasladaré en primer lugar al primer miembro todos 
los términos en que se halla la incógnita ; y asi tendremos

— ya;’ H- 6a; = 4}
en seguida cambiaremos todos los signos para hacer po
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sitivo el término en que se halla el cuadrado de la in
cógnita, y resultará:

— 6x~ — 4;
multiplicando todos los términos por el divisor 5, ten
dremos :

3a'’— goa; — — 20 ; 
y últimamente dividiéndolos por el multiplicador 3, se 
trasformará en

2 20a — íca'=:--“.
Si comparamos esta ecuación con la general 

tendremos en este caso particular
- ío;y í =

109 Después que esten reducidas á esta forma las 
ecuaciones para resolverías deberemos tener presente 
^^^® (§• 34) ®^ cuadrado de una cantidad compuesta de 
dos términos contiene en todos casos el cuadrado del 
primer término, el duplo del primer término multipli
cado por el segundo, y el cuadrado del segundo ; y que 
por consiguiente el primer miembro de la ecuación

en la cual a y b son cantidades conocidas, es el cuadra
do perfecto de x-ra. Se la podrá pues dar esta forma:

(a: H- a') Çx -i-a)~b
Extrayendo ahora la raíz cuadrada del primer 

miembro, é indicando la misma operación en el segun
do tendremos:

a;bi
cuya ecuación es solo de primer grado; y traspo
niendo da

x——a±:\/ b.
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Se resolvería pues con facilidad cualquiera ecuación 

de segundo grado si se la disse la forma de

es decir, si su primer miembro fuese un cuadrado.
Ahora bien, el primer miembro de la ecuación ge

neral x'-^px—q,
contiene ya dos términos, que se pueden considerar C0“ 
mo dos de las tres partes del cuadrado del binomioi 
esto es, a.’“, que será el cuadrado del primer término x; 
y px f que será el duplo del primero multiplicando por 
el segundo, el cual por consiguiente no puede ser mas de 
la mirad de y? ó 7 /. Para completar el cuadrado del bi
nomio x-i-^f, se necesita todavía el cuadrado del segun
do término ly?; pero es fácil formar este cuadrado pues
to que jp y zf son cantidades conocidas. SÍ pues añadi
mos el cuadrado ^ ^^ al primer miembro; añadiéndolo 
igualmente al segundo para conservar la igualdad, con
seguiremos que el primer miembro sea el cuadrado com
pleto del binomio x-hj j), sin que deje de ser entera
mente conocido el segundo miembro.

De este modo la ecuación general primitiva 

x'^~i-jjx=qj 
se trasformará en

y siendo el primer miembro de esta última el cuadrado 
de x-i-^ p j si extraemos la raíz de ambos miembros ten
dremos:

x^íp=±V r^í/TQ. 105)5 
y trasponiendo resulta:
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í+y.
Si al tiempo de extraer la raiz hemos dado el sígno+ 

al segundo término ^ ^ del binomio cuyo cuadrado se 
hallaba en el primer miembro de la ecuación, ha sido 
porque era positivo el segundo término de este miem
bro; pero en caso que sea negativo, se deberá poner el 
signo — a la segunda parte del binomio, porque el cua
drado a;’ — lax-^a' corresponde al binomio a;—a.

Teniendo ya resuelta la ecuación general completa 
del segundo grado, podemos mirar como igualmente re
sueltas todas las particulares del mismo grado, refiriendo 
cada una de estas á la general

ó efectuando Inmediatamente en cada ecuación que se 
nos proponga, la misma serie de operaciones que acaba
mos de ejecutar, y que se prescriben en la regla si
guiente :

¿Tacase un cuadrado j)erfecío el ■primer miembro de 
la ecuación j^royuesta ^ añadiendo á los dos miembros el 
cuadrado de la mitad de la cantidad conocida ^ue mul- 
tijili^ue á la primera potencia de la incógnita i exirdi- 
^ase despues la raiz cuadrada de cada miembro, obser
vando ^ue la del primero ha de componerse de la incóg
nita y de la mitad de la cantidad conocida que la mul
tiplique en el secundo termino j tomada con el si^no de este 
mismo termino ; y que la raiz del segundo miembro debe 

estar con el signo doble ±:, é indicada con el signo V, sino
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se la pue¿ie extraer inmediatamente. Por último, des- 
/éjese la incógnita trasj^onlendo al segundo miembro la 
J^arte eonoelda ^ue la aeomj?aúe en el primero. 
Propongámonos ya algunos ejemplos.

xio ¿dallar un número tal ^ue en añadiendo su 
séptuplo d su euadrado la suma sea ^^»

Representando por x al número desconocido, la 
ecuación fundamental vendrá á ser:

la cual tiene desde luego la forma que debe, para que 
inmediatamente le apliquemos la regla que acabamos de 
establecer* Tomaremos pues f, mitad del coeficiente 7 
que multiplica a x, y elevando aquella mitad al cua
drado resultarán -- que añadidos á los dos miembros, 
trasformarán la ecuación propuesta en la siguiente:

la cual, reduciendo el segundo miembro á una sola 
fracción, vendrá á ser esta otra:

2 49 225

44
Xa raíz del primer miembro es, según la regla an

terior, a--t-~; y la del segundo es ~^, Tendremos pues 
la ecuación:

de la cual se deduce por último:
2—“» 

equivalente á estas dos:
^=-í-»-^ = |=4; 

^=-’-¥=-¥=-11.
El primer valor de a: resuelve la cuestión según 

esta propuesta y sin necesidad de hacer alteración al-
TOMO II.

15
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condiciones; puesto que si à.'"4, sera 

ar’=i6i
7rr = 28 ;

y la suma a'’4-7a; = 44.
Por lo que respecta al segundo, estando precedido 

del signo — , y convirtiéndose 70; en
7x-ii=-77,

es claro que en tal caso el séptuplo deberá restarse del 
cuadrado del número, y que de consiguiente para que 
el número il satisfaga à la cuestión es indispensable 
modificar su propuesta de modo que venga a ser esta:

¿iaHar îiii numéro tal, que en quitando de su eua^ 
drado su séftuj^lo, resulten ^^,

Así que el valor negativo viene á ser aquí, lo mis
mo que en las ecuaciones del primer grado, un indi
cio de cierta modificación, que debe hacerse en la pro
puesta del problema para que satisfaga completamente a 
todas sus condiciones la misma cantidad sin el signo—. Por 
manera que aunque toda ecuación del segundo grado ten
ga dos soluciones, no por eso tendrá siempre dos solucio
nes el problema que nos haya conducido U la ecuación.

Si tradujésemos al lenguaje algebraico la cuestión 
que hemos propuesto últimamente, tendríamos esta 
ecuación: x'—7.r = 44;
y resolviéndola resultaría:

X; = lH-y. = ^i=IIj
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£n esta solución es fácil advertir que el valor que 

en la anterior era negativo se ha convertido en positivo, 
porque satisface exactamente á la nueva propuesta ; y 
por el contrario el valor que antes era positivo, resulta 
aqui^ negativo, porque es necesario alterar una de las 
condiciones de la nueva cuestión para que 4 sea el nú
mero que buscábamos.

Suele pues el Algebra reunir en cada ecuación de 
segundo grado dos distintas cuestiones, cuyas propues
tas tienen entre sí cierta analogía.

m Algunas veces sucede que la cuestión que 
nos conduce á una ecuación de segundo grado es sus
ceptible de dos distintas soluciones» sin necesidad de al
terar ninguna de las condiciones de la propuesta. Esto 
es lo que por lo común nos indica el que sean positives 
os dos valores de Ia incógnita, según puede verse en 

la cuestión siguiente :
Hallar un número tal, que si á su euadrado se 

añaden 15, ¡a suma sea i^ual al oetuplo del mismo 
numero deseonoeido.

Sea x este número; y la ecuación fundamental será 
15 =:Sa;.

Ejecutando en esta ecuación las operaciones pres
critas ^§. 108) tendremos:

ar’—Sar-H 1 ó = - 15-+-16;
a; —Sa'-f 16 = í ;
X —4=:d:i;
a: =4 :+: I j

^=5í

Siendo, como se ve, positivos ó sin nota alguna de
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absurdos los dos valores de la incógnita, es de inferir 
que la cuestión, según está propuesta y sin necesidad 
de modificación alguna, podrá ser susceptible de dos so
luciones. Y en efecto, si al cuadrado de 5 s® ^® ^^^“ 
den 15, resultan 40, que es 8 veces $ ; y sí al cua
drado de 3 le añadimos 15 , resultan 24, óctuplo de 3. 
Se verifican pues en dos distintos números las condicio
nes que comprende la propuesta del problema.

112 Otras veces resultan negativos los dos valo
res; y esta circunstancia nos indica que no es posible 
resolver la cuestión propuesta, sin alterar de tal modo 
sus condiciones que venga á mudar de signo el término 
en que se halle Ia primera potencia de la incógnita. Su
pongamos, por ejemplo, que la cuestión traducida al 
lenguaje algebrálco esté cifrada en esta ecuación:

a;^ 5a; + 6 = 2 2 ;
la cual nos está indicando que buscamos un número cu
yo cuadrado sumado con el quíntujolo del mismo número 
y con seis unidades mas, dé for suma el número dos; 
y aunque lo absurdo de esta cuestión se deja conocer 
á primera vista, es importante averiguar cómo nos lo 
manifiesta el Algebra, porque nos indicará al mismo 
tiempo la modificación que debe hacerse en la propues
ta para que desaparezca enteramente la incompatibili
dad que ahora se advierte entre sus condiciones. En 
efecto, resolviendo la ecuación propuesta hallaremos su
cesivamente:

ar* -t- 5a;=— 4 ;
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El signo —que antecede á los dos números i y 4 

se puede mirar no solo como una nota del absurdo que 
envuelve la cuestión según esta propuesta, sino tambien 
como un indicio de que si en vez de sumar el quíntu
plo del número desconocido con su cuadrado y con 6, 
se hubiese de restar aquel quíntuplo de la suma de las 
otras dos cantidades^ satisfarían completamente á la cues
tión los dos números 1 y 4. Por manera que para que 
desaparezca la incompatibilidad que había entre las con
diciones de la cuestión, es indispensable proponerla de 
esta Otra manera:

Hallar un número tal ^ue si de su cuadrado se 
resta su quíntuplo, y al residuo se le añade el número 
6, resulte el número 2.

Esta propuesta , traducida al lenguaje algebraico, 
se trasforma en la siguiente ecuación:

x^ — 5a;-i-6 = 2 ;

de la cual se deduce que cualquiera de los dos núme
ros i y 4 tiene las condiciones que abraza la nueva 
cuestión.

IÎ3 Supongamos que se nos haya propuesto el 
siguiente problema :

Distribuir un número p en dos partes cuyo produc
to sea igual d q.

Indicando por a* una de estas partes, estará bien re
presentada la otra por p—Xi y su producto serápx—x^i 
tendremos pues la ecuación

px“x‘^=zqi 
ó mudando los signos,

x"^ — px = ~~ ^}
y resolviendo esta última ecuación hallaremos :
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Si particularizando Ia cuestión hiciésemos 
y?= io y ^= 21 ;

tendríamos: a- = 5 ± \/ a 5 — a i ;

X—^i

Es decir que una de las partes seria 7, y la otra seria 
por consiguiente 10 — 7 0 3.

Si, por el contrario, tomásemos 3 por valor de i’, 
Ia otra parte seria 10—3 ó 7; de manera que las dos 
soluciones de la cuestión no vienen á ser mas de una 
sola de la cuestión según está propuesta» porque la se
gunda no es mas que una variación en el orden de las 
mismas partes que se han determinado en la primera.

La fórmula que hemos deducido de la ecuación 
px^-x' =^^ manifiesta que en la cuestión de que se tra
ta no se pueden tomar indistintamente los numéros/’

y q, porque si fuere mayor que —- ó que el cua- 4 
drado de -^p, el residuo representado por el binomio

—^ — q sena negativo, y vendríamos a dar con el in

dicio de absurdo, de que hemos hablado (§, 107)» 
Si hiciésemos, por ejemplo,

/’=i2y^^45.
resultaría :

12a:—.v’ = 45;

a:z=6±V^36 —45 = 6=h\/—9; 
luego con estos datos seria imposible el problema.
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Sin embargo, así como los valores negativos de la 

incógnita nos manifiestan no solo la imposibilidad de re
solver el problema, sino tambien el modo de rectificar 
su propuesta, los valores imaginarios pueden servimos 
de indicios de que para ser posible la solución, debia la 
propuesta ser tal que resultase cambiado el signo del tér
mino en que se halle el cuadrado de la incógnita. En 
efecto , si en vez de la ecuación

á la cual nos ha conducido el problema particular pro
puesto, hubiese resultado cualquiera de estas:

a'’ — I2.rzz4$ ; 
hubiéramos obtenido las siguientes expresiones de los 
valores de la incógnita:

2'= — 6 ±\/8 I — 6 =h 9 í

a: = 6 iV' 81 — 6 ± 9 ;
en las cuales han desaparecido enteramente los símbolos 
absurdos que resultaron de la ecuación propuesta; y que 
pos dieron á conocer la imposibilidad de resolver el pro
blema que nos condujo á ella.

Las expresiones particulares

\/—9 ; 6 9 ; 6 -\/—6 ; 
y las generales

I II» 

yZ—bia-i-^^-^hi a — V — hi 

y en una palabra, todas las que sean ó contengan raí
ces cuadradas de cantidades negativas son conocidas con 
el nombre de cantidades imaginarias-, pero con mas 
exactitud deberían llamarse simbolos imaginarios ^ por-
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que representando el resultado final de operaciones im
practicables, no pueden ser cantidades, sino unos vanos 
simulacros que hacen las veces de los verdaderos valo
res que se hubieran obtenido si hubiese sido posible la 
cuestión de donde hayan dimanado.

Sin embargo los algebristas, lejos de haber despre
ciado enteramente estos símbolos imaginarios, no solo 
los han mirado como indicios de la modificación que 
debía hacerse en la propuesta de la cuestión, sino que 
ademas los han sometido á las operaciones del cálculo, 
como si representasen verdaderas cantidades; porque 
han visto que combinándolos bajo ciertas leyes y re
glas desaparece lo que encestas expresiones habia de ab- 
s^^do, y se obtienen resultados verdaderos y reales, es 
decir, fórmulas que no prescriben operación alguna im
practicable. Esto, que á primera vista parece incom
prensible, no tiene nada de maravilloso, si atendemos 
a que bj por ejemplo, es un símbolo de una verdade

ra cantidad, y á que si—b y V—b no lo son, es por

que representan resultados de operaciones impractica
bles. Si pues para el logro del intento que nos propon
gamos en una cuestión, descubrimos una serie de ope
raciones , en la cual se inutilicen ó se eviten todas las 
que sean impracticables, deberá ser real y efectivo el 
resultado final \

114 Despues de conocer, por medio de las raíces 
imaginarias que aparecen en el resultada final del cál
culo, el absurdo de la cuestión, es natural que se desee 
descubrír entre las condiciones de la propuesta, cuál

1 De esta daremos algunos ejemplos mas adelante, y sobre Iodó 
en el Complemenio del Al^cbra.
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de ellas sea el origen de la imposibilidad de la solu
ción. Concretándonosj por ejemplo, al problema gene
ral propuesto al principio del párrafo anterior, podre
mos hacer la reflexión siguiente:

Si representamos por d la diferencia de las dos partes 

del numero propuesto, la mayor será (§. 3)

1 P d 
y la menor   _; y habiendo demostrado en el ejem

plo primero del §. 34 que

es visto que mientras d tenga algún valor, el producto 
de las dos partes del numero propuesto , cualesquiera 

que sean estas, será siempre menor que •^, ó que el 

cuadrado de la mitad de la suma de ellas ó del número 
propuesto i y en siendo nulo el valor de la diferencia ¿Z, 
ó lo que es lo mismo, en siendo iguales las dos partes, 

cada una de estas será igual á -^ j y su producto será

~^- Es, pues, absurdo suponer que el producto de al

gunas dos partes del número propuesto pueda ser ma
yor que ei cuadrado de su mitad; y todo razonamien
to fundado en esta falsa suposición ha de venir por pre
cision á parar en una conclusion igualmente absurda» 
Así que, no es extraño que el álgebra nos prescriba, 
pitra determinar en tal caso los valores de las dos partes 
desconocidas, la ejecución de operaciones impracticables, 
dándonos por este medio á conocer que no existe lo que 
ñuscábamos.
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115 A poco que refiexionerncs sobre lo expuesto 

acerca de la naturaleza de las ecuaciones completas de 
segundo grado con una sola incógnita, inferiremos que 
todas ellas se pueden reducir á estas cuatro expresiones 
generales:

I. ... a; M-^X-rz:^; —
2. ... X —J}XZ=qi 4. ... X ~-fX— — q’, 

las cuales se reúnen todas en esta otra: 
X‘^±fX ~±I^,

Resolviéndolas, deduciremos las cuatro fórmulas 
siguientes :

lA.. a— -^pázV-.f-^q ;

2?... X-“ 1- p±V^f -i-qi

3.\.. x = ~^p:hV^f-q;

4. xz= 1 /±V~f

Si examinamos atentamente estas fórmulas, vendre 
mos en conocimiento de que las únicas ecuaciones de 
donde pueden resultar raíces imaginarias, son las que 
tengan negativa la cantidad enteramente conocida q des
pués de estar traspuesta al segundo miembro; y para 
ello es necesario que esta cantidad sea mayor que el 
cuadrado de Ia mitad del coeficiente p de la primera 
potencia de la incógnita. En ninguno de los demas ca
sos habrá raíces imaginarias; pero serán incomensurables 
siempre que el valor numérico del binomio que se halla 
debajo del signo radical no sea un cuadrado perfecto. 
Todos los valores que no sean ó no contengan raíces
imaginarias se llaman valores reales^
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La última formula nos manifiesta que en todas las 

ecuaciones semejantes á la cuarta, y en las cuales sea q 
menor que ^y?’, los dos valores de la incógnita, ora sean 
comensurables, ora incomensurables , son ambos positi

vos; porque V^j^^—q es siempre menor que -l-y?.

La penúltima fórmula nos hace ver que en las ecua
ciones semejantes á la tercera, cuando q sea menor que 
~j}', los valores de la incógnita, ya sean comensurables 
ó incomensurables, serán ambos negativos, porque -^f

es siempre mayor que ^.
En todos los demas casos uno de los valores de la 

incógnita será positivo, y el otro negativo.
Aunque todas estas diferentes especies de valores 

satisfagan á las ecuaciones de donde hayan dimanado, 
los positivos son los únicos que pueden satisfacer á las 
cuestiones en los mismostérminos en que esten propu es
tas, y sin necesidad de modificar ninguna de sus condi
ciones; los valores negativos y los Imaginarios no son 
mas que unos vanos símbolos que nos pueden indicar, 
no solo la imposibilidad de las cuestiones, sino tambien 
el modo de rectificar sus propuestas en términos que 
desaparezca la incompatibilidad que anteriormente ha
bía. No quiere esto decir que rodo valor positivo de 
la incógnita satisfaga siempre á la cuestión según esté 
propuesta; pues si nos propusiéramos, por ejemplo, ha
blar un número x menor que i, tal que el euaelrado ele 
i—x fuese igual á “ tendríamos esta ecuación:

y de ella deduciríamos con suma facilidad qué
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y por consiguiente estas otras dos :

X=Í í
3

De estos dos valores, sin embargo de que ambos 
sean positivos, y de que ambos satisfagan á la ecuación 
fundamental, solo el primero satisface completamente á 
la cuestión.

Aun los valores incomensurables indican que no es 
posible hallar un número que satisfaga completamente 
á la cuestión, bien que podamos encontrar números que 
mas y mas se aproximen al que busquemos, el cual nos 
es absolutamente imposible determinar

116 Como sea muy interesante que los princi
piantes adquieran ideas exactas de todos los hechos ana
líticos que no parecen conformes á las nociones vulgares, 
he creído conveniente añadir á lo ya expuesto (§. 106) 
algunas nuevas razones que hagan ver la necesidad que 
hay de admitir dos soluciones en las ecuaciones de se
gundo grado.

Nos proponemos, pues, demostrar que como exista 
una cantidad 6 un mero símbolo, designado j^or a, que 
sustituido en lugar de x satisfaga d la ecuación de 
segundo grado x’-i-px = q; y que for consiguiente sea 
valor de x, debe forzosamente haber otra cantidad u otro 
símbolo que satisfaga á la misma ecuacioni y que de con^ 
siguiente sera otro valor de la misma incógnita. Si, 
con efecto, sustituimos a en lugar de x, resultará 
a"^pa =: q i y pues que a es por suposición valor de x, 
será' q precisamente igual á la cantidad a" -hj^a; luego

1 En el tratado de la aplicación del Algebra á la Geomctiídt 
completaremos estas nociones relativas á las diferentes especies de ral* 
CCS de las ecuaciones.
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podremos sustituir esta expresión en lugar de ^ en la 
ecuación propuesta, y de este modo se trasformará en 
esta otra:

Trasladando todos los términos del segundo miembro al 
primero, resultará :

— pa = o ;
la cual se puede escribir de este modo:

x'^ — a (x — a) = oi 
y siendo (§. 34)

a’’— a'' — (^x-^a) Çx—a')i
se ve inmediatamente que el primer miembro es di
visible por x — a, y da un cuociente exacto, que es 
x-^a-^fi luego , según esto , tendremos :

— a -^pÇx — a^ — Çx — a) (x-i-a-hj}").
Ahora, es evidente que un producto es igual á cero 

cuando lo es cualquiera de sus factores; luego debemos 
tener (ar—a) (^x-i-a~i-py= 0
no solo cuando a;=:^, lo cual da

sino tambien cuando x-^a-hj} = 0j de donde resulta 
x=—a^p.

Queda pues probado que si es a uno de los valores 
de la incógnita, ^a—p será precisamente otro.

Este resultado concuerda con los dos valores com
prendidos en la fórmula

porque suponiendo que sea í2=“^jP“í-V'^H-^y7“, por 
ejemplo vendrá á ser

- “ ~J> = if -V^-i- if - p=-i^ ~\/q+ '-j,^,
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el cual es con efecto el segundo valor de la incógnita, 
ó como se dice, la segunda raíz de la ecuación.

Mas adelante volveremos a estas observaciones que 
contienen el germen de la teoría general de las ecuacio
nes de todos los grades.

117 La dificultad de poner en ecuación los pro
blemas de segundo grado y de todos los demas superio
res en la misma que liemos hecho notar (§§. 8 y 14) en 
los del primero; pues consiste siempre en el modo de 
poner en claro todas las condiciones comprendidas en 
la propuesta, y de expresarías por medio de caracteres 
algebraicos. Las cuestiones que hasta aquí hemos pro
puesto del segundo grado no presentan dificultad algu
na en esta parte; y aunque los principiantes deban ya 
haberse ejeicitado en los problemas que propusimos 
(§§. 82 y anr.) del primer grado, vamos sin embargo 
á proponer y resolver algunas otras cuestiones que da
tan ocasión a muchas observaciones muy importantes.

De dos ari'esanos ^ue han estado trabajando en una 
obra y ganaban dzj^erentes Jornales^ el y^ritnero sobro 
por los días que había trabajado ^8^ reales-, el segun
do trabajó seis dias menos, y pereibió por sus jornales 
216 reales^ pero es de advertir que si por la inversa 
el segundo hubiese trabajado tantos dias eomo el prime- 
^^» y ^•tte hubiese trabajado seis días menos, ganan
do eada uno de ellos el mismo jornal que antes, hubiera 
percibido tanta cantidad el uno como el otro por valor 
de todos sus respectivos jornales. En esta suposición se 
pregunta : ¿cuántos dias ha trabajado cada uno de ellos 
y cuánto ganaba al diai

Aunque en realidad son cuatro las cantidades des
conocidas que nos proponemos determinar en este pro-
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blema, no es necesario representar mas de una de ellas 
por alguna de las últimas letras del alfabeto, porque 
conocemos las relaciones que cada una tiene con todas 
Ias demas. En efecto, representando por a: el número 
de los dias que estuvo empleado el primer artesano, se
rá a: —6 el de los días de trabajo del segundo ;

el ornai del primero sera ------; 

y el del segundo vendra a ser .

Ahora, sí este último hubiese trabajado por espacio 
de a; dias hubiera ganado

216 , 216j: 
arx-------  0------- ;

cr—6 a:—6 
y si el primero hubiese trabajado tan solo a-—6 dias, 
no hubiera percibido mas de

. 384 384a—C)
6 j ------o---------- —;

luego la ecuación fundamental del problema vendrá á ser;
^ÍGx 384 (x—6)
x—6 x

Puesto ya el problema en ecuación, lo primero que 
deberemos hacer en esta es eliminar los denominadores 
por medio de la multiplicación que llaman en cruz. Así 
tendremos :

'2i6x’ = 384 (a:—6) (x- —6);
y siendo los números 216 y 384 exactamente divisibles 
por 6, se simplificará este resultado por medio de esta 
division, y quedará reducido á

3Óa;°=:64 (x— 6) (x —6).
Para resolver esta ecuación pudiéramos efectuar las 

multiplicaciones indicadas, y preparar el resultado con 
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arreglo a lo prescrito (§. io8)j pero siendo el objeto 
de aquella regla el facilitar la extracción de la raíz cua
drada de los dos miembros de la ecuación propues
ta , no es necesario observaría en este caso, porque se 
nos presentan desde luego los dos miembros en forma 
de cuadradosi pues 36a;® es el cuadrado de 6a:; y 
64 (ar —6) (i' — ó) es el cuadrado de 8 ^X'—-6}: lue
go inmediatamente y sin necesidad de preparación al
guna podremos deducir, extrayendo la raíz cuadrada 
de ambos miembros:

6a;==t 8 (a;— 6)
de donde resultan sucesivamente los dos valores de la 
incógnita :

6a:= 8:r —48; a:=24;
6a:=: —8a;-+-48;

El primer valor nos manifiesta que el primer jor
nalero ha trabajado 24 dias, y ha ganado por consi
guiente ^ de real ó 16 reales al dia; que el segun
do ha trabajado 18 dias y ganado ^ de real ó 12 rea
les ai dia.

El segundo valor, aunque tambien satisface á la 
ecuación fundamental del problema, no satisface á este 
según está propuesto, sino con cierta modificación; y de 
consiguiente viene á ser la solución de otro problema 
análogo, según hemos observado (§. 110).

n8 Se j^resentan á un banquero dos letras d ear^o 
de un mismo eomereiante j^ara que las deseuente ; la 
jfrtmera de ^^0 j>esos jia^adera d los siete meses; y la 
segunda de yao ÿesos pasadera á los cuatro meses > el 
banquero da for las dos la cantidad de 1^00 fesos; y 
se nos pregunta : ¿cual es el tanto, for ciento anual de 
interes d que se han descontado estas letras^
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Con el objeto de evitar las fracciones en la expre
sión del tanto for ciento correspondiente á los siete me
ses y á Jos cuatro, representaremos por 12a- el respecti
vo á un año y á una cantidad de cien pesos ; con lo cual 
vendrá á ser a: el interes mensual. En este supuesto se 
obtendrá el valor actual de la primera letra haciendo 
ÇAritm. §. 188) la siguiente proporción:

55000 loo-t-ya:: 100: : < <0:------------ :
^^ 100-f-7^ 

y el valor actual de la segunda letra resultará de esta 
otra proporción semejante:

72000 i oo-t-4a;: 100:: 720:---------- .
100—H ^Æ

Reuniendo estos dos valores tendremos para ecua
ción fundamental del problema:

55000 72000  , = 12 00.
100h-7x 100-h4x

Los dos miembros se pueden dividir por 2ooj y 
así resulta: 275 560----------- 1----------- = 6;

100-}-7r 100-h4x 
y haciendo desaparecer los denominadores (§. 13) ha
llaremos sucesivamente:

275(100-1-4^) -4- 360 (100-1-7^) = 6 (100-t- 7a;) (lOO-f-4^);

27500-1-1100^:4-360004-25 2o;r= 
6oooo4-6óooa;4-i 68a:’ j 

la cual ordenada se reduce á
16 8a:’-í-2 9 8 oa:=3 5 o 0 j 

y dividiendo todos los términos por 2, resulta: 
84a:’4-14 9 oa:z= í 7 5 0, 

la cual da por último:
, 1490 17504---------- . 

84 84
Tomo u. 16
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Y comparando esta ecuación particular con la ge

neral X^-i-fX=q'>

resulta :
1490 1750-------; a— - — ;

84 84
y la expresión de la fórmula general

Se convierte en
_ 745 1/745x745 1750
~ 84 84x84 84

Es necesario reducir desde luego á una sola las fraccio
nes que se hallan debajo del radical, y así resultará: 

745x745-H1750x84 _ 7020^
' 84784 8484 

y observando que el denominador de esta fracción es 
un cuadrado perfecto^ solo faltará extraer la raiz cua
drada del numerador. Aproximándola hasta las milési

mas hallaremos que V^ 70202 5 es 837,8691 y dán- 
dole el denominador 84, serán los dos valores de la in
cógnita:

746 857,869 92,869 , x= h ? =   = 1,1056}
84 84 84

8 843
~ 84 84 ~ 84

El primero de estos dos valores, que no tiene nota 
alguna de absurdo, es el único que resuelve la cuestión 
según está propuesta; y asi diremos que el fan¿o fof 
ciento anual que deseábamos conocer, y que hemos re
presentado por 12a;, será:

I2a:=l 3,267.
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119 La cuestión siguiente es digna de atención 

por las particularidades que ofrecen las expresiones de 
los valores de Ia incógnita.

Distribuir un mimero en ¿os jtartes , cuyos cuadra
dos tengan entre si una razón ¿ada.

Sea a el número dado;
m Ia razón de los cuadrados de sus dos partes: 
z una de estas partes;

la otra será a—xi
y según la propuesta de la cuestión tendremos la ecua
ción

(a--- x) (a--- x)
Para resolvería se nos presentan dos medios; por- 

que ó la podemos preparar para darle la forma de la 
ecuación genera! a;V^a; = ^; ó aprovechamos de la 
Observación que fácilmente se puede hacer de que la 
fracción

(a--- æ) (a--- ¿r)
es un cuadrado, pues lo son su numerador y su deno
minador. Haciendo uso de esta observación deduciré- 
ulos inmediatamente:

a—x

tc=z±Ça—x'^\^ mi 
y resolviendo separadamente las dos ecuaciones de pri
mer grado comprendidas en la Última, que son:

xz=-i-^a—x^V^ mi

^ = ’^Ça — x')\/ m;
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nos resultarán

aV m

—aVm

i~\/m
Del primer valor de la incógnita se deduce que la 

segunda parte del número propuesto es

aVm a-^-aV 1^—^^
a---------- = ZlTí

i^y/m i-hVm 

y las dos partes vienen a ser:

aV m ¿f

1—Vm i-hV m
las cuales son , según lo exige Ia cuestión menores am
bas que el número propuesto.

Del segundo valor se infiere que la otra parte del 

número propuesto es:
aVm a-aVm-i-aVm a

----------77 ~ ---= = — * 
ï—y/m i—V m i—Vm 

y entonces las dos partes son:

--------=7 y---------;
l — y/m 1—Vm

y siendo contrarios á sus signos, no es ya realmente la
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suma de ellas igual ai número propuesto; lo es su di
ferencia, y asi hemos venido á resolver al mismo tiem
po otro problema.

Haciendo »2=1, esto es, suponiendo que hayan 
de ser iguales los cuadrados de las dos partes que se 
buscan, tendremos: \/

y el primer valor de la incógnita da dos partes iguales
a a
---  y ---

resultado evidente por sí mismo. Pero el segundo va
lor da por resultado el símbolo del infinito (§. 68), á 
saber :

—a,——a a^a O , y  0 
1—1---- O-------1 — 1----- 0

Lo que estas expresiones quieren decir es que la 
suposición de dos cantidades cuya diferencia sea a, y 
cuyos cuadrados sean iguales, es enteramente absurda; 
y de consiguiente jamás se las podrá designar. Sin em
bargo cuanto mayores se elijan aquellas dos cantidades 
con aquella diferencia, tanto mas se aproximarán á te
ner la otra condición.

Con efecto, sean ¿r y a;—<3: las dos cantidades, y la 
razón de sus cuadrados estará bien representada por

X^--- 2(7^—HA® 
y dividiendo los dos términos de esta fracción por a;^, 
resultará

2a a’ 
I-------- h—. 

x x'^

Ahora es claro , que cuanto mayor sea el número x,
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tanto menores serán las fracciones —y tanto

mas se aproximara la razón anterior a ser igual á----- ó 

a i j sin que jamas pueda llegar a ser Iguala i. Por ma
nera que i es el limpie de aquella razón ÇArü. §. 121); 
y esto es lo que se ha querido decir cuando se ha di
cho que para que aquel quebrado ó razón fuese axacta- 
mente Igual ai, como requiere la propuesta, es nece* 
sario que fuese ¿íiyííííto el valor de la a^j lo cual es nía- 
nifiestamente imposible.

120 Para comparar el método general de resolver 
las ecuaciones completas de segundo grado con el que 
acabamos de seguir, deduciremos de la ecuación

“7--------77----------■= ^Ça—x) (a—x)
las siguientes:

^''~a^m—2amx-i~jnx’‘i 
x*—mx'*-i-2amx=a'^mi 

( 1 — TM^ar’-h 2amx-=a^ini

Cotejando esta última ecuación con la general 
x'^^j}x=:qj resultará:

y la formula general se trasformará en esta otra:

1—(1—mXl—"0 "^ ^—
Estos valores de x parecen muy diferentes de los 

que se han hallado antes; y sin embargo deben reducír-
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se á aquellos; y esto es cabalmente en Io que puede 
sernos útil este ejemplo, porque manifiesta la impor
tancia de las trasformaciones que las diferentes operacio
nes algebraicas producen en las expresiones de las can
tidades.

En primer lugar es necesario reducir á un mismo 
denominador las dos fracciones comprendidas debajo del 
radical; lo cual se efectuará multiplicando por i—wi 
los dos términos de la segunda, y resultará:

aím® aVn  a*m^-i-a°m(l—m) __

(1—m) (—■m') (1 w) (1 nt) ’ 

y siendo el denominador un cuadrado, podremos efec
tuar inmediatamente la extracción de su raiz, é indica
remos la del numerador. Asi tendremos :

- / a''ni _ ^a'^m
V (1—.m) (1----m')^ 1----- m “ 1-----m

pero la expresión \/a'^m se puede todavía simplificar.
Es claro que el cuadrado de un producto viene á 

ser el producto de los cuadrados de sus factores, pues
to que, por ejemplo,

y que por consiguiente la raíz de b^c'^d^ no es mas que 
el producto de las raíces b, e, y d de los factores 
b^, c^ y d'^. Aplicando esta observación al produc
to a^mf se ve que su raiz debe ser el producto de a, 

raíz de a^, multiplicada por Vm, que es la indicación 

de la raiz de m-, ó que Va^mz^aVm.
De estas diferentes trasformaciones se sigue que 
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cuya expresión comprende estas dos:

Por sencillas que sean estas expresiones no son to
davía las del párrafo anterior; y sí se quiere aplicarías 
al caso en que m—if se convierten en

-----a-i-a 0
11 0

Volvemos aquí á encontrar en la segunda el sím
bolo del infinito como anteriormente; pero la primera 

presenta la forma indeterminada---- de que ya hemos 

visto algunos ejemplos (§§. 69 y 70); y antes de de
cidir acerca de su valor convendrá examinar si se halla 
ó no en el caso indicado (§. 70), es decir, si algún 
factor común al numerador y al denominador es el que 

hace que cuando »1=1, se reduzca á— la expresión del 

valor de la incógnita.
* Las dos últimas expresiones equivalen á estas otras: x^a-^ 

am^—a'^rn am-i-V m
j——- a:=zz——^------------  las cuales están ambas compren

didas en esta: a; —

siguientes: x~

am^^/am
-^ ——también equivalen a las

am---- a *^ m 
m-1

am —f— a*^ m 
m—1

am—-a^ m
=------------ r~

Estas trasformaciones están fundadas en que podemos cambiar el 
signo del dividendo , con tal que también mudemos el del cuociente ó 
el del divisor.
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La expresión------ ------------- se trastorma en

aÇ-^m -4— v'm) a(y}n—ni)

Por lo que hace al numerador de esta fracción, bien 
se ve que se convierte en cero por razón del factor

'' m—m: es preciso, pues, averiguar si este último factor 
y el denominador tienen algún divisor común. Para evi
tar el embarazo que en esta investigación podría ocasio

nar el signo radical, supondremos que \^m = n; y de 
consiguiente que elevando al cuadrado sea in=n^. Por 
este medio se trasformarán las expresiones

en \/m — mYi—m
2 2n—n y 1—72

Ahora, « — «’=72 (i“"«)í y i—«‘=(1 —«)x 
(iH-«)* restituyendo, pues, en lugar de « su equiva

lente \/?M, resultará que

y I— 7M = (— ^m) (l-b'^TW^J

y por consiguiente

aÇV m—ni) aQí~'^in) ‘^^m a^ m

I —7« ( I — v 7«) ^ H-V*^ 7«) I-fVtW

resultado enteramente igual al del §. 119.
Del mismo modo se simplifica la expresión del se

gundo valor de Æ, observando que
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‘‘'aVm-^am — a Ç im') V m ‘-a^ m

como en el 119. '
No es difícil conocer que hubiéramos podido evitar 

los radicales en los cálculos precedentes, representando 
por m^ la razón de los cuadrados de las dos partes del 
número propuesto. En tal caso hubiera sido m la raíz 
cuadrada de aquella razonj y puesto que suponemos co
nocida esta, podríamos considerar como dada su raíz; 
pero acaso no se hubiera echado entonces de ver la uti
lidad de semejante variación en los datos, de la cual se 
valen con frecuencia los algebristas para simplificar los 
cálculos. Ahora que ya se pueden haber conocido las ven
tajas de aquella variación, recomiendo á mis lectores que 
vuelvan á comenzar la solución del problema, poniendo 
m en lugar de mi en la inteligencia de que lo practi
cado en esta cuestión podrá servirles de norma para to
das las demas literales.

1 El ejemplo que acabamos de exponer con tanta extension viene 
a ser en sustancia un problema resuelto por dairaut en su Algebra, 
y propuesto en estos términos: Hallar en la línea gue une dos luces 
cualesquiera f el punto en que estas dos luces alumbran con i^ual in- 
tensidad. Hemos despojado este problema de las circunstancias físicas, 
porque ademas de ser agenas del objeto de esta obra distraen la 
atención que exigen las particularidades algebraicas, muy notables por 
si mismas, y que por esta razón hemos desenvuelto mas que Clairaut-
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De la extraeeion de la ralz cuadrada de las cantidades 
algebraicas.

121 La trasformación que en el párrafo anterior 

hemos ejecutado de y/a^m en a \/ m qs de la ma * 
yor importancia, porque ríos proporciona un medio de 
reducir al menor número posible los factores contenidos 
debajo del radical, y de simplificar otro tanto la extrac
ción que aun haya que efectuar.

Esta trasformación consiste, como se ha visto, en 
tomar sej^aradamente la raiz de cada uno de los fac
tores que sean cuadrados; en escribir todas estas raicee 
fuera del radical como multij^licadores ó coefeientes su
jos; j en dejar debajo de él, tales como sean, los fac‘ 
tores que no sean cuadrados.\

Esta regla supone por de contado que tenemos me
dios de reconocer si es ó no un cuadrado una cantidad 
algebraica, y que siéndolo sabemos extraer la raiz. Para 
que sobre esto no quede la menor duda, trataremos 
primeramente de las cantidades monomias, y después 
pasaremos á las polinomias.

122 De la regla de los exponentes prescrita para 
la multiplicación (§. 31) resulta claramente que la se
cunda potencia de una cantidad cualquiera tiene un ex
ponente doble del de esta cantidad,}

Sabiendo, por ejemplo, como sabemos que 
11 2 224áá ^Oa xa ; a xa =a ; a xa =a , occ. 

nos es fácil inferir que/ío-^o factor que sea un cuadrado 
ha de tener un exponente par; y que se obtiene su raiz 
escribiendo la misma letra con un exponente i^ual á la 
mitad del exponente primitivo.}
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Y asi tenemos V a'^—a ó ai "^a^'—a’^i ^a^:=:a^j Scc-

Por lo que respecta á los factores numéricos que 
sean cuadrados se ejecuta la extracción de sus raices por 
las reglas establecidas anteriormente.

Si queremos, pues, simplificar la expresión Vó^a^h'^c , 

observaremos que son cuadrados los factores a^b‘*c*, por
que todos tienen exponente par; y puesto que sabemos 
que 64 es el cuadrado de 8, inferiremos que siendo la 
cantidad que está debajo del radical el producto de 
cuatro factores cuadrados, su raíz deberá ser el produc

to de las cuatro ralees; y por consiguiente >^641^ be 

= ^a^b\.
123 Cuando no se verifique esta circunstancia, se 

debe descomponer el producto propuesto en otros dos, 
uno de los cuales contenga únicamente los factores cua
drados, y el otro los que no lo sean; para lo cual se 
deben examinar uno por uno todos los factores.

Si nos proponemos, por ejemplo y^y2a‘^b^e^^ echa

remos fácilmente de ver que entre los divisores del nú
meros 72 hay cuadrados perfectos, á saber: 4, 9 y 3^» 
y tomando el mayor de estos tendremos 72 = 36x2; 
el factor a‘^ es un cuadrado; y pasando después al fac
tor b^, que no es un cuadrado por ser impar el expo
nente 3, observaremos que este factor se puede des
componer en otros dos b^ y b, el primero de los cuales 
es un cuadrado ; y asi tendremos: 
b'=b\bi 
del mismo modo
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s 4f ZZÍ" XfJ

é igual trasformación hariamos con cualquiera otra le
tra que tuviese un exponente impar. Todas estas des
composiciones dan

7 2íí*¿^í''= 36 x ^a'^b^he^ci
y reuniendo por una parte todos los factores cuadrados 
y por otra todos los que no lo son, la misma expresión 
se trasformará en

■^6a‘^b^í^^x 2bci
y por último, tomando la raiz del primer producto, é 
indicando la del segundo, tendremos

y/y‘2.a*'b^c^=6a^bc^ \/2b(;,

Hé aqui algunos otros ejemplos de reducciones se
mejantes precedidas de los cálculos que nos conducen 
á ellas.

6x5 / 3a 30^1 /3a 30¿i / Qa

En ambos ejemplos hemos hecho últimamente salir 
fuera del radical el denominador de las fracciones alge
braicas, haciéndolo un cuadrado, según lo que hemos 
dicho (§. 104) con respecto á Ias fracciones numéricas.

124 Por lo que hace á la raiz cuadrada de los po-
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linomioSj convendrá tener presente que ningún binomio 
algebraico puede ser un cuadrado perfecto de cantidad 
representada por las mismas letras de que se componga 
el binomio; porque todo monomio elevado al cuadrado 
produce solo un monomio; y el cuadrado de un binomio 
viene siempre á ser un trinomio (§. 34).

Sería, pues, un error muy craso el tomar el binomio 

a‘^b como equivalente á V^¿?^~H¿“, aunque la raiz 

de a^ tomada separadamente sea a, y b la de b^i por
que siendo ¿z^-t-2ab-i-b^ el cuadrado de a-i-b contiene 
ademas del binonimio a^-t-b^ el término -t- 2ab que no se 

halla en la expresión Va^-h b^,

Todavía sería mayor el error que se cometería en 

tomar el binomio a — b como equivalente á ^a^ — b‘ 

porque siendo ¿í^— 2ab-^-b^ el cuadrado de a — bj este 

binomio equivaldría á a-'iab^b''-, y esta expresión no 

puede, como se ve, ser igual á y/a—b^.

La única simplificación de que son susceptibles las 
raíces de cantidades algebraicas binomias, podrá tener 
lugar solo en el caso en que los dos términos tengan uno 
ó mas factores comunes, y que estos sean cuadrados. En 
efecto

i 2.a b‘^c^-^ ^oa^b^e* d^^.¡^a'^ b^ c^ Ç^b^e-^ ^ab d')-

2abí: ^ab d i
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Pasando ya a los trinomios, propongámonos por 
ejemplo extraer la raiz de

3,3 y 42 ,6

y teniendo á la vista el cuadrado ¿í“-i- 2ab-hb“f tratemos 
de hallar en el trinomio propuesto las tres partes de que 
debe constar el cuadrado de cualquier binomio. Con 
este objeto ordenaremos sus términos con respecto á una 
de sus letras, á la letra a, por ejemplo, y resultará:

642 2,3 16a b ,
Ahora, cualquiera que sea la raiz que buscamos, 

en suponiéndola ordenada con respecto á la misma le
tra a, el cuadrado de su primer término debe pre
cisamente ser el primer término i6¿zV de la cantidad 
propuesta; el duplo del producto del primer término 
de la raiz por el segundo, debe dar el segundo tér
mino 24¿r b^c de la cantidad propuesta; y por último 
el cuadrado del último término de la raiz debe ser pre
cisamente el último término ^b^ de la cantidad propues
ta. Hechas estas consideraciones se dispone la Operación 
como aqui se ve;
Cuadrado... i6a^c^-i-2^a‘b^c~i-^b'^j 4¿í“r-i-3Z’®.... Raiz.

-i-2^a b c-i-^b 
ilS 76 —24¿2 b c—gb

00

Extraigamos primero (§. 122) la raiz cuadrada del 
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primer término i6¿?*/, y el resultado 4^2’f es el primer 
término de la raíz, el cual se escribe á la derecha en la 
misma línea que la cantidad propuesta.

Quitemos de esta cantidad el cuadrado i6¿fV del 
primer término 4íí*r de Ia raizj y haciendo esta reduc
ción solo quedan los dos términos 2 4a^b^í;-^gb^.

Debiendo ser el término 2^a^b^í: el duplo del pro
ducto del primer término de la raíz 4¿rf“ por el segun
do, obtendremos este seg¿mdo, dividiendo 244"*^’^ por 
8ííV, duplo de 4íz’rí el cual duplo se escribe debajo 
de Ia raíz. El cuociente ^b^ es el segundo término de 
la raíz.

Con esto quedará determinada la raiz que nos pro
poníamos hallar; pero se necesita para que sea exacta que 
el cuadrado del segundo término componga 9^“^; ó mas 
bien, que el duplo S^í’f del primer término de la raiz, 
sumado con el segundo ^b^, y multiplicada la suma por 
el segundo, reproduzca los dos últimos términos del 
cuadrado (§. 91); por consiguiente, al lado de Sa^c es
cribiremos -H3Z?^í multiplicaremos Sa^c-^- ^P por ^b^i 
y restando de los dos últimos términos de la cantidad pro
puesta el producto, no queda nada, y de aquí inferiremos 
que la raiz que buscamos es exactamente ^a^C‘+- ^b^.

Bien se deja ver que el mismo razonamiento y la 
misma serie de operaciones se pueden hacer con todas 
las cantidades compuestas de tres términos.

125 Cuando la cantidad de que se quiere extraer 
la raiz tenga mas de tres términos, la raiz deberá tener 
mas de dos; y suponiendo que estos sean tres, observa
remos primeramente la formación del cuadrado de un 
trinomio para venir por este medio en conocimiento no 
solo de las condiciones que deben reunirse en un polino* 
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mío para que sea un cuadrado, sino tambien del modo 
de averiguar su raiz.

Propongámonos, por ejemplo, elevar ai cuadrado 
el trlmonio m-^-n-^fi y con solo representar por la le
tra / al binomio m-^n^ el trinomio propuesto se tras* 
formará en el binomio Z-4-yj; y el cuadrado de este equi
valdrá al de aquel. Ahorá bien, el cuadrado del bino
mio í-i-p es Z'-t- 2Zyí-t-^^ j restituyendo pues m-i-n en 
lugar de Z será:

^m-i-jí-i-jj y =zÇm-+-ny -t- 2 (m-f-«) ^ H-^^j 
y siendo (w-f-«y — jn -t- 2mn-i-n', al cu drado de 
rfi-¥-n-+-_p vendrá á ser

2m«-i-w’-+-2 (m-t-n)
Este resultado nos hace ver que estando ordenados 

los términos del polinomio que suponemos ser cuadrado 
de un trinomio, el primer término de aquel ha de ser 
forzosamente el cuadrado del primer término de este, es 
decir de la raíz; el segundo término de aquel será el 
doble producto de la primera parte de la raiz multi
plicada por la segunda; y de consiguiente dividiendo 
aquel segundo término de la cantidad propuesta por el 
doble del primer término que ya suponemos hallado de 
la raíz, el cuociente deberá ser el segundo término ó la 
segunda parte de la misma raíz.

Conociendo entonces los dos primeros términos de 
la raíz que se busca, se completará el cuadrado de estos 
dos términos, que representamos aquí por (m-f-«)®i y 
quitándolo de la cantidad propuesta restará

cuya cantidad contiene el duplo del producto del primer 
binomio /«-+-« por el tercer término de la raíz, mas el 
cuadrado de este tercer término, y nos hace ver que es

tomo 11. ,-
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necesario ejecutar con el binomio ?w-i-«, que suponemos 
ya determinado, lo mismo que se ha hecho con el pri
mer término w de la raiz.

Sea por ejemplo la cantidad
64¿í’¿<rH- a Síí’/’’ —4o¿2:’¿-^'i ózz'* -i-64/’’4’ — Soab’a 

y ordenando sus términos con respecto á la letra ¿i, dis
pondremos la Operación según acabamos de indicar.

16^4 ¿OdSí-i-aSa" ó’ — 80a¿’c-H64¿"c= ( 4a’ —5aó-i-8¿c 
-H64fl’¿c 8^2—5a¿

—16a* ( 8a’—-lOaó—H8¿c

ir resid.—ÍOa^í-i-aSa’í’ 80a¿’c-H64éV’
—i~64a^bc

22 resid.—f—Gia^^C'—80a¿’c—64ó^c’ 
—e4fl’óc-i-80aó’c—640’c’

0 0 0

Hecho esto, extraemos la raiz cuadrada del primer 
término i6¿?*, y hallamos 4<#* para el primer término de 
La raiz que se busca; formamos su cuadrado, y lo res
tamos de la cantidad propuesta.

Doblamos el primer término de la raiz, y escribi
mos debajo de él el resultado S^ï’i por el cual dividi
mos el término — 4Cír’/>, que es el primero del primer 
residuo; y siendo — ^ah el cuociente, venimos en cono
cimiento de que este es el segundo término de la raiz; 
lo escribimos al lado de 8<«’ ; multiplicamos el todo por 
este segundo término, y el resultado lo restamos del 
primer residuo.

De este modo habremos ya quitado de la cantidad 
propuesta el cuadrado del binomio 4^* — ^abi y puesto 
que en la raiz debe haber algún otro término, en el se-
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gundo residuo deberán existir el duplo del producto 
del binomio hallado por el tercer término que buscamos 
de la raíz, y el cuadrado de este término Doblamos pues 
la cantidad 4*^ —5^^# y el duplo SíT* — loab lo escribi
mos debajo de ^a^ — ^ab para que sirva de divisor del 
segundo residuo; y efectuando la division del primer 
término de este por el primer término de aquel duplo, 
el cuociente S^r será el tercero de la raiz.

Lo escribimos inmediatamente al lado de 8í?’ ~ 
loabi multiplicamos por el mismo cuociente el trino
mio 8<?’‘—i oab-iSbc, y restando del segundo residuo 
el producto total de aquella multiplicación, se destruyen 
enteramente todos los términos, y esto nos demuestra 
que la cantidad propuesta es el cuadrado de 4¿/‘— ^ab-+’ 
Sbc, Si después de efectuada la tercera sustracción que
dasen aun mas términos del polinomio propuesto, seria 
este indicio de que la raiz deberia tener algún otro tér
mino; y continuaríamos del mismo modo, cuanto fuese 
necesario, la operación, imitando lo que hemos practi
cado para hallar los dos últimos términos anteriores, y 
lo que hemos ejecutado en la extracción de la raíz de 
los números.

De la J-ormacion ¿be las potencias en general, 
y ele la extracción de sus raíces.

126 Hemos visto que la resolución de las ecuacio
nes de segundo grado dependía de una operación arit
mética, por medio de la cual retrocedíamos del cuadra
do á la cantidad que se habia multiplicado por sí misma 
para formarlo, ó á la raíz cuadrada; y es fácil ver que 
esta Operación es un caso particular de esta otra cues-

*
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tion general: sabiéndose ó sujjoniéndose que un número 
dado sea una cierta j^otencia de otro desconocido, ¿cómo 
se determina cuál es este otro?' Ya se deja entender que 
la serie de operaciones que deberemos ejecutar en esta 
investigación, deberá ser la inversa de la que nos sirve 
para hallar la potencia; y de consiguiente debe sernos 
muy útil examinar cómo se forma esta para saber como 
se la deberá descomponer.

Siendo muy cómodo el uso de los símbolos alge
braicos para investigar cuanto pertenece á la composi
ción y á la descomposición de las cantidades, procedere
mos desde luego á la formación de las potencias de las 
expresiones algebraicas; pues para hallar las de los nú
meros basta lo que hemos dicho en el §. 24 con arre
glo á lo cual hemos formado las potencias que se hallan 
en la tabla siguiente :

r
H 1 â 3 4 5 6 7 8 9

2Í 9 te 25 36 49 64 81

3Î 8 27 64 125 216 343 512 729

« 16 8. 236 623 1296 2401 4096 6561

« .32 243 <024 3123 7776 16807 32768 59049

6Î 64 729 4096 15625 46656 117649 262144 531441

7?
'1___

1 128 2187 16384 78125 279936 823543 2097152 4782969

Hemos puesto aqui esta tabla principalmente con 
el objeto de hacer notar la rapidez con que crecen las 
potencias de los números á proporción que van siendo 
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de grado mas elevado; observación muy importante pa
ra lo sucesivo Se ve con efecto que la séptima potencia 
de 2 es ya 128, y que la de 9 asciende á 4.782,969.

De esto se infiere con facilidad que las potencias 
de las fracciones propias disminuyen con mucha rapidez; 
porque las potencias del denominador van siendo tanto 
mayores que las del numerador cuanto mas elevadas sean.

La séptima potencia de ¿ , por ejemplo, será 7^3, y 
la de g Sera 4782869.

127 Puesto que en todo producto cada letra tiene 
por exponente la suma de los exponentes que tenga en 
los dos factores (5. 26 ), es consiguiente que /¿2 potencia 
di una cantidad monomia sc forme multiflieando el 
ponente de cada factor por el exponente de la potencia.

La tercera potencia de a^b^c^ por ejemplo , resulta
rá multiplicando los exponentes 2, 3 y 1 de las letras 
a, by c por el exponente 3 de la potencia que se bus
ca; y se tendrá a^b'^c^. Con efecto, esta potencia es lo 
mismo que

abcxabexabc^a be.
Si la cantidad propuesta tuviese algún coeficiente 

numérico, sería necesario elevar tambien este coeficien
te á la potencia indicada; y así la cuarta potencia de 
^ab^'c^ es Sia''b^c^°, porque la de 3 es 81.

128 Por lo tocante á los signos que precedan á 
las cantidades monomlas, debemos observar que todas 
las potencias, cuyo exponente sea par, han de tener el 
-^i^no'^i y que todas las de exponente impar deben lle- 
'^ar el mismo singo que la cantidad que las haya for- 
mado.

Con efecto, las potencias de un grado par resultan 
de la multiplicación de un número par de factores; y 
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ya se sabe que los signos —combinados de dos en dos 
en la multiplicación dan siempre al producto el signo-+> 
(§• 3 ^ )• ^^^ ®^ contrario , si el exponente de la poten
cia, ó lo que viene á ser lo mismo, si el número de 
los factores fuere impar, el producto tendrá el signo— 
siempre que este signo preceda á los factores, porque 
en este caso se ha de terminar forzosamente la Opera
ción multiplicando un producto positivo por un factor 
negativo.

129 Para retroceder de la potencia á la cantidad 
que la ha formado, y que se llama la raíz, no hay mas 
que invertir las reglas que acabamos de dar, es decir: 
i. Ss ha ale dividír el exj^onenfe de cada letra for el 
^ue indique el ¿rado de la raiz que se quiera extraer.

De esta manera hallaremos la raiz cúbica ó de ter
cer grado de la expresión a'^b^e^, dividiendo por 3 los 
exponentes 6, 9 y 3 j lo cual dará al^Pe.

2.® Ç^Cuando la exjiresion ^roj^uesta ten^a al^u» 
eoejieiente numérico, se debe tomar tambien su raiz^pará 
obtener el coeficiente de la cantidad literal que se de
duzca por la regla anterior.

Si se nos pidiese, por ejemplo, la raiz cuarta de 
8lír’¿’‘r’^°, veriamos en la tabla del §. 126 que 81 es 
Ia cuarta potencia de 3, ó lo que es lo mismo, que la' 
raíz cuarta de 81 es 3; y dividiendo por 4 los expo
nentes de las letras, tendríamos por resultado ‘̂ab'^c\

En caso que no se pueda hallar por medio de la 
tabla citada la raiz del coeficiente numérico, se la ex
traerá por los métodos que mas adelante daremos á co
nocer.

130 Ya se deja entender que la extracción de las 
ralees de los factores literarios de las cantidades mono- 
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raías no se podrá efectuar sino cuando cada exponente 
sea exactameute divisible por el de la raíz. En no ve
rificándose esta circunstancia, lo único que se puede ha
cer es indicar la operación aritmética que habremos de 
efectuar cuando se sustituyan números á las letras.

Para esta indicación se hace también uso del signo- 

\/ ; pero á fin de no confundir las raíces de un gra
do con las de otro se escribe entre las líneas de que se 
forma el signo radical el exponente de la raíz que con 
él intentamos representar. Así cuando veamos las ex
presiones ^a, '^a^, sabremos que la primera represen
ta la raiz cúbica ó del tercer grado de la cantidad ¿?; 
y la segunda la raíz quinta de ¿í*.

De cualquier grado que sean Ias expresiones pre

cedidas del signo V" , se las puede frecuentemente sim
plificar haciéndose cargo de que ^§. 12‘̂ ') una po
tencia cualquiera de un producto es el producto de las 
potencias del mismo grado de todos los J^actores de la 
raiz', y que por consiguiente, cualquiera raiz de un 
producto es el producto de las raíces del mismo grado 
de todos sus factores. De este último principio se de
duce que si la cantidad puesta debajo del radical tie
ne factores que sean potencias exactas del mismo gra
do que el de la raiz indicada, se podran tornar sepa
radamente las raíces de estos factores y multiplicar el 
producto de estas por la raiz indicada de los otros 
factores.

En la expresión ^96a'b\'^, por ejemplo, se ve 

que 96 = 32x3 = 2^x3;
que ¿r' es la quinta potencia de ai
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que P = b'xb^i 
que f” = /°xf; 
y por* consiguiente 

y siendo 2abe^ la raíz quinta del primer factor del últi
mo producto resulta que

131 Debiendo llevar toda potencia de un grado 
indicado por número par el signos (§. 128), ninguna 
cantidad precedida del signo — podrá ser potencia de gra
do par, ni de consiguiente podrá tener raiz de este gra
do. De lo cual se sigue que iodo radical de un ^^rado jiar 
^ue ten^a debajo de sí una eaniídad ne^atívaj es una 
expresión imaginaría.) Así que

^/ 6/ a ”
y—a, y — a^^ b~+- V—ab^

son expresiones imaginarias.
Por manera que cuando el exponente del radical 

sea par, no se podrán designar ni exactamente ni por 
aproximación, ni en expresiones positivas ni en negati
vas, mas que las raíces de las cantidades positivas, y 
esias raises podrán esiar j^recedidas indijerentemeníe 
del signo-t-ó del signo — , porque en ambos casos re
producen igualmente la cantidad propuesta con el signo 
-^í Io cual debe entenderse en el supuesto que se igno
re qué signo tenia la que se supone haberla producido.

No se verifica lo mismo cuando el exponente de la 
raiz sea impar; pues debiendo las potencias de expo
nente impar tener el mismo signo que sus respectivas 
raíces ( §. 128 ), debe por la inversa darse d las ral
ees de estos grados el mismo signo que preceda d la po-
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tentai y así en tales casos se podrá designar de Ia raíz 
una expresión que no sea imaginaria.

132 Es interesante observar que la regla dada 
(§• 1^9) P^^2 ^^ extracción de las raíces de los mo~ 
nomios por medio de los exponentes de sus factores, 
conduce naturalmente á indicar con símbolos mas cómo

dos para el cálculo que el signo V , las raíces que no 

se pueden extraer algebráicamente con exactitud.
Si, por ejemplo, se nos pidiese la raíz tercera ó 

cúbica de a^ j deberíamos conforme á la regla citada, 
dividir el exponente 5 por 3; pero no pudiendo efec
tuarse exactamente la division, resulta el número frac
cionario j; y la forma que adquiere entonces el expo
nente del resultado indica que no se puede verificar la 
extracción en el estado actual de la cantidad propuesta. 
Debemos, pues, mirar como equivalentes las dos ex

presiones V^íí^yíj®.

Esta segunda tiene sin embargo la ventaja de con
ducimos inmediatamente á la simplificación de que es 
susceptible la expresión ^a^ ; porque extrayendo el en

tero contenido en la fracción |j tendremos ih-j, y por 
consiguiente

£
donde se ve que la cantidad a^ está compuesta de dos 
factores, de los cuales el primero es racional, y el otro 

se convierte en

Lo mismo pudimos haber deducido de la expre-
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sion ^y, observando lo prescrito (§. 130); P^^'o ^^ 

exponente fraccionario conduce inmediatamente á aquel 
resultado. Ya se nos ofrecerán en otras operaciones que 
hayamos de ejecutar con las cantidades radicales nue
vas ocasiones de reconocer las ventajas de los exponen
tes fraccionarios.

Por ahora basta observar que correspondiendo la 
division de los exponentes, en los casos en que se la pue
de efectuar, á la extracción de las raicesi en estando me
ramente indicada aquella division, se la debe conside
rar como símbolo del resultado de la misma operacioni 
y de consiguiente deberemos tener por equivalentes las

n __ w
expresiones

Así vemos de nuevo que el convenio adoptado pa
ra representar las diferentes potencias de una cantidad 
nos conduce por analogía y por extension á símbolos 
particulares, del mismo modo que según vimos (§. 37?’ 
nos condujo á la expresión ¿í®=l.

133 Observaremos con este motivo que la regla 
de los exponentes relativa á la division 0. 3^)* com
binada con la de los signos relativa á la sustracción 
(§. 20), nos conduce tambien á nuevas expresiones de 
cierta clase de fracciones algebraicas.

Con efecto, por medio de estas reglas tenemos:

y de esto es fácil inferir que si el exponente n del de
nominador fuete mayor que el exponente m del nume
rador, será negativo en el segundo miembro el expo
nente de la letra a.
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Por ejemplo, si w=:2 y «=3, tendremos:

y como por otra parte sepamos que simplificando la frac- 

cion ~ se trasforma en —, vendremos á concluir que

son equivalentes las expresiones — y a~^'

En general tenemos por la regla de los exponentes

” = "* y po^^ otr^ parte sabemos que

^^““iÿ^ïïTF = “^T' J^^^^^^^» P^^es, que son equiva

lentes las expresiones — y a ”.

En efecto, el signo — que precede al exponente n, to
mado en el sentido indicado en el J. 62, manifiesta que 
el exponente negativo propuesto procede de una fracción, 
cuyo denominador contenia n factores ¿r mas que el nu

merador, la cual simplificada es -L. Se puede, pues, en 

encontrando cualquiera de estas expresiones, sustituir en 
lugar de ella la otra.

Con arreglo a esta observación la cantidad-, que 

es equivalente á a^>:h^x—x —, se puede trasformar 

en esta otra a^h^e~~ ¿/~'*;\es decir, ^ue sff j^ueden trasj'erir 
al numerador todos los factores del denominador con los 
mismos exj)onentes e^ue tensan, sin otra novedad que la 
de estar j}recedidos estos del signo —.

Y reciprocamente, cuando una cantidad contenga
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factores con exjjonentes ne^aíi'vos, los fo^iremos trasla^^ 
dar al denominador, dando d sus exponentes el signo -i-; 
y de esta manera la cantidad a^ b^ c~~'* d~^ se convierte

De la formación de las potencias de las cantidades complexas.

134 Observaremos ante todas cosas que se indican las potencias de 
las cantidades complexas encerrando estas cantidades dentro de un pa
réntesis ^ sobre el cual se pone á la derecha el exponente de la poten
cia. La expresión (4a’---- 2fl¿-H5¿’)3 denota la tercera potencia de 
la cantidad 4a’ — 2a¿-1-5¿’. La misma potencia se puede tambien 
indicar del modo siguiente:

--------------------- 3

4a’ — 2a¿ -l-6¿\

135 Siendo las cantidades binomias las mas sencillas después de 
las monomiasj deberán ser entre las complexas las primeras cuyas 
potencias nos propongamos determinar; y asi como por medio de mul
tiplicaciones sucesivas de un binomio hemos hallado (§. 34) su segun
da y su tercera potencia^ pudiéramos igualmente hallar por el mismo 
medio cualquiera otra potencia que necesitásemos del mismo binomio; 
pero así no obtendríamos mas que resultados particulares, como los 
que se hallan en la siguiente tabla:

(x—1—«)'—H-C-K —Ha’
(x—Haf—x^—H^ax’->H3a’x—i—a^ ;
(^H_a)4^x'^-H4ax3-H6a’x’-H4a3x-Hû‘^ ^^*., 

la cual se podrá fácilmente continuar cuanto se quiera; pero no será 
igualmente fácil descubrir en ella la ley que siguen los coeficientes 
numéricos de estos resultados. Reflexionando sobre lo que practi
camos en estas multiplicaciones, echaremos de ver que los coefi
cientes numéricos provienen de las reducciones que origina la igual
dad de los factores que forman cada una de las potencias; y que si 
descubrimos algún medio de impedir estas reducciones, lograremos 
poner mas claro la ley que se observa en la composición de estos 

productos.
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El medio que para esto se ocurre desde luego es suponer por 

un momento que sean desiguales los segundos términos de los bi
nomios que se hayan de multiplicar, representándolos por los si
guientes:

Efectuando sucesivameute las multiplicactones de dos, de tres, de 
cuatro $Cc. de estos binomios, y colocando en una misma columna los 
términos en que se halle la primera parte x elevada á una misma po
tencia, tendremos.

(x-4—a) (x—í—¿)=x’—1—axr-f—íz¿5
—(—èx

(x—1—a) (^x—f—¿) (x—(— c)=x’-{—ax^—f— abx—|-a¿e;

-^cx^-+-ècx
(x-|-<i) (x-t-¿) (x—He) (x-Hí/)=x*-Hax^--}-a¿x®H-¿acx-HnW

-H¿x’-Hacx’-Ha¿í/x
—i—cx^-}-adx-—i—acdx
-i-dx^-^i- bcx'^--i~¿cdx

-l-l>dx^
~^cdx^

S^c. ^c. <c.

Sin necesidad de efectuar mas multiplicaciones de estas, se puede ya 
venir en conocimiento de la ley con que están formados sus produc
tos; pues reputando por un solo término á la combinación de todos 
aquellos en los cuales se halle una misma potencia de la x, y que por 
esta razón están colocados en una misma columna, es decir, teniendo 
presente que, por ejemplo,

cx3-l-^x5-Hcx3-H¿x3=(a-H¿-Hc-í-<¿)x5 (§. 11);

sc puede ya observar en los productos que hemos hallado:
fl? Que en cada uno de ellos hay un término mas gue tinidades 

ba}' en el número de sus Jactores •
2? Que el exponente de x en el primer término es ig-ual al número 

de los factores; y que después va disminuyendo una unidad en cada 
uno de los términos que siguen:

3? Que la mas elevada potencia de x no tiene otro coerciente que 
la zinidad; la inmediata inferior ^ cuyo exponente tiene una unidad
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Tnenos f esfa TnultipUcada por la suma de los segundos términos de 
los ¿inonitos ; la que tiene dos unidades menos en su exponente, lo 
esta por la suma de todos los diferentes productos que se pueden oó^ 
tener multiplicando de dos en dos los seg-undos términos de los bino- 
mios í la que tiene tres unidades menos en su exponente^ lo está 
por la suma de todos los diferentes productos que se pueden obtener 
multiplicando de tres en tres los seg-undos términos de los binomios ^, 
y asi de las demás. Finalmente ^ en el ultimo término ^ que es el pro
ducto de todos los segundos términos de los binomios, y en el cual no 
aparece la x, podemos suponer que se halla esta letra con el expo
nente cero (g. 37), / gue de consiguiente el exponente mas alto de 
[a x se ha disminuido de tantas unidades como hay en el niímero de 
los factores..

Aunque no es diricll ver que la forma de estos productos debe 
permanecer sujeta a las mismas leyes, cualquiera que sea el número 
de sus factores, se puede demostrar esta verdad de uu modo mas 
convincente que por medio de la analogía.

156 Por decontado es evidente que todo producto de esta es
pecie debe contener todas Ias potencias sucesivas de a; desde aque
lla cuyo exponente es igual al numero de los factores que se han 
multiplicado, hasta aquella cuyo exponente es cero. Por manera que 
si representamos por m el numero de factores, aquellas potencias 
vendrán á ser

w m—t m~2
SC ‘, x ■, x ^c. hasta a?".

Representemos por las letras A, B, C...............F los respectivos 
multiplicadores, 6 sean coeficientes de aquellas potencias, comenzan- 

m—1 
do desde x ; y como mientras permanezca indeterminado el 
numero m de los factores, debe igualmente permanecer indetermi
nado el número m—H1 de te'rm¡nos del producto, no podremos de
signar mas términos de este que los primeros y los últimos, y ten
dremos que contentamos con indicar por medio de una serie de 
puntos suspensivos los demás términos intermedios que puedan fal-

l Estos productos se llaman binarios.

2 Estos otros se llaman productos ternarios.
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tar para complelailo. Así que, todo el producto vendra a tener esta 
forma:

a:"’ -t-^x’^—‘-«-Z?X"'—--H............_|-7>®-H Kc-Î-K; 

y esta expresión representará el producto de un número cualquiera m 
de factores Æ-4-«, x-^—b, x—^-c, x—{-d ^c.

Ahora bien , si al producto que acabamos de suponer bailado lo 
multiplicamos por otro nuevo factor r-t—Z, deberá resultar una ex
presión de esta forma:

jc’’'-^i—i—^x” —^Bx’’'~^—^Cx’"~^....-+-Tx^—^~Ux^—^~Yx
—i—lx"’ —{~l,‘íx'’“-^—h-lBx"'~^....~i~lSx^~-[-lTx'~-i—/Ux-i—lí''

la cual «os hace ver:
1? Que si A es la suma de los m segundos términos a, />, c, d S^c., 

será Á-j-l la de los /n—f—1 segundos términos a, í, c, d S^c, /; y 
que por consiguiente si la ley indicada para la composición del coefi
ciente dd segundo te’rmino es verdadera en el producto del grado m, 
se la deberá igualmente observar en la formación del segundo te'rmino 
del producto del grado m-i—l.

2? Si es B la suma de todos los productos binarios de las m can
tidades a, ¿^ c, d ^c.y B-i—l^ representará la de los productos bi
narios de las w—1-1 cantidades a, b, c, d S^c. l: porque siendo A la 
suma de las primeras m cantidades, será lA la de los nuevos productos 
binarios que pueden fonnarse combinándose la nueva cantidad l con 
todas las anteriores; luego si la ley que liemos supuesto para la com
posición del tercer te'rmino del producto es verdadera cuando este sea 
del grado 7)1^ tambien será verdadera cuando el producto sea del gra
do w—í—1.

3? Si es C la suma de todos los productos ternarios de las Tn can
tidades af b, Cf d ^c, será C-i—lB la de todos los productos ter
narios de las m—H1 caniidades a, bf c, d ^c. h, pues si B representa 
la suma de todos los productos binarios de las 771 cantidades a, b, c, 
d ^c.f vendrá á ser ¿B la suma de lodos los nuevos productos ter
narios que se pueden formar combinándose la nueva cantidad l con to
dos los productos binarios de las anteriores; y de consiguiente si en el 
producto del grado ;n es verdadera la ley que hemos indicado para la 
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composición del coeficnte del cuarto te'rmino, también será verda
dera en el producto del grado

Fácilmente se ve que se puede hacer un razonamiento semejante 
sobre cada uno de todos los demás términos basta llegar al último ¿y 
el cual será el producto de los m-Hl segundos términos siempre que 
K lo sea de los m segundos términos.

De esto se deduce que pues en el producto de cuatro factores 
ó como dicen del cuarto grado, hemos ya observado (§. 155) que 
el coeficiente del segundo término es la suma de las segundas par
tes de los factores; que cl coeficiente del tercer término es la suma 
de todos los productos binarios de las mismas segundas partes ¿fe.; se 
deberá verificar lo mismo en el producto del quinto grado, y por 
consiguiente en el del sexto; y así podremos ir subiendo de grado 
en grado hasta venir en conocimiento de que es general la ley indicada. 
Por manera que si al producto de un número cualquiera m de facto
res binomios Æ-f— a, x~f—ó, jj-q—c, æ—(— d ^c. lo representamos por

-I- J^'«-1 -}- Bx^‘~'^ -4- Cx^'-S...... H- Tx'^ ^Ux-^r,

será generalmente ^ la suma de las m cantidades a, b, c ^'‘c.; B la 
de lodos los productos binarios de estas cantidades; C la de lodos los 
productos ternarios de estas cantidades, y así sneesivamente.

Si no contenlos con haber ya descubierto la ley de la formación de 
lodos los términos de esta clase de productos, quisiéramos cifraría en 
una expresión algebraica, podremos representar por ^x'"~” un tér
mino cualquiera del producto, y deberemos tener presente que cuan
do sea n=l, el término representado será cl segundo del producto, y 
N será la suma de las m cantidades a, ¿, c, d ¿fe.; cuando sea n=2, 
el termino sera el tercero, y TV designara la suma de los productos bi
narios; cuando sea n=3, el término será el cuarto, y TV representará 
la suma de los productos temarios; cuando n=10, el término será el 
undécimo, y TV representara la suma ¿e los productos denarioSf y así 
succsivamente.

137 Para hacer ahora que los productos de factores binomios que 
solo lienen el primer término común

(r-Híz) (ar-M); 
(x-Ho) (x-|-¿) (x-Hc);
(¿c—Ha) (x-+-¿) (-f—He) (x-4-<Z) ^c. 
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se Irasformen en las potencias de uno cualquiera de ellos, por ejemplo, 
de ^¿K-j-a) ; ó lo que es lo mismo en (a;-l—a)^; (x-H«)s;(x-4-a)^ ^c 
basta suponer que todas las cantidades b, c, d ^c. han venido a ser 
iguales á a, y sustituir por consiguiente en el producto la letra a cu 
donde quiera que se baile cualquiera de las demas. De este modo 
todas las cantidades que multipliquen una misma potencia de x, se
rán iguales entre sí; y el coeficiente del segundo termino, que en el 
producto de cuarto grado, por ejemplo,

(x-4—o) (x—1-¿) (x—|-c) (x—1— d) es a-^-b-^-c-^d,

se convertirá en’ 4«; y siendo el del tercer te'rmino del mismo pro
ducto 

ab^i^ac—i—ad-i—bc-^bd—l-cd,

se convertirá en 6«’; y de aquí es fácil inferir que el coeficiente de 
cada una de las diferentes potencias de x se convertirá en una sola 
potencia de a, repetida tantas veces cuantos términos tenga en el pro
ducto aquel coeficiente y designada por el número de factores que 
contenga cada termino. Asi el coeficiente JV de la potencia x^---- » 
será la potencia a" repetida tantas veces cuantos productos diferen
tes se puedan formar tomando n letras de un numero m de ellas; y 
de consiguiente á la investigación del número de estos productos se 
reduce la del coeficiente numérico del término en que se baile la 
potencia x'"--- ".

138 Pura llegar á descubrir aquel número es necesario en pri
mer lugar distinguir las diferentes alteraciones o permutaciones o 
situaciones que pueden tornar las letras o factores de un producto, 
de los diferentes productos ó combinaciones que pueden formarse 
con un cierto número de letras. Con dos letras, por ejemplo a y bf 
no se puede formar mas de un producto binario-, pero sus factores 
son susceptibles de dos alteraciones ó permutaciones ab y ba-, con 
tres letras a, b, c no se puede formar mas de un producto ternario-, 
pero sin que varíe el valor del producto, sus factores son suscepti
bles de seis alteraciones ó permutaciones •. abc, acb, bac, bca, cab, 
cba (§. 88). Con las mismas tres letras se pueden formar tres pro
ductos binarios enteramente diferentes ab, ac, be-, pero si se atiende 
á la diferente situación de los factores, aquellos tres productos ven
drán á ser seis: ab, ba, ac, ca, be, cb.

TOMO U. l8
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Esto basta para darnos á conocer que para determinar el número 

de combinaciones que se pueden formar con cualquier número de le
tras es necesario atender á estas tres circunstancias: H cuántas son 
todas las letras que se nos proponen: 2? de cuántas ba de constar 
cada una de las combinaciones: 5^ cuántas son las diferentes situa
ciones de que en una misma combinación ó producto son susceptibles 
las letras ó factores de que se compone.

Para fijar las ideas supongamos que habiéndosenos dado Ias nueve 
letras siguientes

«> ^> <^» ^) c>/, ^j ^h »»

se nos pregunte cuántas son las combinaciones de á siete letras que, 
comprendiendo las permutaciones, pueden resultar de las nueve; y 
por de contado nos ocurrirá que tornando arbitrariamente una com
binación de seis de estas letras, por ejemplo, abedef, podre
mos agregar á estas sucesivamente cada una de las tres letras restan
tes ^, h, ¿, y de esta manera tendremos las tres combinaciones de a 
siete letras :

abedefff, abedefhfabedeft.

Lo que acabamos de decir respecto de una combinación particu
lar de seis letras, convendrá igualmente á todas las demas combina
ciones de á seis; y de esto deberemos concluir que cada combinación 
de á seis letras dará tres de á siete, esto es, tantas como letras fal
ten para que todas estuviesen á un mismo tiempo en una sola com
binación. Luego si presentamos por P el número de las combi
naciones de á seis letras, tendremos el de las combinaciones de a siete 
letras multiplicando P por tres ó por 9---- 6. Poniendo m y n en lu
gar de los números 9 y 7, y considerando á P como el numero de 
las combinaciones que pueden formarse con m letras entrando en cada 
combinación n—1 letras, y atendiendo á las permutaciones, el nume
ro de combinaciones de á n letras que de las mismas m letras po
drán resultar, deberá representarse por

P(m—(/1—1)) ó P (jn—72—H1).

Lo único que ti primera vista parece que hemos adelantado con

MCD 2022-L5



DE ALGEBRA. 275
esta formula, es haber averiguado que en sabiendo cl número de pro- 
duelos cuaiemarios, por ejemplo, que se pueden sacar de m letras, 
nos sera fácil determinar cl de lus quinarios ; eu sabiendo cl de los 
tcrnai'ios se determinará el de los cuaternarias', en sabiendo el de los 
binarios determinaremos cl de los ternarios, y asi sucesiva mente; por
que suponiendo como suponemos conocidos los valores de m y de n, 
lo único que falta conocer en la fórmula es el valor de P para poder 
despues efectuar con las tres cantidades m, n, P las operaciones que 
la misma fórmula prescribe.

A fin de hacer ver que en esta fórmula están comprendidos ¡m- 
plícitanicnte todos los casos particulares, propongámonos averiguar 
cuántos productos binarios ó combinaciones de á dos letras se pueden 
formar con m letras atendiendo á las permutaciones. En este caso 
será n=2; y para hacer uso de la fórmula deberemos tener sabido 
de antemano el número P de combinaciones, si asi pueden llamarse, 
que se pueden formar con las mismas m letras, toraáudolas uua á 
una; porque en este caso n—1=1. Ahora bien, este número P'c^m, 
y de consiguiente la fórmula general se trasformará en mQn---- 2—1-1) 
ó mQn----Í).

Ya que sabemos el número de productos binarios , nos será fácil 
determinar el de los ternarios con solo sustituir en la fórmula 3 en 
lugar de n, y m(jn-----1) en lugar de P. Asi tendremos :

m(m---- 1) (zn—3—|—1) ; ó m(m—— 1) (m—2).

Si ahora que ya sabemos el número de los productos ternarios, 
queremos averiguar el de los cuaternarios, en la fórmula sustituire
mos 4 en lugar de n, y mÇm—1)0^—2) en lugar de P, y resultará:

m^m—i') Qn-----2)(m---- 4—1—1); ó mÇm —l)(zn—2 (in—3).

Del mismo modo podremos determinar el número de productos 
quinarios , que será 7n(ni—1) (zk—2) (ot'---- 3) (zn—4); y asi 
podremos calcular progresivamente el número de combinaciones que 
se pueden formar con m letras, entrando en cada combinación cual
quier numero n, de ellas y atendiendo á las permutaciones. Este nú
mero, que según hemos visto, está representado por P Çm---- n—í—i'), 
lo estará con mas claridad por ^(zn—1) (m 2) (m n-í—1): 
en cuya expresión los puntos suspensivos nos dan á entender que se 
deben continuar los factores hasta que haya tantos como letras hayan 
de entrar en cada una de las combinaciones, ó lo que es lo mismo,
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basta que el gum-ismo sustradivo que lumia parte de cada factor 
valga tantas unidades menos una, como letras han de entrar en cada

combinación!. v
159 Para pasar ahora del número de las combinaciones que he- 

delcrmi.«<lo de n letras, al de los productos diferentes, es de- 
cir al de aquellas combinaciones en que no se atiende a las permu
taciones, es necesario conocer de antemano el número de permuta
ciones ó alteraciones de que son susceptibles los lactores de un mis
mo producto. Para esto observaremos que si en cualquiera de las 
combinaciones se fija en el primer lugar una de las letras, se po
drán hacer entre todas las dornas tantas permutaciones cuantas per
mita un producto de n—1 letras. Tomemos, por ejemplo, la com
binación ó producto aéede/¿' compuesto de 7 letras; y fácilmente ve- 
remos que dejando en el primer lugar la a, podremos escribir este 
mismo producto de tantas maneras cuanta.s sean las permutaciones de 
que sean susceptibles los factores del producto de seis letras bedej^r- 
y pudiendo cada una de las 7 letras ocupar el primer lugar que he
mos supuesto ocupado por la a, es claro que si llamamos Q el nu
mero de permutaciones de que son susceptibles los factores de un 
producto de 6 letras, 0x7 representará el de las permutaciones de 
los factores de un producto compuesto de 7 letras. De aquí se sigue 
que si representamos por Ç el número de las permutaciones de que

i En el número que acabamos de determinar de combinaciones, no están 
comprendidas aquellas en las cuales se halla repetida muchas veces una mis
ma letra , poique no pueden sernos Útiles para el asunto de que aquí trata
mos. Sin embargo , comO pueden serio para el cálculo de las probabilidades 
que tiene por fundamento la teoría de las combinaciones y permutaciones, 
observaremos en el ejemplo propuesto que cada combinación de á 6 letra# 
abedef, pudiéndose combinar de nuevo con cada una de las g, producirá g 
combinaciones de á 7. De consiguiente si P representa el número de combi
naciones de á 6, el de las de á 7 estará representado por Pxg, y generalmente 
si m es el número de todas las letras, y P el de las combinaciones en que 
entran «—1 de ellas, Pm será el número de las combinaciones, en cada una 
de las cuales entran n letras. Sieudo pues m el número de combinaciones, 
si asi pueden llamarse, de las letras tomadas una á una, será mx'n ó m^d de 
las combinaciones binarias; m^^m ó m^ el de las ternarias; y finalmen
te m" representará el número de combinaciones que pueden formarse con 
w letras, entrando en cada combinación « de ellas, y atendiendo no solo a 
las permutaciones de las diferentes letras que entran en cada una, sino 
tambien á las repeticiones de una misma letra.
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son susceptibles los factores de un producto de 71—1 letras, Qn re- 
preseutará el número de las permutaciones de que son susceptibles los 
factores de un producto de ii letras.

La sencillísima fórmula Qn comprende cuantos casos particula
res pueden ocurrir^ porque si suponemos n=2, es decir, si quere
mos averiguar de cuántas permulaciones son susceptibles los dos fac
tores de un producto binario, en observando que cuando no hay 
mas de una letra es Q=1, resulta 1x2=2 para el número de 
permutaciones de un producto de tres letras. Suponiendo ahora 
^>=1x2, y n=3, tendremos Ix2x3=6 para el número de 
permutaciones de un producto de tres letras. Haciendo del mismo 
modo Q = 1x2x3, y n—i, resultarán Ix2x3x4 ó 24 permu
taciones posibles en un producto de 4 letras, y asi sucesivaraentc. 
Por manera que Ix2x3x4......xn, vendrá á ser la expresión ge
neral del número de permutaciones de que son susceptibles los facto
res de un producto formado de « letras.

140 En habiendo comprendido lo que acabamos de cxiwner, se 
verá con facilidad que dividiendo el número total de las combi
naciones de á n letras que se pueden formar con las m letras pro
puestas, por el número de las permutaciones de que son susceptibles 
las n letras que entran en cada combinación, el cuociente será el 
número de los diferentes productos que se pueden hacer tomando 
de todas las maneras posibles n factores entre las m letras. Estara 
pues, bien representado este número por la expresión fraccionaria

—n-í-1) , ,
- ------- ---------- o mas claramente por esta otra.-........................-......... —.

7n(¡n---- 1) Cm—2}...........(m—n—|—1 ) , . . i
—---- ---- ---------------------- i--------------- : y de consiguiente la expresión

■ JVx^—" (§. 136) se trasformará en

, ,. m(m—1) (m— 2)..... (m—7i-4-l)
o mas bien en —-—-——-------------- ------------

1x2x3......................xn a" ^m—nt
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y cualquiera de estas vendrá á ser la expresión general de cualquiera 
de los términos del polinomio equivalente á

P(m---- n-{-l)
Estando representado por-----" un ter

mino cualquiera de aquel polinomio, el termino que inmediatamen- 

te le anteceda lo deberá estar porrt"---- x’"------- j porque re

trocediendo bácúi el primer término, aumenta una unidad el expo
nente de x; el de a disminuye otro tanto, y ademas P y Q son las 
cantidades relativas al número n---- 1.

141 Si Lacemos - —M, se convertirán aquellos dos términos

consecutivos en ma'‘---- ’ y Jf--------------------- a” "

cuyos resultados nos manifiestan cómo formaremos cualquier térmi
no del polinomio equivalente á (x-1-a)’”, por medio del que le 
anteceda.

En efecto, sabiendo como sabemos que el primer término es x"*  , 
bailaremos el segundo haciendo n=l, y puesto que el coeficiente 
de x’” es la unidad, será J/=1, y vendrá á ser el segundo término

• Es importante observar que haciendo sucesivamente n —a; nx3 j »z:4 &«• 

P(m-----n—1-1) m(m----
se convierte la fórmula —— en

Qii 1.2

m(m------- 1) (7n—2) m(m—1) (m------- 2) (yn—3)
------------------------------------------; —- --------------- &c.5 expresiones que 

1.2.3----------------------- 1.2.3.4

nos dan à conocer respectivamante coántos prodactos binarios , ternarios, cuater
narios ó{c. se pueden formar con un número cualquiera m de letras, y de consiguiente 
cuántos ambos , teraos , cunlernos , iíe, hay en m números , ó cuántas combinaciones 
binarias, ternarias ¿ác. se paeden formar con >n cosas cualesquiera, excluyendo la» 

permutaciones.

---------- ax’”----- ‘, o----- - nx’”'~“i. Para pasar ei tercer termino haremos 

a® x™---- ’. Del mismo

•Ilir ^Qn---- 1) _ 
modo hallaremos el cuarto, suponiendo M~ —  , y n = 3

1)

•**^ ................. .
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de donde résulta

7rt(ffl 1) (7» 2)
17273 qS ^m—3 ^ y asJ sucesiva-

mente: por cuyo medio bailaremos la siguiente serie, conocida con 
el nombre de fórmula de binomio de Neivlom

Çx-i-ay" ~x”’~i----p ax’" ~ ' -H
7n(7n—1)
■^72“ “

de la cual se puede deducir esta regla:
, Para pasar de un iérmino al inmediaío siguiente se multiplicará 

el coerciente nujnérico por el exponente gue x tenga en aquel prime- 
ro, j se le dividirá por el número que designe el lugar que ocupe el 
mismo término; se agregará una unidad al exponente de a, y se qui
tará otia al de xí

Aunque no sea posible fijar el nrimero de los términos de esta 
fórmula mientras no se determine el valor particular de m, no de
be sin embargo quedar ya duda alguna sobre la ley que siguen to
dos los términos, por distantes que se los. suponga del primero; por 
manera que

m(in---- 1) (^«-----2)........... (m—n—Kl)

representará del modo mas general que es posible al término que 
tenga antes de sí n términos.

Esta última fórmula se llama el término general de la serie

m(m-----

porque haciendo en ella sucesivamente n=l, n=2, n=3 ^c. re
sultan todos los términos de esta serie.

142 Hagamos ahora uso de la regia del párrafo anterior para 
desenvolver en un polinomio la quinta potencia del binomio x—|—a, 
ó lo que es equivalente, la expresión (x-j-n)^. Debiendo ser el pri
mer término

el segundo será

x^ ó la°x^(§ 37);

6 ,
—^a^x oax^i
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el

el

el

el tercero
2

- a’x3 ó 10a’x3

cuarto
3

a^x'^ ó lOo^aí*

10x2
quinto

4
■ a‘^x^ ó 5a*¿C;

5x1
se.xto • asx’^ ó a^.

Aquí se termina la operación; porque para pasar al termino siguien
te, en caso que lo hubiese, sería necesario multiplicar por el expo
nente de x en el sexto término, y ya se ve que este exponente es cero.

Esto mismo nos lo manifiesta la expresión ó fórmula del térmi
no general: porque teniendo el séptimo término por coeficiente numé- 

m Çm — 1) Qii—2) (m — 3) Cm------4) (m----- 5)
1.2.3.4. 5.6 , contie

ne el factor m 5, que en el caso actual se convierte en 5 5 ó 
en 0: y como deba entrar este mismo factor en todos los términos si
guientes, los hace nulos ó los reduce todos á cero.

Reuniendo los términos que hemos hallado mas arriba, ten
dremos:

143 La formula general que hemos determinado (§. 141) puede 
igualmente servimos para desenvolver cualquier potencia de otro cual
quier binomio. Si tuviésemos, por ejemplo, que formar la sexta po
tencia del binomio 2.r^—Sa?: sustituyendo en aquella formula gene
ral 6 en lugar de toj 2^-^ en lugar de ai; y—5a« én lugar de a, 
se trasformaría en esta expresión:

(2:c3)6^_ 6 (-----5« ’ ) (2^= )í -t- 15 (----- Sas )2[;2^3 >,

y electuando Ias operaciones que solo están indicadas en cada uno de 
los te'rminos resultaría

64x-'8-----960^3 Æ’i-H6000a6®Æi’^®----- SOOOOago:»
-+-375OÜ(2ra a;S-----37500«^^ .r^-|-15G25a’^

Los términos de este polinomio son alternativa mente positivos 
y negativos; y ya se deja ver que lo mismo sucederá siempre que 
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cl segundo termino del binomio propuesto tenga el signo—, ó sea 
sustractivo.

144 A fin de facilitar la aplicación de la fórmula general á otros 
innumerables casos que pueden ocurrir análogos al que acabamos de 
proponer, se la suele dar otra forma deducida de las observaciones 
siguientes :

Según lo expuesto (§§. 36 y 153)

<c-í

y de consiguiente la fórmula general se puede trasformar en esta 
otra :

m a m (m — 1) a^
— ---- Æ’^-i--------\—a~ X - ,- X” -t- ÇC. }

y habiendo conseguido por medio de esta trasformación que sea co
mún á todos los términos del polinomio el factor x'", se podrá escri
bir la fórmula de este modo:

1) a^ }n(m—1) (m—2) a’f, ma m(7n— 
1-4   }  

\ 1 x 1.2 
m (m—1) (zrt—2) (zn—3) a* 

17 aToTá * 

sacando fuera del paréntesis el factor común x'". Para hacer ahora uso 
de esta fórmula es necesario primeramente formar la serie de los nú
meros reprsentados por las expresiones 

m m 1 m 2 m 3 

multiplicar inmediatamente el primero de estos números por la frac-' 

don =— ; multiplicar después el resultado por el segundo número, y 

otra vez por la fracción — ; despues este resultado poj- el tercer nú

mero y por la fracción ; y así suceswamente t reurtir todos estos 

términos ; añadirles la unidad; y últimamente multiplicarlo todo por 
cl factor x"*.

En el ejemplo (2x3-----5«’) ^ sería necesario escribir (2x’) ’ en 
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lugar de x"’, y---------- en el de ------ . Dejemos al lector el cargo de 

efectuar el cálculo.
145 Aun para desenvolver las potencias de los polinomios pue

de servímos la misma fórmula que liemos hallado para las de los 
binomios, con tal que sepamos dar la forma del binomio á cualquier 
polinomio q:ie se nos proponga. Tratemos, por ejemplo, de des
envolver la tercera potencia del trinomio n—|— b—Hc; y con solo 
suponer que d-^c—l) vendrá á ser a—Hó —I— c — a—i-lf y de con
siguiente

( o-HÓ-w)’=',a-^iy ^a^-i-SaU-i-'Sar-^-l h
Restituyendo ahora en lugar de Z el binomio b—i-c, al cual re

presenta j tendremos
(«-|-¿-f-c)®=Ea’-|-3a‘*(ó-!-c)-4-3a(¿-|-c)“-K(í-»-c)3 ; 

y ya entonces no faltará mas que desenvolver las potencias del bino
mio ó-t-c, y ejectuar con estas potencias las multiplicaciones indi
cadas en cada uno de los términos. Así tendremos

« ’-t—3a® ¿—1-3rt¿’ 
—H3a"c-4— Qabc—t—Só’c

-i-c’
La misma fórmula general que, como acabamos de hacer ver, 

nos puede servir para desenvolver cualquiera potencia de cualquier bi
nomio ó polinomio, cuando el exponente Jii de la potencia sea un nu
mero entero ^ positivo, es igualmente aplicable aun á los casos en 
que m sea un quebrado propio ó impropio, ó cualquiera de las ex
presiones llamadas cantidades neg'alú'as. Esta particularidad impor
tante necesita demostración; pero como por ahora no pueda sernos de 
utilidad alguna, la remitiremos al complemento del álgebra.

Dff la extracción de las raíces de las cantidades 
comj)lexas,

146 Conociendo ya el modo de componer las po
tencias de las cantidades complexas, pasaremos á des
componerlas, ó lo que es lo mismo, á la extracción de
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SUS raíces, comenzando por la raíz cúbica de los nú
meros.

Para extraer la raíz cúbica de cualquier número es 
necesario ante todas cosas conocer los cubos de los nú
meros dígitos, y por esta razón los presentamos en Ia 
segunda linea de la tabla siguiente:

Raíces cúbicas. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Cubos..... .......... 1 8 27 64 125 216 343 512 729

y siendo looo el cubo de lo, debemos inferir que 
mientras no esté representado por mas de tres cifras un 
número, su raiz cúbica no podrá estar representada por 
mas de una cifra.

La formación del cubo de un número representado 
por una combinación de dos cifras se efectúa de un mo
do análogo á la del cuadrado, porque descomponiendo 
el número propuesto en decenas y unidadesi represen
tando despues el número de las primeras por í2: y el de 
las segundas por ¿j y teniendo presente que (§. 34)

( a -4- h y = a^ H- 3a""!^n- 3 ab^ •+ h^i 
inferiremos que el cubo 6 la tercera j^otencia de cual
quier número comjjuesto de decenas y de unidades cons
ta de cuatro fiartes, que son: 1.® el cubo de las decenas: 
5. tres veces el cuadrado de las decenas multiplica
do por las unidades : j.^ tres veces las decenas multi
plicadas por el cuadrado de las unidades ; y úiltimamen- 
t^ 4/ el cubo de las unidades.

Sea 47, por ejemplo, el número cuya tercera po
tencia nos propongamos hallar ; y haciendo a — ^ dece- 
f^as f ó 40, y b — y unidades, tendremos:
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1/ a^ =64000 
2.' 3¿z’/»= 33600 
3? 3^r= 5880
4-' 343

Total.... = l 0 3 8 2 3=47x47x47.
Para retroceder ahora del cubo 103823 á su raíz 

47, observaremos en primer lugar que 64000, cubo 
de las 4 decenas, no tiene cifras significativas de un 
orden inferior á los millares; podemos pues, cuando 
busquemos el cubo de las decenas, desentendemos de 
las centenas, de las decenas y de las unidades del nu
mero 103S23. En este supuesto, disponiendo la Ope
ración á semejanza de lo que hemos practicado (§. 91) 
para la extracción de la raíz cuadrada, separaremos con 
una coma las tres primeras cifras de la derecha; y el 
mayor cubo contenido en el numero 103 , representado 
por las restantes, será el de las decenas. En la tabla an
terior veremos que este cubo es 64, cuya raiz es 4; 
pondremos pues 4 en el sitio destinado para la raiz; res
taremos despues 64 de 103, y al lado del residuo 39 
bajaremos las tres últimas cifras. El residuo total 39^^3 
deberá contener aun las tres partes que según la fórmu
la faltan para completar el cubo de cualquier binomio, 
á saber: fres víces el cuadra^io íie las decenas mult'ífll'‘ 
cado ^or las unidades ^ 6 3a’b; tres veces las decenac 
multij^Ucadas por el cuadrado de las unidades^ 0 3^^’> 
y el cubo de las unidades 6 b’. SÍ supiésemos cuál era 
el valor del producto ‘̂ a^b, conociendo ya como cono* 
cemos las decenas a, obtendríamos las unidades b, divi
diendo aquel producto por 3*^“. Pero aunque en reali
dad no conocemos el valor de "^a^bf sabemos sin em- 
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^^^g^ ^’^^ ®5^® producto no debe tener cifra alguna sig
nificativa de un órden inferior á las centenas, puesto 
que contiene el factor a que expresa el cuadrado de las 
decenas, no puede por consiguiente hallarse sino en las 
parte 398 que queda del número 39^^3 <lsspues de 
haber separado de él las decenas y las unidades; parte 
que contiene ademas las centenas procedentes del triple 
producto ^ab'' de las decenas por el cuadrado de las uni
dades y del cubo b^ de las unidades.

Dividiendo 398 por 48 ó por 3x16, que en el 
ejemplo propuesto viene á ser el triple del cuadrado de 
las decenas 3¿?\ hallaremos por cuociente 8. Pero no 
por eso hemos de creer que son 8 las unidades que bus
camos de la raíz, sin ejecutar préviamente la compro
bación, formando con este número las partes del cubo 
que deben estar contenidas en el residuo 39823, y 
viendo si la suma de aquellas tres partes se puede res
tar de este residuo. Suponiendo pues que sea ¿=8, será: 

^a'‘b= 38400 
3¿r¿“z= 7680

Total.*.. 46592;
y como este resultado no pueda restarse de 39S23, in
feriremos que el número de las unidades de la raiz de
be ser menor que 8. Así que supondremos que sea 7; 
y ejecutando con este número las mismas operaciones 
que con el 8; y siendo exactamente igual á 39S23 la 
suma de las tres partes; restándolas del residuo que nos 
ha quedado del número propuesto, no queda nada; y 
así vendremos en conocimiento de que 47 es la raiz 
cúbica que buscamos.
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En vez de la comprobación que acabamos de eje

cutar para ver cuál de los números 877 era el de las 
unidades de la raíz, suelen algunos elevar inmediata
mente al cubo el numero representado por las dos cifras 
que suponemos halladas, y comparar este cubo con todo 
el número propuesto. Por este método hallaríamos que 
el cubo 48, ó lo que es lo mismo,

48x48x48 = 110592Í
y siendo este número mayor que el propuesto 103823 
echaríamos de ver, como antes, que debe ser menor 
que 8 el número de las unidades de la raíz.

147 Lo que hemos ejecutado en el ejemplo an
terior , puede servimos de norma para extraer la raíz cú
bica de todos los números representados por mas de tres 
y menos de siete cifras. En todos ellos, después de ha
ber separado las tres primeras cifras de la derecha, bus
caremos el mayor cubo contenido en el número repre
sentado por las restantes de la izquierda: pondremos su 
raiz en el sitio destinado para ella; y el cubo lo resta
remos de aquella primera parte del número propuesto; 
á la derecha del residuo escribiremos las tres últimas 
cifras; separaremos las dos de la derecha, y ai número 
representado por todas las restantes lo consideraremos 
como un dividendo; el divisor será el triple del cua
drado de la parte que suponemos hallada de la raiz; 
efectuaremos la division; y antes de escribir el cuocien
te á la derecha de la primera parte de la raiz, formare
mos Ias tres últimas partidas del cubo de un binomio, y 
veremos si la suma de ellas se puede restar de todo lo 
que haya quedado del número propuesto despues de 
haberle quitado el cubo de la primera parte de la raiz; 
ó elevaremos al cubo el número representado por la 
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cifra hallada de la raíz y ia del cuociente; y veremos si 
este cubo se puede rest.Tr de todo el número propuesto. 
Si no pudiere efectuarse la una ó la otra sustracción, 
vendremos en conocimiento de que hemos dado al cuo
ciente mayor valor del que debíamos; le quitaremos pues 
una unidad: repetiremos la comprobación, y así sucesi
vamente hasta que hallemos un resultado con el cual se 
pueda efectuar la sustracción. Efectuada que sea, si no 
quedase residuo alguno, será esto señal de que el nú
mero propuesto es un cubo perfecto, y de que su raíz 
cúbica exacta es el número representado por la combi
nación de las dos cifras que ya suponemos halladas, pero 
si hubiese quedado algún residuo, el número que ha
bremos hallado no será la raíz exacta del propuesto, sino 
la del mayor cubo contenido en él. En este último caso 
suele á veces ser tan considerable el residuo, que nos 
infunde recelo de que acaso habremos dado á la segun
da parte de la raíz menos valor del que debiéramos.

Para salir de esta duda tendremos presente que el 
cubo de a-i-b, cuando b~í, es lo mismo que el de 

i , y tiene por expresión

cantidad que excede á «í’ cubo de <3!, ea

\_Esto nos da á conocer que por crecido que cea el 
residuo i mieníras sea menor que tres veces el cuadrado 
de la raiz hallada, mas tres veces esta misma raiz, 
mas la unidad, no habrá que añadir ninguna unidad á 
la segunda parte de la raiz.^

148 Para extraer la raiz cúbica de 105823817, 
observaremos en primer lugar que, sea cual fuere el 
numero de cifras con que se haya de representar la raiz, 
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podemos consideraría como compuesta de unidades y 
decenas; y sabiendo, como sabemos, que al cubo de es
tas no pueden pertenecer las tres últimas cifras de la de
recha, es consiguiente que deberá hallarse en 105823. 
Pero el cubo mayor contenido en 105823 tendrá en su 
raiz mas de un guarismo, y podrá por consiguiente des
componerse en unidades y decenas, y no bajando de mi
llar el cubo de estas decenas , no podrán ser parte de él 
las tres últimas cifras 823. Si después de la separación 
de estas quedasen aun mas de tres cifras á la izquierda, 
se volverá á repetír el mismo razonamiento, y se llega
rá de esta manera á señalar el sitio del cubo de las uni
dades del orden mas elevado de la raíz que se busca, 
dividiendo las cifras con que esté representado el núme
ro propuesto, en trozos ó seccclones de á tres guarismos, 
procediendo de derecha á izquierda; bien entendido que 
la última sección podrá contener menos de tres cifras.

Esto supuesto, buscaremos por el método prescrito 
en el párrafo precedente la raíz cúbica del número re
presentado por las dos primeras secciones de la izquier
da, y hallaremos que el 
resultado es 47 restare
mos el cubo de este nú
mero del representado por 
las dos primeras secciones, 
y á la derecha del residuo 
2000 bajaremos la sec
ción siguiente 817; y el 
número 2000817 deberá

i o5'8 2 3,8í7 473

64 48

418,2 3 6 6 27
1038,23

20008,17
i o 5 823 8,17

0000000,00
ontener las tres últimas partes del cubo de un número 
cuyas decenas son 47; y cuyas unidades buscamos; ha
llaremos pues estas unidades imitando Io que hemos
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practicado en el ejemplo anterior, es decir, separando 
las dos Últimas cifras 17 de hácia la derecha, y divi
diendo 20008 que queda á la izquierda por 6627, tri
ple del cuadrado de 47, nos resultará de esta division 
el cuociente 3, y elevando al cubo el número 473 se 
hallara por resultado el mismo número propuesto; por 
manera que efectuando la sustracción no quedará resi
duo alguno, y esto nos hará ver que el número pro
puesto es un cubo perfecto, y que su raíz cúbica exacta 
®s 473-

La explicación de lo que hemos practicado en este 
ejemplo puede servir de regla general; pues si el nú
mero propuesto hubiese tenido alguna otra sección de 
edras, se hubiera hecho con ella lo mismo que hemos 
ejecutado con la tercera, y así podríamos continuar 
cuanto fuese necesario la operación: debiendo tener en
tendido que si alguno de los números que en estas ope
raciones parciales nos sirven de dividendo fuese menor 
que su respectivo divisor, deberemos poner un cero á 
la derecha de las cifras que hayamos hallado de la raiz; 
y hecho esto, bajaremos la siguiente sección de cifras- 
separaremos las dos de la derecha; pondremos dos ce
ros a continuación del divisor anterior; y efectuada la 
division se practicará con el cuociente lo mismo que con 
ios anteriores.

, 149 Una vez que se obtiene el subo de una frac
tion multiqelicándola for su cuadrado, 6 lo que es lo mis
mo eh-oando al cubo su numerador y denominador, es 
tonsígutente que for la inversa se vuelva d obtener la 
raíz cubica de cualquier fracción extrayendo la del nu
merador y la del denominador. Si, por ejemplo, elevan
do al cubo el numerador y el denominador de la frac-

TOMO Ii.
19
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cion ^ hallamos que el cubo de ella es —, por la inver
sa extrayendo la raíz cúbica del numerador y del deno
minador hallaremos que la raiz cúbica de ^ es |í por
que la de 125 es 5 , y Ia de 216 es 6.

Esta regla es general, y la mejor que puede seguirse 
siempre que se sepa que son cubos perfectos el numerador 
y el denominador; pero cuando ninguno de los dos tér
minos sea cubo perfecto, será muy conveniente hacer que 
uno de ellos lo sea, multiplicando ambos términos por el 
cuadrado de cualquiera de ellos. Por lo común se prefiere 
en tal caso el multiplicar los dos términos de la fracción 
propuesta por el cuadrado de su denominador; porque 
en el denominador que resulta de esta operación se ha
lla el cubo del denominador primitivo; y solo falta ex
traer la raiz del numerador, y dividiría por el primitivo 
denominador. Si nos propusiésemos, por ejemplo,^ ex
traer la raiz cúbica de |, multiplicaríamos, los dos térmi
nos de esta fracción por 25, cuadrado del denominador, 

v tendríamos la fracción equivalente —-—r • Añora, V 5x5x5
la raiz cúbica del nuevo denominador es $; y por lo to
cante á la del numerador 75, solo sabemos que es ma
yor que 4 y menor que 5. Si nos atenemos al 4, ten
dremos que la raiz cúbica de J es |, no exactamente, pe
ro sin faltarle para ser exacta un quinto de la unidad. 
Para que resulte con mayor aproximación será necesario 
aproximar mas á la exactitud la raiz cubica de 7$ po^ 
los medios que daremos á conocer dentro de poco.

Cuando el denominador sea desde luego un cua
drado perfecto, será suficiente multiplicar los dos térmi
nos de la fracción por la raiz cuadrada del denominador. 
Asi para hallar la raiz cúbica de J, multiplicaremos los
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dos términos por 3 , raíz cuadrada de 9, y resultará la 

fracción equivalente Extrayendo ahora ¡a raíz 

del mayor cubo 8 contenido en 12, nos resultará que 
la raíz buscada es ^ sin faltarle, para ser exacta, ni un 
tercio siquiera de la unidad.

Aun cuando no sea cuadrado el denominador de la 
fracción propuesta, se la puede á veces trasformar en 
otra equivalente cuyo denominador sea cubo, sin nece
sidad de multiplicar los dos términos por el cuadrado 
del denominador primitivo. Si nos propusiéramos extraer 

la raíz cúbicn Jz con solo doblar los dos términos 

tendríamos la equivalente — ó —^, cuyo deno-
. 64 4x4x4

minador es ya un cubo perfecto, y de consiguiente se 
la podra aplicar la misma regla que á las anteriores.
/5° . De lo demostrado (§. 97) se sigue que la 

raíz cubica de todo número que no sea un cubo perfec
to, no puede ser expresada exactamente por fracción al
guna, por grande que sea el denominador de esta frac
ción: es pues una cantidad irracional, pero de una espe
cie diferente de la raiz cuuadrada de un número que no 
sea cuadrado; de manera que es absolutamente imposi
ble designar alguna raiz cuadrada incomensurable que 
sea igual á otra raiz cúbica de un número que no sea 
cubo perfecto \

1 Si suponiendo que b no^sea un cubo perfecto, ni a un cuadra

do perfecto, pudiera ser ^^^ ^■^, sería b = aV7, y 

Seria pues comensurable /«7 ¿ontra lo supuesto.

1647““^!“ demostración, se bailan en los
33' 164 y siguientes.

*
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^5^ ^^g’^*®''^^*^ ^^ método análogo al que expusi

mos (§. 103) para aproximar la raíz cuadrada, podría
mos igualmente aproximar la raíz cubica de los núme
ros que no la tienen exacta, valiéndonos para ello de 
las fracciones ordinarias; y si no nos detenemos a manifes- 

iV—a^
tar los fundamentos de la fórmula h'=z—---—, que nos 

puede servir de norma para esta aproximación, es porque 
ya no debe ser dificultoso el hallaría, y sobre todo porque 
no es nada cómodo este medio de aproximar la raiz.

En caso de querer hacer uso de las fracciones ordi
narias para esta aproximación, lo mejor es proponemos 
expresar la raiz en partes de una denominación deter
minada, y á consecuencia trasformar el número pro
puesto en una fracción equivalente cuyo denominador 
sea el cubo del que la raiz deba tener. Si, por ejemplo, 
nos propusiéremos extraer la raiz cúbica de 22 expresa
da en quintos, ó de modo que no la falte para ser exac
ta - de la unidad, trasformaremos el número propues
to en la fracción equivalente ^^t cuyo denominador es 
el cubo de 5; y como el número entero que mas se 
aproxima á la raiz exacta de 2750 es 14, inferiremos 
que ^ ó 2 y es la raiz cúbica de 22, aproximada de 
modo que no la falta para ser exacta ~ de la unidad*

152 El método que por mas cómodo es el mas 
usado para aproximar cuanto se quiera á la exactitud 
la raiz cúbica de un número que no sea cubo perfecto, 
consiste en convertir este número en fracción decimal; 
bien que teniendo presente que es necesario trasfor
marlo en milésimas para que en la raiz resulten déci
mas; en millonésimas para que en la raiz resulten cente
simas» en milmillonésiinas para que en la raiz haya mi-
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lésimas &c.; porque por la inversa el cubo de cualquier 
número de décimas es un número de milésimas j el cubo 
de cualquier número de centésimas es un número de 
millonésimas, y en general el número de las cifras deci
males del cubo es triple del de la raíz. De esto se infie
re que se deben poner á la derecha de las cifras con que 
esté representado el número propuesto tres veces tantos 
ceros cuantas hayan de ser las decimales que se quieran 
sacar en la raíz. Después se efectuará por la regla ex
puesta (§. 148) la extracción de la raiz del número re
presentado por la nueva combinación de cifras, y en el 
resultado se separará el número que se haya pedido de 
cifras decimales.

Si quisiéremos, por ejemplo, extraer la raiz cubica 
de 327, aproximada de modo que no la falte para la 
exactitud una centésima, escribiremos seis ceros á con
tinuación de aquellas tres cifras, y extraeremos por la 
regla dada la raiz de 327000000. He aquí la operación:

327,000,000
216

688

108
I 1 10,00 13872
3144 3»

12 5 680,00
3 2 5 6 606 72

13 393 »8
Se separan despues dos cifras decimales en el resul

tado, y será 6,88 la raiz aproximada que buscábamos; 
pero sería aun mas aproximada 6,895 porque aunque el 
cubo de este número es mayor que 327, se le aproxi
ma mas que el de 6,88.
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Si el número propuesto tuviere ya decimales, de» 

beremos poner a su derecha, antes de comenzar la ex
tracción, tantos ceros cuantos sean necesarios para que 
el número de cifras decimales sea múltiplo de 3. Sí, 
por ejemplo, nos propusiéremos extraer la raíz cúbica de 
0,07, escribiremos 0,070, y sacando la raíz de 7cj'mí- 
lesimas hallaremos 0,4 ; y si desde luego nos hubiése
mos propuesto llevar la aproximación hasta las centési
mas , hubiéramos puesto tres ceros mas, con lo cual ha
bríamos tenido 0,070 0 0 0; y siendo 41 el número en
tero que mas se aproxima á la raíz de 70000, será 0,41 
la de 0,07 con diferencia de menos de una centésima.

^53 Despues de haber expuesto los medies de ex- 
tiaer la raíz cuadrada y la raiz cúbica de los números, 
podremos fácilmente deducir de la fórmula del binomio 
trn método análogo para obtener la raiz de cualquier 
grado; pero antes de exponer este método, haremos al
gunas observaciones acerca de la extracción de las raí
ces cuyo exponente es un número compuesto de dos ó 
mas factores.

La raíz cuarta, por ejemplo, se puede extraer por 
medio de dos extracciones sucesivas de raíces cuadra
das; porque tomando primeramente la raíz cuadrada de 
toda cuarta potencia ¿í^, venimos á parar ai cuadrado 
<#*; y extrayendo de nuevo la raíz cuadrada de aquel 
primer resultado, tendremos íí, que es justamente la 
raiz cuarta de la cantidad primitiva ¿zL

La extracción de la raiz octava de cualquier nú
mero se podrá efectuar por medio de tres extraccio
nes sucesivas de raíces cuadradas, porque represen
tando, cómo nos es permitido, por ¿3:^ el número pro
puesto, es fácil ver que Ia raiz cuadrada de íí” es
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^4; que la de ¿i* es <«’; y que últimamente la de a^ es a, 

Del mismo modo se puede hacer ver que toda 
raiz de un grado indicado por alguno de los números 
i6, 32, 64 &c., y en general por alguna potencia 
de 2, se puede obtener por medio de una serie de ex
tracciones de raíces cuadradas. Igualmente la extrac
ción de cualquiera raiz de un grado indicado por al
guna potencia de 3 como 9, 27, 81 &c., se podrá 
efectuar extrayendo sucesivamente dos ó mas raíces 
cúbicas.

Las raíces cuyos exponentes sean números compues
tos de potencias de 2 y de 3 se podrán reducir á raíces 
cuadradas y cúbicas;(^y en general, tocia raiz cuyo ex- 

ponente sea un niimero conipuesto de dos ó mas factores 
podrá convertirse en dos ó mas raíces, cuyos exponen^ 
tes sean estos factores.) Obtendremos, por ejemplo, la 
raiz sexta, extrayendo primero la raiz cuadrada del nú
mero propuesto, y en seguida la raiz cúbica de aquella 
raiz cuadrada, ó 'viceversa. Para convencemos de es
to bastará hacemos cargo de que ejecutando estas ope
raciones con a^, que puede representar cualquier nú
mero propuesto, hallamos primeramente ¿i’, y después 
«j ó hallamos primeramente a"" y despues a. Esto nos 
hace ver que es indiferente el orden con que debemos 
extraer las dos raíces en que se resuelve la sexta que 
nos proponíamos extraer.

154 Pasemos atora á manifestar cómo se pueda deducir de la 
fórmula del binomio una regla general para extraer una raiz de cual
quier grado; y para hacerlo mas perceptible supongamos que haya
mos de extraer la raiz quinta de algún número. El razonamiento que 
vamos á hacer para resolver esta cuestión particular, cotejado con el 
qüe nos ha dirigido en la extracción de las raíces cuadrada y cúbica, 
nos dará á conocer el modo de generalizarlo.
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Propongumonos, pues, extraer la raíz quinta de 231554007- 

Observemos en primer lugar que el menor número representado 
por una combinación de dos cifras, es decir, el 10, tiene el seis en su 
quinta potencia , que es 100000; y de aquí inferiremos que la raíz 
quinta del número propuesto tiene por lo menos dos cifras. Así que, 
podremos representar esta raíz por el binomio rt-RÓ, designan
do por a las decenas, y por b las unidades; Ú lo cual es consiguieutc 
que el numero propuesto deba representarse por la quinta potencia 
de «—p-b, o lo que es lo mismo, por

No es necesario poner de manifiesto todos los términos de esta po
tencia, porque nos basta conocer la composición de los dos primeros 
como lo vamos á hacer ver.

Esto supuesto, es claro que no pudiendo «^ Ó la quinta potencia 
de las decenas de esta raiz tener cifras significativas de Úrden inferior, 
á Ias centenas de millar, no la deben pertenecer las cinco primeras 
cifras de la derecha: separemos, pues, estas cinco cifras; y si queda
sen mas de cinco á la izquierda, haremos con respecto á ellas el 
mismo razonamiento que acabamos de hacer; y de este modo ven
drán las cifras del número propuesto á quedar divididas en trozos ó 
secciones de á cinco cifras, procediendo de derecha á izquierda; y en 
la última sección, que podrá tener menos de cinco cifras, se ha
lara la quinta potencia de las unidades dei orden superior que deba 

haber en la raiz.

En la tabla de Ias quintas potencias de los 2315,54007 47 
números dígitos vemos que 2315 se halla entre ^02í 
la quinta potencia de 4, que es 1024, y la de 12915,4007 1280 
5, que es 3125.

Sabemos, pues, que 4 es el número de Ias decenas de la raiz que 
buscamos; y restando la quinta potencia de este número ó 1024 de 
la primera sección 2315 del número propuesto, tenemos el resi
duo 1291, á cuyo lado bajamos la sección siguiente 54007. El 
número representado por la combinación de las nueve cifras deberá 
contener las cinco partes ó términos 5a''¿-t-lOa’ú®-H ^c. restan
tes de (a-í-¿)’ despues de haber sustraído la primera parte ó tér
mino «'; pero el término que tiene unidades de orden mas elevad
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es ba^b ó cinco veces la cuarta potencia de las decenas multiplica
da por las unidades, porque no puede tener cifras significativas de 
orden inferior al de las decenas de mUlarf y de consiguiente debe 
hallarse en el número 12915. Separaremos pues las cuatro últimas 
cifras de la derecha, que no pertenecen al termino 5a^¿ ; y el nú
mero 12915 que queda á la izquierda contendrá este término, mas 
las decenas de millar procedentes de los términos siguientes. Por 
manera que 12915 es mayor que óu-^b-, y de ahí es que dividien
do 12915 por 504, ó por cinco veces la cuarta potencia de las cua
tro decenas halladas, no podemos tener seguridad alguna de que el 
cuociente sea el número que buscábamos de Ias unidades de la raiz; 
lo que únicamente sabemos con certeza es que este número no pue
de ser mayor que aquel cuociente. Asi es que dividiendo 12915 
por 504 ó por 1280 , hallaremos por cuociente 10} pero no debe
remos poner en la raiz mas de 9} y aun antes de adoptar este va
lor debemos ver si el número 49 representado por las dos cifras 4 
y 9 combinadas produce ó no una quinta potencia mayor que el 
numero propuesto. Por este medio hallamos que se deben rebajar del 
49 dos unidades, y que la verdadera raiz es 47} bien que resulta 
un residuo igual á 2209000; porque la quinta potencia de 47 es 
229345007} y de consiguiente la raiz exacta del número propuesto 
está entre 47 y 48.

Si en el numero propuesto hubiese alguna otra sección de cifras 
la escribiriamos á la derecha del residuo que ha resultado de la úl
tima sustracción} y con el número representado por toda la nueva 
combinación practicaríamos la misma série de operaciones que hemos 
ejecutado con el que resultó despues de haber puesto á la derecha 
del primer residuo la segunda sección; y asi sucesivamente.

Ya es fácil ver que todo lo que hemos practicado para extraer 
las raíces cuadrada y cúbica de las fracciones, y para aproximar 
las raices iucomensurables de aquellos dos grados, se podría de un 
modo analogo aplicar á la raiz quinta; y aun podríamos sin gran 
dificultad generalizado para la extracción de la raiz de cualquier 
otro grado.

Í55 En los mismos principios está fundado el método de ex
traer las raices de las cantidades literales. Un solo ejemplo bastará 
para manifestar cómo se deberá extraer la de cualquier grado.

Ya que hemos hallado (§. 143) la sexta potencia de 2«^^—5a^, 
propongámonos hallar la raiz sexta del polinomio que alii hemos
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delermiiiado, y dispongamos la operación del modo signiente :

61x^8—960a’d;^^H-e000fl^.r^’----aOOOOa’a:^
-H-37000a'-x5-----37500«" x^

Í5625«"8
—64x'®

Sx^-----6a8

192i"i

Residuo.... .— 9603 a^^í-H^c.

Despues de haber ordenado con respecto á la a: los términos 
del polinomio propuesto, debemos estar ciertos de que su primer 
término es la sexta potencia del primer término de la ratz ordenada 
del mismo modo; tomando por consiguiente la raiz sexta de 64a: • , 
según la regla del §. 129, tendremos 2x’. Elevando este resultado 
á la sexta potencia, y restándola de la cantidad propuesta , el resi
duo debe comenzar precisamente por el segundo término de poli
nomio equivalente á la sexta potencia de los dos primeros términos 
de la raíz. Ahora, en la expresión («H-i)® — a'—H 6a'ó -+- ^e. 
el segundo término es el producto de seis veces la quinta potencia 
del primer término de la raiz por el segundo: y de consiguiente 
dividiéndolo por 6«^ , el cuociente será el segundo término ¿ de la 

raíz.
Es preciso pues formar el producto igual á seis peces la quinta 

potencia del primer término 2x^ de la raiz; lo cual dará 6x52r"’ 
ó 192a:-^ ; y dividiendo por esta cantidad el término---- 960fl3a:"^, 
con el cual comienza el residuo de la sustracción precedente , el 
cuociente__ 6a® será el segundo término de la raiz. Para comprobar
lo elevaremos á la sexta potencia el binomio 2x5---- 5^3 . y siendo el 
resultado enieramentc igual á la cantidad propuesta , restándolo de ella 
no quedará residuo alguno; y esto nos hará ver que la operación esta 

concluida.
Si aun después de esta segunda sustracción hubiesen quedado al

gunos otros términos, vendriamos en conocimiento de que la raíz 
debería tener algún otro; y para hallarlo ejecutaríamos la misma se
rie de operaciones que para determinar el segundo; es decir, el 
primer término del segundo residuo representado generalmente por 
Ga^b lo dividiríamos por 6(2x5-----5^5)5 ; el cuociente seria el tercer 
término de la raiz; y se le comprobaria formando la sexta potencia
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del trinomio que suponemos hallado, y restaudola de la cantidad 
propuesta. Del mismo modo procederíamos para hallar todos los demás 
le'rminos que pudiera tener la raiz, cualquiera que fuese el número 
de ellos.

Como el exponente 6 de la raiz sexta es producto de los exponen
tes 2 y 3 de las raíces cuadrada y cúbica, pudimos haber extraído del 
polinomio propuesto la raiz cuadrada , y en seguida la raiz cúbica de 
ella, ó al contrario. Los principiantes deberán efectuar estas operacio
nes para faniiliarizarse con ellas, y para tener en la identidad del re
sultado final una mutua comprobación de todas.

De las ecuaciones de dos solos términos.

156 Toda ecuación que solo contiene una poten
cia de la incógnita, combinada con cantidades conoci
das, puede siempre reducirse á dos solos términos, uno 
de los cuales sea el conjunto de todos los que contienen 
la incógnita, siendo el otro conjunto de Ias cantidades 
conocidas. Ya hemos visto (§. 105) tratando de las 
ecuaciones del segundo grado, un ejemplo de esta re
ducción, y es fácil hacerse cargo de cómo deberá eje
cutarse en las de cualquier otro grado.

Si se nos propone, por ejemplo, la ecuación a^x^— 
a b ^b^c^-^acx^ ; pasando todos los términos en que se 
halle a: á un solo miembro, tendremos : a^x^—acx^rzz 
b‘^c^-i-a^b^ i ó Ça'—ac') x^—b'^^-^a^b''. Si representa
mos ahora por p al binomio a'^ — ac, y por ^ al bino
mio b''c^-t-a^b , se trasformará la ecuación anterior en 
esta otra j?x^=:qi y despejando la cantidad x tendremos

P
î de donde concluiremos que x=.'^L.

En general, dando , como siempre es posible, á toda 
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ecuación de dos términos la forma de px”"—^, siempre 
se podrá deducir a;'"=^í y por último, extrayendo la 

del grado m de arabos miembros, resultará ;r=v/í.

157 Debemos advertir que si el exponente w fue
re un número impar, la raíz no tendrá mas de un solo 
signo, el cual será el de la cantidad que esté debajo 
del radical (§. 131); pero si fuere número par, la raiz 
tendrá el doble signed; y si ademas fuere negativa la 
cantidad representada porp la raíz será incógnita, y 

nos dará á conocer, lo mismo que las de segundo grado, 
que es absurda la cuestión de donde haya dimanado. 
Hé aqui algunos ejemplos.

De la ecuación .?——1024 se deduce que

^—1024=— 4Î porque el exponente 5 es impar.

De la ecuación x" —625 se infiere que a;=± 

^625 5 1 porque es par el exponente 4.

Ultimamente, la ecuación x'^ = — 16, de la cual se 
infiere que ar = ±'^ - 16 , nos conduce á expresiones 

imaginarias, porque siendo par el exponente 4, es ne
gativa la cantidad que se halla debajo del radical.

158 Antes de pasar mas adelante haremos una ob
servación muy importante asi para lo que resta de este 
tratado, como para su complemento, y que ademas me
rece por sí misma la mayor atención; y es que todaj las 
expresiones x-a, x*-a*, x^-a^ y en general 
(siendo m un número cualquiera entero y positivo) son 
exactamente divisibles por x—a. La proposición es evi
dente por lo que respecta á la primera expresión pro
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puesta; por lo que hace á la segunda sabemos (§, 34) 
que x'-a ^(x+a) Çx-ay, y por medio de la division 
sería fácil descomponer todas las demas. En efecto, di
vidiendo la expresión general x^—a"" por x—a, resultará 
por cuociente a;—+^a:”-’ at—’* «œ., en cuyos 
términos irá disminuyendo siempre el exponente de a; una 
unidad, y aumentando otro tanto el de a, hasta llegar a 
un término en el cual el exponente de a, sea igual á m-i; 
puesentonces se terminará la operación sin quedar resi
duo alguno final. En prueba de esto supondremos que sea 

ílZZÍL^i— ^ax'—^^a x—^-^-a x—^ t- 

a"'—^X’+-a”'~" i y multiplicando el segundo miembro 
por x—a, tendremos:

donde se ve que todos los términos de la primera línea, 
excepto el primero, son respectivamente iguales á los de 
la segunda excepto el último; y como los de la primera 
sean todos aditivos, y los de la segunda sustractivos, el 
conjuní-o de unos y otros, o Io que es lo mismo, el pro
ducto total viene á reducirse a solo el binomio ."V —a , 
es decir, al dividendo propuesto.

En efecto, á continuación del término a x ha 
de estar precisamente en la linea superior el termino 
a' x”^, que queda destruido por su correspondiente en 
la inferior ; y del mismo modo en la línea inferior se ha de 
hallar antes del término — a" ’a;“ un término —^ x 
que destruye á su correspondiente en la superior. Si es
tos términos no están expresamente escritos en la línea en 
que cada uno de ellos debe estar, es porque despues de 
estar bien manifiesta la ley que unos y otros siguen, es
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fncil imaginarsc ^uc están indicados por los puntos sus
pensivos.

159 La observación que acabamos de hacer nos 
conduce á consecuencias muy importantes, relativas á la 
ecuación general de dos términos x'' = ^-. Kepresentando 
por íT el número que hallaríamos extrayendo de ^ la raíz 
del grado m vendrá á ser | =./"'; y la ecuación primi
tiva se trasformará en a'’'’ = ¿í"’, ó en a;"' — y"=o.

Ahora bien, ya sabemos que el binomio x’^ — a’" es 
exactamente divisible por x—ai por manera que supo
niendo efectuada esta division podremos sustituir en lu
gar de x'^ — a^ el producto siguiente:

(a;-di) (x^—^ H- ax'^'—^ ... -j- a’^'} ;
y en lugar de Ia ecuación fundamental x’^—a”'=o la 
equivalente (a;—^) Qx’^ ’-‘-<2fa;’^®...-í-¿í”‘—®x-+-<#^')=o. 
Siendo cero el segundo miembro de esta ecuación re
solvería no es otra cosa que determinar el valor ó valo
res que sustituidos en lugar de la ar, reduzcan á cero 
todo el primer miembro. Y como para que un producto 
sea cero basta que lo sea cualquiera de sus factores es 
consiguiente que si ademas del valor a, que reduce á 
cero el primer factor, existiesen algunos otros valores que 
reduzcan a cero el segundo factor, estos mismos valores 
satisfarán á la ecuación propuesta. Para hacer ver que 
estos valores existen efectivamente, y que tienen con 
la unidad relaciones muy sencillas, hagamos que la ecua
ción propuesta se trasforme en otra cuyo término cono
cido sea la misma unidad. Esto lo conseguiremos hacien
do a;=^j^; y sustituyendo rf™j'”en lugar de æ"; la ecua
ción propuesta se convertirá en a^y’^-a'" —o, ó j”‘—1—o. 
Por manera que en habiendo determinado los valores 
de y que satisfagan á esta última ecuación, con solo muí-
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DE ALGEBRA. 3®3
tiplicarlos por a, tendremos todos los valores de « que 
satisfacen á la propuesta.

La ecuacióny--i = o da inmediatamente y =i: 

y=^T=is y supuesto que j-”-i equivale á
(y-1) ( y—‘

la ecuación y- i = o vendrá á ser:

la cual nos da á conocer que todos los valores que re
duzcan á cero el segundo factor del primer miembro 
satisfarán á la ecuación propuesta lo mismo que el que 
inmediatamente hemos hallado ; y todos por consiguien
te tienen la propiedad de que su potencia del grado m 

sea igual á ln unidad. _
De esto se infiere una consecuencia muy singular a 

primera vista, y es. que la unidad fuede ten^r muchas 
raíces de un mismo grado ademas de ella misma. Es ver
dad que estas otras ralees son unos meros símbolos Ila- 
mados raúet- wgativai ó imaginarias-, pero siendo de 
un frecuente uso en el análisis, convendrá darlas a co
nocer por lo menos en el supuesto de que el exponente 
m sea 2 ó 3 ó 4, que son los Únicos casos en que por 
lo expuesto hasta ahora podemos determinarías.

En efecto , si fuere )»= 2 , tendremos y - l = oj y 
de aquí deduciremos y =-h i ; y=— 1 ■

Haciendo «=3, résulta y‘-l = oj y siendo 
/-i=(y-i)Cy*-+-y<-*)> Í® ecuación propuesta 
vendr.1 á ser fy—

Suponiendo igual á cero el primer factor , se dedu- 
ceyz=i; pero si suponemos y’-t-y-i-1 =0 , resolvien- 

do esta última ecuación, tendremos^—
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3°4 TRATADO ELEMENTAL

JZ3:;-------- - -------- ; y asi los tres valores dey, ó lo que

es lo mismo, las tres raíces cúbicas de la unidad esta
rán indicadas por estas expresiones: y~ i ; j-=:—ÍZÍI'Í— ^’

7=------- 2------- . Aunque estas dos últimas son imagi

narias, efectuando con ellas las operaciones que se prac
tican para elevar al cubo los símbolos de las verdaderas 
cantidades, resultará y’=: I, lo mismo que si se hubie
sen ejecutado las mismas operaciones con el primer va
lor y = I.

Haciendo »2=4 la ecuación propuesta vendrá á ser 
y* ~l=o, ó la equivalente (y —1) ( y’-i-y-^j-j-i^—0. 
Suponiendo igual á cero el primer factor, resulta y=i; 
pero suponiendo que sea y’-+-y’ -«-y-H 1 = 0, no se ve 
desde luego cómo se podrá resolver esta ecuación, por 
ser de tercer grado; pero si echamos de ver que (§. 34) 
y*— 1 =(/* "^ 0 (y^ “ ^) » ^os será fácil inferir que pa
ra satisfacer á la ecuación y* — 1 =0 podremos suponer 
sucesivamente: y’— 1 = 0/ y*-»-i =0; de las cuales se 
deducen los cuatro valores siguientes: jy=-H i; ys—ij 

y=:-í-v/—i ,y=z--\/— i. De estos cuatro valores solo 
dos son reales, y los otros dos imaginarios; pero en to
dos cuatro se verifica la propiedad de que elevados á la 
cuarta potencia dan por resultado la unidad , y asi tene
mos las cuatro raíces cuartas de la unidad.

Este gran número de raíces de la unidad es proce
dente de una ley general de las ecuaciones, según la 
cual una incógnita debe tener tantos valores como uni
dades haya en el mas alto exponente que ella tenga en
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DE ALGEBRA, 205
la ecuación de que nos valgamos para determinaría 6 
lo que es Jo mismo, en el exponente que désigna el 
grado de la ecuación; y cuando la cuestión no admite 
tantas soluciones reales, se completa el número de los 
valores de la incógnita con símbolos puramente alge
braicos, que sometidos á las operaciones indicadas en la 
ecuación producen el resultado que ella requieje: por 
manera que todos estos valores satisfacen á la ecuación, 
aunque no satisfagan al problema.

Si, como hemos propuesto, Ias tres ecuaciones 
y— I =0 ; j-^— i =o ; y'^— i = o , y deducido de ellas 
las dos raíces cuadradas, las tres raíces cúbicas y las 
cuatro raíces cuartas ó cuaiiro-euadraóias de Ia unjdad, 
nos hubiésemos propuesto las tres ecuaciones a:’~<í-=c; 
x^—a^=zoi x^^a‘^ = o, seria fácil deducir de la pri
mera de estas las dos raíces cuadradas de «^^ ; de la se
gunda las tres raíces cúbicas de ¿2^ ; y de la tercera las 
cuatro raíces cuartas de ^'^. En efecto, multiplicando 
por íz las dos raíces cuadradas de la unidad, tendremos 
las dos raíces cuadradas a y —a del número conocido 
representado por a'. Del mismo modo, multiplicando 
por ^ Ias tres raíces cúbicas de la unidad, resultarán ai
'—l-H"/—3\ /—1—V—3

-- -------- ,> ---------------  ; es decir, las tres rai- 

ces cúbicas del número conocido representado por ¿z’. 
Ultimamente , multiplicando por a las cuatro raíces 
coaitas de la unidad, resultarán las cuatro raíces cuar

tas ¿z; ^ai a\f^—ii —a\^^í de la cantidad repre
sentada por íz"^.

De aquí se sigue que las raíces de los números 
tienen dos especies de expresiones ó valores; á la prí- 

TOMO n. 20
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306 TRATADO ELEMENTAL 
mera especie, que llamaremos deí-erminacion aritméti
ca) pertenece el número que se halla por los métodos 
expuestos en el §. 154; el cual no es mas de uno en 
cada caso particular, y es el que en los tres casos pre
cedentes hemos representado por a. A la segunda, que 
comprende los valores negativos y las expresiones ima
ginarias, la designaremos con el nombre de deter
minaciones algebraicas, porque deben su existencia á la 
aplicación que se ha hecho de las reglas de los signos 
del álgebra aun á símbolos que no representan can
tidades.

De las ecuaciones z^ue se pueden resolver como las de 
segundo grado.

160 El carácter de estas ecuaciones consiste en 
que no contienen mas de dos distintas potencias de la 
incógnita, y que el exponente de la una es doble del 
exponente de la otra. Todas ellas se pueden represen
tar por la siguiente fórmula general: 

en la cual están designadas por p y ^ las cantidades co
nocidas.

Mirando primeramente como incógnita la potencia 
a’", 0 lo que viene á ser lo mismo, si hacemos y“=«j 
vendrá á ser x''’’*~u ^ y la fórmula general propuesta 
se trasformará en esta otra: u^-i-j}u=^ ', de la cual se 

deduce (§, 109) u — ~-^p^Vq-i-íj}''i y restituyen

do a;’" en lugar de u, tendremos : a."‘=— 
ecuación de dos solos términos, puesto que indicando
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la expresión —{-/’—V^^-^-^/’\ operaciones que se han 
de ejecutar con cantidades conocidas, y que ya sabe
mos efectuar, podemos mirar el resultado de ellas como 
una sola cantidad conocida.

Representando por ¿? y por a los dos valores de 

esta última cantidad, la fórmula x”'=— ^-/^^^^"7/’’^ 
se descompondrá en estas otras dos: x”'=a‘, x”‘=za» de 
las cuales se deducen los dos siguientes valores de la 

incógnita x = Va-, y x = \/ai bien que si el expo
nente m fuere número par, se deducirán no solo dos, 
sino cuatro valores de la incógnita, porque en tal caso 
á cada uno de los dos radicales se le antepondrá el do
ble signo ±, y las dos últimas fórmulas se descompon
drán en estas cuatro:

m__  m m __ __  
x=:-i-\/af x=:-^Vai x^ — Vai x=~va.

Estos cuatro valores serán todos reales siempre que 
sean positivas las cantidades representadas por a y <7: 
serán todos imaginarios si fueren negativas las mismas 
cantidades; ó dos de ellos serán reales y los otros dos 
imaginarios, si la cantidad a fuese positiva y la a ne
gativa , ó al contrario.

Todos estos valores de la x pueden comprenderse 
en una sola fórmula, indicando inmediatamente la raiz

de los dos miembros de la ecuación x”‘=—f/'—

de la cual se deduce a;=l/—

La ecuación siguiente conduce á una ecuación de 
esta especie.
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308 TRATADO ELEMENTAL
161 Descomponer el numero 6 en dos factores ía-^ 

les que la suma de sus cubos sea j^.
Si representamos por x uno de los factores desco

nocidos, el otro será —; y siendo sus cubos x^ y ^^^ , 

la ecuación fundamental de la cuestión será:
, 216

—=35 í

de la cual se deducen estas otras:
2 16 = 3 ;

Si ahora consideramos como incógnita á ar’^ obten
dremos por la regla de las ecuaciones de segundo grado

.r^rz-— d= V'^(^)“—2l6í

efectuando los cálculos numéricos indicados, hallaremos: 

(¥y =------- ; V'(«.9*-íi6 = v's^=^, y por con-

siguiente x^ =^±^; en donde se hallan reunidas las 
dos siguientes expresiones: a;^ =-^'4-^=^/= 27 ; x^ — 
^ —•^=-^ = 8j y de estas es fácil concluir que

^27^3; y que a;=2V^S~2.

El primer valor de la a; da ^ ó 2 para el segun
do factor, al paso que el segundo valor conduce á 7 ó 
3 : son pues en un caso 3 y 2 los factores que buscá
bamos, y en el otro 2 y 3. Estas dos soluciones solo se 
diferencian en la mera inversion del órden de los facto
res del número dado 6.

162 Como las ecuaciones que acabamos de consi’ 
derar no deben estar exentas de la ley general de que 
hemos hablado (§. 159), deberemos multiplicar los va-
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DE ALGEBRA. 309
lores aritméticos de \^a y y/a por Ias m raíces que la 
unidad debe tener en el grado m.

Así que, despues de haber determinado los valores 

aritméticos 3 y 2 equivalentes á los radicales V 27 y 

^8 que resultaron de la ecuación x^— 35a'’——216, 
multiplicaremos cada uno de ellos por las tres raíces cu
bicas de la unidad, y tendremos las seís ralees siguientes:

de las cuales solo las dos primeras son reales y positi
vas, y las únicas que resuelven el problema.

Del cálculo áe las cantiáaács radicales. *

* Blâmante asi las raíces indicadas ó reprosehUdas por un signo radical ante
puesto á la cantidad cuya raíz deba extraerse. Cuando dos ó mas signos radicales 
tienen un misino exponento, y es una tnísma la cantidad ijue se halla debajo de 

ellos, las raíces indicadas se llaman cnnliJaiies raiUcnlei senifjwtct í pero en faltando 

cualquiera de las dos condiciones , se las llama tlítemejarles.

163 El gran número de casos en que no se pue
den extraer exactamente las raíces, y lo penoso de la 
operación que es necesario ejecutar para obtenerlas con 
la aproximación suficiente, han sido motivos para que 
los algebristas hayan procurado representar los resulta
dos de las operaciones que debieran ejecutarse con las 
raíces extraídas, sin detenerse á extraerías previamente, 
como á primera vista podría parecer necesario. De este
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310 TRATADO ELEMENTAL
modo difieren la extracción hasta el fin del cálculo, y 
no la efectúan mientras no han simplificado cuanto sea 
posible los resultados; y así logran que la operación 
mas complicada y difícil no se deba ejecutar sino con los 
números mas pequeños ó con las expresiones mas senci
llas que las cuestiones propuestas permitan.

La adición y la sustracción de las cantidades radi
cales desemejantes solo se pueden indicar por los signos 
nos -+- y —. Por ejemplo, las sumas representadas por 

los binomios x/^r-Hx/fZ, \/a~i~\/hf y Ias diferencias 

ó residuos representados por ^a — '^a, ^ a—^b 
no pueden admitir otra expresión mas sencilla, á lo me
nos mientras los símbolos algebraicos permanezcan en 
toda la indeterminación que les es propia; pero no su
cede así con ^¿r 2¿-h^i6¿z®¿ —— 'ía^b , por-

ad
que los radicales que componen este trinomio pueden 
hacerse semejantes por medio de la simplificación indi

cada en el §. 130* Ln efecto, ^ i6a^b equivale á 

V8a^>:íb, ó á V 8^’ x ^•¿b, ó à 2a ^2bi el 

tercer radical V 2a^'b equivale á ^a" x 2b=:^a^ x^ 2b 

=a^\/2bi y por consiguiente el trinomio propuesto se 
trasformará en

4d!2b-}- 2a^2b~- — 
ad

' z 3/----- ^^ 3/-----
O en ( 4íZ4- 2a------ - ) y 2b = Ç6a------- •') V 2b=:ad

^^¿Í—^c)^ ^2b.
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164 Por lo que respecta a las demas operaciones 

estriba el cálculo de los radicales sobre este principio ya 
citado : [Elevar á una misma poNneia los diferentes 
factores de un producto equivale d elevar el producto 
d la misma potencia. Se debe ademas tenei presente 
que la mera supresión del signo radical equivale á ele^^ 
var la raiz que con él estaba indicada, d la potencia 
del mismo grado que la raiz^Si, por ejemplo, en vez 

de ^a' escribimos solo a suprimiendo enteramente el 

signo radical, habremos con esta mera supresión ele
vado á la séptima potencia la raíz séptima de a, que 

estaba representada por la expresión primitiva V ai 
porque si después de haber extraído de cualquier can
tidad una raíz cualquiera, elevamos esta raíz a la po
tencia del mismo grado, debe resultar la cantidad pri

mitiva; y como “^a representa el resultado ae la pri
mera operación, a deberá ser el de la segunda.^

Sentado esto, si suprimimos los signos radicales de 

la expresión ^^x^F, por ejemplo , habremos eleva
do á la séptima potencia los dos factores de un produc
to; y el resultado ab será la séptima potencia del pro
ducto indicado. Tomando pues la raiz séptima, hallare

mos que y/ax^b-^ab.
Este razonamiento, aplicable á cualquiera otro ca

so, nos manifiesta que (^ara multiplicar dos expresio
nes radicales de un mismo grado debemos efectuar la 
multiplicación de las cantidades que se hallen debajo de 
los signos radicales y anteponer al producto un signo 
radical del mismo grado. ¡Lo cual nos viene a decir que
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extraer sucesivameníe las raleas ele un mismo grafio de 
los diferentes factores de un producto equivale d extrae?' 
la raiz del misíno grado de todo el producto f

Mediante esta regla tendremos:

3 V ‘lab^xy V' ^a^czz2i V íoa'^b^z^ 

2ia^Py 1 oc ;

4\/a-í'‘xVa^-^í’-= ^V^eZpqqg:^-

^ «4--- ¿í X -^------- --

por ser ^4_M = (,/ + ¿®) (^’-¿’).
165 Teniendo presente que la séptima potencia 

de la expresión por ejemplo, es —, inferiremos, 

tomando la raíz séptima de este último resultado, 

*^^^ ^7~ V Y ^e donde se sigue: ^que para di’

Vídir una por efra dos cantidadiS radicales de un mis’ 
mo gíadO} es fiecesario representa?' el cuociente de las 
cantidades que se hallan debajo de los radicales ^p an’ 
teponerle un solo sigjto radical del ínistno grado, Io cual
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quiere decir que lo mismo es ejecutar frimerameute tma 
division, extraer una raiz cualquiera del cuociente, 
^ue extraer jirimeramente las raices del mismo ^rado 
del dividendo y del divisor, y concluir dividiendo la raiz 
del primero yor la del segundoj'En suma, la inversion 
en el orden de estas operaciones no produce alteración 
alguna en el resultado final de ellas.

Por esta regla hallamos que

166 De la regla de la multiplicación de las canti
dades radicales de un mismo grado (^§. i64)(se sigue 
que j)ara elevar una cantidad radical d una potencia 
no se necesita mas que elevar d esta j^otencia la canti
dad puesta debajo del radical, j‘ anfegoner al resultado 
el mismo signo radical ;)porque elevar, por ejemplo, á 

la tercera potencia la cantidad representada por ab es 

lo mismo que hallar el producto de la multiplicación 

que aquí indicamos: ^ abxV abx^/ ab, y como 

por ser de un mismo grado los radicales debamos (§. j 64) 
multiplicar entre sí las cantidades que están debajo de
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ellos y anteponer el mismo signo radical al producto

el resultado será "^a^P.

Del mismo modo, la cantidad \^a^h^ elevada á la 

cuarta potencia da V que se reduce á ab \^ ab^ 
descomponiendo a^b''' Qn a^b'^xab^f y extrayendo (§. 130) 
la raiz séptima del factor ab^.

Es muy digno de notarse que cuando el exponente 
del radical es exactamente divisible por el de la poten
cia á que se haya de elevar la cantidad propuesta , se 
efectúa la operación con solo dividir el exponente del 
radical por el de la potencia. El cuadrado, por ejem'

pío, ¿Q '^ a j ó Ç"^ay z=í V ^i porque”= 3.

Con efecto, "^a representa una cantidad que es seis 

veces factor de ¿r; y como la cantidad ^ a que hemos 
obtenido dividiendo el exponente 6 por 2, sea solo tres 

veces factor de la misma a, es consiguiente que Va 
equivalga al producto de dos de los primeros factores, 
ó lo que es lo mismo, al cuadrado ó la segunda poten

cia de uno de estos factores ó de V a.
El mismo razonamiento se puede aplicar al ejemplo 

que sigue, y á otro cualquiera; (v a’^by^v a'^b.

i6y Invirtiendo las reglas del artículo precedente 
resultan las que deberemos seguir para la extracción de 
las raices de las cantidades radicales.

En efecto , de la primera se deduce sin la menor di*
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ficultad, que si los exponentes de los factores que están 
debajo del radical son exactamente divisibles por el de 
la raiz que se quiera extraer , se efectuará la operación 
como si no hubiese radical alguno, jf al resultado se le
antepondrá el radical primitivo^

Así es, por ejemplo, que
3.----- 6 ,--------- -

y^<.’= v^.?=

^a' i V^a¿’ = V”V^a^h^-yZ ab\
De la segunda regla del párrafo precedente se in

fiere igualmente que (se representa en general cualquiera 
raiz de cantidades radicales j multiplicando el exponente 
del radical por el de la raiz que se quiera extraer^

Por esta última regla se halla que ^ ^^.— y/ a'^>

Con efecto, "^ a'' es una cantidad que es cinco ve
ces factor de (§§. 24 y 129); pero como por otra 

parte la raiz cúbica de a'^ deba ser tres veces factor 

de esta última cantidad , es consiguiente que 'y 'C‘^~f^ 

deba ser 3x5 veces 015 veces factor de Ia primitiva 

cantidad a^t luego y\^ Del mismo modo 

se probará que 'y -^ a'^ ~ ^/‘^'* ’ ^° ^^'^^ ““^ ^‘^ ^ ^°"

nocer que(Zo mismo es extraer primeramente la raiz 
quinta de una cantidad cualquiera, y extraer despues la 
raiz cúbica de aquella raiz quinta, que extraer primes 
ramente la raiz cúbica de la cantidad primitiva, 
cluir por la extracción de la raiz quinta de la

y con-^ 
ctíbica^
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el resultado final no varia por esta inversion en el orden 
de las operaciones. Lo mismo puede demostrarss de 
Otras raíces cualesquiera.

168 Supuesto que multiplicando por cualquier 
numero el exponente de una cantidad que está debajo 
de un radical (§. ió6), se eleva la raíz que con este 
signo estaba representada, á la potencia que indique 
aquel multiplicador, y que multiplicando por el mismo 
número el exponente del radical 0. 167) se extrae del 
resultado anterior la raíz del grado indicado por el mis
ino multiplicador, es consiguiente que esta segunda ope
ración restituya á su primitivo estado la cantidad pro
puesta. ^0 que esto quiere decir en suma es, que mul-~ 
fi^líeaníio jpor un mismo niimero el exponente del radieal 
j el de la santidad ^ue esté debajo de él, no se altera el 
valor de la expresión.}

La expresión >/a^ j por ejemplo, puede conver
so. ---- -

tirse en Vd^^ multiplicando por 7 los exponentes 5 y 

3 i y la segunda expresión es enteramente equivalente á 
la primera , porque multiplicar por 7 el exponente de cd, 

y formar el radical \/¿z'\ es hallar la séptima potencia 
del radical propuesto; y multiplicar por 7 el exponente 

5 del radical Va"^, es tomar la raiz séptima de este pri
mer resultado; deshacemos pues con la segunda opera
ción lo que habíamos hecho con la primera.

^^9 (í’or medio de esta doble multiplicación se redu
cen aun mismo ^rado ó exponente dos, tres ó mas radicales 
de diferentes grados, multiplicando d un mismo tiempo el
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exponents de eada radical y el de la cantidad d que esté 
antepuesto , por el producto de los exponentes de todos los 
demas radicalesi}!.^ identidad de los nuevos exponentes 
de los radicales es evidente por sí misma, puesto que 
todos ellos vendrán á ser el producto de todos los ex
ponentes de los radicales primitivos ; y según lo que aca
bamos de demostrar, no habrá mudado de valor ningu
na de las cantidades radicales propuestas, por haber mul
tiplicado por un mismo numero el exponente del radi
cal y el de la cantidad que primitivamente se halla de
bajo de él.

Por esta regla se trasforman Ias cantidades radica- 

les V'a^b'^ y yc^d^ en y/a‘'^b^^ y y/c^^d'^i asimismo las 

cantidades radicales ab^, Va^c^ y Vb'^c^ se convierten 
108--- ;----- 103--------- 105-------

respectivamente en y/a^^b'^ , V^í3:‘"'/\ y

Esta trasformación es análoga á la reducción de los 
quebrados á un común denominador, y de consiguiente 
es susceptible de las mismas abreviaciones que ella 
ÇArit. §■ 100).

Si hubiese coeficientes numéricos debajo de los ra
dicales será necesario elcvarios á la potencia indicada por 
el producto de los exponentes de los demas radicales.

170 \Tambien se infiere fácilmente que dividiendo 
por un mismo número el exponente del radical y el de la 
cantidad que esté debajo de él, no mudará- por eso el va
lor de la expresioné) Así tendremos una nueva trasfor
mación de Ias expresiones radicales análoga á la de re
ducir los quebrados á sus mínimos términos ó á su mas 
sencilla expresión.'Ultimamente , se puede introducir de
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bajo de un ra^lieal cualquiera un factor que esté fuera 
de él, elevándolo á la foteneia indicada por el exponen^ 
te del radical, y multiplicando por esta potencia la can- 
tidad que primitivamente estaba debajoj

Se convertirá, por ejemplo, a'‘ en ^^a''^,y 2a^ b

el ^3a^b.

lyi Despues de haber reducido á un mismo ex
ponente ó grado cualesquiera radicales por medio de la 
trasformación precedente, se les aplicarán sin dificultad 
alguna las reglas dadas (§§. 164 y 16$) para la mul
tiplicación y la division de las cantidades radicales de 
un mismo grado.

Propongámonos, por ejemplo, simplificar el pro- 

dueto representado por Va^lfx Vb''c"i y en primer 
gtf ll 71 ■

lugar trasformaremos los factores Vefb'' y '/¡/c^ en
------ mn-' ---

Va”^b”'’ y y/b”"c”‘^i y por la regla del §. 164 hallare
mos que

es el producto de los radicales propuestos.
Hallaremos tambien por la regla del §. 165 que
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Mv^ríencía sobre algunos casos singulares ^ue ocurren 
en el ccílculo de las cantidades radicales.

172 Las reglas que acabamos de prescribir para 
el cálculo de las cantidades radicales se aplican sin difi
cultad á los símbolos de las verdaderas cantidades, ó sea 
á las cantidades reales; pero aplicadas á las que se lla
man cantidades imaginarias, nos podrían inducir á error 
si no hiciésemos algunas advertencias deducidas de las 
propiedades de las ecuaciones de dos solos términos.

Si nos propusiésemos, por ejemplo , elevar al cua

drado la expresión \/^a, y observásemos á la letra la re
gla prescrita (§. 164) para la multiplicación de las can

tidades radicales, hallaríamos V—ax\/‘-a=V'~ax—a =

V a'^ i y si ahora nos contentásemos con tomar “hir en lu

gar de y/a^ j habríamos venido á parar á un resultado 

evidentemente falso , porque el cuadrado de \/—a de
be obtenerse con suprimir el signo radical, y es por con
siguiente — a.

Bezout ha desatado perfectamente esta dificultad, 
observando que cuando ignoramos cómo se haya for
mado el cuadrado a^, y se nos pide su raiz, debemos 
indicar igualmente•+■ a y— a, porque no sabemos con 
cuál de estas dos expresiones se efectuó la multiplica
ción; pero cuando sabemos de antemano cuál de estas 
cantidades se ha multiplicado por sí misma para formar, 
<3’, entonces ya no se puede dudar de cuál sea su raiz, 
ni menos tomar la una por la otra. Este caso es eviden
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temente el de la expresión V^— axV^aj pues se sabe 
a^ui que la cantidad a^ que está debajo del radical en 

el producto Va'^, procede de — í? multiplicada por-¿r, 
y por consiguiente no debe quedamos la menor duda de 
que su raíz es — a, y no>+-¿r. Así como por la inversa, 

cuando multiplicamos y/ax\/a fSu producto V'a'^ se re
duce á H-¿í’j y no nos es permitido tomar — ¿z por equi

valente á y/a^, porque sabiendo como sabemos que el 
cuadrado a"^ ha provenido de la multiplicación de-{-¿z 
por-r-íz, no podemos dudar de que la raíz cuadrada de 
a^ es en este caso particular-!-«a, y de ningún modo —4.

En suma, lo único que la ecuación idéntica V — ax

^ ~a~ V a^, rectamente traducida, nos quiere decír, 

es quet^Z euadraíio de V*”—a ee una de las ralees eua^ 
dradas de a’ J. pero no cualquiera de ellas, sino sola y 
determinadamente — a.

an duda alguna sobre el razonamientos no dei
verdadero resultado de la operación en el caso particular 
que acabamos de considerar, pero aun hay algunos otros, 
en los cuales, para determinar el resultado, nos es for
zoso acudír á las propiedades de las ecuaciones de dos 
solos términos.

173 Si se nos pidiese, por ejemplo, el producto 

de V^fíx X/—i, reduciríamos el segundo radical al 
mismo grado que el primero (§. 169), y tendríamos

va x X' (-“ í )’ :=v ax y -4-1 ~V af resultado 
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real, aunque es bien claro que la cantidad real ^T? 

multiplicada por la expresión imaginaria ^—i ^ debe 
dar un producto imaginario. Sin embargo, no debemos 

creer que la expresión a, que hemos hallado por pro
ducto de la multiplicación propuesta, sea enteramente 
falsa , sino tan solo que por lo común no se la da el ver
dadero sentido que debe tener. Lo único que nos dice Ia 

ecuación idéntica V_ i ^ gg quQÎmultîfli^ 

cando for V_ i una de las cuatro ralees cuartas de a, 
resulta otra de las mismas ralees cuartas de a.;

Con efecto, considerando V^ a algebráicamente, y 
como que es la expresión de la incógnita .r en la ecua
ción de dos solos términos a'’—a^o, echaremos fá
cilmente de ver que es susceptible de cuatro diferentes 
determinaciones 0. 159)5 porque si representamos por 
tt el número que inmediatamente resulta de Ia extracción 
de laraiz cuarta de a, ó el que hemos llamado la de
terminación aritmética de esta raíz cuarta, vendrá á ser 
íZ^ct; y las cuatro ralees cuartas de a se hallarán mul- 
Upheando a por las cuatro raíces cuartas de Ia unidad. 

Sarán pues: ax-r-l; Ax— 1 ; ax-q-S/—i; ax—v/—1. 
y de consiguiente si en el primer miembro de la ecuación 

Vax ^^~ i =V^^, la expresión '^a quiere decir a, en el 

segundo vendrá á significar «, v"- 1 ; por manera que la 
verdadera traducción de la ecuación propuesta es la si

guiente 'Jmultij)lícando j)cr '^—1 la primera raíz cuarta 
de a, resulta la tercera raiz cuarta de la misma cantidadaé)

TOMO Ü. 2 1
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Basta un poco de atención para descubrir el origen 

de la duda que ha motivado el producto que hallamos 
por la regla del §. 169. La segunda potencia-t- I de la 
expresión — ! que estaba debajo del radical cuadrado, 
puede muy bien proceder de -4- ix-h i igualmente que 

de— ix—i , y hace que la expresión v i pueda ad

mitir mas determinaciones que la expresión V^ — 1,
En general cuando las expresiones algebraicas que 

forman los dos miembros de una ecuación sean suscep
tibles de diferentes valores, la ecuación no quiere siem
pre decir que cualquiera de los valores de su primer 
miembro es igual á otro cualquiera de los del segundo, 
sino que alguno de aquellos es igual á otro de estos. Sa
bemos por ejemplo que, algebráicamente hablando, á la 

expresión ^ 8 corresponden estos tres valores:

2i — —3í

que á la expresión V*  16 corresponden estos cuatro:

* El lenguaje algobráíco nos parece en esta parte expuesto á los 
mismos inconvenientes que los idiomas que carecen de artículos. 
Cuando en el latino se nos dice Regís Jilius csí exercitiis dux f las 
circunstancias en que se enuncie esta proposición son las únicas que 
pueden determinar su verdadero sentido.

2;—2; 2 xZ — i ; — 2 i i

y sin embargo la ecuación v 8 = v 16 no nos quiere 

decir otra cosa sino que el primero de aquellos tres va
lores es igual al primero de estos cuatroj y solo en este 
sentido es verdadera*.

Lo que hemos practicado para venir en conocimiento
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de la regla de que hacemos uso para formar el producto 

V^x A/ b^ se reduce á elevar este producto á Ia poten

cia tnm porque si lo hubiéramos representado por z, ó

Jo que es lo mismo, si hubiéramos hecho V a x\/bzzzi 
elevando primeramente á la potencia m los dos miem-

Bros de esta ecuación, tendríamos ¿í V b’”=:z”’i y ele

vando despues á la potencia « los dos miembros de esta 
última, resultaría 4"- •

Asi tendríamos ya conocido, no el producto que 
buscábamos, sino su potencia del grado mn; ó lo que ei 
lo mismo, tendríamos una ecuación de este grado con 
dos solos términos, y en la cual la incógnita, que eil 
este caso representa el producto que buscábamos, debe
ría tener, generalmente hablando, mn determinaciones 
(§■ 159)- -Esto se concibe con facilidad atendiendo á 

que los factores V a y \/b son Ias expresiones de los va- 

lores que corresponden á las incógnitas a-é j en las si
guientes ecuaciones de dos so’os términos: a"'—¿r^oj

y siendo por consiguiente la a' susceptible 
de m determinaciones, y lay de « determinaciones, se 
podrán obtener mn determinaciones del producto- pedi
do, combinando cada una de las m determinaciones de r 
con cada una de las « determinaciones de y, i

Cuando sean reales las cantidades que se han de 
multiplicar, no ocurrirá dificultad alguna en la eleccipn, 
porque el número de determinaciones de esta especié 
jamas pasa de dos (§. 157), que solo se diferencian en 
el signo.

174 Haciendo uso de la trasformación de que 
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nos hemos valido (§. i$9)} conseguiremos en todos ca
sos que recaiga toda la dificultad sobre las raíces de-j-i 
ó de—I ; porque suponiendo a; = aíj éj'ss^a, indi- 

cando con a y /3 las determinaciones numéricas de v^ <?, 

y V h sin atender al signo, se convierten las ecuaciones 
a;*":?: <?= o ; j^":^¿ = o en /■’”h= I = 0 5 «”=? I =0 » y se

m n ni n 
halla la expresión ay = V ±íí!xVd:¿> = c{,j3V’±ixV'±i; 
en la cual a^ representa el producto de los números 

\/^a, V b, ó la determinación aritmética de la raíz del 
grado mn del número a” b”".

Cuando se haya de particularizar el producto de

los radicales V^±í2 y V :^b, por razón de estar deter
minados los grados de las cantidades radicales que son 
factores, será necesario hallar por medio de las ecua
ciones f" =Fi = 0 , y #":? i =0, las diferentes expresio- 

nes de V± l y V^± i, y combinarías como corresponda.
Por fortuna son raras las veces en que hay necesi

dad de efectuar estas operaciones, á no ser en algunos 
casos muy sencillos. Hé aquí algunos de los que ocurren 
con mas frecuencia:
Iy/ — a x sZ — h — V a x V* b(^>/ — 1 x \/ — 1 ) ;

y suprimiendo el radical de \/ — 1, obtendremos:

V —axV — b^y/ abx— 1 ~ — \/ah.

Para evitar en este caso la duda de que hablamos 
(§• ^73)> "° multiplicaremos— i por — 1 , sino obser
varemos que el cuadrado de la raÍz cuarta de cualquiera
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cantidad equivale á la raíz cuadrada de la misma can
tidad, y asi tendremos :

\/~a>^^—bz=^abK\/~i,

^-b = '^ab><(j^—iy=

ab x^~l = '^'\-ibx~i — í— '^ab.

De este modo hallaremos los productos de los radi
cales imaginarios de otros cualesquiera grados, y vere
mos que resultan alternativamente reales é imaginarios.

Del ealeulo de los exfonení^es fraceiofiarios.

175 Cuando en lugar de los signos radicales se 
hace uso de los exponentes fraccionarios para represen
tar las raíces que les corresponden (§. 132), entonces 
se puede aplicar inmediatamente á estos las reglas ge
nerales de los exponentes, y se hallan por medio de 
ellas los mismos resultados que por los métodos de que 
nos valemos para calcular las cantidades radicales.

Con efecto, si trasformamos, por ejemplo, ^a^b^

^/3^ Ít— 2. Í , 5/ " 3,2 ^/ S 2yvae en a^ y a^ , tendremos vab x v a c

a^ b^x a^e^ = a^ ^ b^ c^ =a^b^e\ Observando después 

que rzz 1 -M, y que por consiguiente ¿r^^íí ^ =:ax 

^\§- 25)’ y que a^b^s^ equivale á V^ cíb'' , resul

tará V^ a^ b'‘ x ^ a^ e" =a '^ab^c^'i resultado no solamen
te exacto, sino ademas reducido á su mas sencilla ex
presión.

Sea el ejemplo general v' a^b'' x \/ b'^ (*i y trasfor-
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mando los radicales propuestos en a-~b~"‘', h^c~^halla
mos por medio de las reglas de los exponentes (^§. 2^) 

a”* " r " .Si quisiésemos efectuar

ahora la adicicn de las fracciones -^, —, sería necesario 

reducirías á un mismo denominador; y para dar uni
formidad á los resultados es necesario hacer otro tanto 
Con Ias fracciones-^,-^. Por este medio nos resulta 

mn ¡^ ^ „„. .^ y restituyendo los signos radicales ten-

¿remos: v a’'b'^ x \/b'b^ = \/ .
1^6 La division se efectúa también sencillamente: 

es fácil ver^ por ejemplo, que

ir 2 
a^b^ b'ï

(§■ 38),

lo cual se reduce á-^^-j y reponiendo los signos ra-

¿¡cales resulta: —-; y en general

y reduciendo á un común denominador los exponentes 
fraccionarios para efectuar la sustracción indicada, se 
¿aliará:
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V orb’'

\/ b'e"

Ya se deja conocer que la reducción de los expo
nentes fraccionarios á un mismo denominador produce 
aquí el mismo efecto que la reducción de los radicales 
á un mismo grado , y conduce precisamente a los mismos 
resultados (§. 171)-

177 Tambien es evidente Ç^. 127) que

m P ^P ”*_____  
(v^i/^y—^ij-^y'^ij'^^zV (3"-"; y (129) que

Va^ = a'" =Va^

El cálculo de los exponentes fraccionarios nos ofre
ce uno de los ejemplos mas notables de la utilidad de 
los signos cuando se los elige con inteligencia y acierto. 
Xa analogía que hay entre los exponentes fraccionarios 
y los enteros hace que las reglas que se deben seguir 
para el cálculo de estos sean aplicables al de aquellos; 
en vez de que son necesarios, como hemos visto, razo
namientos particulares para descubrir las reglas del cálcu

lo de las cantidades radicales, porque el signo V

que Ias acompaña no tiene conexión alguna con la ope
ración que con él se Índica. Cuanto mas nos internemos 
en el Algebra, tanto mas echaremos de ver las nume
rosas ventajas que ha producido en esta ciencia la no
tación de los exponentes, inventada por Descartes.
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^ctíf iít ^cueraí de Ías cctiacioncs.

178 Aunque las ecuaciones de primero v segundo grado son 
prop,amenle hablando, las Únicas que hasta ahora se saben resolver 
completamente, se han descubierto ciertas propiedades generales de 
las eenacrones de todos los grados, cuyo eonociu,lento es muy con
ducente para resolverías cuando sean numéricas, y para otros varias 
invest,gao,ones que ocurren en las partes ,„as s„bliu,es del Algebra. 
U desc„br,m,e„lo de estas propiedades se ha debido ,1 una cierta 
to,„,a particular que puedo da,sc ,1 cualquiera ecuación.

Por de contado toda ecuación completa de cualquier grado debe 
con tener todas las potencias de la incógnita desde la do este grado 
baste ha pr,„,era inclusive, multiplicadas cada una de ellas por L,ti- 

ades conocidas, y ademas un termino enteramente conocido

o, 1 - sJaS pot, n, e, as do 1 a i „ có g n i ta desde 1 a p ri,„ e ra h as t a 1 a q „ 1 „ ta 
m usive, y si bul,tese en ella muchos términos en que se hallo la 

incógnita elevada a una misma potencia, ser,', necesario imaginarios 
Z" r '" “'°’ '■'‘’.'"° '° '“‘“’ '“ '“’ ecuaciones de 
o n o o'um, (^. lOoJ. So pasaran después al primer miembro lo

dos los Kuanmos de la ecuación, ordcámlolos con respecto ,! las po
tencias^ de la me,ígnita; y así el oteo miembro será precis.meute 
oual o cera: se bara positivo el primer término cambiando, si fuese 

necerano, los signos de todos los términos de la ecuación. Por este 
medio la qne se llama ecuación general del quinto grado vendri á 
tener csla iorma :

0.. 1.-1 cual se debe observar que las letras p, r,s, 1, pueden 
i^epresenUi numen» sustractivos ó negativos, ¡gualmentc que aditivos 
ü positivos. Dividiendo despues por n todos los términos para no 

dejar en el primero mas coeGcicntc qUe la unidadj y haciendo—=

n

n ^’yt ^ j"^— ‘’i *7-= ^ i Î50S resultará !

x’-^-PÆ-’H-Çà^’H-’/ivï’ ¿«-HrsO,
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Ell lo sucesivo daremos por supuesto que cualquiera ecuación 

esta ya preparada del modo que acabamos de indicar; y así no habrá 
ecuación de grado alguno que no pueda estar representada por la 
siguiente, que se llama ¿a ecuación general de iodos los grados;

x-> -H Px’'-' -b-Çx"-’..... H-rx-H U^Q.

El vacío indicado por los puntos suspensivos se llena cuando al 
exponente n se le da un valor particular.

Cualquiera cantidad ó cualquier símbolo algebraico, ora sea de 
los que se denominan cantidades reales, ora de las imaginarias, que 
puesto en lugar de la incógnita æ en una ecuación ya preparada, 
reduce á cero el primer miembro, y por consiguiente satisface á la 
ecuación , se llama raíz de esta. Pero no tratándose aquí de poten
cias, ya se deja entender que la voz raíz se toma en este tratado 
en sentido muy distinto del que basta ahora 1» hemos dado (§§. 00 
y 120).

170 La proposición que hemos demostrado ( §§• 126 y 159) 
con respecto á ciertas ecuaciones, se verifica en todas las de cual
quier grado; por manera que puede consideraric como principio 
fundamental de toda esta teoría el .siguiente: Si suponemos ?'cprcse/i- 
lada par a cualquiera raiz de cualquiera ecuación x'“ —b-Px"~^—b- 
Qx"—*...—j— Tx— 1— U=0 , cl primer 7nicml>ro de cs/a será cxacla- 
mcnie dwisiblc qior cl binomio x —a.

En efecto, suponer que a es valor de x, ó raíz de la ecuación 
propuesta, equivale á decir que a" —t— Pa"—'—^Qa”—^...~i~Ta-i- 
U~® > y P<í‘‘ consiguiente Ü==---- a" — Pa'-—^-----Qa”—'^...----- Taq 
de manera qne la ecuación propuesta es enteramente la misma 
que esta;

— a”----- Pa^~^— Qfl''-\..-----rfl(~ ’ 

la cual puede escribirse de este modo:

Æ" — a» H- íCx"-^ — a"-’)H-Ç(«^® — «’-®) Çq 
-H Tf (x”—3 — fi"— 3)     -b- T^x — a') ( ’

y como las cantidades a^ —'a” ; x^~^ — a'’~^ •, x”-^' a 
x a, son todas exactamente divisibles por el binomio x—a (§. 158), 
es claro que el primer miembro de esta ultima ecuación será exac- 
tamenle divisible por cl mismo binomio, y de consiguiente lo será
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también el primer miembro de la ecuación projmesla, que ea equi
valente á la última.

Dalembert demuestra la misma proposición del modo siguienle: 
si imaginamos efectuada la division del primer miembro de la ecua
ción propuesta por el binomio æ—a, y que se haya continuado la 
operación hasta apurar, como es posible, todos los te'rminos que 
contengan la x, el residuo final de esta division, en caso que lo ha
ya, no podrá tener x. Si pues representamos por 7? este residuo y 
por Q el cuociente que suponemos hallado, tendremos precisa
mente ÇArilm. §. 78): x" S^c.=Q (x—-a')—^R. 
Ahora, si en lugar de ar sustituimos a, el primer miembro debe 
reducírse á cero, puesto que a es valor de .r ; también se reduce á 
cero el termino 0 (x—c), porque se reduce á cero el factor x—a. 
debe, pues, ser R=^Q sin tener influjo en esto la sustitución: por
que no existiendo en el residuo la x, no se puede efectuar en el fa 
sustitución, ni menos podrá esta alterar el valor que antes tenia. 
Si, pues, haciendo la sustitución debe ser 7í=0, deberá serio aun 
antes de hacerla, y de consiguiente el primer miembro de la ecua
ción propuesta es exaetmnente divisible por el binomio x—a.

180 Para hallar el cuociente de esta division basta sustituír en 
lugar de las cantidades x” —-a" 5 «"•“'—a"—’; x'''~'^—a”—^..,.x—a 
los cuocientes que dan cuando se las divide por x—-cj los cuales 
son, como ya sabemos (§. 158), los siguientes:

H-1.

Ordenando los términos del resultado con respecto á las poten
cias de x; y reponiendo los coeficientes, vendrá el cuociente total 
á ser:

x"—^-4- ax"—® -H n® a"“’

Qx ”—3.„H- Qa”—^
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181 No es necesario mas que atender á las reglas de la division 

para venir en conocimiento de que en habiendo dividido por x——a el 
primer miembro de la ecuación æ” —|— Px’^—^ -+- Qx"—"^ -+- ^ c.=0, 
debe resultar un eiiocicnle de esta forma: -^P'x’'—'^ —b- 
Q'x”—^-4- ^"c., designando por P', Q' S^c- los coeficientes conocidos 
diferentes de los primitivos P, Q ^c.‘, y así tendremos:

xr^ _¡_ Px’'—'^ -^-^«.«(aí—a) («"“’ -b- jPív’ “" —1—.'^'cQ;

y conforme á Ia observación que hicimos (§. 116), podrá verifi- 
carse de dos modos la ecuación propuesta; á saber: ó hacieudo 
x—rt=0, ó x”~^ -b- P'x'’—^-i-S^c. = Q. Si ahora tuviere la ecua
ción x"—-b- P'x'^—^ —b- S^c. = 0 una raix ¿ , será su primer miem
bro exactamentc divisible por el binomio x—íf, y efectuada que 
sea la division, tendremos:

x''—'~+~P'x”-~'^ -4- ^c.-=.Çx“—b') (x’'—' —b--^‘''^a¡"“^—b-^'*c-) 

y de consiguiente

x” -b/'x"—^■4-Çx''~’-i-i'Çc.-^(x—a) (x—¿) (^’'—--^^'^‘'^''“^-b^V.),

Podrá, pues, verificarse la ecuación primitiva propuesta de tres 
distintas maneras, á saber; ó haciendo x—rz=0, ó x—¿=0, o 
x"—’ -t- P^'x"—3—{-Í¡’c.=ü. Si la itUima de estas ecuaciones tuvie
re una raix c, su primer miembro se descompondrá tambien en los 
dos factores x—c, x’—’-f-P^'x"—‘^-J-^’c., y tendremos x” -b- 
Px"—^ -b-^c.í=(x —a) (x---- ¿) (x—c) (x"— ’-+- p"'x’^—'^~Hi^fc.); 
donde so ve que la ecuación propuesta se podrá verificar de cuatro 
distintas maneras, haciendo sucesivamente x —0 = 0; x—¿ = 0; 
x—c = 0 ; x"~2 -4— P'"'x"“*-í-4’c«=0. Y continuando el misino 
razonamiento, iremos hallando los factores de los grados indicados 
por los exponentes n—4, n—5, n—6 ^'c.; y si igualando á cero 
cada factor de estos se descubre alguna raix de la ecuación que en
tonces resulta , vendremos á dar al primer miembro de la ecuación 
primitiva la forma de un producto de varios factores binomios del 
primer grado (x—n) Çx —¿) (x — c) (x—¿Z) (x----Z); 
es decir, el polinomio que formaba d primer miembro de la ecua
ción , se habrá descompuesto en tantos factores binomios del pri
mer grado como unidades haya en el exponente n que indicaba 
el grado de la ecuación. Por manera que la ecuación general x" -+- 
Px"--^-+- ‘̂*c.= 0 podrá verificarse de n maneras/ esto es, ó ha-
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cícndo x---- a=0, ó x—¿=0, ó a:—c—0, ó Æ—-(7=0, ó por 
último x—¿=0; pero es necesario tener entendido que no se de
ben considerar como verdaderas á un mismo tiempo todas estas 
ecuaciones, sino sucesivamente; pues de lo contrario incurriríamos 
en manifiestas contradicciones. En efecto, si al mismo tiempo que 
supiéramos a:----a=0, y de consiguiente x =: a, supiéramos 
tamliicn x-—¿=0, y de consiguiente x=ú, se inferiria que las dos 
cantidades desiguales representadas por a y b serían iguales entre sí.

’ 182 En habiendo descompuesto el polinomio que se halla en 
el primer miembro de la ecuación general propuesta .r" —f—Px"“"‘—H 
^''c. = 0, en los zt factores del primer grado x—a, x—— ¿, x —c, 
x d...x—If es absolutamente imposible hallar ningún otro factor 
del primer grado del mismo polinomio. En efecto, si este polinomio 
fuese ademas exactamente divisible por x---- «, por eíemplo, ten
dríamos precisamente ; x" -í- Px"—^ -+-^'’c. = ( x «) (x"”^ —f- 
px”—'^ H-^c.), y por consiguiente (x a) (x ¿) (x c) 
(x </).... (x Z) = (x-----a) (x"—^H-px"—®-|-^c.)j y como 
suponiendo x=af se reduce á cero el primer miembro de esta 
ecuación, debe succderlc lo mismo al segundo, el cual en esta hipó
tesis se convierte en (o — « ) (a'^”^-+-7>o"“’ -4— iS'o.) No pudiendo 
reducirse á cero el primer factor a----«t por ser desiguales por supo
sición a y a, es necesario que se reduzca á cero el otro factor 
rt'^“'--------------- ^''c.; y asi la cantidad a será forzosamente raíz de la 
ecuación x^~^ --i— px’ —^ -4— ^'"c. 5= 0. De aquí se sigue que su pri
mer miembro será exactamente divisible por x-i-a, y que 

x”—’—1—px"“® —H éifc.=(x-----a) (x”—’ —í— ^''x”~^ —1—^''c.); 
de donde resulta que

(x-----a) (x — i) (x— c) (x—d')... Çx----- Z) 
= (x —— a) (x-a) (x"—® -4- p'"—^ ~4— ^'’c.).

Dividiendo los dos miembros de esta ecuación por x-~—af tendremos 
esta otra:

(x—Ú) (x—t) (x d).,.{x—Z)s^(x—-a)£=(x”—*-|-j^''x» —’-Hi^c*)»  

en la cual se puede demostrar por medio del razonamiento que aca
bamos de hacer, que el segundo factor x””'’ -4— p'x”—^ —H^c. del 
segundo miembro debe ser exaclamcntc divisible por x——¿j y efe®'

* Véai9 la ñola i eitt número»
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tunda esta division, y suprimido que sea de ambos miembros el 
factor común æ-^b se reducirá la ecuación a esla otra:

(^—c) (^---- rf)...(ic----- /):=.(a;----- ti) {x^-^-i-fx^-^-i-^c.')

Continuando del mismo modo, se llegarán á suprimir sucesivamente 
de ambos miembros n---- 1 factores: por manera que en el pri
mero no habrá quedado mas factor que x-----1, y en el segundo ha
brá solo x a 5 y de aquí será forzoso inferir que a; l = x — a, 
ó que 1=61.

De lo expuesto se sigue que en ninguna ecuación, sea del gra
do que fuere el mímero de factores binomios del primer grado 
que tenga su primer miembro , jamas puede ser mayor que el núme
ro ele unidades del exponente del grado de la ecuación , y de consi
guiente no puede esta tener mayor niémero de ralees ’.

183 Esto nos basta para que podamos considerar al primer 
miembro de cualquiera ecuación como un producto de un numero 
de factores a;——a, x—b, x—c, x---- d ^c. igual al exponente de 
su grado, y para que á consecuencia lo podamos suponer formado 
lo mismo que el que hemos hallado ( §. 135 ), con la única modifi
cación de ser los términos allernativamcnte positivos y negativos.

Limitándonos, por ejemplo, á cuatro factores, tendremos el 
siguiente producto: " -

x‘^—ax^’-^abx‘^---- abcx-+-abcd!=Q’, \ 
^^bx^—i-'acx^—^abdx i. 

—cx'^-^adx^—acdx 
—dx^—i-bex'^- bedx . 

••^bdx'
-^cdx^

en el cual se deberán verificar las mismas propiedades que hemos ya 
observado (§. 155), y que generalmente liemos demostrado (§. 136); 
bien que por ser aquí las segundas parles de los binomios las raíces 
de la ecuación con signos contrarios, enunciaremos aquellas mismas 
propiedades del modo siguiente:

* Ahora falla demestrar que ni el número de facieres binomios del primer miem
bro de cualquiera ecuación , ni por consiguiente el número de raíces de esta puede 
ser menor que el de lus nnidades del exponeme de su grado. De esto se Halará en el 
C':jnifi!emenlo del ..d/^elra.
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El coe/iciente del segundo termino, tornado con si^no contrario 

al que ten^a en la ecuación, será la suma de todas las raíces de ella.
El coejicicnte del tercer tertnino será la suma de todos los pro

ductos binarios de las raíces.
El coerciente del cuarto termino, tomado con un si^no contra

rio, será la suma de todos los productos ternarios de las raíces; y 
así sucesivamenle, cuidando de cambiar los signos de los coeficien
tes de los términos que se hallen en lugar designado por número par.

El líltímo término, que está sujeto, como todos los demas, á la 
misma ley, será el producto de todas las raíces.

Igualando, por ejemplo , á cero el producto de los tros factores 
X——5, x—i—á:, x—i—o, se formará la ecuación æ^H—âa;®—23æ__  
60"0, cuyas raíces serán -4—6, —4,---- 3. La suma de ellas será
5—4—3=-~-2, la de sus productos binarios 5x—4—j—5x—3— 
4x—3= 20 15 —f—12=—23 j y últimamente el producto 
de las tres raíces será —H 5 x— 4 x — 3 = 60.

De este modo pudieron haberse deducido los coeficientes 2. 
-----23;------60, con solo cambiar el signo do los del segundo y de| 
cuarto te'rmino.

Si igualamos á coro el producto de los tres factores a-—2, æ—3 
y .t;-4-5, resultará la ecuación x’ —19,r-{-30 = 0, en la cual no 
se halla x®, que es la potencia inmediatamente inferior á la del prir 
mer termino; y por esta razón se dice que la ecuación propuesta 
carece de secundo término. Esto proviene de que la suma de las ral
ees, que tomada con signo contrario, debe generalmente ser el co
eficiente de este término, es en este caso 2-f-3— 5=0; ó como suele 
decírse, de que la suma de Ias raíces positivas es igual á las do las 
negativas

104 Hemos demostrado (§. 182') que considerando á una 
ecuación como producto de muchos factores simples del primer 
grado, el numero de estos factores no puede ser mayor que el in
dicado por el exponente n del grado de la ecuación ; pero si com
binamos estos factores simples de dos en dos, formaremos produc
tos binarios o de segundo grado, que serán tambien factores de la 
ecuación propuesta , y cuyo número estará indicado ( §. 140) por

1.2 ’

• Véaíe la nota priraera al fin del tomo.
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Por ejemplo, siendo el primer miembro de la ecuación

^4---- rtaj’-+- abx^-----altcx^+^abcd  ̂0 
-bx^~^ acx '-----abdx 

cx^-^adx"^----- acdx
—dx^-i- bex"^---- bcdx 

-^-bdx*
-i^cdx*

el producto de (.r a)x (a:— ¿)x(4? c)x(«— íZ), se puede 
descomponer en factores del segundo grado de los seis modos si

guientcs:

Çx------a) (^----- ¿) x (x—c) (a;—d) ;
(x------a) (x----- c)x(x—ó) (x—¿);
(a:—a) (x d)x{x ó) (x c); 
(x------¿) (^------c)x(x—a} (x---- dy,
(x------¿) (x----- d)x.(x—a) (x-----c);
(x------c) (x-----¿)x(x—a) (x---- ó);

de donde resulta que una ecuación de cuarto grado puede tener seis 
divisores del segundo.

Combinando de tres en tres los factores simples se formarán los 
divisores ternarios ó del tercer grado de la propuesta. El número de 
estos en una ecuación del grado n estará indicado por

n(n — 1) (n—‘2)
1.2.3

y así sneesivamente.

De la eliminación de las incógnitas que están combinadas con otras 
en las ecuaciones de los prados superiores al primero.

185 Para eliminar una de dos incógnitas que se hallen combi
nadas en dos ecuaciones fundamentales de una misma cuestión, bas
tarán los métodos indicados ( §§. 78 y 84) siempre que en alguna 
de las dos ecuaciones propuestas no pase del primer grado la in
cógnita que nos propongamos eliminar, scan cuales fueren el grado
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de esta misma incógnita en la otra ecuación, y el de la otra incóg
nita en ambas ecuaciones.

Si fuesen, por ejemplo, ecuaciones fundamentales de algún pro
blema las dos siguientes :

ob-ervariamos que en la segunda no pasa del primer grado la /, y

por consiguiente sera fácil deducir que j‘=------------- 5 v susti-
X

luyendo esta expresión del valor de y y su cuadrado en lugar de 
X y ^^ J'^ en la primera ecuación, resultará una nueva ecuación, 
en la cual 110 había ya mas incógnita que la x. Esta ecuación, que 
no tiene mas de una incógnita, se llama la ecuación Jinal del pro
blema.

186 Si en las dos ecuaciones propuestas se bailaren los cuadra
dos de ambas incógnitas, será necesario para eliminar cualquiera de 
ellas por este método deducir una expresión de su valor, resol
viendo una do las ecuaciones, que en tal caso habrá de ser de segundo 
grado.

Si, por ejemplo , se hubiesen deducido de la propuesta de algún 
problema estas dos ecuaciones:

„3 , ,.3__„5.x H—J ~n }

de la segunda deduciríamos^' = ^1/ n^-----x^^ y sustituyendo en la 
primera esta expresión del valor de la j' y su cuadrado, resultaría:

ax'^±bxV n"^---- x^-f-c(n"-----=

con lo cual podra parecer á primera vista que hemos conseguido el 
objeto que nos proponíamos, pues que la última ecuación no con
tiene ya mas incógnita que la æ; pero como no se puede resolver 
la ecuación final sin estar previamonte reducida á una forma racional, 
sera necesario hacer que desaparezca el radical, bajo el cual se halla 
la incógnita, para dar á la ecuación aquella forma.

Es fácil ver que s¡ el radical estuviese solo en un miembro, se 
le baria desaparecer elevando ambos miembros al cuadrado. Reuní-'
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remos pues, por medio de la trasposición, en el priner miembro to
dos los términos racionales, y haremos que quede solo en el segundo 
el radical. Asi tendremos:

a^*H“c(«í—x')—-zn’z:^^¿a;/ n“—a:®} 

y elevando ambos miembros al cuadrado, resultará la ecuación 

ú’í4-í-c\n=—>*)*H-ro4-H2ac»X«’—a:^)) , . , 

la cual no contiene ya radical alguno.
El método de que acabamos de valemos para que desapareciese el 

radical, es digno de ser notado, porque se ofrecen muy á menudo 
ocasiones de ejecutar esta operación. Está, como hemos visto, reduci
do a dejar solo en un miembro el radical que queramos hacer desapa
recer, y a elevar después los dos miejnbros de la ecuación propuesta 
fi la potencia indicada por el exponente del radical.

i-S7 Lo embarazoso que es este método en el caso de haber en la 
ecuación muchos radicales, junto con Ia dificultad de resolver como es 
necesario una de las primitivas ecuaciones propuestas, dificultad que 
en el estado actual del Algebra es muchas veces insuperable; han he
cho buscar otro medio de eliminar las incógnitas sin necesidad de ha
llar previamente expresión alguna del valor de la incógnita que inten
temos eliminar. Por manera que de este modo la resolución de las 
ecuaciones ha venido á ser el último paso que hay que dar para com
pletar la solución de cualquier problema.

Para facilitar los cálculos se ponen las ecuaciones de dos incóg
nitas bajo Ia forma de ecuaciones de una sola, dejando á la vista úni
camente la que nos propongamos eliminar. Si tuviésemos, por ejem
plo, una ecuación de dos incógnitas

a:^ H—bx^cj-^-^dy—i—e, 
pasaríamos todos los términos á un solo miembro; y ordenándolos con 
respecto á la x, resultaría:

x—(cr®-H¿/-í-c)= 0 ; 
y haciendo para abreviar ÓH-a/=/’;H-c/®—dj- e=Q que- 
aría trasformada la ecuación propuesta en ^--p-_P.r-t-Q=.O.

La ecuación general del grado m con dos incógnitas debe con
tener todas las potencias de a: y de p que no pasen de este grado 

TOMO 11.
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igualmente que los productos en que la suma de los exponentes dea; 
y de/ no sea mayor que m. Podemos pues representar la ecuación 
general del grado m con dos incógnitas del modo siguiente:
x w -+.(a_(-¿/) a:-"---- -H (e-+-¿/-H9*®) a:,„------ » -H (/-H^/-H 
Ay®-|_^j-í) X”'---- 3----  _^-(^p^qy^ry'^ .... _{_^ym— I^ x-l-(/'-|- 

? j’-f-/'''73----l-^/w )=0.
No hemos puesto en esta ecuación coeficiente alguno á la mas alta 

potencia a:™, porque se puede siempre por medio de la division des
pejar de su multiplicador el término que se quiera en una ecuación. 
Hagamos ahora,

a~^by=P-, c-^df-^j^^Q', f-i-g^y^^^}-^~i-^‘X^~R} 

p~+~(¡y“"'+-'vx'’‘^~‘ ^~Ti p‘'—^g'x....-^v^x”^=U’, 

y la ecuación anterior tomará esta forma:
x” -^-Px^—^-}~Qx”' —^-i~Rx^ ““’.... —H T¿r—1—6^=0.

188 Bueno será observar que puede efectuarse la eliminación de 
una incógnita x en dos ecuaciones completas de segundo grado, res
tando una ecuación de otra. Sean, por ejemplo, las ecuaciones

y haciendo la sustracción tendremos: ÇP—P'} -+- (^ — Qt =0;

0__ Qi 
de donde se deduce que x = Sustituyendo ahora esta 

P — P' 
expresión del valor' de a; en cualquiera de las dos ecuaciones propues
tas, en la primera , por ejemplo , la trasformaremos en esta otra:

(Q-Q^^ íX<?-^0
(P—p/y p—A 

y haciendo que desaparezcan los’ denominadores, resultara :
(Q^Q'Y—P{P—9 (Q—QO-j-QC^—P‘7 = 0. 

Desenvolviendo los dos lillimos términos y reduciendo, tendremos.

(Q—Q9’-+-(P-----PQ (PQt—QP/} = Q-, 
en la cual no falta otra cosa, para obtener la ecuación final, sino re
poner en lugar de P, Qj P^ y Q^ los binomios o trinomios represen 
tados por estas letras, y efectuar las o|>eraciones indicadas *.

189 Antes de pasar á eliminar una de las dos incógnitas que se 
hallen en dos ecuaciones de grados superiores al segundo, conviene oh-

* Véase la nota segunda al fin dal tomo.
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servar que procediendo, corno se supone, de una misma cuestión las 
dos ecuaciones propuestas, en ambas representan las dos incógnitas 
unas mismas cantidades; y de consiguiente los mismos valores que sus
tituidos satisfagan á una de las ecuaciones, han de satisfacer tambien 
á la otra para que sean los que en la cuestión nos proponíamos deter
minar. Con el fin de poner en claro esta mutua conexion de las dos 
ecuaciones fundamentales de un mismo problema, nos propondremos 
un ejemplo particular. Asi fijaremos mejor las ideas y despues genera
lizaremos el razonamiento.

Supongamos que las ecuaciones fundamentales de alguna cuestión 
sean

^3-l-3a:y-H3a;r=-+-98=0......(1) 

^2_(_4x/—2/^—10=0.... (2) ; 

y que de antemano sepamos que en la cuestión propuesta debe ser

Para comprobar este valor de la j* deberemos sustituirlo en las 
ecuaciones propuestas; con lo cual se trasformarán en estas otras:

—Í—98Æ^~H0^’—1—27x-----98=0.... (n)

— 28=0.... (4)

y si el valor que hemos asignado á la / es verdadero, de Ias dos xíl- 
tlmas ecuaciones ha de resultar un mismo valor para la a-; de lo con
trario seria falso el valor supuesto, llcprescnlemos por « el valor que 
para la a: nos dan las dos líltimas ecuaciones, ó lo que es lo mismo 
el valor que sustituido en lugar de la x satisface á Ias dos ecuacio
nes (a) y (ó); y de lo demostrado (§. 179) inferiremos que los pri
meros miembros de arabas ecuaciones serán exactamente divisibles por 
Æ—sí; tendrán pues un divisor común, del cual debe por lo menos, 
ser parte el binomio a:——a. En efecto, los dos primeros miembros 
de las dos ecuaciones (a) (ó) tienen (§. 48) por común divisor á 
a;—2; y de consiguiente la combinación de los dos valores/=3,x=2, 
satisface á las dos ecuaciones primitivas y á la cuestión propuesta. 

Si aun quedase alguna duda sobre si el común divisor de los pri
meros miembros de las ecuaciones (a) y (4) deba damos a conocer el 
valor de la x, se desvanecerá luego que observemos que estas ecuacio
nes equivalen á estas otras:
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(j-’H-l 1x-h49) (x—2)=:0

(x-HU) (x—2)=0;

en las cuales no es ya permitido dudar que si hacemos x=2, quedan 

ambas plenamente satisfechas.
190 El medio que acabamos de indicar para determinar el va

lor de una de las incognitas luego que esté conocido el de la otra, 
puede tambien servimos para eliminar cualquiera de ellas; y con 
este objeto haremos el siguiente razonamiento: una vez que en ha
biendo determinado, según lo exija la propuesta de una cuestión, el 
valor de una de las incógnitas que se hallen combinadas en las ecua
ciones fundamentales; y en habiendo sustituido en estas aquel valor 
que suponemos determinado, adquieren los primeros miembros de las 
dos ecuaciones un divisor común ' que antes no parecían, es consi
guiente que si despues de hecha aquella sustitución practicamos con 
los primeros miembros de las dos ecuaciones la serie de operaciones 
necesarias para hallar el máximo divisor de dos cualesquiera cantida
des (§. 48), el residuo final deberá reducirse á cero. Por la inversa, 
si antes de hallar el valor de la incógnita /, y sin hacer sustitución 
alguna en las ecuaciones fundamentales de la cuestión, las ordena
mos con respecto á la x, y efectuamos con los primeros miembros 
de ellas la misma serie de operaciones que practicaríamos para 
hallar el máximo divisor común de estos; en habiendo llegado á un 
residuo que no contenga la x, deberemos igualar á cero este residuo 
porque esta es la condición sin la cual no puede existir divisor al
guno común de los primeros miembros de las ecuaciones propuestas 
ordenadas con respecto á la x; y sin la cual no puede por consiguien
te existir combinación alguna de valores de las dos incógnitas, que 
satisfaga á las ecuaciones fundamentales, ni menos á la cuestión que 
las haya originado. La ecuación que formemos haciendo igual 
á cero aquel residuo, será pues la ecuación ^nal de la cuestión 
propuesta.

En la página adjunta se pueden ver efectuadas todas las operacio
nes que requiere este método, aplicado á las dos ecuaciones:

x®—1—3x’-+-3a;y’—98=0
-----2y’---- 10=0,

de las cuales hemos tratado en el párrafo anterior. En la segunda
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da division.

' (Py’^io) a:-2/-ioj-98

(9/+i^) J-g/-«0^-98 

^+3 ^y^'^S oy-H98

-4-1 IOj ’-+-I 00)

‘4

resultará la siguiente ecuación final:
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Primera division.

^’“+' 3j^“-^3y'^- 98 
~^’ — 4J'^'’ + 2^2'-!- 103?

x-’-h^yrr—2j*—I 0

—yZ-^-çy^TH- 103?—98

Primer residuo.......(9/1- 10) x - ay’ — loy — 98

Segunda division.

ó (9y’-»“io)x*H-36y’x—i8y*—noy*—100

~ (Sy*’*'^^») 3?’H-2y’3?H-9‘83' 
4-1 cy-x

■’-dSy’^—1 Sy^— 11 oy’—100

-1-983?
0(97’“^I °) (38y^-f-5 oy-t-98)3;—(çy’-Hl o)(i8y‘*-i-i 1 oy*4-ioo) 
-(9/+io)(38j’+5 oy-^98>+(2j’-t-i -;'‘-9?>)(3 8y’-t-5°y->-98)

(97'+»^) ^•-y’-' 0^-98 

^+38y’-<-5 07+98

Segundo residuo.......  (ly’-i-ioj'-t-pS)(3 87’+5 07+9 8) — (y+l0) (1 Sj-^n-l lo^’-i-l 0 0) 
Efectuando las multipli-j nz 6 , 4 3 a 00 ...... , . , ?— 8oy — 6ooy -1-2920^ —1 <ooy 4-<88oy-i-86a4 caciones, y reduciendo..! j j y j -r 

Dividiendo por 2 todos los términos; cambiando todos los signos, é igualando á c^ro, resultará la siguiente ecuación final:

4 .v'+3457’- í 96 °ï’+75 y -* 9407-43 o 2=0.

TOMO II.
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division en la cual lia servido de divisor

10>—2/5—10/—98

ha resnilado un residuo que no contiene la azj é igualado a cerOf se
gún prescribe este método, liemos obtenido la ecuación final:

43;-6-|-345j-4---- 1960j-3-H750y=—2940/—4302=0 ;

Ja cual resuelta nos dará ademas del valor de /=3, indicado ante
riormente, todos los demas valores de / que pueden satisfacer á las 
dos ecuaciones fundamentales propuestas.

191 Despues que hayamos resuello la ecuación final, y obtenido 
algún valor de f, es necesario para hallar el correspondiente de a:, 
sustituir aquel en el último divisor, que debe ser el divisor común de 
los primeros miembros de Ias dos ecuaciones propuestas. En sabiendo, 
por ejemplo, que /=3, se pondrá este número en el segundo divisor 
(9j*-H10)«—2y5 lOy 98: se igualará en seguida á cero; y 
resultará la ecuación de primer grado 91^—182—0: y de esta 
se deducirá que .r=2.

Sl aconteciere, como puede muy bien suceder, que la sustitución 
del valor de / hiciese desaparecer enteramente el último divisor, se
rá esto un indicio seguro de que aquella sustitución deberá efectuarse 
en el divisor anterior, y de que este será en tal caso el divisor co
mún de los primeros miembros de las dos ecuaciones propuestas. En 
este mismo caso, despues de hecha la sustitución e igualado á cero el 
penúltimo divisor, tendremos que resolver una ecuación del segun
do grado con una sola incógnita a:, cuyos dos valores corresponderán 
al único valor que suponemos conocido de la y. Si la sustitución 
del valor de y hiciese tambien desaparecer el penúltimo divisor, 
tendremos que hacerla en el antepenúltimo, que en tal caso será el 
divisor común, y con el cual vendrá á formarse una ecuación de ter
cer grado con una sola incógnita a;; y entonces tendrá esta tres valores 
correspondientes al único que conocemos de la y; ó lo que es lo mis
mo, que combinados con este satisfacen á las dos ecuaciones pro
puestas. En general será necesario retroceder hasta encontrar un di- 
Msor que no se desvanezca cuando en el hagamos la sustitución del 
valor de }'•

Puede tambien suceder, que ó no resulte residuo alguno final, ó 
solo queden en el cantidades conocidas. En el primer caso deberemos
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inferir que los primeros miembros de las dos ecuaciones tienen un 
divisor común independiente del valor de J's y de consiguiente las 
ecuaciones propuestas deben tener esta forma: Px2?=:0; QxZ)=0; 
representando por D el cumun divisor de los primeros miembros de 
ambas. En ecuaciones de esta forma se Ve inmediatamente que se 
satisface á un mismo tiempo á las dos, haciendo 79—0; y esta ecua
ción nos dará el valor de una de las incógnitas expresado por medio 
de la otra, cuando ambas esten combinadas en el factor 7?; pero cuan
do este factor iio contenga mas de una sola incógnita, se podra deler- 
minar el valor de esta; y el de Ia otra quedara enteramente indeter
minado. También se satisface á las dos ecuaciones propuestas supri
miendo el factor común 7); y haciendo P=0, y Q=0, por cuyo 
medio tendremos dos ecuaciones que podrán damos soluciones deter

minadas de la cuestión propuesta.
Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones

(a>x-{~b'y—c9 (m x-^nf —íZ)=0 ;
de las cuales si suponemos igual á cero el segundo factor que es co
mún á los dos primeros miembros, deduciremos la nguienlc ecuación, 
en la cual se hallan combinadas ambas incógnitas :

mx-+-ny—<Z=0 j

y de consiguiente quedará indeterminada la cuestión; pero si supri
miendo este factor común, igualamos á cero los otros factores restan
tes, tendremos las dos ecuaciones:

ax-HÓy----c—0; a^x-i-í^}‘------c/«=0>

ó las equivalentes ax-^-br^c', a'x-i-brzzd y bajo este supuesto 
será determinada la cuestión , puesto que tenemos tantas ecuaciones 
distintas é independientes como incógnitas.

En el caso en que sin desaparecer enteramente el residuo final 
de la última division contenga solo cantidades conocidas) inferiremos 
que las dos ecuaciones propuestas son contradictorias; porque aquel 
resultado nos da á conocer que los primeros miembros no pueden 
jener divisor alguno común; y que de consiguiente á las ecuaciones 
les falta Ia indispensable condición sin la cual no se pueden veri
ficar ambas á un mismo tiempo. En efecto, para que tuviesen esta 
condición seria necesario que fuese nula una cantidad cuya magni-
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tud está determinada en la propuesta de la cuestión; y esto es un 
absurdo manifiesto. Tiene pues este caso mucha analogía con el del 
§. 68.

192 Todo lo que acabamos de decir se aplica {ácUmente á dos 
ecuaciones cualesquiera:

^w-t-Pj:’”— í-KQ4?«— 2-t-P.ï’"— 3...... -}-Ta;-|-í/=0,

Æ^H-P/Æ”— ^h-Qæ”— ^ — ^........-)-K'xH-Z/=0^

en lus cuales suponemos que la segunda incógnita y este envuelta en 
los coeficientes P, Q, P^, Q' S^c. Con los primeros miembros de es
tas dos ecuaciones efectuaremos la misma serie de operaciones que si 
buscásemos su máximo común divisor ; y en llegando á un residuo en 
el cual no se halle la Xf lo igualaremos á cero', y asi tendremos la 
ecuación final, que solo tendrá la incógnita /; y en habiendo deter
minado algún valor de esta última incógnita, lo sustituiremos en el 
último ó en el penúltimo ^c. divisor, el cual igualado á cero, nos 
dará el valor correspondiente de la otra incógnita a?.

Aun nos resta que hacer sobre este me’todo de eliminar las incóg
nitas una advertencia muy importante. Ya sc sabe que en la investi
gación del máximo divisor común es necesario ejecutar ciertas multi
plicaciones á fin de conseguir que el primer te'rmino del polinomio 
dividendo sea exactamente divisible por el primer te’rmino del divisor. 
Ahora bien, si no se tiene cuidado de que con estas multiplicaciones 
no se introduzcan factores comunes, saldrá mas complicado de lo que 
debiera el resultado final; bien que en procurando que sean los mas 
sencillos que puedan ser los multiplicadores que se empleen, no debe 
haber el menor recelo de que la ecuación final haya padecido altera
ción alguna. Si acerca de esto quedare alguna duda , se pueden omi
tir, con solo el objeto de salir de ella, aquellas multiplicaciones au~ 
xUiares ó subsidiarías-, de este modo los coeficientes de los términos 
del cuociente y del residuo serán fracciones; y reduciendo estas á un 
común denominador, resultará por numerador el mismo residuo, y 
por consiguiente la misma ecuación final que por el método general 
anteriormente prescrito hubiéramos hallado.

De lo expuesto se infiere que el deducir de dos ecuaciones con dos 
incógnitas la ecuación Jinal es un problema determinado, y que no 
admite mas de una solución; pero no por eso se debe inferir que
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una ecuación final no puede pertenecer á mas de una sola combina
ción de ecuaciones con dos incógnitas; antes por el contrario debe
mos estar en la inteligencia de que una misma ecuación final puede 
pertenecer á una infinidad de diferentes combinaciones de ecuacio
nes fundamentales. No se necesita mas que seguir un orden retró
grado al que seguimos en la indagación del máximo divisor común, 
para formar á nuestro arbitrio aquellas diferenres combinaciones de 
ecuaciones, Pero como esta cuestión sea de poquísimo uso en las 
Matemáticas elementales, no merece que nos detengamos á hacer to
das las advertencias minuciosas á que podría dar motivo. Esta es una 
de aquellas cosas que se deben dejar á la sagacidad de los lectores 
inteligentes, los cuales sabrán seguramente hallarías por si mismos 
en caso que les ocurra alguna ocasión que les haga conocer la nece
sidad de ellas.

193 Euler cu vez de buscar por el me'todo ordinario el máximo 
divisor común de los primeros miembros de las dos ecuaciones pro
puestas, se vale de un arbitrio mucho mas cómodo, que daremos á 
conocer proponie’ndonos las ecuaciones siguientes:

xs—1—Px^—I—Çx-4—2í=0,

Si representamos por Æ——o: el factor común que adquieren los 
primeros miembros de estas ecuaciones luego que está determinado el 
valor de la y, podremos considerar al primer miembro de la pri
mera ecuación como un producto cuyos factores son x—cíf y otro 
factor de segundo grado x'^-i-px-}~(¡i 7 «^ primer miembro de la 
segunda como otro producto de x-—« por el factor de tercer grado 
x^-i-i)x"--^q'x-i~r'-, siendo p y q, p'f q' y r' coeficientes iudeter- 
minados. Tendremos pues:

^^-1- Px’ -f- Qx-f- R^^x----a) (x ■-p/jx-t- q)
x^-^-pix^Q'x^^Rix-i-S'^^Çx---- a) (x^-~i~pix'^~}-q/x-i-ry

Eliminando de estas ecuaciones el binomio x—a como si fuera una 
incógnita del primer grado (§. 84), hallaremos

(x^-}-Px®-F-Qx-+-7Í)(x’-Hp'x’-f-5''x--í-r'')== 
(,r'’-l-P''x’-H^/x--l-P',r-H53 (x'^-V-px-i-q').

Siendo idenlica esta liltima ecuación, fy debiendose por consiguiente 
verificar sin necesidad de asignar á x ningún valor particular, es ab-
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solutameute indispensiible que en cl primer miembro haya tantos 
términos y con las mismas potencias de x como en el segundo} y 
que ademas sean iguales los respectivos coeficientes que una misma po
tencia de Æ tenga en los dos miembros. Efectuaremos pues las dos 
multiplicaciones indicadas; ordenaremos los términos de los produc
tos con respecto a las potencias de a;; e igualando los coeficientes que 
una misma potencia tenga en los dos miembros, resultarán las siguien
tes ecuaciones:

P-^p'=:P'-^p; Pp'--+~Qq'-i-Pr'=:S'-+~R'p~i-Q'qf 
Q^Pp''~i-q'^=Q''^P'p-Í-q‘, Pq'-i-Qr =S'p~i-lt'q, 

P—i—Qp'-^Pq'-^?'''^ R'-^Q'q-+~P^q'f Rr'—Á'q.

No habiendo en estas seis ecuaciones mas de cinco cantidades in
determinadas, que son p, qf p', q', r'‘, y no pasando del primer gra
do ninguna de ellas, se podrán eliminar todas, y por último resulta
do tendremos una ecuación que no contendrá mas cantidades que 
Pf Qf R, P'f Q'f Rff y y} de consiguiente será esta la ecuación 
final, puesto que en ella no habrá mas incógnita que la y.

El método que acabamos de exponer se reduce en suma á mul
tiplicar cada uno de los primeros miembros de las ecuaciones por 
un factor, cuyos coeficientes sean indeterminados, para obtener dos 
productos de un mismo grado; á igualar en seguida uno con otro 
estos productos; á reunir en un solo miembro todos los términos 
de ambos, ordenados con respecto á las potencias de la incógnita; y 
por ultimo á igualar á cero ó hacer que se desvanezca el coeficiente 
de cada una de estas ¡wlcncias. De este modo lo ha preseuludo Pil
ier en su iiiíroduccion al análisis de los infinilos. Designando por /: 
el exponente del grado de los productos, el multiplicador del pri
mer miembro de la ecuación del grado m deberá ser del grado h---- m, 
y el de la ecuación del grado n habrá de ser del grado ¿-----n. Como 
el primer término de cada uno de los multiplicadores tiene por coe
ficiente á la unidad, el primer multiplicador tendrá í---- m coefi
cientes indeterminados, y el segundo ^—-n-f y de consiguiente el 
numero total de coeficientes indeterminados será 2À----- m----- n. En 
la reunion de los dos productos debe haber un número h de términos 
en donde se halle alguna potencia de la x; pero no es necesario ha
cer que se desvanezca mas de k---- 1 coeficientes porque el de la
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potencia mas elevada de x se desvanece por sí mismo. De esto se 
signe que el número total Sí — m —^n de coeficientes indetermina_ 
dos deberá ser igual á Á——1; y do consiguiente el exponente k dp 
grado de los productos deberá ser igual á ni-i-ii — í. Deberemos 
pues multiplicar ¡jor un factor del grado n---- 1 al primer miembro 
de la ecuación del grado m, y por otro factor del grado m — 1 al 
primer miembro de la ecuación del grado n; y por último igualar 
entre sí los coeficientes que cada potencia de a; tenga en los dos pro
ductos : lo cual es justamente lo que hemos practicado en el ejemplo 
propuesto.

Es digno de observarse que este primer método de Euler contiene 
el germen del que Bezout nos lia dado con tan prolija extension en 
su teoría de las ecuaciones.

194 Propongámonos eliminar la incógnita x de las ecuaciones

H7’.r—i—<2=0 ; í—

en las cuales es fácil ver que deben Ser del primer grado los multipli
cadores del factor común æ—«; á saber, x~Hpi x-^p'-, tendre
mos pues: 7í=0 ; 7f=0; 5^=0; g=0; /—9} /=0; y resultará:

P-i-p'—P'-i-p 1 Í p—p' =P P' 
Q-^Pp'^Q^^P'pl ó P'p-----Pp'=Q-----Q' 

Qp=Q'p )-----‘Q'p—Qp'=^-

De las dos primeras ecuaciones se deducirá:

P^------- ^_7,.-------

, {P—P'} P'—ÇQ^Q') 
P Diy

y sustituyendo en la tercera, resultará:

(P-.P') Q'P Q^=<P—P^ (Q—Q') ç.
ó {P^P'} çpçy—Qjyy^ÇQ^Q^y^Q.

Ahora es necesario dividir la cantidad x'^-^Px—í—Q por el fac
tor supuesto x —i—p para tener en el cuociente el factor x —-a. que 
debe ser común á los primeros miembros de las dos ecuaciones pw- 

MCD 2022-L5



DE AIGEBRA. 347
puestas, y que igualado a cero nos dará cl valor de representado 
por «. Guando efectuemos esta division despreciaremos el residuo, 
que es cabalmente la ecuación final ; y siendo el cuociente x-i-P p 
lo igualaremos á cero, y deduciremos, x — p---- Pj y poiupiido en 
lugar dep la expresión que antes hemos hallado de su valor, resul-

tara : a; = —— 
P—P'

195 Con el objeto de que se ejerciten los principiantes, indicare
mos la serie de operaciones que se deben efectuar para eliminar la a: 
de las dos ecuaciones .r"—l—/fc"-t-û.r—i—/?~0, y xp-+~P'x -H 
Q'x -1- R' =|0 , en cuyo caso tendremos ^ — 0, / = 0 ( §. 193 ), y 

resultarán estas cinco ecuaciones:

O^Pp'-i-^^q' -i-p'p-+~(¡-, 
P-^()p'-^Pq—-R'' -i-Q'p-i-P'fí'i 

Pp'^Q^^Jifp-i^^q-, 

fíq'^R'q ;

á las cuales se las puede dar la forma siguiente: 

p^p'^—P'
P'p-----P' -4- p—q=Q-----Q'

Q'p  ̂Qi^-^P'q ^P'q—.Pq:=P—P' 
J^p^Rpí^q-----<V=0

P'q---- Rq'=Q.

Por medio de las reglas del §. 88 podríamos ciertamente deducir 
de cuatro cualesquiera de estas cinco ecuaciones los valores de las cua
tro incógnitas p, p', q, qi pero siendo tan sencillas, como soni, la 
primera y la última ecuación, nos será fácil obtener con mayor pron
titud el resultado final. Hagamos, para abreviar,

P—P'=c', Q—P—R'=e'-, 

y de la primera y de la última ecuación deduciremos»

p q =

Sustituyamos estas expresiones en las otras tres ecuaciones} y ha
ciendo desaparecer el denominador R, se trasformaran en estas otras.
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(.Q—Q') ^P—ÇP'R---- PP') q=P {Qe^y^ (¿)

Sí ahora deducimos (S. 88) de las ecuaciones (a) y (¿) los valo
ró de p y q, suprimiendo el factor Yí común á los numeradores y 
al denominador, tendremos:

n;= 0 (.P'R—PR'')~{R—R'}£Qe~¿'', 
(PR—pje) —(f}—(^ {R—R^

«?—<?? (.Pe---- e'^—RCP^R} 
(R'R-PRy^^QZZçÿÇRZZïr^-

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (o), resultará una ecua
ción final divisible por R, y efectuando esta division, quedará redu- 
cilla a la siguiente:

ST^ ^^""''^ (/^^—P7ÍJ—(A—TT) (Qc—A)-[ 
*^^T^n^'^ LP-í—c') (Ç-_Q^—(p_/X)('ç;^ ^-j 

A4(p_/>'^ QP'P—PP'^__ÇQ ÇZ) ^^ ^^^

en la cual solo falta reponer en lugar de la letra c, A e" las expre
siones a que equivalen. *

196 Si se nos propusieren tres ecuaciones fundamentales de un 

alien combinadas tres incógnitas *, ^, a, podremos por medio de 
a regla precedente eliminar cualquiera de las incógnitas de dos cna- 
esquiern de las ecuaciones, á la ai, por ejemplo, de (1) y (2). Des

pués podemos eliminar ,1a misma incógnita de otra combinación de 
ecuaciones, como de (1) y (3), ó (2) y |(3). El resultado de estas 
dos eliminaciones será una combinación de ecuaciones en las cuales 
se hallaran »1. las incógnitas y-, a. Eliminando ahora de estas dos 
ecuaciones la incógnita y-, por ejemplo, obtendremos la ecuación li
na que solo contendrá la a. Pero es necesario observar que efectuan
do esta sucesiva eliminación, no concurren del mismo nido las 1res 

ecuaciones propuestas á formar la ecuación lina!, porque una de 
das se emplea dos veces, y las otras dos no mas de una. De aquí 
proviene que la ecuación final sale mas complicada de lo que debie
ra, por haberse introducido un factor extraño que nada tiene que ver
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con la cuestión (§. 84). Bezout en su teoría de las ecuaciones se ha 
valido de un arbitrio que no esta expuesto a este inconveniente, y ha 
hecho ver que el exponente del ^rado de la ecuación ^nal que par la 
eliminación debe resultar de cualquier mîmero de ecuaciones complé
tas de cualquier grado , y que contengan igual número de incógnilaSf 
es igual al producto de los exponentes de los grados de estas ecuacio
nes, Poisson, profesor en la escuela politécnica, ha dado de la misma 
proposición una demostración mas breve y mas directa que la de Se- 
zouf, pero como las nociones preliminares que exige no nos permi
ten ponerla aquí, la expondremos en el Complemento.

De la indagación de las raíces comensurablcs p de las raíces iguales 

de las ecuaciones numéricas.

Í97 Después de haber dado á conocer las principales propiedades 
de las ecuaciones algebraicas y el modo de eliminar las incógnitas 
cuando se hallen combinadas muchas en cada ecuación, vamos á tra
tar de la resolución numérica de las ecuaciones finales ó con una sola 
incógnita, es decir, del modo de averiguar sus raices cuando sus coe
ficientes están expresados por números. *

Ante todas cosas conviene tener entendido que en no teniendo el 
primer término de la ecuación mas coeficiente que la unidad, y siendo 
números enteros todos los demas coercientes, es decir, todas las can
tidades conocidas que entran en la ecuación, ninguna de sus raices 
reales podrá expresarse por una fracción, sino que forzosamente ha
brán de ser números enteros ó cantidades incomensurables.

Para demostrar esta proposición supongamos que la fracción irre- 

ducible ~ se haya sustituido en la ecuación general

Æ" H-Px’^-----’H-Ç^;”----*..... ^Tx^U^Q-

No tenemos hasta ahora resolución alguna general de las 'ecuaciones de 
los grados superiores al cuarto; y si va á decir verdad, la única que pode
mos mirar como completa es la de las ecuaciones del segundo; porque las 
fórmulas que conocemos para hallar las raices de las ecuaciones de tercero 
y cuarto grado son muy complicadas, padecen excepciones, y no son tan 
cómodas para la práctica como los métodos que vamos á explicar, De cual
quier modo se las puede ver en el Complemento. '
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y que por la sustjlucion se reduzca á cero el primer miembro, co-

no se requiere para que ¿ sea valor de la i^, ó raíz de la ecuación.

Tendremos pues:

a”—2

v multiplicando por ¿" todos los términos, se trasformará la liltima 
ecuación en esta otra:

a’¡ -4- Pa’'—'b-i-Qa"—¿^......—{—2n¿"““’—i-t'^" =:0;
la cual viene^á ser :

an^ó '^Pa'’—'b-i-Qa’‘—'b...... -+-Tab'‘—^-^Ulf”—^')=:Q.
El primer miembro de esta riltima ecuación se compone de dos 

partes expresadas por números enteros : la segunda de ellas es exacta
mente divisible por ¿ ; y la primera no lo es (§. 98) puesto que se su

pone reducir la fracción « á su mas simple expresión, ó que « y í 

no tienen ningún divisor comun. Es por consiguiente imposible que 
estas dos partes sean iguales, como es indispensable, para que la una 
pudiese destruir á Ia otra.

198 A consecuencia de esta observación se lía echado de ver la 
utilidad de hacer que desaparezcan las fracciones de una ecuación, o 
de trasformaría en otra cuyos coeficientes sean todos números enteros, 
sin dejar de ser Ia unidad del coeficiente del primor te'rmino. Esta tras
formación se ejecuta haciendo la incógnita propuesta igual á otra nue
va incógnita dividida por el producto de todos los denominadores de 
los quebrados, y despues se multiplican todos los términos por el ma
yor denominador que haya en la nueva ecuación.

Propongámonos, por ejemplo, trasformar la ecuación

ax' bx----- 1-
m

C

P
0

en otra que no tenga quebrados, y para ello haremos a x:^-^^,y 

poniendo esta expresión de x en la ecuación propuesta, resultara:

m^7i^p^ mnp p
y multiplicando por m^iPp^ todos los términos de esta última ecua-
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cion, resultará trasformando la primera en otra que no debe ya tener 
quebrado alguno, por razón de que en el multiplicador m^n^p^ están 
contenidos todos los factores de todos los denominadores:

y^--^anpy'^-+-bni^np'^j-'^cm‘^n^l)'^~Q.

Cuando los primitivos denominadores m ^ n, p tengan factores 
comunes, bastaré! dividir la nueva incógnita y por el mínimo múl
tiplo común de todos aquellos denominadores. Estas simplificacio
nes se ocuerren inmediatamente á cualquiera que conprenda el obje
to de esta trasformación, y de consiguiente no hay necesidad de 
que nos detengamos :Í explicarías: nos limitaremos solamente a ha
cer observar que si todos los denominadores fuesen iguales a nt 

, / bastaría hacer .

La ecuación propuesta, que seria entonces 

se trasformaría en

m ni

y multiplicando por m^ todos los términos, tendríamos: 

j-s-q—ay’’ —1—¿/nyH-CTi^^ 0.
En habiendo hallado los valores que de esta ecuación resulten 

para la y, se les dividirá por m, y se tendrán los que de la ecuación 

primitiva deben resultar para la xj puesto que ^=—• Y como por 

consecuencia sea y^:nix, los valores de j' serán dos de a’ multiplicados 
por in, y por esta razón se dice que esta trasformación equivale a 
multiplicar por m las raíces de la ecuación propuesta.

199 Ahora, supuesto que en siendo a la raíz de la ecuación 
x» ^Px’t—1-H Qx’‘—®..................-H 5x®-{-iTx-H U==Q, tenemos 
U=—a» Pa^—^— Qa”—''................ Ta (§. 179), es consi
guiente que a haya de ser uno de los divisores del numero cnteio U\ 
y así cuando este número tenga pocos divisores sera fácil sustituirlos 
sucesivamente en lugar de x en la ecuación propuesta, y por este me
dio se reconocerá si tiene ó no alguna raíz comensurable.

Si se nos propone , por ejemplo , ht ecuación x® —« 6x® —{—27x 
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-----38 =0, atendiendo á que el mimero 38 no tiene mas divisor 
que los números 1, 2, 19, 38, iremos sucesivamente sustituyendo 
estos números, así positiva como negativamente, y veremos que solo 
el numero entero-+-2 satisíace a la ecuación propuesta, y de consi
guiente a: = 2. Dividiremos después por a?---- 2 el primer miembro 
de la ecuación propuesta, e igualando á cero el cuociente se formará 
la ecuación x^-----4x-+-19~0, cuyas raíces son imaginarias} y re- 
solvie'ndola hallaremos que en la ecuación

s:^----- 6a:’H-27a:-----38=0 
admite la a; los tres valores siguientes : 

¿»=2, æ=2h-\/—15} a:=2 15.
200 El método que acabamos de indicar para descubrir el núme

ro entero que satisface á una ecuación, viene á ser casi impracticable 
cuando el último término de esta ecuación tiene muchos divisores, 
pero de la ecuación

U=—a”—Pa”——Qa”—*.......... .......T’a 
se deducen nuevas condiciones que abrevian mucho el cálculo. A fin 
de hacer mas perceptible el método lo aplicaremos á la ecuación ge
neral de cuarto grado}

-4-5=0. 
Representando como antes por a la raíz tendremos:

5=—Ra —Qa^—Pa^—«4. 
de donde se infiere que

S
— --- 7?—Qa—Pa*—a’.
a

SEsta ultima ecuación nos hace ver que =- debe ser un número 
a

entero.
Trasladando despues 7? al primer miembro resultará:

5
a

. Shaciendo para abreviar —. H—7?=7?’, y dividiendo por a los dos 

miembros de la ecuación
R'=---- Qa—Pa^ —a^^
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tendremos : 

a

de donde concluiremos que-----debe ser un número entero.

Pasando Q al primer miembro; haciendo---- -+- Q=Ç'; y divi- 
a

diendo despues los dos miembros por a, obtendremos:-^ =—P — a;

de donde conduiretuos que debe ser un número entero.

Pasando por último P al primer miembro; haciendo -^ -i-Pz^P';

y dividiendo por a, tendremos: —• =---- 1. Reuniendo las condicio- 
a

nes que acabamos de enunciar ^ veremos que el número a no podrá 
ser raíz de la ecuación propuesta como no satisfaga á las ecuaciones 
siguien tes:

5 B ()/ P'
- ^R=RI--i-Q=Q'-, - -^P=P'i------- 1-1=0, 
aa-----------aa 

de modo que R', Q^ y P'' sean números enteros.
De aqui se sigue que para cercioramos de si uno de los diviso

res a del último termino S es ó no raíz de la ecuación propuesta de 
cuarto grado, es necesario

1? Dividir el liliimo térinino por el difisor a, y añadír al cuo^ 
ciente el coejíciente del penúltimo término, es decir, el de la primera 
potencia x de la incóg-niia:

2“ Dividir esta suma por el dioisor a, y añadir al cuociente el 
coejicienie del término antepenúltimo , es decir, el del cuadrado x“ 
de la incógnita:

3.° Dioidir esta suma por el dioisor a, y añadir al cuociente el 
coepiente del cubo x^ de la incógnita:

4? Dividir esta suma por el dioisor a, / añadir al cuociente la 
Unidad, o el coejiciente de la cuarta potencia x"^ de la incógnita; y 
si el resultado fuere ig-ual á cero, será el dioisor a raíz de la ecua
ción; pero si alguno de los cuocientes no fuere número entero, ó no 
fuere cero el resultado de la última adición, podremos estar ciertos 
de ^ue a no es raíz de ¿a ecuación propuesta.

TOMO 11. 23
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Las mismas reglas pueden aplicarsc á Ias ecuaciones de otros cua

lesquiera grados; pero es necesario tener entendido que asi en las di
visiones como en las que hemos llamado adiciones, se debe atender 
á los signos. Por manera que las adiciones se convertirán cu sustrac
ciones siempre que el coeficiente y el cuociente que deban sumarse 
tengan signos contrarios. Asi sucederá en todas las ecuaciones cuando 
lleguemos á sumar el último cuociente con el coeficiente 1 del primer 
termino; pues de lo contrario no podría el resultado reducirse á cero, 
como es indispensable para que el divisor a, que hayamos elegido, 
sea raíz de la ecuación. '

201 Cuando se aplican estas reglas á ejemplos particulares, se 
puede disponer el cálculo de manera que se hagan á un mismo tiem
po las sustituciones de todos los divisores del último termiuo, y des
cubrir cuál de ellos sea raíz de la ecuación propuesta.

Sea, por ejemplo, la ecuación particular de cuarto grado 
t—23^'-----20j;-t-15=0; y dispondremos el cálculo del 

modo siguiente:

_H15,-í- 5,-}- 3,-H 1,— 1,— 3,— 5,—15, 
—^— 1,—t— 3,—+— 5,—tr-15,' —lo, 5,-^— o,—— 1, 
___19, 17,—15,— 5,—36,—26,—23,—21, 

—— 5,— 5,—f—ú5, 
_^13,^18,-4-58, 

6,-^18,—58, 
— 3,—t— 9,—67, 
— 9,-1-67,

0.

Todos los divisores del último termino 15 están colocados por orden

• No seria difícil demostrar por lo expuesto {§. 180) que las cantidades re- 

presentadas ____ , —, — tornadas con signo contrario son los coeficientes 

a a a
del cuociente del polinomio x4-t-Px3-t-Çx2-+-Jîr-t-5 dividido por el binomio x—«• 
Por manera que el cuociente de esta division deberá ser .•
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de magnitud, tanto con el signo -f- como con el signo —, en la pri
mera línea, que llamaremos la línea de los divisores o.

I^ segunda línea contiene los cuocientes del numero 15 dividido 
sucesivamente por todos sus divisores; y asi la llamaremos la línea de 

las cantidades —.
a

La tercera línea se ha formado añadiendo á cada una de Ias can
tidades de la línea precedente el coeficiente---- 20 de la primera poten
cia de la incógnita x; y de consiguiente es la línea de las cantidades 

representadas por R' =------- j— A.

La cuarta linea contiene los cuocientes de cada número de la pre
cedente dividido por el divisor que le corresponde, y esta es la línea 

de las cantidades — ; bien que se han omitido todos los cuocientes 

que no eran números enteros.
La quinta linea resulta de los números escritos en la anterior aña

didos al número 23 que multiplica á æ’ ; y esta línea comprende las 
cantidades representadas por Q'.

l<a sexta linea contiene los cuocientes de cada número de la an
terior dividido por el divisor que le corresponde; y contiene las canti- 
dades representadas por -^

La sétima comprende las sumas de los números de la precedente 
y del coeficiente ---- 9 que multiplica á x^; y asi se hallan en ella 

las cantidades representadas por -^—h= P'.

La octava en fin se obtiene dividiendo cada uno de los números 

de la anterior por el divisor correspondiente, y es la línea de —; 

y no hallándose — 1 mas que en la columna que á su cabeza tiene 
—1-3 en la línea de los divisores, inferiremos que la ecuación pro
puesta no tiene mas de una raiz comensurable, la cual es -4-3; * de

Colmando el cuociente con arreglo á lo observado en la nota anterior, hallare- 

— 20x 15
aoi que------------------------------------- ---------------------------= xí-6x2 

*-3
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manera que el primer miembro de la ecuación sera exactamente 
divisible Ipor a;—3.

En la tabla que formemos para cualquiera otra ecuación podre
mos omitir los divisoresH-l y---- 1; porque la sustitución de estos 
se efectúa directamente en la ecuación propuesta con suma prontitud 

y facilidad.
202 Sírvanos de nuevo ejemplo la ecuación particular de ter

cer grado x^___7x’ -4-56—0. Después de haber reconocido por la 
sustitución directa que los números —H 1 y —— 1 no satitfacen á esta 
ecuación, formaremos por las reglas precedentes la tabla que sigue, 
teniendo presente que por no hallarse en esta ecuación la primera 
potencia de la incógnita x, debemos considerar ai término en que 
correspondía estar esta potencia como si su coeficiente fuese cero. 
Es pues necesario omitir la tercera línea, y deducir inmediatamente 

de la segunda la cuarta.
-h36, +i8, -Hia,H-9,-t-6,-h-4.-H 3,+ 2,— 2. — 3, — 4.—6. — 9’—í®'"3^ 

-í- 1,4- 2, H- 3,4-4, -b 6, 4- 9, -*•**» ■+■ 18,— 18,—12,— 9. —6»—4.— 3, — 2.— ’-

_(_1^ _{_4,_}-9,-l-9?-l-^, “+-1,

00 0

En este ejemplo se ve que hay tres números que satisfacen á to
das las condiciones, los cuales son: -4-6,—(—3 y 2; y así se ob
tienen á un mismo tiempo las tres raíces de que es susceptible la ecua
ción propuesta , y se reconoce que el primer miembro de ella es el 
producto de los tres factores simples x-----6, a:-----3 y æ-4-2.

203 Conviene observar que hay ecuaciones literales que se tras- 
forman muy fácilmente en ecuaciones numéricas. Si tuviésemos, por 
ejemplo,

Y^^^py^ —35py-4-14^=0 , 

haciendo X=px, resultaría: 
p^x^ _q_^p^x^ aSp^x -1-1 ip^ = 0 ; 

y como todos los términos de esta ecuación pueden dividirse por p , 
la reduciríamos á

— 33x 14 = 0;
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y eu habieudo averiguado que el binomio ¿r—{—7 es cl único divisor 
eomensurable del primer miembro de esta última ecuación, ó lo que 
es lo mismo , que j=---- 7; será fácil inferir que en la ecuación lite
ral propuesta el único valor comensurable es j'=—{—7/?.

La ecuación literal que hemos propuesto es de las que se llaman 
ecuaciones homog^éneas , porque no haciendo cuenta de los coeficien
tes numéricos, contiene cada uno de sus términos igual número de 
tactores-*

* Loa lectores que quieran ver tratada con mas extension la averigoacion de loa Jt- 
visoreí comeníurables de las ecuacionea numéricas y literales podrán acudir à la parte 
Urcera de loa Elementos de Algebra de C?aiia«t,

204 Supeniendo ya determinada una de las raíces de una ecua
ción , podemos mirar como incógnita la diterencia entre esta raíz y 
cualquiera de las otras; y por este medio obtendremos una ecuación 
de un grado inferior al de la propuesta, y en la cual pueden obser
varse muchas propiedades notables.

Sea la ecuación general

..... —1—Tx—J—U=Q ;

representemos por a, ¿, c, d S^c. sus raíces; y sustituyendo en rila 
a—^j- en lugar de x, y desenvolviendo las potencias tendremos :

a^ -H ina"‘ “ 1 / -1--------- r------ ”

H-Pa”- » -»-(w—l)Pa’”-*/M-   ------ -^-------- -  Pa'^’^y -H.

^ûa’«-2-H(zn—2) Ça—aj-i-------- ^^--------'Qa’”-^x H-

(ni—^Vm—4)

-Kra
-+-U

En cuyo resultado la primera columna debe reducirse á cero, pues
to que a es una de las raíces de la ecuación. Podremos pues suprimir
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esta columna ; dividir después por j^ todos los términos restantes; y ten
dremos entonces:

2

-|-(zn—3)>fi£Z"*“4-H^^-----------—------------ ~Jía'’‘’~^ r-+-

Puesto que la 7ii raíces de la ecuación primitiva eran a, 6, Cf ^c.- 
las m----1 raices de la última ecuación, que se llama la trasjonnada 
serán / =¿---- a ; j*= c——a; f=s.d—a ;..............^c.

Representemos la ecuación trasformada por la expresión si
guiente:

^-I27-3/" .-Hy-"^=0(¿); 

haciendo para abreviar 
ma”^^ -1- ^m — i)Pa"‘—^ —1- (7» — 2) Qa”*—^ 2’— ^4- 
m(m l)a«—a -f- (m 1) (rn 2) Pa^—^   P-

Designemos por V la expresión 
a^ —1— Pa^—i -H Qa'"—^ —(- Ta -+~U.

205 Sí la ecuación propuesta tuviere dos raices iguales; sí por 
ejemplo fuere a:=l>} habrá forzosamente de ser cero uno de los va
lores de /; á saber, ¿-----a; y de consiguiente deberá veriBearse la 
ecuación (d^ haciendo en ella jr = 0. Esta suposición hace por de- 
contado que desaparezcan todos los términos que contienen la y, que 
son todos los de la ecuación , excepto el enteramente conocido j4-, lue
go para que se verifique la ecuación es necesario que este último sea 
nulo por sí mismo; luego si la ecuación propuesta tuviere dos raices 
iguales á a, este valor deberá satisfacer á un mismo tiempo á las 
dos ecuaciones

r=O;;^=o.
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Cuando la propuesta tenga tres raides iguales á a, de modo que 

sea a=b=c, se reducirán á cero dos de las raíces de la ecuación 
(<Z), que son b----a y c-----a; cu cuyo caso será el primer miembro 
de la ecuación (^d) exactamente divisible dos veces consecutivas por 
y___0 í'g, 179) ó por y. Y como no pueda esto veriGcarse sin que 
hayan desaparecido enteramente los coeGeientes A y B ^ es necesario 
que el valor de a satisfaga a un mismo tiempo u las tres ecuaciones 

r=0; ^=0; 5=0.

Continuando el mismo razonamiento se puede hacer ver que 
cuando la propuesta tenga cuatro raices iguales, la ecuación (¿) ten
drá tres raices iguales á cero; su primer miembro sera exactameute 
divisible tres veces consecutivas por y; y como esto no pueda veriG- 
carse sin que sean nulos á un mismo tiempo los coeGeientes A ^ B y 
Cf es consiguiente que el valor de a satisfaga á un mismo tiempo á 
las cuatro ecuaciones

r=0í ^=0; 5=0; C=0.

Por este medio no solo podremos reconocer si una raiz « ya co
nocida se halla repetida muchas veces entre las de la ecuación pro
puesta, sino tambien nos será fácil deducir un método general para 
averiguar, aun antes de conocer raiz alguna, si la ecuación tiene o 
no raices iguales ó repetidas.

Para esto es necesario observar que en el caso en que sea ^=0,o

JM”*- >-Í-(m----- 1) Pa’"----- -K»»------ 2) Qa™--- ...^r=0, 

podemos considerar á la cantidad a como raíz de la ecuación

----- 1 H_(n» 1) P:c'" “-HCm â)Qx- ^ -Hr=0, 

indicando entonces x una incógnita cualquiera, y puesto que a es 
también raiz de la ecuación ^=0, ó x’” ■-i-Px”‘ H^^c.=0, 
es consiguiente (§. 189) que x a sea faclor.comuu de los primeros 
miembros de las dos ecuaciones anteriores.

Convirtiendo asimismo a en x en las cantidades B, C ^c. ven
drá á ser igualmente el binomio x---- a factor común de los primeros 
miembros de las nuevas ecuaciones 5=0, C=0 ^c, siempre que 
la raíz a reduzca á cero las cantidades primitivas B , C ^c.

Lo que acabamos de decir respecto de la raiz a convendrá 
igualmente á cualquiera otra raiz que se halle repetida muchas veces; 
y asi buscando por el me'todo del máximo común divisor los facto-
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res comunes de los primeros miembros de las ecuaciones.

A=0; >^ = 0; fiz=0;C=0; ^c.

estos factores comunes nos darán á conocer las raíces iguales de la 
propuesta , en el orden siguiente:

Cada uno de los factores que sean comunes solo á los primeros 
miembros de las dos primeras ecuaciones, será dos veces factor de 
primer miembro de la propuesta; es decir, que si las cantidades re
presentadas por ;^ y por ^ tuvieren por común divisor una expresión 
de la forma (a:---- «) (x---- ^"^^ por ejemplo, la incógnita a: tendrá 
dos valores iguales á «, y otros dos iguales á á: ó lo que es lo mismo 
el primer miembro de la propuesta tendrá estos cuatro factores (a? «1; 
(a; «); (ar íS)íX3; jg).

Cada uno de los factores comunes de los primeros miembros de 
las tres primeras ecuaciones anteriores será tres veces factor de la 
propuesta; es decir, que si los primeros son de la forma (^___«) 
(x___ ^) por ejemplo, los segundos serán de esta: (a?___ a)^, (a?___ «)s 
Del mismo modo se pueden continuar estas consideraciones basta 
donde se quiera.

206 Es muy importante observar que la ecuación ./^=0, que por 
la sustitución de x en lugar de a viene á ser:

mx^- * H-(zn-1) Px^-^ -j- (m-----g^Çx»^- 3.... _py—g, 

se deduce Inmediatamente de la ecuación /^=0 o de la propuesta

• En la mayor parte de los libros elementales se demuestra , bien que de nn modo 
muy incompleto, que el divisor común de los primeros miembros de las ecuacio
nes Oy ./sO contiene los factores iguales del primer miembro de la pro
puesta elevados i una potencia cryo esponente tiene una anidad menas que en la mis*

X”‘~i-Px"> -1 -H ()x^‘ - 2..... -H Tx-¡,-U:= 0, 

multiplicando cada término de esta última por el exponente de la po
tencia de x que se halle en él, y rebajando una unidad al mismo expo
nente : acerca de lo cual se debe advertir que siendo el término Z^ equi
valente a Z^xa:®, no debe producir en esta operación término alguno, 
porque uno^de sus factores deberia ser cerOf es decir, el exponente 
que en la ecuación propuesta tiene la æ. De la ecuación ^=0 se de
duce la siguiente B:=Q, del mismo modo que ^ zz 0 se deduce de 7^=0; 
de 5=0 se deduce C=0, lo mismo que de yí=0 se dedujo 5=0 
y asi sucesivamente. *
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207. Con cl objeto de aclarar mas esta doctrina por medio de un 

ejemplo, propongámonos averiguar si hay ó no raíces iguales en la 
ecuación

x’ — 15<H-67«’ — 171x“ -1-216=0.

En este caso la ecuación >4=0 viene á ser :

6^4— 52^3 _p aOlx*-----342^ -4-216=0;

el divisor común de los primeros miembros de la propuesta y de esta 
última es x’—8^^ -t-21-r —18. Siendo del tercer grado este divisor, 
debe contener varios factores; es pues necesario indagar si alguno de 
ellos es tambien divisor exacto del primer miembro de la ecuación 5=0, 
la cual es en este caso:

^Qx^___156x" -H 402a;----- 342 =0;

y hecha la investigación, hallaremos que el binomio x---- 3 es factor 
común de 5 y del divisor que antes hemos hallado. Esto equivale á 
decir que a;---- 3 es el máximo divisor común de A^, de ^ y de 5; 
y de aquí inferiremos que el primer miembro r de la ecuación pro
puesta tiene por factor á Çx----3)’, ó que la ecuación tiene tres mi
ces iguales á 3. Dividiendo después el primer divisor común por 
x___3 cuantas veces consecutivas se pueda; es decir, dos veces, ré
sulta por último cuociente jc—2. Y como este binomio no sea factor 
común mas que del primer miembro de la ecuación propuesta y del 
de la ecuación ^=0, debemos inferir que (i;----2)* es otro factor 
del primer miembro de la propuesta, y de consiguiente esta ecuación 
es equivalente á — 3)’ (x —2y=0.

208 Las ralees de la ecuación (</) serian las diferencias entre la 
raíz b y cada una de las otras, si en ella pusiéramos b en lugar de a; 
las diferencias entre la raíz c y cada una de las otras, si en ella pu
siéramos o en lugar de « ; y como sin embargo de ser tan diferentes 
estas sustituciones, conservan estas ecuaciones la misma forma y 
los mismos coeficientes, y se refieren todas a la misma ecuación pro
puesta, se puede generalizar la misma ecuación (¿) de modo que 
sus mices sean las diferencias de todas las ralees de la propuesta com

ma propuesu. Eito se puede inferir fácilmente de lo antetionuente expuesto; pero 

hemos creído mas conveniente dejar esta proposición para el Complemento, donde se 

halla demostrada de un modo que nos parece sencillo y nuevo.
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binadas de dos en dos. Para eslo bastará eliminar la a de la ecua
ción (íZ) y de esta otra;

am Pa^ — 1 -|-^Ta-i-U= 0, 

que debe verificarse para que la cantidad representada por a sea raíz 
de la ecuación propuesta ; porque no dependiendo el resultado mas que 
de los coeficientes, y no quedando en él vestigio alguno de la raíz re
presentada por a , deberá convenir á todas igualmente.

EI exponente del grado de la ecuación final habrá de ser m(m___1), 
porque el número de las raíces de esta última ecuación

a—éf a c f a d ^c. 
¿—a, ¿—c , h---- d ^c. 
c— a, c—¿^ c-^d ^c. 

será igual al número de las permutaciones que se pueden formar toman
do de dos en dos las /ra letras a, é, c í[c. atendiendo á sus diferen
tes situaciones. Ademas, supuesto que las cantidades a—¿ y ¿j — a, 
^ Ç y c a, è---- c y c è ^c. solo se diferencian en el signo, 
prescindiendo de este serán iguales de dos en dos las raíces de la mis
ma ecuación final; por manera que cuando hayamos descubierto, por 
ejemplo, que jr=eí, podremos tener certeza de que será tambien 
^~ ^^ “4^^ se infiere que no debe esta ecuación contener mas 
potencias de la incógnita que las de exponente par; porque su primer 
miembro debe ser el producto de cierto número de factores del se
gundo grado, tales como y^ *“=(/ a) (/-!-«) (§. 18í). 
Así que toda la ecuación vendrá á tener esta forma;

y^n^pj.^n - 2 ^.^,_ 4^.,. _f_ f^^ „ ^ () .

Ia cual, haciendo y’^s, se convertirá en esta otra; z^—i—pz^^^-^- 
....-4—ts—Hu=0; y equivaliendo la incógnita z al cuadrado 

^e 1^ X > las raíces de la ultima ecuación serán los cuadrados de las 
diferencias de las raíces de propuesta.

Conviene observar que siendo precisamente reales las diferencias 
de las raíces reales de la propuesta, serán positivos los cuadrados de 
aquellas diferencias, y que por consiguiente los valores de z serán to
dos positivos siempre que todas las raíces de la ecuación propuesta 
sean reales, ora scan positivas, ora negativas.

Sea , por ejemplo, la ecuación

x^-----7a?-4--7 = 0;
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y haciendo en ella x=a-H7, se trasformará en esta otra:

---- 7 ay-----7/ Í =0;

-4-7 )

y suponiendo que a represente una de las raíces de Ia ecuación pro
puesta, será a^---- 70-1-7 =0. Suprimiendo, pues, este trinomio en 
la trasformada; dividiendo jxir y los términos restantes, y orde- 
uándolos con respecto á las potencias de 0, tendremos 3o’ -1— 3o/-4- 
y3___ 7=0. Eliminando la a de esta última ecuación y de la anterior 
^3__ 7¿2_j_7 —0 procedente de la suposición de que a es una de 
las raices de la propuesta, resultará la ecuación final y® — 42y*-l- 
441^-2__ 49 = 0, cuyas seis raices son las diferencias de las raices de 
la propuesta. Haciendo z^y*, la última ecuación se trasformará en 

esta otra:
z3 —42s^H-4412 — 49=0 ; 

cuyas raices serán los cuadrados de aquellas diferencias.
209 La sustitución de a-l-y en vez de x en cualquiera ecuación 

propuesta :
^-7;_j_/J,r"'f—^'= Ü (g. 204),

sirve tambien algunas veces para hacer que desaparezca uno de los 
términos de esta ecuación. En tal caso se ordenan los términos de la 
irasjormada con respecto á las potencias de la y, y se considera la 
cantidad a como una segunda incógnita, cuyo valor se determina 
igualando á cero el coeficiente del termino que nos propongamos ha
cer desaparecer. Por manera que siendo la ecuación general íras~ 
Jormada :

m(7n------------------------------------- \ j- -i-z/íaym— 1-1 —-— a y"' ^....-{-a,„ 1 
/

■~f-Py"‘— ^-+-{m—i')Pay”*'~^...~h‘P^ ”’“ ’ ( —0,

—1- Qy (

si queremos que desaparezca el segundo término de esta , haremos 
P

7na-i-P=Q-^ y deduciéndose de esta suposición que a~------—, sus

tituiremos este valor en la tra^ormada, y así no quedarán en ella
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mas lérininos que los que llevan Ias potencias/’", /”* v^"»-’.

De esto se sigue que para Iras/ormar cualquiera ecuación en 
Ofra que carezca de seg'undo término, se debe sustituir en lugar de la 
primitiva incógnita un binomio compuesto de otra nueva incógnita y 
de un quebrado cuyo numerador sea el coejiciente del segundo termi
no , y cuyo denominador sea el exponente del primero, anteponiendo 
á este quebrado el signo contrario al que tenga el mismo segundo 
término de la ecuación propuesta.

PropongámonoS) por ejemplo, trasformar la ecuación x^—i- 
Gx’---- 3x —1—4=0 en otra que carezca de segundo término j y con
forme á la regla prescrita haremos x~y---- j = y----- 2. Sustituyen
do csle binomio en lugar de la x, y desenvolviendo las potencias, 
tendremos la siguiente ecuación trasformada :

y^---- Gy«-HlV----- 8J 
H-e/ — 24/-h24( 

—g^-H GÍ - ’ 
—4)

la cual se reduce á /^---- 15/—1—26 = 0; 
donde no aparece ya el segundo término, es decir, el que debería 
contener el cuadrado de la nueva incógnita y.

Si la trasformada hubiese de carecer de tercer término, esto es, 
del que contiene la potencia j"" —^ igualaríamos á cero el conjunto 
de las cantidades que multiplican esta potencia; y para determinar 
el valor de a tendríamos que resolver esta ecuación de segundo

grado ; Pa-HQ -0.

Del mismo modo, para conseguir que la trasformada carecie
se del cuarto término, tendríamos que resolver una ecuación de ter
cer grado ; y asi sucesivamente, hasta el último término, que no 
|K>drá desvauecerso sin determinar el valor de la a por medio de la 
ecuación

a'’‘ —HPa^—‘ —1— Qa"* —“....H— U=Q, 

absolutamente semejante á la propuesta.
La razón de esta semejanza se descubre con facilidad. Igualar a 

cero el último término de la ecuación trasformada, es suponer que 
uno de los valores de la incógnita r es igual á cero-, porque en toda 
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ecuación que carece de término enteramente conocido es cero uno 
de los valores de la incógnita. Y como haciendo ^=0 en la ecua
ción x=/—Ha resulta x=a, es claro que para hacer desaparecer el 
último término de la trasformada es necesario que la cantidad a sea 
uno de los valores de x, ó lo que es lo mismo, una de las raíces de la 
primitiva ecuación propuesta.

Las varias trasformaciones que hasta aqui hemos efectuado con las 
ecuaciones nos pueden haber dado idea de otras muchas por medio de 
las cuales podemos conseguir que las raíces de la trasformada tengan 
con Ias de la propuesta la relación que queramos.

210 Algunas veces es necesario descomponer el primer miembro 
de una ecuación en factores de un grado superior al primero: v no sién
donos posible explicar aquí con alguna extension los diferentes medios 
que se pueden emplear para conseguír esta descomposición, pondre
mos solo un ejemplo, para dar siquiera á conocer en qué consiste la 
dificultad de esta investigación.

Propongámonos hallar los factores de tercer grado del primer 
miembro de la ecuación

^T-----24a:3 -H 12:c"----- 11j:-h7 —0; 

representemos uno de estos factores por

qx -1- r,

cuyos coeficientes p, q, r son indeterminados, y deben ser tales que 
el primer miembro de la ecuación propuesta sea exactamente divisible 
por el factor

x^ -+—px’ -+-ÇX—Hr,
con independencia absoluta de los valores que pueda tener la x. Ahora 
bien, efectuando la division, resulta por residuo

----- (.P^----- ^P^ — ^^P ^----- ^ ^^^^ 
-----( P^1 — P'' ^' '^^7-*- ^*> 

Çp'r----- qr-----24r 7) ; 

expresión que no puede desvauecerse por si misma y con mdepenUi.. 
cia del valor de x, sin que las cantidades representadas por las letras 
p, q, r sean tales que se reduzcan á cero los tres polinomios en que se 
hallan combinados en el residuo de la division. Exige, pues, la cues
tión propuesta que se verifiquen estas tres ecuaciones:
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p^---- ^pq----- “¿ip -I- r-----12 =0

p^r— qr---- 24r—7 = 0.

Estas tres ecuaciones se deben, pues, mirar como las expresiones 
algebraicas de las condiciones necesarias para delenninar los valores 
de las incógnitas P) q y f') y ^ la resolución de estas ecuaciones se re
duce toda la dificultad de la cuestión propuesta.

Método para resolver por aproximación las ecuaciones n7¿mérieas.

211 Luego que nos bajamos cerciorado de que ninguno de los di
visores del último termino de una ecuación es valor de la incógnita, 
podemos tener seguridad de que la ecuación no tiene raiz alguna co- 
mensurable; y ya entonces nos es forzoso recurrir á los métodos de 
aproximación, los cuales están todos fundados en este principio:

Siempre que hallemos dos cantidades que sustituidas en vez de la 
incógnita en el primer miembro de una ecuación produzcan dos resul
tados con sig-no contrario, podemos tener certeza de que la ecuación 
tiene una raiz real, comprendida entre las dos cantidades que haya
mos sustituido.

Si, por ejemplo, en el primer miembro de la ecuación x'^__  
13x®-{-7x---- 1 = 0 sustituimos sucesivamente 2 y 20 en lugar de la 
a;, en vez de reducirse á cero como la ecuación requiere, resultará 
___ 31 de la primera sustitución,/-{-2939 de la segunda; y de aquí 
debemos concluir que la ecuación propuesta tiene una raiz real com
prendida entre 2 y 20 ; es decir, mayor que 2 y menor que 20.

Como tendremos frecuentemente necesidad de expresar estas 
dos relaciones de desigualdad , haremos de aquí en adelante uso de 
los signos >y< de que se sirven los algebristas para indicarías, co
locando la cantidad mayor al lado de la abertura del signo; y así es
cribiremos :

■^^^j pí>ra indicar que a: es mayor que 2; 
■®<2®, pa^A expresar que x es menor que 20.

Para demostrar la proposición precedente podremos hacer cl si
guiente lazonamiento : reuniendo por una parle los términos positivos 
de la ecuación propuesta, y por otra los términos negativos, el pri
mer miembro vendrá á ser:
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«3 -H 7x-----(13«’ -H 1>

Ahora Lien, cuando hemos sustituido 2 en lugar de x, el resultado 
ha sido negativo, porque en esta hipótesis Æ®—f—7a;<13«’ —Hl ; y 
salió positivo cuando se hizo x=20 , porque entonces x^—f— 7«> 
13x®•+-!• Vemos, pues, no solo que las dos cantidades represen
tadas por x^—|—7« y 13«® -4- 1 deben aumentar cada una por su 
parte cuando se sustituyan en vez de « números mayores , sino tam
bién que la primera aumenta con mas rapidez que la segunda , pues
to que de menor que era, ha venido á ser mayor que esta. Los va
lores que se sustituyan en vez de la « pueden tomarse tan próxi
mos como se quiera unos á otros; y de consiguiente se puede ha
cer por este medio que las dos cantidades propuestas aumenten por 
grados tan pequeños como se juzgue conveniente. Si, pues, los gra
dos de aumento de la primera cantidad son mayores que los de la 
segunda, de modo que no solo compensan el exceso que esta lleva
ba á aquella, sino también hacen que por el contrario la segunda ven
ga á ser menor que la primera ; es claro que debe existir un momen
to, por decirlo así, en el cual se igualen ambas cantidades. uNo de 
» otra manera, dice La^rang^e, que dos móviles que habiendo par- 
elido de dos puntos distintos «á un mismo tiempo , corren por un 
«mismo camino en un mismo sentido con desiguales velocidades, 
«y llegan á un mismo tiempo á otros dos puntos distintos ; pero de 
» modo que el móvil que al principio iba detrás, se haya puesto de- 
»lante del otro; deben necesariamente haberse reunido en algún punto 
«del camino.»

Es pues indudable que si dos cantidades sustituidas en lugar de la x 
producen resultados con signos contrarios , debe por precision existir 
alguna otra cantidad, de cuya sustitución resulte

x^ —1— 7x = 13«®—i— 1,

ó lo que es equivalente,

x^-i-7x — (13«® H-1) = O, 
^3—13«" -|-7«H-1 = 0.

La cantidad, sea cual fuere, cuya sustitución produzca este resul
tado es precisamente la raiz de la ecuación propuesta.

Ix> que acabamos de observar en la ecuación particular «^—15« 
-1-7« —1=0 se puede aplicar á cualquiera otra; y pira que 
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sea mas perceptible lo que sobre este particular nos proponemos decir, 
representemos por P la suma de todos los términos positivos del pri
mer miembro de la ecuación; por N la de los negativos; por a el 
valor de x, cuya sustitución ha producido un resultado negativo; y 
por b el que ha producido un resultado positivo. Como no puedan 
verificarse estas dos circunstancias sin que en la primera sustitución 
sea P<N, y en la segunda P^N, inferiremos que pues la canti
dad que era menor ha venido á ser mayor que la otra, debe existir 
un valor de a: mayor que a y menor que b, de cuya sustitución re
sultará P== Nf ó lo que es lo mismo P — 7V=s 0.

En vista de este razonamiento podrá parecer necesario que los 
valores sustituidos en lugar de la a; sean ambos |X)sitivos ó ambos 
negativos; porque cuando tienen signos diferentes, el valor negativo 
hace que varíen de signo los términos de la ecuación que tengan po
tencias de exponente impar, y por consiguiente las cantidades repre
sentadas jior P y TV no están compuestas de un mismo modo en am
bas sustituciones. Pero desaparecerá cualquiera duda que sobre esto 
pueda ocurrir con solo hacer x =0 ; pues de este modo la ecua
ción propuesta se reduce á su último término y este ha de tener for
zosamente un signo contrario al del resultado de alguna de Ias dos 
sustituciones que anteriormente suponemos hechas. Sea, por ejemplo, 
la ecuación

^42^3 —3^2 — 15;c------- .- 0i

y haciendo en ella j: = ^— 1 y t=2, se convierte su primer miem
bro respectivamente en —H 12 y —- 45. Si á pesar de tener signos 
contrarios estos resultados, se dudase de que debe existir una raiz 
de la ecuación entre — 1 y —f—2 , supongamos x= 0, y todo el 
primer miembro se reducirá á —3; luego las dos sustituciones x = 0, 
x=---- 1 dan dos resultados con signos contrarios , y de consiguiente 
existirá entre cero y —1 una raiz de la ecuación propuesta. Para 
mayor confirmación de esto sustituyamos —y en lugar de t; y se 
trasformaiá hi ecuación en esta otra :

/4 -í-2r’ — Sy’ -;-15)-— 5 = 0, 

en la cual será

P_y 4-1-2/3 ^ 15- jV=5y’ -í-S.

Haciendo / = 0, será P <_N; cuando r ~ 1, será P'>N.
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Se puede, pues, en este caso discurrir del mismo modo que eu 

el anterior, y concluir que la ecuación trasformada tiene una raiz 
real comprendida entre 0 y H-2 ; de donde se sigue que la ecua
ción propuesta debe también tener una raiz real comprendida cn- 
'’’® ? ?"-----^’ ^ P®^ consiguiente entre los valore8H-2 y___ Í, que 
prinutivamente se sustituyeron , y que produjeron los resultados 
-4-12 y-----45.

No pudiendo ocurrir mas casos que los que acabamos de exami
nar, podemos ya mirar como suficienteracnte probada la proposición 
que intentábamos demostrar.

212 Antes de pasar adelante observaremos, que sean cuales 
fueren el grado y los coeficientes de una ecuación , se pueden siem

pre asignar números que puestos en lugar de la incógnita hagan que 
el primer término valga mas que la suma de todos los demas. Bien 
fácil es convencerse de la verdad de esta aserción , en habiendo ob
servado la rapidez con que crecen las diferentes potencias de cual
quier número mayor que la unidad (g. 126.) Entre estas potencias 
la mas elevada excede tanto mas á las que le son inferiores cuanto 
mas considerable es el número de que se trata; de manera que este 
puede ser tal , que el exceso de una de sus potencias sobre cada una 
de las otras iníeriores llegue á ser mayor que cualquier cantidad 
dada por grande que sea. Veamos, pues, cómo podamos determinar 
algunos de los números que tengan la condición enunciada.

Es claro que el caso menos favorable seria aquel en que todos los 
coeficientes de la ecuación fuesen iguales al mayor de ellos; es decir 
si en lugar de la ecuación ■*

a:" -(- Par"-^ -f- Qa:"-^........................ _p. Ta: -+- i7= 0, 

tuviésemos

x«-f-Sx»~^ .......................................... ...5^0, 

ó lo que paro el caso es lo mismo,

— Sx”-^.... ...'....—5a: —5=0, 

representando por 5 el mayor de todos los coeficientes P, Q....T, U. 
Puesto el primer miembro de esta última ecuación bajo la forma 

—5................................  , j 

deberemos tener presente que 
TOMO ir. 24
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^n—-1-1 =--------- ;-(§■ 158);

y sustituyendo esta expresión fraccionaria en lugar del polinomio en
cerrado dentro del paréntesis, se convertirá el primer miembro de 

Six”—1), 5.r^ 
la ecuación en a:" — « en Y x 1 x 1 X 1
si ponemos M en lugar de x resultará:

cantidad que será indudablcmente positiva si bacemos

Si dividimos ahora los dos miembros de esta ecuación por M") rc- 
sultaní:

Sustituyendo, pues, en lugar de x el mayor de los coeficientes 
de la ecuación aumentado de una unidad, podemos tener entera se
guridad de que el primer termino será mayor que Ia suma de todos 
los demas.

El número M podrá ser menor que el que acabamos de asignar, 
siempre que habiendo en la ecuación varios términos positivos y 
otros varios negativos, no fuere nuestro intento hacer que el primer 
te'rmiiio sea mayor que la suma de todos los demas, sino solo que 
la suma de los términos positivos sea mayor que la de los negativos, 
pues para esto bastará hacer que el primer termino sea mayor que la 
suma de los te'rmiuos negativos: y esto se conseguirá tomando M 
igual al mayor coeficiente negativo aumentado de una unidad.

Supuesto que en la ecuación
x”----- Px”-^ «^Q”--^........................ ....... Tx^— U'^O,

si hacemos x — 0, se reduce á—U el primer miembro; y si hace
mos x— 5—)— 1 ) debe ser positivo el resultado de la sustitución, de
beremos inferir que ningún número mayor que S—r~ 1 podrá ser raíz 
de la ecuación propuesta , y que de consiguiente todas sus raices po
sitivas han de estar precisamente comprendidas entre 0 y 5—!—!• *

* A ejlos valores, entre los cuales están comprendidas las raíces de una ecBacion 

se les suele llamar Umiiti de ellas, sin que por esto deba entenderse otra cosa sino
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Por el mismo medio se puede tambien descubrir un límite de 

las raíces negativas, y para esto sustituiremos -—y en lugar de a: en 
la ecuación propuesta, y cambiaremos todos los signos de la tras- 
formada para hacer positivo el primer termino si resultase negativo 
(§. 178). Por esta trasformación se consigne que los valores po
sitivos de / correspondan á los valores negativos de a;, y recipro
camente; y de consiguiente si fuere 7? el mayor coeficiente negati
vo de la ecuación trasformada , será Tt-i-l un límite de los valores 
positivos de /, y por consiguiente — A — 1 será el de los valores 
negativos de

Por ultimo, si quisiéremos hallar un límite mas próximo que 

cero a la menor de las raíces, sustituiremos----- en lugar de a: en la 

ecuación propuesta y prepararemos la trasformada con arreglo á 
lo prescrito (§. 178). Siendo los valores de / inversos de los de x, 
corresponderá el mayor de los primeros al menor de los segun
dos^ y reciprocamente. Luego si 5/-J- 1 indicase el límite superior de 
Jos valores de y, ó si tuviésemos y <5/H-b y de consiguiente 

1
-— <5-*-4-1, deduciremos de aquí que 1 < (5"-}~ 1) a:; y últi

1

5¡  ̂1mamente que < a;.

En efecto, se ve fácilmente que sin alterar la relación de des
igualdad de dos cantidades separadas por los signos <ó>, se las 
puede multiplicar ó dividir por una misma cantidad, ó se les pue
de sumar ó restar la misma cantidad ; por manera que en las expre
siones en que hacemos uso de los signos <y >, se verifican en esta 
parte las mismas propiedades que si en ellas estuviese el signo de 
igualdad.

213 De lo dicho se sigue que ioda ecuación de grado impar tie
ne precisamente una raiz real con signo contrario al de su úliimo íér-

qua nlngana raíz puede llegar á ser igual â ninguno de aquellos valores. En el trala- 
do de ¡a retolueion de las ecuaciones numériens de Zagrange se pueden ver formulas 

para hallar limites mas próximos da las raíces que los que nosotros hemos indicado. Sin 

embargo, lo que hemos dicho basta para hacer ver que las proposiciones fundamenia-- 

les de la resolución de las ecuaciones son independientes de la idea del ir^ntío.
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mino} porque si se toma un número Mtal que el signo de la cantidad 

M-H-rM»^* -H Q<"-''.  -i-TM±U

no dependa mas que del de su primer término en siendo impar 
el exponente n, será positiva aquella cantidad si el numero ^ es 
positivo, y negativa si lo fuese el número supuesto; porque en siendo 
impar el exponente n, será M" del mismo signo que M. Sentado 
esto , si el último término T tiene el signo H- y se hace a: — M 
saldrá un resultado con signo contrario al que da el supuesto de 
x«0- por lo cual se ve que la propuesta tiene una raíz entre 0 y 
— JÍ, es decir, negativa. Si el Último término U tuviere el signo— 
y se hace x=~+-M, se hallará un resultado con signo contrario ai 
de Ia suposición de x= ü; y que por consiguiente en este caso estará 
comprendida la raíz entre 0 y-t-M, es decir, será positiva.

214 Cuando la ecuación propuesta sea de un grado par, per
manecerá positivo el primer término M”, sea cual fuere el signo 
que se dé á M, y por tanto no podremos tener certeza alguna,^ por 
lo anteriormente expuesto , de la existencia de alguna raíz real, siem
pre que el último término tenga el signo-H; puesto que, ora se 
ha°-a x = 0, ora x =± M, se hallará en todos casos un resultado 
po5tlvo; pero siendo negativo el término Uf se hallan haciendo su
cesivamente x = x = 0, ^—^''/, tres resultados precedi
dos respectivamente de los signos -|-------y-H; y por consiguiente 
la ecuación propuesta ha de tener en este caso dos raíces reales por 
lo menos; la una positiva comprendida entre 211 y 0, y la otra 
negativa comprendida entre 0 y---- M; luego toda ecuación do girado 
par , cuyo ultimo término sea negativo, tendrá por lo menos dos mices 
reales , la una positiva y la otra negatim.

215 Pasemos ya á resolver por aproximación las ecuaciones nu
méricas; y para hacer mas comprensible lo que diremos sobre este 
particular, propongámonos desde luego, por ejemplo, resolver la 

ecuación
— 4x’—3a; -{-27=0.

Siendo___ 4 su mayor coeficiente negativo, debemos inferir (§. 212) 
que su mayor raíz positiva será menor que 5, Sustituyendo en ella 

___^- en lugar de x, se trasformará la propuesta en esta otra:

^.4 -p4j.3 _4_ 3j- -h27 =0,
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y teniendo la trasformada positivos todos sus términos, es manifiesto 
que el valor de y debe ser negativo, y por consiguiente el de x lía 
de ser precisamente positivo. Es, pues , visto que la ecuación propues
ta no podrá tener raíz alguna negativa, y que todas sus raices reales 
están comprendidas entre 0 y —H 5.

El primer método que se nos ocurre para descubrir límites mas 
aproximados, se reduce á suponer sucesivamente x = í; x = 2; 
x=3; x = 4; y viendo que dos de estos números sustituidos en la 
ecuación propuesta dan resultados con signos contrarios, tendremos en 
aquellos números otros nuevos límites de las raices. Ahora bien, ha
ciendo en la ecuación

x—1, se convierte su primer 'miembro enH—21;
,r:--2....................................................................-H 5;
,r=3.....................................................................— 9;
x~4............................. ........................ ..............—í—16.

Vemos pues que esta ecuación tiene dos raices reales, una de 
ellas comprendida entre 2 y 3, y la otra entre 3 y 4. Para aproximar- 
iios á Ia primera tornaremos el medio 2,5 entre los dos números 
2 y 3, entre los cuales sabemos que está comprendida} y haciendo 
x = 2,5 el resultado de esta sustitución será:

-b 39,6625 — 62,5 -7,5-1- 27 =: — 3,9375 ;

y siendo como es negativo, nos hace ver que la raíz que buscamos 
se halla entre 2 y 2,5. Tomando un medio entre estos dos núme
ros saldrá 2,25, pero dejando por ahora las ceutésimas, y supo
niendo que 2,3 es el valor de a:, podemos estar ciertos de que cono
cemos la raiz que buscábamos, con diferencia de menos de una dé
cima de ha unidad; y en caso que deseemos aproximamos mas á 
la exactitud, nos podremos valer del método siguiente debido a 
Newton.

Haremos x=2,3-+-/; y al tiempo de sustituir este binomio en 
la ecuación propuesta, tendremos presente que y representa una 
fracción muy pequeña, y que de consiguiente su cuadrado y demás 
latencias superiores son despreciables. De este modo tendremos:
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x* = (2,5)* -H 4 (2,5)’y 

—4^3 —4 (2,5)^ —12(2,3)’;- 
—3,ï ^. —5(2^5) 3,^ 

27 — 27.

Por medio de estas sustiLucioucs se convertirá ia ecuación propues
ta en __o,5839—17,812 y-0; 
de donde se deduce que

0,5839 
y, 17^312 •

En esta primera operación no pasaremos de las centc'simas, y resul
tará :

y-,—0,03} Æ—-2,3 — 0,03^=2,27.

Para obtener un nuevo valor de a: mas aproximado á Ia exacti
tud del precedente, supondremos x=2,27 —l-/^} y sustituyendo 
este binomio en la ecuación propuesta, sin hacer caso mas que de la 
primera potencia de ; *', d resultado de la sustitución será 

— 0,04505359—18,040468 f—Qi 
de donde se infiere que

0,04595359 
"10^046468 0,0025;

y por consiguiente ^ = 2,2675. Repitiendo estas operaciones pode
mos por este método aproximamos cuanto queramos al verdadero 
valor do

Del mismo modo podemos hallar que el Valor aproximado de la 
segunda raiz real comprendida entre 3 y 4 es a: ~ 5,6797, llevando 
la aproximación hasta las (¿iezmilcíimas de la unidad.

21G Podremos venir en conocimiento del grado de aproxima
ción que por este ‘método conseguimos, buscando el límite de los va
lores de los términos que se desprecian en las sustituciones.

Si la ecuación propuesta fuere

3:»i -í- Px”‘—^ -H Qís’'^-'^...... -1- Tx-i-U= 0, 

la sustitución de a-^-y en lugar de x dará por resultado el primero 
que hemos hallado (§. 204), sin haber lugar en el reducción algu
na: porque no siendo a en este caso raiz de la ecuación, sino solo 
un valor aproximado de x, no se puede reducir á cero la expresión

a'» -1- Pa’^‘^'^............. -H Ta -4- Ü.
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Represeutando esta última por f^, la ecuación que en el § citado 

designamos por (d), se trasformará en la siguiente:

Despreciando las potencias de / superiores á la primera, viene á que-

1.2.3'
.....-HJ"”—0 j

de la cual se deduce

■^y==^- 1.2*^ 1.2.3^ " y)

C/^ y”'
1.2.3^"

1 .^A 1.2.5^
En caso que a no difiera del verdadero valor de a: mas que en 

una cantidad menor que —a, el error será menor que el numero

que resultaría poniendo —a, en lugar doy; lo cual daría:

i.^.A\p /
1

77172.3^ \“/ ""

Calculando pues esta cantidad en el supuesto de/ nos cer

cioraremos de si es o no despreciable en comparación de ——; y

cuando sea tan considerable que no sc la deba despreciar, será ne
cesario buscar para a un número mas inmediato al verdádero va
lor de x.

Por conclusion, en Habiendo determinado algunos valores de 
/’ y' y" ^'^■) ®' advertimos que estos valores forman una serie de
creciente, no nos debe quedar la menor duda de que nos vamos apro
ximando mas y mas á la exactitud.

217 El método que acabamos de exponer es conocido con el 
nombre de método de las sustituciones sucesivas. Lagrange lo ba 
jwfeceionado considerablemente en las Memorias de la Academia 
de Berlin (años de 1767 y 1768.) En primer lugar ha oBservado
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que sustituyendo solo números enteros, podia muy bien suceder 
que pasásemos por encima de muchas raíces sin echarías de ver. Con 
efecto, si tuviésemos por ejemplo, la ecuación

^—D ^—D (^—3) (x—4)^0;

y si en lugar de ír sustituyésemos los números 0, 1, 2, 3 ^e. pa
saríamos por encima de las raíces f y ^ sin echar de ver su existen
cia; porque tendríamos:

(0—p (0—p (0—3) (O—p-^^ Ixlx3x4 ^ -}-2

(1-4) (1—j) (1—3) (l—4)=-+.|x|x2x3=H-2í

resultados que por ser ambos positivos no pueden indicamos la 
existencia de raíz alguna, sin embargo de estar comprendidas dos 
entre los dos valores sustituidos. Fácil es ver que esto proviene de 
que la sustitución de 1 cu lugar de a: hace variar al mismo tiempo 
los signos de los dos factores a:—j, x—— 4-; por manera que siendo 
arabos negativos cuando se ponía cero en lugar de a;, vieneu ambos 
á ser positivos cuando se hace a; — 1; pero si en lugar de ¿c hu
biéramos puesto un número comprendido entre j y i-, solo el factor 
x—’j hubiera mudado de signo, y se hubiera obtenido un resultado 
negativo.

Asi sucedería precisamente si hubiésemos sustituido en lugar de x 
números cuya diferencia fuese menor que la de las raíces j y á. Si 
hubiésemos, por ejemplo, sustituido |, y, 7, 7, 7 ^c., hubieran 
resultado dos variaciones de signos.

Se podría acaso objetar contra lo que acabamos de decir, que en 
haciendo desaparecer los coeílcienles fraccionarios de una ecuación, 
todas sus raíces reales han de ser números enteros ó cantidades irra- 
clouales y de ningún modo fracciones (§. 197); pero se ve con faci- 
litiad que aun las cantidades irracionales, así como las fracciones, 
pueden ser tales que se diferencien en menos de una unidad.

En general, aunque una ecuación tenga muchas raíces reales, no 
aparecerán variaciones de signos que nos las indiquen, siempre que 
las sustituciones hagan cambiar los signos de un número par de 
factores. Para evitar este inconveniente es necesario que cada dos nú
meros de los que vayamos sucesivamente sustituyendo, desde el me
nor límite hasta el mayor, tengan una diferencia menor que la mi
nima de las diferencias que pueda haber entre dos ralees de la ecua-
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cion propuesta. Por este medio los números que sustituyamos estarán 
precisamente comprendidos entre las raíces consecutivas; y las sus
tituciones no harán variar de signo á mas de un factor. Esta ope
ración no exige que conozcamos con exactitud la mínima diferencia 
de las raíces; basta que tengamos conocido un límite al cual no 
pueda ser inferior.

Para determinar este límite podremos formar la ecuación cuyas 
raíces son los cuadrados de las diferencias de las raíces de la pro
puesta (§. 208).

Sea esta ecuación

z^+pz”-^' -f- qz”-^^....+ Z2-4-tí = 0 .... (D);

y para obtener el límite menor de sus raíces, haremos (§. 212) 

3 =----- ; y la ecuación (2?) se trasformará en esta otra;

Í. 1 1
---^P------ T “•”‘7----- 3“ t------ —p M = 0;

y multiplicando por y„ todos los te'rminos, tendremos la siguiente:
1 —}— pv -4— gv'... —H Zu"—^ -J— uv" = 0 ;

Despejando su coeficiente ií v, será

*7
U» —f— —— u"—' .„. —p- —i— .y^ —p 

U U

y si representamos por----- al mayor coeficiente negativo de esta

ecuación , tendremos : <2, No debemos considerar aquí mas

U
que el límite positivo, porque es el único que sc refiere á las raíces 
reales de la ecuación propuesta.

En conociendo por este medio el límite----------  ----------  
r-^-u f

U

menor que el cuadrado de la mínima diferencia de las raíces de la 
propuesta , extraeremos de c'l la raix cuadrada, ó al menos toma
remos el número inmediatamente menor que aquella raíz; y este nú
mero que designaremos por k, nos indicará la diferencia que debe
rá haber entre cada dos números de los que sc han de sustituir. Asi
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que ) formaremos las dos series 0, —}—AjH— 2/', -+- 3¿, —1— ^c. *— ^^ 
-----2Z-, — SÁ', — &*e., de las cuales no tomaremos mas términos que 
los comp’endidos entre los límites, asi de las raíces positivas co
mo de las negativas de la ecuación propuesta; y las variaciones de 
signos que nos presente la serie de los resultados obtenidos por la 
sucesiva sustitución de estos números en lugar de a; en la ecuación 
propuesta, nos indicarán sus diferentes raíces reales, tanto positivas 
como negativas.

118 Sea por ejemplo la ecuación
^3 —7,-1-7 = 0,

la cual (§. 208) nos ha conducido á la ecuación

«1 — 42? -I- 4415 — 49 = 0.

Haciendo en esta s = —•, y ordenando con respecto a las po
ti

tencias de la v los términos de la trasformada, tendremoss
1

10 -
-u’ _^ 9^2 42

49
rOi

y como el mayor coeficiente negativo es 9, podremos tener certeza

de que v <10, y por consiguiente 5>
1,

-^5 sera pues necesario lo-

1mar Â'=:ó <■ —rzxr; Y esto se conseguiría haciendo Á — f}pero has-

ta suponer Á=j: porque si en la última ecuación trasformada süí* 
tituimos 9 en lugar de Vj resulta ya de esta sustitución una cantidad 
positiva; y asi venimos en conocimiento de que v ha de ser menor

1____£ 
v'’9~’ 3'

1
que 9, y ¡wr consiguiente ■2>-^5 y por k podra ser =

El límite mayor de las raíces positivas de la ecuación propuesta 
a;^—?í®H—7=0 es 8; y— 8 es el de las raíces negativas; debe
remos pues sustituir sucesivamente en lugar de a: los números que se 
hallan fen las dos series siguientes:

^1 2 5 4 24 
’

1 2 3 4 24. 
^^^' ~> 3 3
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Podrá evitafée el tener que hacer uso de Ias fracciones haciendo 

«^ — “^^ porque entonces las diferencias de los valores de x> serian 

triples de las de los valores de x; y si estas deben todas ser mayores 

que —-, aquellas deberán todas ser mayores qne la unidad; y de 

consiguiente si en la ecuación primitiva debíamos Sustituir sucesiva- 
mente las fracciones anteriormente indicadas, deberemos sustituir su
cesivamente los números enteros.

0, Í, 2, 3............ 24 
— 1,—2,— 5............—24

en la ecuación trasformada x'^------ Q3x' -+-189 = 0. Los signos de 
los resultados de las sustituciones variarán de -f-4 á —h-5; de—1—5 
a-H65 y de —9 á —10 ; por manera que habrá dos valores posi
tives y uno negativo.

^/>4y<5| Ía;>4 v 
^>5y<6| y P°^ consiginente L>ÍJ ¿1* 

y puesto que el valor negativo de x^ se halla entre -—9 y — iO, se 
hallará el de x entre —y -^2.

Ahora que ya conocemos las diferentes raíces de la ecuación pro* 

puesta con diferencia de menos de -— de la unidad podremos apro

ximamos mas al verdadero valor de ellas por el método prescrito 
(§. 215).

219 Lo que hemos practicado en los ejemplos que nos hemos 
propuesto, se podrá igualmente ejecutar con una ecuación de cual
quier grado, y por este medio vendremos en conocimiento de los 
valores aproximados de todas sus mices reales. Es verdad que en 
siendo algo elevado el grado de la ecuación , es por lo común muy 
^“^’go y penoso el cálculo ’; pero ademas de que en algunos casos no 
sera necesario recurrír á la ecuación ÇD') ^ en otros podremos valer^

En el tratado de la retolucion numérica ¿e las ecuaciones se podrí ver también ÜH 
método dado por l^rvtge p*u evita? el uto de la tcuaoioa (D).
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nos, en vez de ella, de algunos otros medios que el estudio de los ra
mos ulteriores del análisis nos dará á conocer.

Por otra parte haremos notar que las sustituciones sucesivas de 
los números enteros 0, 1, 2, 3 ^'’c. en lugar de x ofrecen en mu
chas ocasiones indicios suficientes para hacer sospechar que existen 
algunas raíces cuya diferencia es menor que la unidad. En el liltímo 
ejemplo los resultados de aquellas sustituciones serian -4-7 , —i— 1^ 
—1— 1, —t— 13 ^c., y viendo que primeramente van disminuyendo 
y despues aumentando , tenemos fundamento para creer que entre los 
dos números sustituidos -4- l y -H 2 podrá haber dos raíces iguales 
ó casi iguales. Para salir de esta duda es muy buen medio sustituir en 
lugar de la incógnita primitiva otra cuyos valores sean múltiplos de los

de aquella. Haciendo por ejemplo r
10

se trasforma la ecuaa: —

ción propuesta en esta otra :

/-----700/M-7000 = 0;

la cual no es difícil ver que tiene dos raices positivas; una cutre 13 y 
14, y Otra entre 16 y 17. Y no se crea que para descubrir la existen
cia de estas raices ha sido necesario hacer muchas sustituciones; porque 
si en la ecuación propuesta sospechábamos que las raices existían cutre 1 
y 2, en la trasformada deberán existir, en caso que Ias haya, entre 10 
y 20; y en habiendo determinado, según lo hemos hecho, que uno de 
los valores de/ se halla entre 13 y 14, y el otro entre 16 y 17, sa
bremos que uno de los valores de x se halla entre 1,3 y 1,4 y otro en
tre 1,6 y 1,7; es decir, conoceremos ya las dos raices positivas de la 
ecuación propuesta con diferencia de menos de una declina de la 
unidad.

220 Guando los coeficientes de una ecuación que nos propon
gamos resolver sean números muy considerables, será muy conve
niente trasformarla en otra cuyos coeficientes sean mucho mas pe
queños; y esto se consigue sustituyendo en lugar de la incógnita pri
mitiva otra que sea parte alícuota de ella. Si tuviésemos, por 
ejemplo,

«4-----80.^3 -+- 1998x" — 14937x4-6000 = 0,

liaríamos x = 10z, y resultaría:

s* —8a3 4- 19,98a" 14,957a -p 0,5 = 0 : 
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y si en vez de esta ecuación tomamos esta otra 

z4-----823 ^âOs® —15: -H 0;5 = 0

que apenas se diferencia de la anterior; viendo, como no es dificil 
ver, que 2 tiene dos valores reales comprendidos entre 0 y 1, y 
entre 1 y 2 ; podremos seguramente inferir que la primitiva incógni
ta x tiene otros dos valores reales comprendidos cutre 0 y 10, y en
tre 10 y 20.

221 Lagrange ha dado á este me'todo de las sustilucioucs sucesi
vas una forma que tiene la ventaja de darnos á conocer inmediata
mente despues de cada operación, cuánto nos hemos aproximado 
ai verdadero valor de la raíz, y por otra parte no exige que conoz
camos previamente el valor aproximado con diferencia de menos de 
una de'cima.

Representemos por a el número entero próximamente menor 
que la raíz buscada; y como lo que en tal caso nos falta para deter

minaría con exactitud, deba ser una fracción , hagamos x~a -+----- ;

y sustituyamos este binomio en la propuesta. De este modo la ecuación 
trasformada deberá tener precisamente alguna raíz mayor que la uni
dad ; llamando ó al número entero próximamente menor que esta raíz

de la trasformada, resultará por segunda aproximación x—a—j—

Pero siendo ó con respecto á y lo que a era con respecto á x, se 
podrá en la ecuación trasformada hacer y — ó—|-----^j y la nueva

ecuación trasformada tendrá forzosamente una raiz’mayor que la uni
dad. Llamando ó al número entero próximamente menor que esta 
raíz tendremos :

&

Poniendo este valor en la expresión del de a;, resultará:

x—a
1,/

bb' -4- 1’

y este será el tercer valor aproximado de a:. Del mismo modo po

dremos hallar el cuarto haciendo /^ = ¿' —f——;7-; y representando 
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por 5" el número entero próximamente menor que y^^, tendremos

b'
1 _ ¿/r H

7^ bü

de dond§,.se infiere que

y por último

j asi sucesivamente.
222 Apliquemos este método á la ecuación æ^ —7æ-4—7 = 0.

Ya hemos visto (§. 218) que la menor de las raíces positivas de esta

ecuación está comprendida entre-^ y —^ , es decir, entre 1 y 2;

hagamos pues a;= 1-H-----5 y tendremos;

El límite de las raíces positivas de esta última ecuación es 5; y 
sustituyendo sucesivamente 0, 1,2, 3, 4 en lugar de y^ se echa
rá pronto de ver que tiene dos raices mayores que la unidad; de las 
cuales la una so halla entre 1 y 2, y la otra cutre 2 y 3. De aqui re- 

1 3 
Bultará pues —1-4- -p ; a! = l-Hi5 es decir, a; = 2: y a;=—.

Estos dos valores corresponden á los que antes hemos ya hallado 
6 5 54 vp • n ' 

entre y , entre -77- y -77-, y cuya diterencia no llega a una 
33 3'3 

unidad.
Para aproximamos mas al verdadero valor de la primera raiz que 

corresponde á ¿ = 1, haremos /= 1 —H——, y tendremos:

Como la única raíz que esta ecuación tiene mayor que la unidad

está comprendida entre 2 y 3, vendrá á ser j' —1 -4—
o

1
de consiguiente ¿r=l-+- --^ = —^ •. Suponiendo despues j-':=2-+--7r
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resultará, 

f^-----5//*-----4//----- 1=0.

La única ra» que esta ecuación tiene mayor que la unidad se 
halla entre 4 y 5; tomando pues el límite menor 4, resultará:

/ = 2-H-^57 = l-|. 4 13
9" ~ T

. 9 22
’ 13 13

Ya no puede ocullarse cuán fácil seria continuar por el mismo 

método la aproximación haciendo = 4-4 

mente.

l
—, y asi sucesiva-

Volvamos ahora al segundo valor de x, que por la primera opro- 

ximacion sabemos ser-^, y que corresponde á ¿ = 2; hagamos

2—H sustituyámoslo en la primera ecuación trasformada, 

y tendremos despues de haber mudado los signos para hacer positivo 
el primer termino:

j/3 —2/' —1 — 0.

Esta ecuación no tiene, asi como su correspondiente en la opera
ción anterior, mas de una raíz mayor que la unidad, la cual se halla 

entre 1 y 2. Haciendo è' = 1, resultará / = 3; x—-^. Haciendo 

del mismo modo y^l-H—, y sustituyendo en la segunda tras- 

formada, tendremos:
//3—3/«-----4/^----- .1 0;

cuya ecuación tiene una sola raíz entre 4 y 5} y de consiguiente
1^ 19 c. .

5 / = -^ 5 ® “ -jj. 31 quisiéremos continuar la aproxima-4

cion haremos Y^^~4—(—7-y, y asi sucesivaroente.

La ecuación x^ — 7xH-7 =0 tiene ademas una raíz negativa 
comprendida entre —3 y-----4. Para aproximamos mas á su ver

dadero valor, haremos: «=-----3——: lo cual dará:

^3„_2o^2-----9^------1 = O;/>2O y <21 j
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de lo cual resultari! :

161

Para pasar mas adelante supondremos / = 20 -+- —/g'c. y ob

tendremos sucesivamente valores cada vez mas aproximados á la 
exactitud.

Las diferentes ecuaciones trasformadas, cuyas respectivas in
cógnitas son/,/S f^' ^^’f ’^^ tendrán jamas mas de una raíz ma
yor que la unidad , mientras la propuesta no tenga mas de una raíz 
comprendida entre los límites aya -1-1; pero sí la ecuación pri
mitiva tuviera dos ó mas ralees comprendidas entre estos mismos 
límites, como Ha sucedido en el ejemplo anterior, algunas de las 
ecuaciones trasformadas tendrán dos ó mas ralees mayores que la 
unidad, las cuales darán origen á diferentes series de nuevas ecua
ciones trasformadas, por cuyo medio nos iremos aproximando mas 
y mas al verdadero valor de cada una de las varias raices que la 
propuesta tenga comprendidas entre los límites aya —1— 1.

Para ejercicio de nuestros lectores les propondremos la ecuación 

x’ —■ 2æ —5 = 0 ;
la cual tiene una raiz real comprendida entre 2 y 3. Y puesto 
que los valores enteros de y, y', ^c. serán 10, 1, 1, 2, 1, 3, i, 
1, 12 ^c. los correspondientes valores aproximados de ¿r vendrán 

á ser:

2 21 13 44 111 155 576 731 1307 16415 
T'’'ÏÔ’'n’ 2Í ’"5^’74’^’^’ 624 ’ 7837 *

Después de haber expuesto los métodos para hallar las raices 
reales comensurables e incomensurables de las ecuaciones numéricas, 
parecía natural que indicásemos cómo se hallan las imaginarias; pero 
como esta indagación requiere algunos otros conocimientos 'previos, 

- leemos creído conveniente dejarla para el Complemento.

''<^r2í^^ ^^^ proporciones y progresiones,

223"” Hemos visto en la Aritmética la definición y 
las propiedades fundamentales de la proporción y de la
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e^mJiferencia, es decir,de las combinaciones de canti
dades que hasta ahora se conocían con los nombres de 
fro/oreion geométrúa y froporeion aritmética. Ahora 
aplicaremos el Algebra á aquellas primeras nociones, y 
por este medio deduciremos de ellas algunos resultados 
que son de un uso frecuente en la Geometría.

Observaremos en primer lugar que tanto Ia equidi
ferencia como la proporción se pueden representar por 
medio de ecuaciones. Sean por ejemplo, A-, B, C, D 
los cuatro términos de la primera, y a^ b, c, ¿i los 
de la segunda; y con arreglo á lo expuesto (Aritmé
tica §§. 151 y 123) deberemos tener S — A=D — Ci

“® cuyas ecuaciones, equivalentes á las ex

presiones
A . éB : C, Di a i h r. c i ti i 

se deducen fácilmente estas otras dos:
A-¥~D—S-i~Ci adzzbi 

las cuales nos manifiestan quefr^z la equidiferencia ia 
suma de loe términos extremos es i^ual d la de los tér
minos mediosi y que en la proporción el producto de los 
términos extremos es igual al de los términos medios) 
como lo hicimos ver en la Aritmética (§§. 151 y 113) 
por razonamientos enunciados en idioma vulgar, y que 
en las ecuaciones acabamos de traducir ai lenguaje al
gebraico.

Las proporciones inversas de las precedentes se de
muestran con suma facilidad; porque de las ecuaciones 
’^'^ D = B ~^C i ad—ba se deduce inmediatamente

^-C=S-Ai ; y por coasigmentQ siempre

^ne tengamos cuatro cantidades tales que dos de ellas
TOMO II. 25
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ílíti l¿í tnisitiii suttiít ó ^1 Tnistno j^roducto ^u^ l¿ís oífds 
^os f las primeras serán los medios, y las segundas los 
extremos, 6 al eontrario, de una et^uidifereneia o de 
una proporción.)

Cuando es B=C se llama continua la equidife' 
renda, y lo mismo se dice de la propordon cuando 
h=ci y tenemos entonces A-i- D =2 B > ad = b^i es de
cir, queíí« una ec^uidiferencia continua la suma de los 
extremos es igual al duplo del termino medio ; y ^ue en 
una proporción continua el producto de los extremos es 
igual al cuadrado del término medio.l-J)Q esto se Infiere 

que B=^^é:^j y b—\/ ad, la cantidad B es el me

dio ó la medía proporcional aritmética entre A y Di 
y la cantidad b es la médiat proporcional ^geométrica') 
entre a y d.

Las ecuaciones fundamentales

B-A=:.D- Ci 4 =—
0 C

nos conducen también á las siguientes

a 0
lo cual manifiesta que en las expresiones A.BiC,Di 
y a i b :', c i d pueden cambiar de lugar los medios, y 
así resultarán A. C : B . Z) ^ a‘. c a b'. d. En general 
se podrán con los cuatro términos hacer todas las tras
posiciones, en las cuales se conserven las ecuaciones 
A-^D=B-^C, y ad~bc ÇAritm. §. 114)-

Dejando ya la equidiferencia continuemos expo* 
niendo las propiedades de la prepordon.

. ¿ _  d
224 Á los dos miembros de la ecuación — — -7
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se les puede añadir ó quitar una misma cantidad m, de 
manera que tengamos — — ± m^-^rtm. Reduciendo á 

fracciones los dos miembros, la ecuación vendrá á ser 
l>±}na dzhific j i t i , c (l::hmc---------=------ ; de la cual se deduce esta otra — = .

y esta se puede desenvolver y trasformar en la siguien- 

te proporción: b±ma ’.d±:incf.ai e-, y siendo ~ =:~y.

tendremos igualmente: d ¿±?M^:i^±wr;;
0 üzLina a

bid.
Xas dos últimas proporciones que hemos dedu

cido de la primitiva, se pueden enunciar de esta ma
nera : £/ primer eonseeueni'e mas ó menos cierto número 
de veces su antecedente, es ai segundo consecuente mas 
6 menos el mismo número de veces su antecedente, como 
el primer término es al tercero, ó como el segundo es 
al cuarto)

Comparando separadamente Ias sumas entre sí, y 

las diferencias tambien entre sí, tendremos — _L

Í——donde se concluirá es
b—ma a' b-i-ma b—tbc’

decir, b-i-ma: d-i^mcit b^ma: d—ma ó mudando 
de lugar los medios , b-^-ma : b — ma : : d-i-mc : d — ma 
y si hacemos m= i , tendremos solamente b-ha : b^ati 
d-i-c:d—c, lo cual se enuncia de esta manera:

ha suma de los dos primeros términos es d su di~ 
ferenda como la suma de los dos últimos es d su dife^ 
renda.:

225 Pudiendo la proporción atbaetd escribirse
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de esta manera a-, e -.: b : dj resultará -^±:m—-^ ±»2;

de donde ------ = —,— ; y en hac‘•{-ma i a thmb t i a

a : b i Ó i i c *. d j de donde resulta que el secundo ante~ 
cedente mas 6 menos un cierto número de veces el /ri
mero es al secundo consecuente mas 6 menos el mismo 
número de veces del /rimero , como cual<^uiera de los an~ 
tedentes es á su consecuente.'

Esta proposición se puede también deducir inme
diatamente de la del párrafo anterior; porque mudando 
de lugar los medios delà proporción primitiva a:b‘.*.c‘.d, 
y aplicándole después la proporción citada, tenemos su- 
CQiivameatQa: c‘.t b‘. di c±ma‘.d±mb‘.i a ibó'.'.c:d, 
y dando en esta última á las letras a^ b, Cy d las deno
minaciones que tienen en la proporción primitiva, re
sulta la misma consecuencia que antes.

Haciendo m= 1 se sacarán las proporciones particu
lares c-:^a'. d úz b'. : a: b •. •. c •. di c-^ a •. c — a'.’. d~^b‘. 
d-’-bi lo cual quiere decir, <^ae{la suma 6 la diferencia 
de los antecedentes es á la suma ó d la diferencia de los 

Consecuentes como un antecedente es d su consecuentei y 
que la suma de los antecedentes es á su diferencia como 
la de los consecuentes es d su diferencia.)

En general, si tenemos — =— =-^= —&c.,y

1 b f k f, hacemos resultara —= q, " = ~ — í

lo cual dará b~aq ; dz=.c^i f=eqi b=z^^ Síc,, y su
mando por una parte los primeros miembros de estas 
ecuaciones, y por otra los segundos, tendremos b-i-d-+- 
f~^ hrsaq-hd^'+'eq-i-^^i ó b-¥-d-if~^h=^ (a-i-c-he+gf
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de donde se sl^ue ^^títtítí—_L

Este resultado se enuncia diciendo que fen una se
rie de razones iguales 6 de cantidades j^roj^oreionales 
a‘.b'.:e\d‘. :e: f'»‘g‘,h Síc.lasumade un ni¿mero cual
quiera de antecedentes es á la suma de igual número de 
consecuentes como un antecedente es d su consecuente.

226 Cuando hay dos ecuaciones ——~ y

e —j“Se pueden multiplicar entre si los primeros miem

bros, y Io mismo los segundos, y resulta otra nueva 

ecuación —~ — , equivalente á esta proporción 

^c : bf-, : eg t dh f lacual hubiera resultado igualmen
te multiplicando cada término de la primera proporción 
a’bi:e'.df por el que le corresponde en la segunda

Cuando se multiplican los términos de una propor
ción, cada uno por su correspondiente de otra, se dice 
que las dos proporciones están multiplicadas ordenada- 
menta los productos que resultan están, como se ve, en 
proporción; y las nuevas razones son las razones com
puestas de las razones primitivas ÇAritm. §. 166).

Tambien es fácil demostrar que de dos proporciones 
se puede deducir otra nueva dividiendo ordenadamente 
los términos de una de las primitivas por los de la otra,

227 Como de la ecuación — = — se infiere esta

¿)m dm
equivale á esta proporción 

«"íZ’'^ Uff” : d’^, podremos establecer por principio ge- 

MCD 2022-L5



390 tratado ELEMENTAL
neral que los cuadrados, los cubos y en general las fo^ 
tendas de un mismo ^rado de cuatro cantidades ^rojjor- 
donales están también en jjro^ordon^y

De la misma ecuación ■— = — se deduce \/-= 
ac

tn — - m

V ‘ ; y como esta es equivalente a „__= 7r^, ten"
Va Ve

¿remos esta proporción Vatv b i'.V ezV d, la cual 
nos viene á decír-'^Kí las raíces de un misno grado de 

cuatro cantidades jjroporcionales j^ermanecen tambien en 
j^roj^ordon.

Tales son las principales propiedades de las propor
ciones, cuya teoría no ha tenido otro objeto que el de 
descubrir unas cantidades por medio de su comparación 
con otras. En el dia se hace ya poco caso de ciertas de
nominaciones latinas que se habían impuesto á las diffé
rentes variaciones ó trasformaciones que puede experi
mentar una proporción; y aun llegaría á ihutilizarse 
enteramente todo el aparato de la doctrina de las propor
ciones si en su lugar se pusiesen las ecuaciones corres
pondientes; lo cual daría en mi sentir mas uniformidad 
á los métodos y mas claridad á las ideas.

228 De las proporciones es muy fácil pasar á las 
progresiones; porque habiéndonos ya imaginado en la 
equidiferencia continua tres cantidades tales ^ que la ter
cera exceda á la segunda tanto como esta á la primera, 
se nos ocurre inmediatamente considerar un número in
definido de cantidades a, b, e, d &c. tales que cada 
una de ellas lleve á la que la precede el mismo exceso ^, 
de manera que sea ¿=«-b^; c = ¿-hJ'; d^e^^h 
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fzXí^-i-J^ &c. : para indicar que estas cantidades tienen 

esta particularidad se las escribe así—a.h. c. d.e.fSíc.i 

y la Combinación de todas ellas se llama progresión arit^ 
métieaj pero he creído deber mudar este nombre en el 
de progresión por difereneias. (^Véase Ariím. nota del 
Í 1750 . .

Siendo c=b-^^, si en esta expresión sustituimos 
en lugar de b la expresión equivalente a-^^ j vendrá a 
ser í‘ = ¿2-+' 2^i y puesto que dzzc -^^ , si sustituimos 
íí^-aj^ en lugar de e ^ será dz=a-^ 3^'; del mismo mo
do hallaremos que c =:<?-+• 4^^, y así sucesivamente > de 
lo cual se infiere que representando por « al número 
que designe el lugar que en la progresión ocupe un tér
mino cualquiera, que llamaremos l, será l=a-+- («—i^J*; 
con cuya fórmula se podrá calcular un término cual
quiera de la progresión, sin necesidad de tener conoci
dos los términos intermedios.

Sea, por ejemplo, la progresión

“3 • S ■ 7 ■ 9 ■ II ■ 13 • 15-17-^C‘í

en la cual el primer término ¿z = 3 * 1^ diferencia comuil 
(b — 2 ; y si queremos determinar el octavo termino se
rá 3 4-(^8 — i) 2 = 17, es decir, el mismo que hemos 
hallado , calculando sucesivamente todos los que le pre
ceden.

í La progresión que nos hemos propuesto por ejem
plo, se llama eredente, porque van creciendo sus tér
minos; pero vendrá á ser decreciente con solo escribiría 
en órden inverso, como aquí se ve:-

-17 . 15 • 13 ■ ÎI -9 • 7 ■ S ■ 3 • 1 .”3&’
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También es fácil hallar en esta cualquier término por 
medio de la fórmula íz-h(k— i)^, en teniendo pre
sente que en este caso es sustractiva ó negativa la dife
rencia común «Tj porque aquí se debe restar de cada tér
mino la diferencia para hallar el término siguiente.

Con igual facilidad se puede conocer la suma de 
cualquier número de términos de cualquiera progresión 
por diferencias. Representando esta progresión por

y designando por iV la suma de todos sus términos, ten
dremos j

S‘=:a~\~b-^c............-h/h-A -i-1.
Escribiendo los términos del segundo miembro de 

esta ecuación en un órden inverso del anterior tendre
mos tambien

sumando estas dos ecuaciones y reuniendo los términos 
que se corresponden , resultará:
35== (a-H/) H-(4H-/f)-+-(c H- /) H-Xf -H c) H- {k^ó] ^ {¿-i^ay 

Ahora bien, por la naturaleza de la progresión tenemos, 
procediendo desde el primer término hasta el último:

a~h S'~bi b-^ S'—Cj z-r-J^ = A; k-^-^^í, 
y por Ia inversa, procediendo desde el último ai pri
mero ;

Z-^=Á; k-~-S'-i.,...c~-S~~b\ h~S=a-, 
y sumando estas últimas ecuaciones con las anteriores, 
veremos que íi-i-l=:b-^k~¿:-i-i&e; es decír,¿ ^ue en 
cualquiera progresión por diferencias la suma de los tér
minos extremos es igual d la suma de otros dos cuales
quiera términos equidistantes de los extremos f y de con
siguiente 23’=3«(4r:/)í
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de donde se deduce que

Aplicando esta formula a la progresión—3.5.7.9. &;c. 
hallaremos que la suma de los ocho primeros términos

es==80.

230 Las dos ecuaciones / = ¿ZH-^» — j )^- y

---- g—J combinadas nos presentan el medio de 

hallar dos de las cinco cantidades a, J^, n^ ^ y -^^ en es
tando conocidas las otras tres; pero como son demasiado 
fáciles estas aplicaciones, nos parece inútil que nos de
tengamos á tratar de cada uno de los diferentes casos 
particulares que pueden ocurrir.

23 i -^ Así como la equidifirencia eonfinua dio motivo 
para imaginar la progresión por diferencias, la propor
ción continua dió origen á la progresión por cuocientes 
o sea la progresión ^eoméí^rúa •, la cual viene á ser una 
combinación ó serie de términos tales, que el cuociente, 
de cualquiera de ellos dividido por el que le precede, 
es siempre uno mismo, sea cual fuere el lugar de la se
rie de donde se tomen los dos términos que hayan de ser 
dividendo y divisor.)Así que las dos seríes

— 2 : 6 : 18 : 54 : 162 : &c.
55 — 45 : 15 = 5 '

Soft progresiones geométricas ó por cuocientes; porque 
si dividimos cualquier término de la primera por el 
que le preceda, el cuociente es 3; y en la segunda
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es ^; la primera es creciente y la segunda decreciente. 
Cada una de estas progresiones forma una serie de ra
zones iguales, y por eso se las escribe como se ha visto.

Sean ¿j, h, c^ d.................k, l,
los términos de una progresión por cuocientes: hacien- 
do-^=:^, tendremos por la naturaleza de esta pro

gresión
__ i cd c

^ a é c d ' ' k ’ 

y de consiguiente
b = a^i c=hgi d = cqi e^d^i.'... l^kq.

Poniendo sucesivamente el valor de b en el de c, 
este en el de d, y asi sucesivamente, resultarán las si
guientes expresiones :

bzzaq-, c=a^^i d = aq^ i e^at^^i l—a^'’‘^ , 
representando por « el número que designa el lugar 
que en la serie ocupa el término /; ó el número de 
los términos que se consideran en la progresión pro
puesta.

Por medio de la fórmula Í — aq”'~ se puede calcu
lar cualquier término sin necesidad de conocer los tér
minos intermedios. Por ejemplo, el décimo término de 
la progresión ¿^2:6:18: &c. es igual á 2 x 3^ = 
39366.

232 Tambien se puede obtener la suma de todos 
los términos que se quieran de la progresión

a : b i c i d i 8<.c.
sumando ordenadamente las ecuaciones

b = a^‘i c^bq', d^cc^i e=: d^i...... 1 — k^i 
porque resultará :

b-^-c-^d-^e.... H- /=±^^4*^^^-t*í¿o.,.*bÁ) ^;
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y representando por ó' la stima cuyo valor buscamos, 
tendremos: 

de donde concluiremos S'-a — q QS—l')f y por consi- 

guieute Ó = ^^ ^ .

Si por ejemplo, quisiéremos hallar la suma de los 
diez primeros términos de la progresión

“2 : 6 : 18 : &C, 
la fórmula anterior nos dará:

±?P=3--i=:59048.

233 Las dos ecuaciones

contienen las relaciones que entre si tienen las cinco 
cantidades «, ^, n, It ó" de cualquiera progresión por 
cuocientes, y nos darán á conocer dos cualesquiera de 
estas cantidades en estando conocidas las otras tres.

234 Si en la expresión que hemos hallado de 0*1 
se sustituye en lugar de /, resultará:

Siempre que sea creciente Ia progresión, y de con
siguiente sea ^>1, será la cantidad ^"'tanto mayor 
cuanto mas considerable sea el numero «; y podra ó* 
ser mayor que cualquiera cantidad por grande que sea, 
con tal que se dé á « un valor conveniente; es decir, 
con tal que se tome un número suficiente de términos 
de la progresión propuesta. Pero si la progresión fuere
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decreciente^ ó lo que es lo mismo, si ^ fuere una frac- 

cion representada por —, tendremos:

——i m-'i m—1 m 
y es evidente que cuanto mayor vaya siendo el nurae- 

no « tanto menor se liara el termino ------; y por con- 

siguiente tanto mas se aproximará el valor de 5* á la 

cantidad —de la cual solo se diferencia en 

-y----- ^-----7—: luego cuantos mas términos se tomen 

de la progresión, tanto mas se acercara su suma a ~—j-. 

y aunque jamas podrá ser exactamente igual á esta can
tidad, podrvá aproximarse á ella de modo que la dife
rencia sea menor que cualquiera cantidad por pequeña 
que sea.

Es pues la cantída ^”^ ^, qué representaremos por

Z,no la suma, sino el límite de la suma de la pro
gresión decreciente; porque las diferentes sumas par
ciales que hemos representado por Ó*, se aproximan mas 
y mas á aquella cantidad sin poder jamas igualarse con 
ella.

Aplicando estas consideraciones á la progresión 
iííí
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m “ 2 ' ^® i^o^ds wí — 2 ; L = 2i lo cualnos

viene a decir que cuantos mas términos se tomen de la 
anterior progresión, tanto mas se acercará su suma á ser 
igual á a, Hallamos con efecto

..............      = 1= 2—1

2 ...................— 2 ^ 2

&C.
Xa cantidad L se suele mirar como la suma de la 

progresión decreciente por coeficientes, continuada al 
injinüoi pero no podemos formamos una idea bien cla
ra del significado de esta expresión, como no enten
damos por ella lo que designamos con la voz hmite 
^Artím. §. 121).

235 De la expresión *^=—^^^-- se pueden 

sacar todos los términos que componen la progresión 
cuya^ suma representa ; porque si se efectúa la division 
’^® ? — ^ pi^r ^“1 (§. I ^8^ hallaremos:

cual da S^a-^-a^-i-aq'^ -i-aq^...... -b£7^"~\
Xa expresión del valor de Ji produce el mismo re

sultado efectuando la division de w por w— i del mo
do siguiente:
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m m—í

1 1 lo

&C.
Se divide primeramente m por el primer término 

del divisor, según se hace comúnmente, y sale i de 
cuociente; se multiplica este cuociente por el divisor 
y se resta el producto del dividendo; se divide después 
el residuo i por el primer término del divisor y sale 

por cuociente X , que se multiplica por el divisor, y 

resulta el residuo X con el cual se ejecuta igual ope- 

ración que en el anterior. Continuando do esta manera 
se echa de ver al instante la ley que siguen todos los 

cuocientes parciales, y se ve que la expresión

equivalente á la serie

nuada al infinito; y si en cada uno de los términos sus

tituimos ^ en lugar deX y los multiplicamos todos 

por ¿r, se vuelve á hallar a'^aq^’-^af -^a<f es 
decir, la progresión cuyo límite hemos designado por L.

236 Una vez que efectuando Ia division que esta
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indicada en la expresión fraccionaria "^^^2^» resulta por 

cuociente la serie interminable

I H1-------j-4. &c. , 

es claro que ningún número de estos términos por gran
de que sea, podrá jamas equivaler exactamente á la frac- 

clon —r. sea cual fuere el valor de W2 ó de —j pero m----1------------------------------------------jn 
tambien es fácil ver que en siendo tn> 1 y de con

siguiente—< 1, cada uno de los términos de la serie 

será tanto menor cuanto mas diste del primero; la suma 
de un cierto número de ellos se aproximará tanto mas 

á equivaler exactamente a cuanto mayor sea el 

número de términos que se hayan sumado; y la apro
ximación será tanto mas rápida cuanto menor que la 

unidad sea-^. En tal caso se llama con'vergente la serie.

Con efecto, si en la division precedente nos li
mitásemos á tomar el primero ó los dos primeros ó 
los tres primeros &c. términos del cuociente, y al 
mismo tiempo tenemos presentes los residuos, vendrán 
á ser

Cuocientes. Residuos.

I ......  :.............. ....... I

..........................
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Ahora bien, los cuocientes parciales que acabamos 

de indicar no pueden aproximarse al verdadero valor 

^® ,7¡ZZ^1 * ^^^° ^ proporción que sean despreciables los 

residuos que les correspondan; y como esta circuns
tancia se verifica solo cuando m es mayor que la unidad, 
solo en este caso será convergente la serie. En todos los 
demas casos los residuos van creciendo mas y mas; de 
consiguiente cada vez van siendo menos despreciables; 
cuantos mas términos tomemos de la serie, mas nos ale

jamos del verdadero valor de ^^~^» y poi^ esta razón 

se llama ¿Uver^ente la serie.
Para aclarar mas esto hagamos sucesivamente wí=2; 

w=j; w = |. El primer supuesto da
m

m—i
1 1 1 1

y ya hemos visto (§, ^34) que con efecto la serie 
se halla en el segundo miembro se aproxima tanto 
á ser 2 cuantos mas términos se toman de ella; 
pues convergente.

Del segundo supuesto se infiere que

que 
mas 
será

m
m--------1

1

0

Este resultado n-i-t-i-i-iH-n-i &c. continua
do, como dicen, al infinito, vendrá á ser una cantidad 
infinita, como lo exige la naturaleza de la expresión -^; 

pero si no haciendo caso de los residuos supusiésemos 
que un cierto número de términos de la serie era igual 

á-J- , vendríamos á dar en un manifiesto absurdo ; por-
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que debiendo el divisor multiplicado por el cuociente 
reproducir el dividiendo, es necesario que

......... .........)o;
y como el segundo miembro de esta ecuación se reduce 
á cero, vendriamos á deducir que 1—0,

El tercer supuesto nos conduce á consecuencias no 
menos absurdas siempre que despreciemos los residuos, 
y miremos á la serie que resulta por cuociente como 
una expresión exacta del valor de la fracción de donde 
se deriva. En efecto, haciendo hallaremos:

lo cual es evidentemente falso.
Estas contradicciones desaparecerán luego que ob

servemos que en el segundo caso los residuos

l,—, __ ,
m m^

_&C.
son todos iguales á 1; y pues que jamas disminuyen, no 
se les debe despreciar por mas que se continúe la divi
sion; por manera que al producto del divisor por el 
cuociente parcial que tomemos, deberemos añadir el re
siduo i, y así tendremos la ecuación exacta

I=:(l-4-1+1-4-1-4-14-...........
En el tercer caso los residuos

1 1 1Ij---, --- , --- &C.
mm^m^ 

forman^ la progresión creciente 1, 2, 4, 8, 16 &c. ; y 
de consiguiente son menos despreciables que en el caso 
anterior; por manera que solo añadiendo á cada cuo
ciente parcial el residuo que le corresponda, se podrán 

obtener las siguientes expresiones equivalentes á - ”" ;
m--1TOMO ir. 26
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1

I M----------- 
m—1

m m(m-----1) 
111

m m^ —1)

las cuales son todas iguales á —i cuando m‘=-j.

Si hacemos m— — ft se convertira la fracción

en ; y la serie que representa el cuociente de la 
Zi-l—l

division que en aquella expresión está indicada , se con
vertirá en

n-pl n 11^ n^ 
y haciendo n= i, tendremos :

i — 1 — i -+-1 — i H- i — I -1- &c. ;
Si despreciando los residuos tomáramos un número 

par de términos de la última série, la última ecuación 
vendrá á ser 7=0, y si fuere impar el número de tér
minos de la serie, la ecuación será 7— i í y de con
siguiente en todos casos es falsa la ecuación supuesta^ 
en unos por defecto , y en otros por exceso. Esto nos 
hace ver que , sea cual fuere el número que tomemos 
de esta serie jamás deberemos despreciar el residuo.

Si en la serie precedente suponemos «=2, ten-
9 -illo dremos 4 = ’ - ï +-1— “ ‘"r® “'

presión se ve que las sumas parciales i , 7,-:g-, 

son alternativamente mayores y menores que el verda-
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dero valor de^-^^, que en este caso es-|-; pero al mis

mo tiempo se ve que aquellas sumas se van aproxi

mando mas y mas á-|-; de consiguiente es con-vergente 

la serie propuesta, y el residuo de la division será 
tanto mas despreciable cuantos mas términos tornemos 
del cuociente.

Aunque ias series cuyos términos van aumentando 
se alejan cada vez mas del verdadero valor de la ex
presión de donde dimanan , y por esta razón se llaman 
divergentes; consideradas sin embargo como unas me
ras trasformaciones de estas expresiones, pueden sernos 
muy útiles para darnos á conocer todas las propiedades 
que no tengan conexión con la suma de tales cantidades.

J137 Si continuásemos cualquiera division alge
braica, en la cual el dividendo no sea múltiplo del di
visor, como lo hemos hecho (§. 335) en la division 
de m por m—1 , resultaría siempre expresado el cuo
ciente por una serie interminable de jnonomios. Las ex
tracciones de las ralees incomensurables ó de potencias 
imperfectas, continuadas del mismo modo conducirán 
tambien á series interminables ó infinitas; pero todas es
tas senes se obtendrán con mas facilidad por medio de 
la formula del binomio, como lo manifestaremos en el 
mjobmento, donde trataremos de las series mas cono
cidas.

-Di las cantidades exponendaies y de hs io^aritmos.

238 En ninguna de las cuestiones resueltas hasta 
aquí ha sido exponente la incógnita, como lo seria si
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nos propusiésemos determinar el número de los térmi
nos de una progresión por cuocientes, cuyo primer tér
mino, el último y la razón ó cuociente común estuvie
sen dados. Con efecto, para resolver esta cuestión ten
dríamos (§. 231) la ecuación l=iaq”~‘\ en la cual 
seria « la incógnita; y haciendo por abreviar n—i=x, 
resultaría ¡=aq-^. Los métodos directos expuestos ante
riormente no son suficientes para resolver esta ecuación, 
ni los signos que hasta ahora hemos adoptado lo son 
para indicar la serie de operaciones que se deben eje
cutar con las cantidades conocidas, para que resulte el 
valor de una incógnita que sea exponente. Para poner 
todo esto mas en claro hagamos notar, según lo ha eje
cutado Euler, la conexion que tienen entre sí las dife
rentes operaciones del Algebra, y cómo de cada una de 
ellas se origina una nueva especie de cantidades.

239 Si representamos por a y b dos cantidades 
cualesquiera que nos propongamos sumar , podremos de
signar por c el resultado de la operación, y tendremos 
la ecuación siguiente a-i-b=ei y si de esta ecuación, 
que nos da á conocer la relación de las cantidades que 
entran en ella, quisiéremos reducir el valor de a ó el de 
b hallaremos a = e^b> b=c — ai y he aqui la sustrac
ción originada de la adición; y en caso que el minuendo 
sea menor que el sustraendo , y de consiguiente no pue
da efectuarse la sustracción en el orden en que está indi
cada , viene á ser negativo el resultado. La repetida adi
ción de una misma cantidad da origen á la multiplica
ción; y si llamamos ¿r al multiplicador, b al multipli
cando y c al producto, tendremos ab:=e, de donde se 

deduce b=:~-, y de aqui proceden la divi-
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sîon y las fracciones, que son consecuencia de ella en 
todos los casos en que no es posible efectuaría exacta
mente y sin residuo final. La repetida multiplicación 
de una cantidad por sí misma produce Ias potencias de 
esta cantidad, por manera que designando por b el nú
mero de veces que a es factor en la potencia c que se 
considere, tendremos a^ = c. Esta ecuación se diferencia 
esencialmente de las anteriores en que las cantidades ^ 
y b no entran ambas en ella de un mismo modo; y de 
aquí procede que la operación, cuyo resultado nos da 
á conocer el valor de la una, no es suficiente para de
terminar el de la otra. Si estando conocidas c y b que
remos hallar el valor de a, nos basta efectuar una sim
ple extracción de raíz; y esta operación da origen á 
una mueva especie de cantidades, que son las irraciona
les; pero si conociendo a y e nos propusiéremos hallar 
el valor de b, tendremos que recurrir á métodos parti
culares, que daremos á conocer despues de haber mani
festado las principales propiedades de la ecuación a^' — c.

240 Bien se deja conocer que si conservando á la 
letra a un cierto valor invariable, que supondremos ma
yor que la unidad, hacemos variar, según queremos, 
el de b, podremos obtener para c todos los números ima
ginables. Con efecto, haciendo ¿= o , resulta c—iiy 
despues á proporción que vaya creciendo b irán los va
lores de c siendo cada vez mayores que la unidad, y 
podrán llegar á ser tan grandes como se quiere. Sí fuese 
negativo el valor de b, la ecuación que hemos supues

to a^rze se convertiría en — ó en y los 

valores de c irian siendo tanto menores cuanto mayor 
fuese el valor negativo de bi por manera que podrían
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llegar á ser tan pequeños como se quisiera. Con solo 
pues variar el exponente h de una misma cantidad a 
se pueden deducir de la misma ecuación supuesta, pa
ra c todos los números positivos posibles enteros ó frac
cionarios en el caso que a sea mayor que la unidad. Lo 
mismo sucedería aun cuando fuese a<i, sin otra dife
rencia que la de que las variaciones de c procederían en 
sentido contrario al del caso precedente: es decír, que 
los valores de c aumentarían cuando los de b fuesen ne
gativos; y disminuirían aquellos cuando estos fuesen 
positivos. Pero si supiéramos ^?:= i , resultaría siem
pre f—1 , cualquiera que fuese ei valor de bi y por 
esta razón miraremos la a en todo este tratado como que 
representa una cantidad mayor ó menor que la unidad.

Para indicar que mientras conservamos á la canti
dad designada por a un mismo valor , consideramos á 
las cantidades b y e como susceptibles de cuantos valo- 
les puedan imaginarse, ó según se dice, como cantida
des ’variables, representaremos á estas Últimas con Ias 
letras ^ é y, con lo cual la ecuación primitiva se tras- 
formará en esta otra a'=^'-. Ya se deja entender que en 
esta ecuación a cada valor particular de x corresponde 
á otro valor particular de y, y al contrario ; por manera 
que en estando determinado el valor de una de estas 
cantidades, no puede ser arbitrario el de la otra.

241 Esta mutua dependencia ó relación entre las 
cantidades x é y, es decir, entre cualquiera potencia y 
de una cantidad a, y el exponente a: de su grado merece 
mucha atención , porque puede sernos muy útil, no solo 
para los cálculos algebraicos, sino tambien para los arit
méticos. En efecto, si consideramos otra potencia y de 
Ia misma cantidad a, y designamos por x el exponente
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que corresponde à esta nueva potencia, tendremos 
if' —y i y por consiguiente sí multiplicamos esta última 
ecuación por la anterior, tendremos yy=za^y<ax'= 

Si dividimos una por otra, resultará

Ultimamente, si en cualquiera de las dos ecuaciones 
supuestas elevamos ambos miembros a una potencia 
in,dÍcada por el exponente m, ó extraemos de ellos la 
raíz cuyo exponente sea «, tendremos estos otros re
sultados ;

C
r\™ .aj —a »

Los dos primeros resultados nos hacen ver que en 
conociendo los exponentes x y x' respectivos á las po
tencias y éy, tendremos en la suma de ellos el expo
nento que corresponde al producto yy de las dos poten
cias; y en la diferencia de los exponentes x y x ten

dremos el que corresponde al cuociente-^ de las dos 

potencias. Las dos últimas ecuaciones manifiestan que 
el exponente respectivo á una potencia cualquiera de y 
se obtiene por medio de una simple multiplicación; y 
por medio de una simple division el que corresponde a 
una raíz cualquiera de y. De aquí es fácil inferir que 
si tuviésemos una tabla , en la cual se hallasen al lado 
de cada uno de los números y los valores correspondien
tes de x, de manera que dado y se pudiese tener x, y 
reciprocamente, en este caso (quedaría reducida d una 
simj?le adición la niultij^licacion de dos números cuales
quiera ;)pQr(yae en lugar de efectuar la operación con
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estos números que hemos representado por j' ¡^^ suma
riamos los valores de x,x' que les correspondiesen; y 
buscando después en la misma tabla el numero respec
tivo á esta suma, aquel número debería ser el producto 
que buscábamos. Asimismo si tratásemos de efectuar 
una division, buscaríamos en la tabla los valores de x,x\ 
que correspondiesen al dividendo y al divisor; restaría
mos del correspondiente al dividendo el respectivo al 
divisor, y el número que correspondiese á la diferencia 
de los valores de x,x'j sería el cuociente que nos pro
poníamos hallar,fDe este modo la division se ejeeuta~ 
ria jjor medio de la susíraeeion.

-Estos dos ejemplos pueden ser suficientes para dar 
á conocer la utilidad que debe resultar de tener ya 
formadas semejantes tablas. Asi es que se ha adoptado 
generalmente el uso de ellas desde que dsíe/er las inven
tó. En ellas á cada uno de los tres números que entran 
en la ecuación fundamental a'‘^y se le ha atribuido 
cierta denominación. Los diferentes valores de y conser
van el nombre general de números. Los diferentes va
lores del exponente ar están designados con la denomi
nación de logariímos de los números á que correspon
den.: El numero Invariable representado por ¿r se llama 
la base de la tabla 6 del sistema de logaritmos. Asi que 
los logaritmos son los exponentes de las potencias á ^ue 
se debe elevar un número invariable, para ^ue se vaya 
sueesivamente igualando d todos los números imaginables^

En lo sucesivo representaremos el logaritmo de y 
por Jy, de modo que será a; = ly, y por ser y=.à^ 
vendrá á ser y=íi’-^ .

242 Las propiedades que hemos demostrado de 
los logaritmos son independientes del valor particular 
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del número <?, ó de la base; y de ahí es que se pueden 
formar una infinidad de tablas ó sistemas diferentes, eli
giendo para base de cada tabla ó sistema el número que 
queramos ó mas nos acomode, con tal que no sea la 
unidad. Tomando, por ejemplo, <aí= lo, la ecuación 
fundamental de este sistema particular será j — (^ i oj)’‘-^, 
y de ella se deducirá inmediatamente que los números. 
1; 10; loo; 1000; Í0000; looooo &c., que son 
todos potencias perfectas de la base lo, tienen por loga
ritmos en esta hipótesi los números o, i, 2, 3,4, 5 &c. 
En esta serie de logaritmos se pueden ya observar las 
propiedades generales que hemos demostrado en el pár
rafo anterior. En efecto, sumando los logaritmos de 10 
y de looo, que son i y 3 , se ve que su suma 4 cor
responde á 10000, que es el producto de los números 
loy 1000.

243 En el supuesto de haber elegido á 10 por 
base , los logaritmos de los números intermedios entre 1 
y 10, entre 10 y 100, entre 100 y 1000 &c. no se 
pueden obtener sino solo por aproximación. Si se tratase, 
por ejemplo , de hallar el logaritmo en este siste
ma que corresponde á 2, seria necesario resolver la ecua
ción (io)^— 2. Para esto podremos hacer uso del mé
todo que hemos dado ya á conocer (§. 221); es de
cir, se hallaría primeramente el número entero que mas 
se aproximase al valor de a; ; y por lo que á esto res
pecta, se ve inmediatamente que la a; correspondiente 
al número 2 está entre o y ij puesto que (10)®= ij 

y(^°)'=ío, haremos pues arss^ , y tendremos

(10) =2, ó 10 = 2z; y como para que se verí-
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fique, como debe , esta última ecuación , ha de estar z 
entre 374, supondremos z=: 3-+-^, resultará: 

t 
10=2 = 2 X 2 ~ Z= 8 x 2

o

ó Últimamente 2=(—

Para que se verifique la última ecuación debe es
tar el valor de z entre 3 y 4; y de consiguiente su

pondremos z = 3 -+--^7-, y tendremos:

de donde sacaremos:

“ 125'* <125/ “ 4 ’

y después de un corto número- de tanteos hallaremos 
que z'^ está entre 9 y 10. Del mismo modo podremos 
continuar cuanto queramos la aproximación; pero co
mo nuestro intento en indicar este método ha sido solo 
manifestar la posibilidad de hallár los logaritmos de to
dos los®números, nos limitaremos á suponer z ^^, y 

retrocediendo hallaremos =

duciendo á decimales este valor de a;, se ve que hasta 
la cuarta cifra está conforme con el verdadero; porque 
da a?= 0,30107; y por cálculos llevados á mayor grado 
de aproximación se ha averiguado que aproximado 
hasta 7 decimales, resulta a:=o,3oio3oo. Puesto que 
todo logaritmo debe considerarse como exponente de la
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base J para interpretar este valor de a; como el de un 
exponente, es necesario imaginarse que si se eleva el 
número lo á la potencia indicada por el número 
3010300; y si del resultado se extrae una raiz del 
grado designado por looooooo, resultará un número

5010300
muy próximo á 2 ; esto es, que (10) ”ÏÔÔÔÔÔÔÔ~=2 con 
corta diferencia; en cuya ecuación el primer miembro 

3010299 
es algo mayor que 2, pero el número 10 10000000 
será algo menor.*

244 Multiplicando sucesivamente por 2, 3, 4 &c. 
el logaritmo de 2 , se obtienen Jos de los números 4, 
8, ló &C., que son la segunda, tercera, cuarta &c. 
potencias de 2. Añadiendo al logaritmo de dos los loga
ritmos de lo, de 100, de 1000 &c. se deducen los 
de 20, de 200, de 5000 &c.; y generalmente en co
nociendo los logaritmos de los números primos, es muy 
fácil hallar los logaritmos de todos los números com
puestos, pues que estos no pueden menos de ser po
tencias ó productos de los números primos. Siendo , por 
ejemplo, el número 210 igual á 2x3x5x7,será 

1210=1. 2-^13^-15-1-17;.
y por ser 5 = ^- , tendremos:

15=11 o —12.
245 Como los logaritmos están por lo común ex

presados en decimales, se les puede considerar como 
compuestos de dos partes, á saber : de las unidades en
teras que se hallan situadas á la izquierda de la coma.

Véase la nota última que se halla al fin de este tomo. 
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y de las cifras decimales que están á la derecha de ella. 
A la primera parte del logaritmo se la ha dado el nom
bre de earacterístiea, porque en los logaritmos del sis
tema de que vamos hablando, que resultan de la su
posición de ^= lo, y que se llaman logaritmos comu
nes, da esta parte á conocer cuál es el orden mas ele
vado de unidades que se halla en el número cuyo lo
garitmo suponemos conocido. En efecto, hallándose 
entre o y l todos los logaritmos de los números com
prendidos entre i y lo, tienen precisamente o por ca
racterística ; todos los de los números comprendidos 
entre lo y loo tienen i; todos los de los números com
prendidos enere loo y 1000 tienen 2; y en gene
ral, la característica de un logaritmo tiene una unidad 
menos que cifras de enteros haya en la combinación con 
que esté representado el número.

A la segunda parte de cualquier logaritmo, es de
cir, á la fracción decimal que en él se halla, le suelen 
algunos dar el nombre de mantisa.

246 Tambien es muy digno de notarse que en el 
mismo sistema, siempre que un número sea 10 ó 100 
ó 1000 &c. veces mayor ó menor que otro, sus loga
ritmos tienen la misma fracción decimal, ó sea la mis
ma mantisa, y solo se diferencian en las características.

Asi es que á los
húmeros corresponden los Zogaritmos,
543600 5>7352794

54360 4,7352794
5436 3,735^794
543.6 2,7352794
54.36 1,7352794

5.436 0,7352794 
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porque siendo cada uno de estos numéros el producto 
del inmediato siguiente multiplicado por lo, cada lo
garitmo deberá ser (§. 241) la suma del siguiente y 
del de 10; y como este logaritmo es la unidad, su adi
ción no puede alterar la fracción decimal del otro, sino 
solo su característica.

247 Con arreglo á lo expuesto (§. 240) debe
rán ser negativos en el mismo sistema los logaritmos de 
todos los quebrados propios, porque representando todo 
quebrado al cuociente de la division del numerador por 
el denominador, el logaritmo de cualquier quebiado 
deberá hallarse (^§. 241) restando del logaritmo del nu
merador el del denominadorí y de consiguiente cuando 
el numerador sea menor que el denominador, el loga
ritmo sustraendo será mayor que el minuendo, la sus- 
tracion no podrá efectuarse en el orden que la regla 
prescribe, sino en el inverso , y por tanto sera negativo 
el residuo.

Para hallar, por ejemplo, el logaritmo de la frac
ción r, deberemos restar de cero que es el logaritmo 
de 1, el logaritmo 0,30^03'^'^ *^®^ denominndoi , y 
asi resultará

1|—— 0,30 I 03 0 0.
Restando de cero el número mixto 1,3010300, 

que es el logaritmo de 20, tendremos:
1 -^— — — 1,3010300.

20

Siendo 0,3010300 el logaritmo de 2í y 0,4771213 

el de 3, será 1 -^= 0,3010300 — 0,477121 3— —

0,1760913.
Sí para que sean posibles estas sustracciones, que
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en realidad no lo son , añadiésemos al logaritmo minuen
do las unidades que sean necesarias ó que nos parez
can convenientes, el residuo vendrá á ser positivo; pero 
como estas adiciones equivalen á multiplicar por lo 
ó por loo ó por looo &c. el quebrado propuesto, 
el residuo será el logaritmo de un número lo ó loc 
o looo &C. veces mayor, ó lo que viene á ser lo 
mismo, será el de tantas unidades como décimas ó 
centesimas ó milésimas Scc. equivalgan al mismo que
brado.

Jín efecto , s¡ tratando de hallar el logaritmo de 4 
añadimos una unidad al logaritmo del numerador para 
que pueda restarse el logaritmo del denominador^ el re
siduo positivo 0,6989700 será el logaritmo no de 7 si
no de 5 unidades, que es una cantidad lo veces ma
yor que 1, ó lo que es lo mismo, el de tantas unida
des como décimas equivalen á ^.

Si tratando de hallar el logaritmo de ^- añadimos 

2 unidades al logaritmo del numerador para que pue
da efectuarse la sustracion de 1,3010300, el residuo 
positivo 0,6989/'^’^ sera el logaritmo de una cantidad 
100 veces mayor que el^quebrado propuesto , ó lo que 
es lo mismo , el de tantas unidades como centésimas equl- 

valen á    .
20

Si proponiéndonos hallar el logaritmo de -^- nos pa

reciere conveniente añadir al logaritmo del numerador 
4 unidades, es decir, el logaritmo de 10000: en ha
biendo sustraído de esta suma el logaritmo del deno
minador, el residuo positivo 3,8239087 será el lo-
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garitmo de un número 10000 veces mayor que —, ó 

lo que es lo mismo, el de tancas unidades como diez 

milésimas equivalen á

Aunque los logaritmos que de este modo hallamos 
no sean los verdaderos que buscábamos de los quebra
dos, son sin embargo los que mas se usan á fin de evi
tar los logaritmos negativos ; y para dar mas uniformi 
dad á los cálculos se añaden por lo común 10 unidades 
al logaritmo del numerador. Por manera que tratando 

de hallar el logaritmo de-^-restaremos de 10,3010300 

el logaritmo 0,4771213 del denominador, y el residuo 
9,8239087, que es el logaritmo de un múmero diez 

mil millones de veces mayor que-^ , será el que habre

mos de emplear en lugar del verdadero logaritmo del 
quebrado propuesto.

Es verdad que de este modo empleamos un loga
ritmo con 10 unidades de mas; pero será muy fácil su
primirías, luego que agregándose este logaritmo á al
gún otro, haya en la suma unidades bastantes para 
efectuar aquella supresión indispensable para rectificar 
el resultado. En efecto, si hubiéramos de hallar con el 

auxilio de los logaritmos el producto de -^ multipli

cados por 18, sumariamos el logaritmo 1,2552725 
del multiplicador con el logaritmo 9,8239087; y su
primiendo de la suma las 10 unidades que este segun
do lleva de mas, será 1,0791812 el verdadero loga
ritmo del producto que buscábamos.
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248 Sí, por la inversa, se nos propusiese un lo

garitmo negativo, y se nos preguntare qué número le 
corresponde, ya podemos tener certeza de que deberá 
ser un quebrado propio; y suponiendo, como siempre 
nos es permitido, que su numerador sea la unidad, su 
denominador habrá de ser el número que corresponde
ría al logaritmo propuesto si fuese positivo. En efecto, 
— 0,1760913, que como ya sabemos es el logaritmo 

^® X ’ ^® ®5 P°^ consiguiente de — y el logaritmo de -^- 

es justamente 0,1760913.
No es muy cómodo para la práctica este método 

de hallar el número correspondiente á un logaritmo ne
gativo , porque despues de haber determinado el núme
ro que corresponda al mismo logaritmo positivo, tene
mos ademas que dividir por este número la unidad. Por 
esta razón lo que mas comúnmente se practica es restar 
de una, dos, tres &c. unidades: es decir , dei logarit
mo de uno de los números 10, 100 , 1000 &c. el lo
garitmo propuesto, prescindiendo de su signo; se busca 
despues el número que corresponde al residuo ; y cuan
tas unidades tenga este número, otras tantas décimas ó 
centésimas ó milésimas &c. equivaldrán al quebrado 
que buscábamos, según que hayamos elegido para 
minuendo el logaritmo de 10 ó el de loo ó el de 
1000 &c.

Si nos propusiéramos, por ejemplo, hallar el que
brado correspondiente al logaritmo — 0,3010300, res
taríamos de una unidad ó de 1,0000000, que es el 
logaritmo de 10, el logaritmo 0,3010300, que es 
el del denominador de la fracción que buscamos. El 
residuo 0,6989700 será ( §. 241 ) el logaritmo de

MCD 2022-L5



DE ALGEBRA. 4I7
un cuociente ó quebrado diez vecces mayor, ó lo que 
es lo mismo, el de tantas unidades como décimas equi
valen al quebrado que deseamos conocer. Viendo pues 
en las tablas que el logaritmo 0,6989700 correspon
ded $ unidades, inferiremos que el logaritmo propues
to—0,3010300 corresponde á 0,5.

Si nos propusiéramos hallar el quebrado correspon
diente al logaritmo —0,0280287, y resiásemos de 4 
unidades ó de 4,0000000, que es el logaritmo de 
10000, el logaritmo positivo 0,0280287, el residuo 
3’97^97^3 52^’^'^ ®^ logaritmo de un cuociente ó que
brado 10000 veces mayor que el que buscamos, ó lo 
que es lo mismo, el de tantas unidades como díezmilé- 
simas equivalen á este ultimo quebrado. £n viendo 
pues en las tablas que al logaritmo 3,9719713 cor
responde el número 937$, inferiremos que el logarit
mo propuesto —0,0270287 corresponde á la fracción 
^^937S-

Por lo común se elige para minuendo á 10 uni
dades, ó Jo que viene á ser lo mismo, ai logaritmo de 
10000000000; y de consiguiente el residuo ven
drá á ser el logaritmo de un cuociente ó quebrado 
100000 00000 de veces mayor que el que buscamos. 
Si, por ejemplo, nos propusiéramos hallar el quebrado 
que corresponde al logaritmo —0,1072 1 00, restaría
mos de 10 unidades el logaritmo positivo 0,1072100; 
y el residuo 9,89 27900, que en las tablas correspon
de al número 7812 5 00000 será el logaritmo de un 
numero 10000000000 veces mayor que la fracción 
que buscamos. Será pues esta 0,7812 5 00000, ó lo 
que es lo mismo, 0,78125.

Si de la sustracción hubiera resultado 8,89 279 00, 
T0M0 n.
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el número correspondiente seria 78125®*^°*^ ^ y ^^ ^'^^c- 
cion seria 0,078125. Si hubiese resultado 7,892790c, 
la fracción seria 0,0078125; y en general siempre que 
nos propongamos determinar la fracción correspondiente 
á un logaritmo que tenga lo unidades de mas, la mis
ma combinación de cifras con que esté representado el 
número entero que en las tablas corresponde al logarit
mo propuesto, representará la fracción decimal que se 
busca; pero con la advertencia de que si la caracterís
tica fuere 9, no habrá cero alguno á la derecha de la 
coma; si la característica fuese 8, habrá un cero á la 
derecha de la coma; si 7, dos; y en general habrá á la 
derecha de la coma tantos ceros como unidades falten á 
la característica para llegar á nueve,

249 Es fácil ver que si tratando de quitar 4 uni
dades, por ejemplo, de otro número cualquiera, que re
presentaremos por ?/; en lugar de efectuar la sustracción 
añadimos á ?/ las 6 unidades que faltan al sustraendo 
para llegar á 10, Ia suma tendrá ro unidades mas que 
el residuo que buscábamos; y de consiguiente para ob
tener este residuo habrá que quitar de aquella suma 10 
unidades. En efecto, ?V-1-6 =-Vh-1 o —4; y es claro 
que en suprimiendo 10 de esta última expresión, re
sulta 2^—4; es decir, el verdadero residuo que nos 
proponíamos hallar.

A consecuencia de esta observación se ha ocurrido 
convertir en adiciones todas las sustracciones que ten
gamos que efectuar con los logaritmos, sustituyendo en 
vez de cada sustraendo la cantidad que á este falte para 
llegar á 10 unidades, y suprimiendo de la suma estas 
10 unidades.

Lo que falta á cualquier número para llegar á 10
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Ó loo ó looo &C. unidades; y en general lo que fal
ta á cualquier número para componer una unidad del 
orden inmediato superior á las mas elevadas que en él 
haya, se llama su complemento aritmético. Asi que, el 
complemento aritmético de 7 es 3; el de 84 es 16; 
el de 687 es 313 , y así de los demas. Se puede fácil
mente hallar el complemento aritmético de un número 
representado por una combinación de muchas cifras, res
tando de 9 el valor de cada una, á excepción de la pri
mera de la derecha, cuyo valor se restará de 10.

El complemento aritmético del logaritmo de un 
número toma el nombre de complemento logarítmico del 
mismo número; y haciendo uso de esta expresión, di
remos que en vez de restar el logaritmo de un número 
podremos sumar el complemento logarítmico de este 
mismo número, con tal que de la suma suprimamos 10 
unidades. En caso que se hayan de restar muchos lo
garitmos, se sumarán sus respectivos complementos, y 
de la suma se suprimirán tantas decenas de unidades co
mo complementos se hayan sumado. Algunas veces no 
es posible efectuar la supresión de todas estas dece
nas; y entonces el resultado, que tendrá lo unidades 
de mas, será el complemento logarítmico de un que
brado propio, y corresponderá en las tablas á un nú
mero entero representado por la misma combinación de 
cifras que la fracción decimal equivalente al quebrado 
6- »48).

La exposición que acabamos de hacer del sistema 
de logaritmos cuya base <3=3 10, contiene los princi
ples generales necesarios para la inteligencia de las ta
blas; y como á casi todas ellas les precede una instruc
ción relativa á su particular disposición y al modo de
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usarías, creemos superfluo detenemos mas sobre este 
asunto. *

250 Cuando después de haber elegido una base 
particular hayamos determinado el logaritmo de un nu
mero, nos será sumamente fácil hallar el logaritmo que 
corresponde al mismo número en otro sistema cualquie
ra; porque si representamos por a, A las bases de los 
dos sistemas, y por ar, J^T los logaritmos que en ellos 
corresponden al número j^, tendremos estas dos ecua
ciones j-;
de las cuales se deduce esta otra <3'® — -á"’^; y tomando en 
un mismo sistema los logaritmos de los dos miembros 
de la última, tendremos esta otra:

ó su equivalente

Ahora bien, si strponemos tomados en el sistema 
de la base a los dos logaritmos que entran en la últi
ma ecuación, será k=í ; y de consiguiente toda la 
ecuación se trasformará en la siguiente:

de la cual se deduce

Si así como hemos anteriormente (^§. ^41) puesto 
ly en lugar de a:, ponemos ahora Zy en lugar de X, la 
última fórmula podrá cscribirse de este modo:

la cual nos da á entender que <?« ¿Uvidíendo el lo^aríí-^
* tas tablas de Callet (edición estereotipia) y las de Bordá son bastante estensas 

y cómodas.
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mo quf en un sistema corresponde á un immero cual
quiera , por el logaritmo que d una nueva base corres^ 
ponde en el mismo sistema, el cuociente- es el logaritmo 
que corresponde al mismo número en el sistema de la 
nueva base,^

De la última fórmula se deduce tambien que 
^=l^í lo cual nos hace ver que, sea cual fuere 

el número representado por y, existe entre los logarit
mos que le corresponden en dos sistemas diferentes 
una razón invariable representada por M.

251 En cuantos sistemas son imaginables el loga
ritmo de la unidad es necesariamente cero» porque, sea 
cual fuere el valor particular de a, no puede menos 
de verificarse la ecuación íz°=:i. Los logaritmos de los 
números mayores que l van creciendo sin límite, ó co
mo se dice, al injinito, asi como los mismos números; 
y por lo que respecta á los números mayores que la 

unidad ó fraccionarios, la- ecuación r aa
nos hace ver que cuanto menor sea el número y, tanto ma
yor debe ser el valor negativo de a;; pero como por 
grande que sea este valor de a:, jamas se podrá verifi

car que a~‘^ó— sea cero, bien que pueda aproxi- 

mar á cero cuanto queramos; es consiguiente que no 
pueda asignarse ningún logaritmo negativo, por grande 
que lo supongamos, que pueda ser logaritmo de cero» 
y en este sentido debe entenderse la expresión el loga- 

negativo, de la cual se haceritmo de cero es el infinito
tiso en muchas tablas. El logaritmo correspondiente á 
una cantidad negativa es imaginario.
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252 Pasemos ya á manifestar con algunos ejem

plos la aplicación que puede hacerse de los logaritmos 
al cálculo numérico de las fórmulas algebraicas. De lo 
expuesto (§. 241) se sigue que

I Çabed &c.) = ]<í-{-I¿ -hb-h W-i-&c.

^ dif ^c) ^c- — W —hl/'—&c.

y si representamos por /, />/', &c. los complementos 
logarítmicos de los factores del denominador, será

\CíC//

porque suponemos tomados tres complementos. Siendo

1 ('¿r'”') —wl<3í U TT — “I¿3! i 1« — = — Ui si se nos pro-' ^nn * 

pusiese la fórmula —---------  para calcular con el auxi- 

lió de los logaritmos el resultado final de todas Ias ope
raciones que están en ella indicadas, diríamos:
1 =1 (^V (¿í^xT^^

= 2 U-H i I (A-i-í) H-^ X¿ — í) ;

10 Vd^ ef) = ¡(fá^ í 79=b-t-fw -H lí H-jl/; 
y de consiguiente

2 U + ^I C¿+^)-K£l(Z--f) -h -f U-^b-7 1/ 
= 2 ia-^-^y^b-^c^^yde^b—c')-^c'^d' ~v-£ -^f — ^^^^> 
representando por c, d', e', /' los complementos de los
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cuatro sustraendos. En habiendo hallado el logaritmo 
de la fórmula propuesta, las tablas nos darán á conocer 
el número que le corresponde, y ese será el valor del 
resultado de todas las operaciones que en la fórmula 
estaban indicadas.

253 A consecuencia de los mismos principios se 
determina fácilmente por medio de los logaritmos el 
cuarto término de cualquiera proporción en estando cono
cidos los otros tres; porque si de la proporción aibaa d 

se deduce d=-^, se deducirá tambien (§. 241)

iíi zz: 1¿ H-h — líZ z:z1¿-h1í7 -1-í3 — lOJ 
es decir,‘ que el logaritmo del cuarto término desconoci
do es igual d la suma de los logaritmos de los medios 
menos el logaritmo del extremo conocidos ó lo que es lo 
mismo, íT la suma de los logaritmos de los medios y del 
comylemenlo logarítmico del extremo conocido menos 10 
unidades.

254 Puesto que toda proporción ¿í : b :: c : d en

suelve esencialmente esta ecuación—^ tomando
o a

los logaritmos de estos dos miembros, tendremos líí —1¿= 
h—W, lo cual nos hace ver que los cuatro logaritmos 
de los términos de toda proporción l<í,l¿ : Ir . Ir/ forman 
una combinación de términos equídiferentes (§■ 223).

La serie de ecuaciones

a be d 

conduce igualmente á estas otras :
l¿_U = k_I¿ = W-U=zk- U — &c.;

y de aquí es fácil inferir que á toda progresión por 
cuocientes — a :.b : c : d : e : 8íc. corresponde la progre-
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sioii por diferencias ¿-U. U . b . W.b&c.;y que por 
consiguiente los logTritmos de los nurreros en progresión 
por cuocientes forman una progresión por diferencias.

255 Si tuviésemos la ecuación b-=e, en la cual 
b y e representan cantidades conocidas, determinaríamos 
el valor de la incógnita 2; por medio de los logaritmos; 
porque siendo \b^ = z}b, tendremos: 2.1¿=:b, y por

le . .consiguiente 2. = -^. Del mismo medio nos valdríamos

para determinar el valor de 2 en la ecuación ¿^ =^} 
pues haciendo primeramente cz=u, resultará:

b^^ = 4; uib —Idi u=z 4^; ó í =:-^;

y tomando nuevamente los logaritmos de los dos miem
bros de esta última ecuación, tendremos:

\ 1" / le

En esta última expresión I I¿ indica el logaritmo del 
logaritmo de , y se obtiene considerando ai logaritmo

de ^ como un número. Las expresiones b^ y ¿”, y to
das las que se parecen a estas, se llaman cúiííi'ííbeíúlís fx-* 
jjonenciaíes.

Cuestiones relativas á los intereses ó réditos del dinero.

Varias especulaciones que en el comercio ocurren relativas á los 
intereses o réditos del dinero vienen á ser uno de los objetos im
portantes a que se puedo aplicar la teoría de las progresiones. Para 
inteligencia de lo que nos proponemos decir acerca de esto, es ne
cesario saber que las ulUidades que saca de una cantidad <Ie dinero 
el que la emplea en negoriacioiics mercaiililcs, en manufacturas ó en 
cualquiera otra especie de labores productivas, son tanto mayore® 
cuanto mas se multiplican estas negociaciones ó labores. De aqui es
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que el que toma prestada una cantidad de dinero para emplearía, 
debe no solo restituiría al cabo de cierto tiempo, sino tambien agre
gar á ella alguna retribución ó premio para indemnizar al que se la 
prestó, por razón de las ventajas que este pudiera haber sacado em
pleándola por sí mismo. Tal es la idea que debemos formamos de 
los intereses ó réditos del dinero, para determinar los que correspon
den á cada una de las cantidades que se presten, se refieren to
das ellas como á unidad de á 100 monedas de la misma especie que 
la suma prestada; en la suposición de que en el contrato se debe 
haber estipulado cuánto deben ganar ó redituar estas 100 monedas 
al cabo de algún tiempo dado, por ejemplo, de un ano. No es este 
lugar oportuno para exponer todas las circunstancias que en cada 
genero de especulaciones pueden contribuir á que suba ó baje el 
ínteres del dinero: este es asunto para tratado en unos elementos 
de aritmética política y comercial despues del cálculo de las probabi
lidades. Nuestro objeto por ahora se reduce tan solo á manifestar la 
importancia de algunos problemas respectivos á las progresiones por 
cuocientes.

Supondremos en general que se halla pactado que al cabo de un 
ano se ha de pagar por cada una de las monedas de la suma prestada 
un premio, rédito ó iulere's designado por r, el cual deberá ser una 
fracción. A consecuencia de esta suposición los réditos devengados en 
el mismo tiempo por 100 monedas, será 100/'; y los de una canti
dad cualquiera a estarán representados por ar, y si designamos estos 
réditos por tendremos d.~fir.

Por medio de esta sencillísima fórmula se hallarán fácilmente los 
réditos anuales de cualquiera cantidad, en sabiendo los que deven
gan cada 100 monedas ó cualquiera otra suma en un tiempo cono
cido. Esha viene á ser la cuestión fundamental del cálculo del interés 
simple ( ^ri/m. §. 188).

275 Pero si el acreedor en lugar de percibir los réditos deven
gados en el primer ano, los deja juntamente con el capital primitivo 
en poder del deudor para que tambien produzcan réditos en el año 
siguiente, el capital respectivo á este segundo año vendrá á ser el 
primitivo a mas los réditos ar que en el primero devengó. Por ma
nera que si reprcaeutamos por a el capital respectivo al segundo 

año tendremos: }—flz’=a(l—{—/■).

Siendo a'r los réditos devengados por la cantidad ^ en un año
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será ar (1-4—/•) los de la suma a (1—Hr) en el segundo año. Supon
gamos que el acreedor los deje también en poder del deudor; y así 
como la suma de! capilal primitivo a y de los intereses que devengó 
en el primer año vino á ser capital para el segundo, este capital a' 
mas sus redilos ar vendrá á ser capital para cl torcer año. De modo 
que si designamos por a" este íiltimo capital, será

a "=a'-i-a'r=a' (1-Hr)=a (í-j-r)®.

Los réditos que en un año devenguen al capital a" estarán bien re
presentados por a^r ; y suponiendo que tambien queden eu poder del 
deudor, tendremos que al fin del tercer año, y para que sirva de ca
pital para el cuarto, será

a"'=a"-i-a"/-=a" (t-+.r)=a (iH-r) ’ •

Se ve con facilidad que al cabo del cuarto año será 

a^r=a"'~i-a"'r=a'" (1-Hr)=a (l-|-r)*} 

y así sucesivamente. Por consiguiente el capital primitivo y las canti
dades que el deudor satisfaría al cabo del primer año, ó del segundo ó 
del tercero ^c. si cualquiera de estos fuese el plazo final de la obliga
ción, forman esta progresión por cuocientes:

en la cual el cuociente es I-4—r, y el termino general 0(1-Hr)" =^, 
representada por n el número de los años que hayan pasado desde 
que se hizo el empréstito.

Si fuese 5 por 100 el tanto anual estipulado, será lOOr = 5p

100~'20 1-1-r 21
20

y en este caso por una cantidad a

prestada á intere's compuesto y por espacio de 25 años se habría de

Z21\28 . 21 
pagar ^“gQ" 1 • ^ valor de la 25? potencia de-7^ se determina

con suma prontitud por medio de los logaritmos; pues según hemos 
demostrado (§. 241)

21 \^
20/~ 251

21
20

— 25 (121 — 120)=0,5297522 ;
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y como este logaritmo corresponde próximamente á 5,386, sera

=5,386; y de consiguiente ^=3,5806. Por manera que 
-21
.20

1000 pesos prestados con estas condiciones valdrían 3,386 pesos al ca
bo de los 25 años, comprendiendo en la suma los intereses no solo 
del capital sino también de los intereses.

Si fuesen ÍOO los años de la duración del empre'slito, tendríamos 
/2í\*0®

A = a ---j =131fl con muy corta diferencia; y así 100 pe

sos producirán al cabo de este tiempo una cantidad de cerca de 
131000 pesos. Estos ejemplos manifiestan con cuánta velocidad se 
aumentan los fondos con la acumulación de los intereses compuestos.

258 Como en la ecuación fundamental ^= a (1—Hr) " del in
teres compuesto entran cuatro cantidades, se puede hacer uso de ella 
para resolver cuatro cuestiones. La primera es: conociendo las canti
dades a, r y* n hallar A; á esta se refieren los ejemplos que hemos 
propuesto en el párrafo anterior, en los cuales se suponían conocidos 
el capital primitivo, el tanto por ciento y el número de años, y nos 
proponíamos determinar á cuánto ascendía al cabo de este tiempo la 
suma del capital y réditos.

La segunda: conociendo A, a / n hallar r, es decir, el tanto por 
ciento que en el contrato se estipuló. Para resolver esta cuestión de
duciremos de la ecuación fundamental

a

La tercera: conociendo Á, t ^ n hallar a: para lo cual deducire
mos de la misma ecuación la fórmula

que nos da á conocer el capital que es necesario emplear para tener 
derecho á percibír después de un número n de años una suma ^.

La cuarta : conocidas A, a y r hallar n; no se puede resolver 
sino con el auxilio de los logaritmos (§§. 238 y 252). En efecto, 
tomando el de cada miembro de la ecuation fundamental, tendremos

}.j4= líi-H— ni (1 —Hr)
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de donde se deduce:

Por esta última fórmula se averigua cuántos años deben pasar para 
que el capital « juntamente con los réditos, llegue á componer una 
cantidad zí.

Para dar un ejemplo de esta última cuestión supongamos que se 
quiera saber cuánto tiempo será necesario para que se doble el capital 
primitivo, siendo como antes 5 el tanto por ciento. En este supuesto 
será ^=2a, j 1^ =la—|—12} sustituyendo pues estos valores parti-

1 1 f, i 1 1^—^“ 1 culares en la iorrauia general n = —  , tendremos: 
1(1—1— r) 

12 12 0,3010500 
Jli 121—120 0,02118^3 

con corla diferencia.
259 La cuestión siguiente es una de Ias mas complicadas que se 

suelen proponer sobre este asunto. Supongamos que d acreedor le
jos de percibir por espacio de algunos años cantidad alguna, entre
gue en cada uno al deudor una nueva cantidad, y que babiendo eje
cutado estas nuevas agregaciones durante un número n..... 1 de años» 
se nos pregunta cuál es al cabo de n años el imporle total de capi
tales y réditos á interés compuesto. Sean a¡ b, c, d...........k el capi
tal primitivo y las cantidades agregadas al fin de! primero, segun
do, tercero, cuarto S/ic. año, y como la cantidad « permanece en 
poder del deudor por espacio de un número n de años, ascenderá al 
cabo de este tiempo á o ( 1—1—/’)” • ^^ cantidad ó que está en po
der del mismo deudor n---- 1 años, se convertirá al cabo de ellos 
en b (1 —f—ry—^. La cantidad c , que solo estará durante n—2 años 
se convertirá en c(^í—Hr)’—®, y así siicesivamentcj en fin la última 
cantidad k, que solo lía estado en poder del deudor un año, no dara 
mas (jue k (1 —H/‘). Tendremos pues:
^ = a(l-Hry -+~b (I-Hry-* -HcCÍ -i-r)—’^.........-HÁ (Í -Hr>, 
y calculando separadamente cada termino del segundo miembro de 
esta ecuación, tendremos el valor de ^.

Este cálculo se simplifica muebo cuando la cantidad primitiva y 
las agregadas son todas ¡guales, por manera que sea a=b—c—d....=l‘‘’, 
porque en este caso la ecuación anterior se trasforma en esta otra:
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en la cual es fácil ver (pie los lérminos del segundo miembro forman 
una progresión por cuocientes, cuyo menor termino es a( 1—Hr), el 
mayor « ( 1—H r)" , y el cuoeif nie 1 —i—r; y por consiguiente la suma 
de todos los términos será (§. 232);

a (l-Hr)”'’-’—a (1 —t-r) 
r 

tendremos pues en tal caso:

A=a(i —Hr) 1 ———— j. 
\ r J

Esta ecuación puede tambien servir para resolver cuatro cues
tiones correspondientes á las que indicamos respectivas á la ecuación

y/ = a(^ l-Hz-y .

260 Si suponemos (pie so baya impuesto ó prestado á interés 
compuesto una cantidad yí con la condición de que el acreedor ha
ya de percibir por espacio de n anos una renta anual a ba>ta ex
tinguir por este medio toda la deuda de capital y réditos, tendre
mos una cuestión inversa de la anterior; poique en esta va el deu
dor dcscargándose del capital é intereses por medio de diferentes 
pagas iguales que se han do efectuar á plazos etjuidisíanles. Cada una 
de estas pagas se puede considerar como una anticipación hecha al 
acreedor por el deudor, con Ia cual disminuye este la cantidad 
-^ (1—He)'' que tendría que aprontar sí en lodo el espacio de 11 anog 
no hubiera satisfecho cantidad alguna; pero es necesario tener pre
sente que el valor de cada una de las anticipaciones, se ha de cal
cular rchriéndolas todas á la misma época en que el deudor tendría 
que aprontar la suma Â (l-t-/*)’ si no las hubiera hecho. Así que, 
designando por a cada una de las pagas, la que satisface al fin del 
primer año distará n----1 años de aquella época final; y referida á 
esta época vendrá á valer fl (l-t-r)’—'j igual cantidad o satisfecha 
al fin del segundo año dista de la época final zz---- 2 años; y su valor 
será a(l—t—el valor de la tercera a (1—1—r)"~®; y asi de 
las demás hasta la última, cuyo valor será la misma cantidad a. Por 
manera que si de este modo ha de haber percibido el acreedor todo 
el capital con sus réditos, debe haber ecuación entre la cantidad 
^ (iHT)” y la suma de las anticipaciones referidas á la misma
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época filial. Tendremos pues;
^ (1_{_ ,• y =a (1-4-0””’^-f- «(1 “H0”“* “+'‘^(l-Hr )"—’...-+-«.

Los términos del segundo miembio de esta ecuación forman una 
progresión por cuocientes, cuyo menor término es a; el mayor es 
fl (1-hO'’“’’> y ^^ cuociente es 1—H r. Será pues la suma de todos 
los términos

a (1—f—O”---- a
}

y la ecuación anterior se trasformará en esta otra:

Esta última ecuación, así como las que liemos hallado en los pár
rafos anteriores, puede servir para resolver cuatro cuestiones; porque 
sucesivameute puede ser incógnita cada una de las cuatro cantidades 
indeterminadas que entran en ella; es decir, ó la ^ que llamaremos 
el precio ac/ual de la renta, ó la misma renta, ó el tanto por iOO, 
ó el número n de años que la renta debe durar. Para hallar este últi
mo es absolutamente necesario recurrir á los logaritmos. En efecto 
despejando primeramente (1-1— r)" , resultará:

y tomando los logaritmos de ambos miembros, tendremos: 
«1( 1 —f—r) =1«-----1 (a-----^r') ;

de donde se deduce que

la---- 1 Ça-----^ry

261 Para manifestar el uso que puede hacerse de las formulas 
anteriores, nos propondremos resolver la cuestión siguiente:

/fallar qué canltdad se ha de sa/isjacer anualmente para extin
guir ó amortizar en 12 años una deuda de 1009 reales con los 
réditos devengados en este tiempo á interés compuesto, siendo 5 por 
100 el tanto anual.

En este caso se conocen las cantidades

1009; n=12; r= :
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j se pide la renta anual o sea la anualidad o. Despejando pues esta 
íneógnita en la ecuación

r

resultará :
j^r (1—Hr)” 

(l-Hr)”---- 1' 

Sustituyendo en esta fórmula los valores particulares de las can
tidades conocidas ^, r y m y efectuando las operaciones que la mis
ma lonnula prescribe, el resultado final será el valor que deseamos 
conocer de la renta anual a. Para efectuar estos cálculos será muy 
conveniente que determinemos por medio de los logaritmos el va

los de
21
scTy

12

; y así sabremos que
21 Í2
-— ■ = 1,79586; y de consi

guiente
1009.^.1,79586  59.1,79586

y efectuando con el auxilio de los logaritmos la.s operaciones indicadas 
en la riltima expresión, hallaremos 0—11282,6 reales.

Será pues necesario satisfacer esta anualidad para extinguir en 12 
años la suma de un capital de 1009 reales, y de sus réditos calcula
dos á interés compuesto á razón de 5 por 100 al año.

262 Otras muchas cuestiones se pueden proponer sobre esta 
materia; pero los limites á que nos hemos propuesto ceñir esta obra 
no nos permiten detenemos á ^exponer el modo de resolverías. Ob
servaremos tan solo que para comparar los valores de dos ó roas 
cantidades pagaderas á diferentes plazos, se deben todas referir á una 
misma época. Supongamos, para aclarar esto, que un banquero esté 
obligado á pagar una cantidad a al fin de n años contados desde este 
momento; y que ahora mismo entrega al acreedor en descuento un 
libramiento de un valor representado por ¿, y pagadero al cabo de 
p años; y se nos pregunte cuánto debe 6 se le debe. Para contestar 
á esta pregunta deberemos referir los valores de las dos cantidades a 
y ó á la época presente, en la cual el valor de la primera se reduce á 

',>. , >-» porque este es el valor de un capital que ascendería 4
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la cantidad a al cabo de n años. Por la misma razón el valor de la

cantidad b se reduce á , y según que este segundo valor

sea menor ó mayor qne el primero, la diferencia de los dos indicará lo 
que le reste satisfacer ó tenga que percibir. Demos por supuesto que

------------■> 7-----------; y representemos por c la diferencia de estas 
(1-Hry (H-ry 

dos cantidades, de modo que sea 

a b
(l-Hry (l-+-ry ^’ 

supongamos ademas que el banquero no pueda satisfacer este resto 
basta pasados g años. En tal caso la cantidad qne en este momento 
debería ser c, vendrá á ser en aquella e'poca c (H-r)’ . Así (jue, 
despues de haber entregado el libramiento del valor b, tendrá el ban
quero que satisfacer al fin de q años la cantidad representada por 
c (1 —H r)’ , ó lo que viene á ser lo mismo, 

a b''

sustituyendo en lugar de c la expresión equivalente--------- —— —~

^j ^y' > y suponiendo que el número q sea mayor que n y p.

Las cantidades a, b, c...b, de que liemos hablado ( §. 259), se va
luaron refiricndolas todas á la época final en que se debía efectuar el 
pago de la suma ^; y en el §. 260 el capital ^ y todas las anuaU^ 
dadcs se reíiiieron á la época en que estas debían termiuarse.
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NOTAS.

J? Se podrá acaso creer que para descubrir las raíces de cualquie
ra ecuación del cuarto grado, por ejemplo,

Æ"^ —J— px^ —(— qx^ —1— rx —1— í " 0

bastará compararía con el producto hallado (§. 183), igualando las 
cantidades que asi en la ecuación como en el producto sean coeficien
tes de las mismas potencias de la incógnita x, y sin duda por esta 
razón la mayor parte de los autor-^s elementales creen que este cotejo 
basta para demostrar que una ecuación de cualquier grado es el pro- 
duelo de tantos /actores binomios lineales como unidades hay en el 
exponente de su grado ; pero ya haremos ver que no tiene solidez al
guna este modo de discurrir. Nosotros hemos adoptado (§. 182) esta 
proposición solo condicionalmente; porque para afirmaría absoluta
mente y de positivo seria necesario demostrar que toda ecuación, de 
cualquier grado que sea, ha de tener forzosamente alguna raiz rea¡ 
o imaginaria; y esto no es fácil demostrarlo en los elementos de Alge
bra. Por fortuna no necesitamos por ahora de tal demostración, y por 
otra parte se pueden ver en el Complemento las reflexiones que sobre 
este asunto se nos han ocurrido. Si cotejásemos la ecuación propuesta 
con el producto de los cuatro factores binomios, resultarían estas 
cuatro ecuaciones:

—a—-^é----- c — d=p-, 
ab —i—ac—i—ad —1— bc-^-bd-^cd — q-,

—• abc — abd oed bed = ?•; 
abed—s.

Para deducir ahora de estas ecuaciones el valor de cada una de 
las letras a, bf c, d, que representan á las raíces desconocidas de la 
ecuación propuesta, tendríamos que empeñamos en un cálculo muy 
complicado, si para eliminar, como es necesario, tres de las cuatro 
incógnitas a, b, c, d hiciésemos uso del método expuesto ÇS. 78); 
pero si multiplicamos por a^ la primera de las cuatro ecuaciones; la 
segunda por a®, y la tercera por a; si despues sumamos estos 
tres productos con la cuarta ecuación, reduciendo términos seme-

TOMO II. 28
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jantes, resultará esta nueva ecuación: —^a^=pa^ ~^qa^ -}-ra —|— ij 
de la dial se han eliminado las tres incognitas b, c, d, y que por 
medio de una simple trasposición se trasforma en esta otra: a"*—H 
pa^-{^qa^ —j— ra-i-s = 0. Esta ecuación que contiene las mismas po
tencias de la cantidad incógnita y las mismas cantidades conocidas 
que la primitiva propuesta, nos hace ver que despues del calculo a 
que ha dado motivo la comparación de la ecuación propuesta con el 
producto de los cuatro factores binomios, encontramos tanta dificul
tad para determinar el valor de la raiz a, como al principio encon
trábamos para determinar alguno de los valores de a.

Con razón, pues, ha dicho Castillón ÇAÎem. de Berlin año de 1789): 
• En todos los Elemen/os de ^lg;cbra se demuestra que muitiplican- 
» do muchos binomios del primer grado se puede formar una ecua- 
n clon del grado que se quiera ; pero no se ha hecho ver que dada una 
• ecuación que tenga cualesquiera coeficientes conocidos, se pueden 
n en todos casos determinar los factores binomios lineales que multi- 
»pl¡cados entre sí la produzcan?»

Si en vez de multiplicar respectivamente por a^, a^, y a las tres 
primeras ecuaciones que dedujimos de la comparación de la primitiva 
con el producto, las multiplicásemos respectivamente por ¿^, b’ y b 
ó por c’ , c® y c, ó por d', d'^ y d,y sumásemos tambien los pro
ductos con la cuarta, tendríamos en el primer caso : —l>‘^ = pb^ -f— 
qb^ —i-rb-^S', en el segundo -+- c‘^ =pc^—^qc‘^ H—rc—f—í ; en el ter
cero—* d‘^~pd^ —J— qd—i—rd—^s: y asi es visto que sea cual fue
re la raiz que intentemos determinar de la ecuación primitiva, ve
nimos siempre a parar á otra ecuación que en realidad no se diferen, 
cia de ella, y cuya resolución ofrece por consiguiente la misma difi
cultad. La identidad de todas estas últimas ecuaciones es efecto de que 
las cuatro cantidades incógnitas a, b, Cf d están todas combinadas de 
un mismo modo en las cuatro ecuaciones fundamentales; y de ahí es 
que cualquiera de las incógnitas se debe determinar por medio de la 
misma série de operaciones. En general, siempre que en la investiga
ción de muchas cantidades incógnitas hayamos de emplear pava cada 
una el mismo razonamiento , las mismas operaciones y las mismas 
cantidades conocidas, todas aquellas cantidades serán necesariamente 
raíces de una misma ecuación.

2? Para eliminar una de dos incógnitas que se hallan en dos 
cuaciones de grados superiores, suelen algunos prescribir un meto-
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do, del cual vamos á dar alguna idea aplicándolo á las ecuaciones si
guientes:

7V^^ H- At ® -H Çæ H- 7Í = Ü, 
7V/j:í -í-P'^’ _t_ Q';c _|_ A" = 0.

Multiplicando la primera por N>, y la segunda por TV j y res
tando el segundo producto del primero, como en el g. 8í, resulta
rá (JV'P-----NP') (a).
Multiplicando asimismo la primera de las ecuaciones propuestas por 
A, y la segunda por R, y restando el segundo producto del primero, 
pendremos:
çR'N-----TíAOx’ -H (R'P—RP') a:^^ÇR'Q~PQ'-)^:=Q. y d¡_ 
vidieudo por x lodos los términos de esta ecuación, quedará redu
cida á
(7íW-----RN'} x^~+~(R'P~RP'')x^-i-{fífQ-^ItQ'')^Q (b) 
tendremos pues en lugar de las ecuaciones propuestas las dos ecua
ciones (a) y (b') del segundo grado con respedo á x. Si las represen
tamos por

?ix^ -4- px -1- q—O, 
nx—i-p'x-j—q'—O-,

y efectuamos con estas lo que con las dos primitivas, se deducirán 
de ellas fácilmente dos ecuaciones del primer grado con respecto á 
x. Por último, deduciendo de cada una de estas una expresión del 
valor de x, é igualando las dos expresiones, tendremos la ecuación 
final. Basle esta ligera idea de un me'todo sumamente imperfecto 
que no da luz alguna sobre la mutua conexion que entre sí tienen 
las varias ecuaciones fundamentales de un mismo problema, ni so
bre el modo de determinar la incognita eliminada luego que este 
conocido el valor de la otra.

3? Como por el me'todo indicado (§. 243) sea muy penosa la 
determinación del valor de a? en la ecuación 10’=y,'en la cual 
suponemos conocido el de/ ; podemos por el contrario suponer cono
cidos diferentes valores de x, y determinar los correspondientes de/ 
a fin de que estos nos sirvan para resolver la cuestión inversa, según 
vamos á hacer ver.

Demos á ar varios valores desde 0,1 hasta 0,9 y fácilmente se 
ve que en habiendo determinado la / que corresponde á x = 0,15

*
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Ó lo que es lo mismo, cu habiendo hallado d valor de 10 , lodos 
los demas valores de/ se determinan sin dificultad alguna; porque

2

10 ; 10 §*€. son respectivamente la segunda, la tercera ^''c. po- 

tencia de 10 .
Ahora bien, por medio de la extracción de la raíz cuadrada se

sabe que 10 ‘- ÍÜ 16227 7600;
v extrayendo de este último resultado la raíz quinta, sabremos que 

lü'^— 1,258925-412.
Del mismo modo extrayendo la raíz cuadrada de los dos miem

bros de la última ecuación, resulta
i 5

io'° -10 '““ = 1,122018454;

y extrayendo de los miembros de esta raíz quinta, tendremos que

10 '“° = 1,025292992 ;
y elevando á la segunda, á la tercera ^^c. potencias los miembros de 
la última ecuación , obtendremos los valores de / correspondientes á 
los de a; desde 0,01 hasta 0,09.

Ya se deja ver cómo podremos determinar los valores de y cor- 
respondientes á los de x desde 0,001 hasta 0,009; desde 0,0001 
hasta 0,0009, y asi sucesivamente de este modo formaremos la ta
bla adjunta.
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TABLA.

Logaritmos. Nxi meros. Logarii mos. Números.

0,9 7,943282347 0,00009 4,000207264
0 8,309573445 8 1,000184224
7 5,011872556 7 4,000161194
G 5,981071706 G 1,000138165
6 3,16227 7660 5 1,000115156
4 2,511886432 4 1,000092106
3 4,995262515 5 1,000069080
2 1,584093193 2 1,000046053
1 1,258925412 1 1,000025026

0,09 1,230268771 0,000009 1,000020724
8 1,202264435 8 1,000018421
7 1,174897655 7 1,000016118
G 1,148155621 G 1,000013816
5 1,122018454 5 1,000011515
4 1,096478196 4 1,000009210
3 1,071519305 3 1,000006908
2 1,047128548 2 1,000004605
1 1,025292992 1 1.000002302

0,009 1,020959484 0,0000009 1,000002072
8 1,018591588 8 1,000001842
7 1.016248694 7 1,000001611

1,015911586 6 1,000001381 i
5 1,011579454 5 1,000001151
4 1,009252886 4 4,000000921
3 1,006951669 3 1,000000690 j
2 1,004615794 2 1,000000460
i 1,002505258 1 1,000000230

0,0009 1,002074475 0,00000009 1,000000207
8 4,001845766 8 1.000000184 i
7 4,001615109 7 1,000000161
6 1,001382506 G 1,000000138
5 4,001151956 5 1,000000115
4 1,000921459 4 1,090000092
3 4,000691015 3 1,000000069
2 4,000460623 2 1,000000046
1 1,000250285 1 1,000000023
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Por medio de la tabla precedente se puede hallar el logaritmo de 

cualquier número, dividiendo primeramente este número por la ma
yor potencia de 10 que en él esté contenida, y efectuando la serie de 
operaciones que indicaremos en el ejemplo siguiente:

Propongámonos deíerminar el logaritmo gite coiresponde al nú
mero 2549.

Dividamos este número por 1000, que es la mayor potencia 
de 10 que en él está contenida , y tendremos

2549 = 10’ x2,549 :
busquemos en 'la tabla el número próximamente menor que 2,549^ 
y veremos en ella que

10°, 4 = 2,511886452:
dividamos por este número á 2,549, y resultará que

2,549 = 10°“ x 1,014775177 ; 
busquemos en la tabla el número próximamente menor que.................  
1,014775177, y en ella veremos que

10°,°°«=1,015911386: 
dividamos por este número á 1,014775177; y resultará que 

1,014775177 = 10° ,°°® x 1,000851742:
continuemos del mismo modo efectuando divisiones hasta hallar un 
cuociente que se diferencie de la unidad solo en partes decimales del 
orden que nos hayamos propuesto despreciar.

Si, por ejemplo, nos hubiésemos propuesto aproximar hasta las 
milésimas el logaritmo que buscábamos de 2649, no continuaría
mos mas Ias divisiones; porque las partes decimales que el último 
cuociente 1,000851742 tiene ademas de la unidad son de Órdenes 
mas elevados que las milésimas. Diríamos pues:

2549 = 10’ x 10°,'’^ xlO°,°°® = (10)’, •*°® ;
y de consiguiente el logaritmo que buscábamos aproximado hasta 
las milésimas es 3,406; y si continuásemos las divisiones hasta siete» 
hallaríamos que el logaritmo de 2549 aproximado hasta las diezmi- 
llonésimas es 5,406569.

Con mayor facilidad se determina por medio de la misma ta
bla el número que corresponde á un logaritmo dado. Sea este, por 
ejemplo, 2,547; y debiendo en esta suposición ser el número que 
busca m os
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(IO)747«(lO)*x(lO)V x(10)’/*x(10)»,’®^ 

será por consiguiente el producto de estos cuatro factores. Ahora 

bien
(lOY =100,
(10)®,* =3,162277660, 
(-lír='°‘^z= 1,096478096, 
/10)°'°^ = l,016248694;

según puede verse en la tabla. Será pues 352,357 el nuineio cotres 
pondicnte al logaritmo propuesto 2,547.

Con este mismo objeto de hallar los números correspondientes a 
los logaritmos que puedan dársenos, publicó el inglés Dodson una ta
bla semejante, bien que mucho mas extensa, á la cual titulo ^nli- 

log'ariíhmic-canon.
En el Complemento dd Ægebra daremos varias fórmulas para re

solver con suma prontitud y facilidad los mismos dos problemas ge
nerales, á saber: 1“ Dado zm número, hadar el log'arifmo que le 
corresponde en un sistema cualquiera. 2? Dado el log^aritmo que en 
un sistema determinado corresponde á un numero desconocido, hallar 

este número.
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NOTA DEL TRADUCTOR.

Nos ha parecido conveniente añadir ai fin del tratado de Alge
bra las pequeñas variaciones que ha hecho el autor en su última 
edición; las cuales son tres en tres artículos , y una bajo el nombre 
de adición al fin del tomo,

Art. 14. El autor pone el siguiente ejemplo, resuelto ya en la 
aritmética, con el objeto de manifestar la mayor facilidad que ofrece 
la escritura algebraica sobre la del desenvolvimiento de los enunciados.

Supong-amos dos fuentes, de las cuales la primera corriendo sola 
sea capaz en '^^ ^ de llenar un estanque, y que la segunda le llene 
sola en o*^ -^ ; se pregunta cuánto tiempo deben corre/' juntas para que 
llenen el mismo estanque.

Si este tiempo fuese dado, se verificaria calculando las can
tidades de agua vertidas por cada fuente, y reuniendo los resultados, 
nos aseguraríamos si ellos componían la totalidad del agua que podia 
componer el estanque.

Por lo tanto, para formar la ecuación designaremos por x el tiem
po incógnito y se indicará sobre x las operaciones enunciadas ante
riormente; pero con el fin de hacer la solución independiente de los 
números dados, y aun de abreviar la expresión de los del enuncia
do, que son fraccionarios, las representaremos también por letras, se 
podrá pues escribir fl en vez de 2'’ í, y b en lugar de 3^ -f.

Esto supuesto, tornando como en aritmética la capacidad dcl es
tanque por unidad, se verá que

La primera fuente que le Ilena sola en un número a de horas, 
vierte en él en una hora la cantidad de agua representada por la 

fracción — , y por lo mismo en un número de horas representado

por x dara la cantidad — o —• 
a a

La segunda fuente, que llena el mismo estanque en b horas 

vierte en él en una hora la fracción — , y por lo tanto en un nú- 

mero x de horas dará la cantidad ¿rx ~r ó — 
b b
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La cantidad total de agua dada por las dos fuentes será pues 

X X
o ^ “"“® ®^*“ cantidad debe ser igual á la que contenga

el depósito, y que se ha representado por la unidad, se deberá tener 
la ecuación

a è

Esta ecuación, tratada por las reglas anteriores, conduce á 

óx—H=aó, ó x=s  
a—H ó

La última fórmula da, para resolver todos los casos de la cues
tión propuesta, esta regla muy simple.

Diwdase el producio de los rtúmeros gite denotan el tiempo guc 
emplea cada fuente en particular en llenar el estanque por la suma 
de estos números ; el cuociente denotará el tiempo que necesitan correr 
juntas las dos fuentes para llenarle.

Aplicando esta regla á los números del enunciado se sacará

2 4 2 4 8 

_ 3 5 15 20 30 50 
2 4 2 5“8 8“8'

de donde sale 75 3 
. 

50 2
Esto es, que las fuentes corriendo juntas necesitan 1^ ^ para lle

nar el estanque.
Núm. 182. El autor introduce en vez de Ia demostración del 

texto una de lo que en el se consigna, la cual la ha tomado de los 
Anales de Matemáticas publicados por Mr. Gergonne (tomo 4?, 
pág. 209 á 210, nota), y dice así:

Habiendo descompuesto el primer miembro de la ecuación
H- Px'—^ H- Qx"—^^ ^c. = 0 

en los n factores del primer grado
a?—a, a;—ó, j;-----e, ---- d................ —l, 

no se le podrá dividir por ninguna otra expresión de este grado.
En efecto, si fuese posible la division por un binomio x À) 

diferente de los primeros, se teudria
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á:" -+- Px”~^ H— S'c. — (x— a) px”—^ -4- iÇ'c. )

j por lo mismo so sacaría
Çx—a) (x—by (x—— c).....Çx-^r)=-(x-— et) (jX^~  ̂•^px”—'^-\~^c.y
pero si cambiamos x en et, tendremos
(x—f-tf) (c4 b) (rt— c).......Çet—r)= Çct et) (a” -^pef—^-i- S^C.)> 
y como cl segundo miembro se desvanece á causa del factor nulo 
rt— £t, lo cual no sucede al primero, que es el producto de facto
res diferentes de cero por ser x diferente de a, b, c.......... l, resulta 
que el supuesto es un absurdo, y por lo tanto una ecuación de un 
ÿrado cualquiera no puede admitir mas dwisorcs binomios del primer 
ff/ado que las unidades del exponente de su grado, y por lo mismo no 
puede tener mas raices.

Núm. 211 El autor pone al número 211 una nota interesante, 
(¡ue es la siguiente.

A los raaonamientos anteriores, tomados comúnmente por evi
dentes, los ha dado Mr. Encontre aclaraciones útiles que vamos á 
exponer.

1? He aquí cómo nos podemos asegurar de la posibilidad de 
hacer que los polinomios P y N adquieran incrementos tan peque
ños como se quiera. Sea P :^etx'"—i~Cx''............ —i—^xt , suponiendo 
que m sea el mayor exponento de x; si en el polinomio anterior se 
pone por x, a—|—y, lomará la forma

A-i-By-i^Cy^......... -i-Ty^

en la cual los coeficientes ^, B, C............. T son en número finito y 
de valor finito; el primer término yd sena el valor que tome el po
linomio P cuando x=(2, lo demas

By-^Cy^............H-Ty”*=y (B-i-Cy...,........~t^Ty”^~')

sera el incremento de dicho polinomio P cuando se aumente de y 
el valor x=a. Esto supuesto, si 5 designa el mayor de los coeficien

tes Bf C..............T, se tendrá

B-^—Cy........ —i-Ty"‘~^ < 5 (1—Hy....... H—y**"^)}

pero
1------ ym

r

luego deberá Icnersc
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/ (^-KCr. .-1-7)—’) <5;-

1—

y por io tanto el incremento del polinomio P será menor que cual-

•pnera cantidad, si es que

cantidad , pero se llegará á

, S}- (1'-----r"')
se hace ' menor que dicha

lograrlo cuando se haga j—“ —e, pues

entonces y — —------ siendo < i , la cantidad  ------ ''—/ — — •
Ó-HC 1----y 1---- y

Sf"'-^'^
” i j- P'’'^‘^'^'''^^'^f*^ menor que c, cuya pequeñez no puede 

limitarse.
2? Si se dc-sígua por h el incicmcnto del polinomio P, por /f 

el del polinomio JV, la mudanza que resultará en el valor de su 
diferencia será i¿—k , y podrá hacerse menor que cualquiera cantidad 
dada, con solo hacer menor que dicha cantidad el incremento que 
sea mayor de dos; de donde .nc concluirá que la diferencia de los 
polinomios P y N sc la podrá hacer variar en magnitudes tan pe
queñas como se desee en el intervalo de xz=a á x=¿; y puesto 
que dicha diferencia pasa de negativa á ser positiva en este intervalo, 
.sa aproximara necesariamente á cero tanto cuanto se (pliera. ( Vean- 
SC los Anales flc Maiemáticas puras y- aplicadas, publicadas por 
Mr. Gergonne, tomo 4? página 210.)

Adición á los numéros 66 y 75. Dice el autor. En los núme
ros 66 y 75 he interpretado las soluciones negativas por el examen 
de la ecuación que ellas verifican inmediatamente, asi como lo hahia 
hecho siempre ; y este medio me ha parecido exacto, porque solo sc 
trata de manifestar que estas soluciones tienen un sentido razonable, 
puesto que resuelven cuestiones analogas á la propuesta; pero hay 
comúnmente muchos modos de formar estas cuestiones; y la si
guiente que me ha comunicado el difunto Mr. Français, geómetra 
distinguido, profesor en la escuela de artillería de Maguncia, me ha 
parecido mas simple que la que se halla en los números citados. 
»Mr. Français piensa que se dehia separar deÍ enunciado de la cues- 
»tion del número 65 1.a idea del punto de partida de los correos 
«para suponerlos en camino desde un tiempo indefinido, y que por
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«lo mismo debía cnunciarse así; dos correos siguen el mismo camino 
« en el mismo scnlido O^BC’,

C R' A BBC
>>despues que ellos han corrido cada uno un tiempo cualquiera, el 
«uno se hallaba eii A en el inomento en que el otro estaba en B; sc 
«conoce su velocidad y la distancia AB: se preg-unta ¿en qué punto 
«del camino se encontraran?

«Este enunciado conduce á la misma ecuación que la del núme- 
«ro 65; pero luego que se establece la continuidad del movimiento, 
«la solución negativa se explica sin que sea necesario cambiar la di- 
« reccion de uno de los correos. En efecto, ya que el movimiento no 
«ba empezado en los puntos A y B, y sí que ambos antes del mo- 
«inenlo en que sc les supone llegados a estos puntos se babian mo- 
« vido del mismo modo durante un tiempo cualquiera, yendo desde 
«C' á B, es fácil concebir que el correo que está mas adelante, ó 
«llega á B cuando el otro está en ^, el cual va menos veloz, ba 
«debido en cierta época ballavse detrás de este, y enconlrarle antes 
«de la llegada de este á ^. El signo---- índica en tal caso (como 
»en la aplicación del Algebra á la Geometría) que es necesario to- 
«mar la distancia ^R' en el sentido opuesto á la distancia ^R que 
«se ha mirado como positiva. La mudanza que debe bacerse cu el 
«resultado para que la solución negativa resulte positiva, sc reduce 
»á establecer que los correos han debido encontrarse antes de llegar 
«al punto A en vez de hacerlo despues.»

En efecto, cuando se coloca el punto R' entre A y C", en vez 
de ponerle entre A y B, se halla AB—BR' AR‘, de donde re
sulta la ecuación y---- a:= a, en vez de la x—y= a que se babia 
obtenido desde luego; no es pues necesario cambiar el signo de c;

la segunda ecuación quedaría —=—. 
U C

Mr. Français aplica con no menos e'xito estas consideraciones 
al caso del número 75, reemplazando los correos poi‘ móviles su
jetos á un movimiento continuo y empezado desde un tiempo inde
finido. Enuncia el problema de este modo: «Dos móviles se mueven 
«uniformemente sobre la recta CB

AC BR
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»el uno en la dirección BC, el afro en la direccian CB con i'elocida~ 
«des dadas; el que se inuo’e en el primer sentido se halla en B un 
«número conocido de horas antes que el otro haya lleg'ado á A: se 
«pide ¿en qué punto de la recta inde^nida BC, se hace el encuentro?

«La solución x=;---- 8 quiere decir que los dos móviles se Han
«encontrado en el punto R antes que el que viene desde C hacia B 
«hubiese llegado ai punto ^f y que el segundo que va desde £ há- 
»cia C estuviese en C, donde se halla cuando el otro está en A.»

La posición asignada al punto R se verifica observando que el 
dicho punto R resulta de tenerse ^C = BC^—^B = cd---- a en 
vez de « -+- cd que se habla obtenido antes , y por lo mismo resul-

tara la ecuación ~ =----------------- ; ecuación que da x = ü.

De este modo no hay necesidad de invertir el sentido del movi
miento: á la verdad las circunstancias materiales del problema han 
cambiado, y como lo he dicho antes, esto prueba que existen mu
chas cuestiones físicas correspondientes á las mismas relaciones ma
temáticas; pero los enunciados anteriores tienen la ventaja de no al
terar la ley de continuidad, aproximándose de este modo á ia con
sideración de las líneas que pinta del modo mas simple y mas gene
ral las circunstancias de la mudanza de signo de las magnitudes. (Ve'a- 
se el Tratado elemental de Trig-onomelría y de aplicación del Algebra 
á la Geometría.')
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