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~ LUCUBRACIONES ALGERRAICAS

POR

. DON MANUEL VAZQUEZ PRADA

PARTE SEGUNDA.—ECUACIONES

SUPLEMENTO

4 los libros primero y segundo.— Ecuaciones de tercero y cuarto grado.

CUADERNO PRIMERO
Desarrollo completo de la solucién de tercer grado con su propio radical.

CUADERNO SEGUNDO

Otfra solucién de tercer grado con sélo radieales de segundo;
solucién por este método de cnatro ejemplos numéricos.

CUADERNO TERCERO

Desarrollo de una solueion de cuarto grado, por ofro procedimiento no sistemético,
Y comprobada con la solucién de tres ecuaciones numéricas,

CUADERNO CUARTO

. Exposicion de ofro modo sistemdtico
Para resolver la de cuarto grado, 6 sea demostracién directs del divisor que se deduce
en la primera sistemitica.
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LUCUBRACIONES ALGEBRAICAS

PARTE SEGUNDA.—ECUACIONES

Suplemento & los libros primero y segundo.—Cuaderno primero,

ECUACION DE TERCER GRADO

Desarrollo completo de su resolucion, con radical
del mismo grado, segin el primer método Jundado en ¢*= 3 b n.
Modo de proceder cuando haya raices fraccionarias.
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PRELIMINAR

El amigo que me puso 4 la vista el problema de quinto
grado, fu€ quien & la vez me indicé tambicn la conveniencia
de demostrar la racionalidad de las raices cuadrada ¥ cibica
que entran en la primera solucién de tercer grado, fundada
enc*=3bn.

Pero més tarde, demostrada ya la racionalidad de tales

raices, y presentdndose en la solucidén, como elemento prin-
-

cipal de la misma, Ia cantidad Y 4 =+ By/ —3, hizome ver
en seguida la necesidad de precisar, algebraica 6 aritméticn-
mente, el mejor modo para hallar, en cada caso numeérico,

e ———— .

la raiz 6 raices ctibicas de la expresada cantidad A—B vV —3:
y al propio tiempo también, desarrollar en su totalidad y en
todos sus detalles la solucidn de tercer grado de que nos ve-
nimos ocupando.

A tan acertadas y oportunas indicaciones responde, en lo
posible para mi, el cuaderno primero de este suplemento.

Mas he aqui que. tras este trabajo y como consecuencia del
mismo, hube de convencerme de la necesidad en gue estaba
de ejecutar otro 1gnal para la solucién de tercer grado con
s0lo radicales de segundo. De no hacerlo pndiera algnien ereer
que lo demostrado literalmente no contendria dentro de si
la realidad numérica.

En el ¢naderno segtuindo se podrid ver cnmplidamente sa-
tisfecha esta necesidad.

. Por otra parte, estando ya demosirado que todas las ecna-
Clones de nng incégnita se reducen grado a grado hasta la de
Cuarto, no habia tampoco duda, que precisaba demostrar, por
modo indubity ble, que la realidad numérica se halla de ignal
manera contenida en las soluciones literales de la misma.

Esta demostracién, comprobada como las anteriores con
Qemplos numéricos, forma el contenido del euaderno tercero.

Or fin, en el cuarderno cuarto y Gltimo se desarrolla otra
Solueién sistemdtica de la de cuarto grado, en la cual se de-
Muesiry, directamente el divisor gque, por consecnencia inme-
d.lﬂtrﬂ-, S¢ establece por la primera de dichas demostraciones.
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CUADERNO PRIMERO
ECUACION DE TERCER GRADO

SU RESOLUCION POR EL PRIMER MODO .
FUNDADO EN ¢ *-"3511 DESARROLLADO HASTA DETERMINAR
LAS RAICES DE UNA ECUACION NUMERIGA

ARTICULO PRIMERO

S [.—(Fdrmulas directas de solucion.)

Sea: Y+b Yo Y+n=0 . (4)
Se hace Y= (2 s), se sustituye y nos da:
2y 3s |# 38 a4 =0, T (4)
=1 bil g biS s bi 84 '
B R ] 7 o il 67 00
+ /()

En ésta daremos 4 s el valor necesario, pura que el cue-
drado del coeficiente de a sea igual 4 fres veces el coefi-
clente de 2? por todo el tltimo término; asi:

B 842 bis+ ¢i)=38 (3 s+ b) (s*+ bis*+ ¢1s + n))

Ejecutando las operaciones indicadas, transponiendo y re-
duciendo, desaparecen los términos de s* y s?, quedando para -
s la de segundo grado:

(bf—h— 3 ¢,) s o (bi i — 9 ﬂi) S -4 (Gf— 3 bi?‘h) =().

Df‘e donde sale:

= (bt p 9 ﬂ'f) S V(bl Cy— 9 ﬂ’i)ﬂ'”_ 4 (2}12_ 3 Gij [{]’12 —3 biﬂi) (k)
2(b*—38¢) - Sl
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Expresando ahora los coeficientes y tltimo término de (4.)
por las letras b, ¢, 7, respectivamente, sera:

ba’tcat+n=0. (4s)

En la cual es c’=3bn. (74)

Despejando 2 en (4,) por el modo indicado en la duodéci-
ma solucién directa, nos da el primer valor de «, en esta
forma: |

X = 5 : (hﬂ)
— b~ Vo (b*— 3 ¢) |

Y si en (4,) sustitufmos 4 » su valor, tomado en (hs),

y luego dividimos la ecuacién por la raiz ya conocida

C .
2- . tendremos en el cociente exacto:

| -b+3/b(bﬂ—33)_

o+ b+ ; )a::
—b -V b(b2—3¢)

S prapm— - 5 — 0.
bt Vo —3¢)  (=b+ Vo —30)f

la de segundo grado, que nos daré los otros dos valores
de u; v expresando por C el coeficiente de &, y por C, todo
el ultimo paréntesis, tendremos:

| wﬂ'{" Cx - C,= 0. (As)
: _o+Ver—4c |
De donde: 0 == - t (h,)

Para formar los valores 6 férmulas de Y, recordaremos
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que Y= s ; y en su consecuencia, separando los dog va-
lores que hay en (h,) resultan para Y las siguientes férmulas:

Y=s-1 z \l
2 1
— b+ Vbop'—38e) |
Y=s4 =Y YA / (M)
2
Fais —C0—-Vor—40, |
2 /

Para realizar estas férmulas, en el caso de una ecuacién
numeérica, tenemos los valores figurados, ademas del S, ya
expresado en (h).

E} 2
Ci—-»{?‘{ o : FEREEE } HE : _E"
— b4 V(b2 -30) o+ Vopr—3e}°
C=0b- :

— b VE@—80)
bD=3S8T1Tb
¢c=3s+bstec, 3,
bs, €1, M1, representan los coeficientes numéricos.

S IL.—(Otros valores indispensables.)

Ademés de estos valores, y segiin ya se ha dicho en el ar-
ticulo séptimo del cuaderno segundo, libro II, el radical
de segundo grado que entra en el valor de s, sabemos que
cubre siempre una cantidad que es un cuadrado perfecto,
multiplicado por -} v —“-——3; cuya ralz, expresada en funcién
de las de la ecuacién propuesta, las que se indican por
D' ¢', r, es, como también ya queda demostrado:

=V (e, — 90, —4 (0 —38¢) (¢,’—3b,n)
=k (p'=g)i(p' 1) @=r) V-8 (%)
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Y expresando por R la parte racional de la rafz en el pri-
mer miembro, sera:

+ RY—3 =% (p'—¢) ('— ') @—7)V—3. (k)
6 bien + R= = (p'—q") (p'— ") ¢'— 1) (7,)

Asimismo se ha demostrado también en el mencionado
articulo séptimo, que el radical de tercer grado que entra en

las férmulas (M) de Y, cubre una cantidad que es un cubo
perfocto, el cual, relacionado con los raices de la ecuacion

dada, se presenta asi:

f/b (ﬂﬂ— 3 C) :p‘ qi_}z_ A i g )2]/“ 0 (}?ﬂ)

Para dar 4 esta cantidad subradical su verdadera forma,
hay que sustituir en ella los valores de b, ¢, s, teniendo desde
luego en cuenta que (b>— 3 ¢) es igual 4 (b.°— 3 ¢.); hecha
la sustitucion resulta:

3 + T e
Vo (b"—3 ¢) = \/(a S—I_E?i) (0,*~—3 ¢,

: R T O RS
e \/613—3 bici_‘— _Sb*ﬂ’_l"gqﬂ'iﬁv-_(blﬂl_ggi)g”“‘iibi _331)(31‘!—33’1”1)

—e——
fm——

{/z b2~ 9b,e-2Tn,4:3 1
" 2

. . |
_ V4@0,5-9b,0,4-27n,) 12V (b,¢, — In,)" — 4 (b,'— 86,) (6,°— 8b,my)
Dando al radical de segundo grado la forma que tiene en

el primer miembro de (%), expresando 12EF por B y la can-
tidad 4 (b.>— 9 bic,+ 27 n,) por A, tendremos:

3 S |
ffb(bﬂwﬁﬂ):\/jiizvhd (}?9)

En cuya expresion A y B son cantidades racionales, pu-
diendo ser cero cualquiera de las dos.
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S UL.—(Raices de (A+-BYV—3)).

~ Trétase, pues, de averiguar la raiz 6 rafces Cubicas qué
pueda tener la cantidad A &= B v__3: las cuales no hay duda
de que habrdn de ser de la misma forma que su cubo,

 Expresando la rafz 6 raices en peneral por g, Ealyg

sera:
(ot —8) =808 590,030V 5 tmV S (1)

De donde salen: 2,°— 9 200 =, (2,,)

y 323 F3wla=—+ B
O bien, teniendo en- cuenta que B es divisible por 3, y
: B
glendo -5~ = B,. )
| 20— ﬂfz’fﬁiz Br ' (hﬂ)

Sl para eliminar una de las incégnitas en (k) y (%,,), des-
pejamos z, en la primera, 6 x, en la otra, y sustituimos res-
pectivamente, resulta en ambos casos una del grado noveno,
rebsjable al tercero, por entrar solo las potencias de tercero,
8exto y noveno grado; cuyas ecuaciones no son de muy ficil
solucién aun por los procedimientos del tanteo.

Mr. Clairaut, en su tratado de Algebra ya citado. ocupén-
dose de esta cuestion en general, verifica la eliminacion del
signiente modo;

AL A 3 e e
s1 | mi“‘!"zi\/-ii:\/A—'—‘B\/“g'

R e et

Multiplicando miembro & miembro estas dos igualdades,
nos dan:;

;Ifiﬂ—-?)zﬂ—f \5?1:12"'_3 Bz ('hu)
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Expresando la rafz cibica de (A*+ 3 B?), que siempre sera
racional, por ser esta cantidad el producto de dos cubos,
por R!, nos dara (esta relacién y la siguiente nos las da
M. Clairaut): il
' w2t 32’ =R (h,,)

 Téngase presente que R, como luego se verd, es igual 4
(4 b*— 12 ¢,), siendo b, ¢, coeficientes de la ecuacioén pro-
puesta, -

Si en (h,,) se despeja 2, 0 21 Y 86 sustituye respectivamente
en (h,,) y en (h,,), se obtienen estas dos de tercer grado:

4 0—3 Rux,=A

. (7,5)
- 4 ¥ oRten = By

Hasta aqui M. Clairaut.

Vemos, pues, que aunque estas ecuaciones, tratdandose de
casos numéricos, sean muy faciles de resolver por procedi-
mientos de tanteo, es lo cierto que no podemos eludir una
de tercer grado, siempre que se trate de buscar algebraica-
mente las raices de A &= BY— 3.

Lo cual, si no hubiese otro remedio, nos colocaria de nuevo
en el punto de partida.

Sin embargo, si algebraicamente no podemos evitar la
reaparicién de una de tercer grado, es posible, no obstante,
y aun muy fécil, determinar las raices de A - By — 3, por
procedimientos aritméticos, de tanteo si se quiere, pero al-
guno de ellos en condiciones tales de precision y seguridad,
que le asemejan 4 un'procedimiento mecénico infalible.

Resta, pues, averiguar cusl sea el mejor de estos procedi-
mientos.

§ IV.—(Un modo de determinar dichas raices.)

La ecuacion (k,,), 4 no ser que & y 2, tengan un valor
ipual, no serfa divisible por ninguno de los factores de R', ¥
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no puede por lo tanto ser resuelta por este método, Pudiéra-
mos, sin embargo, proceder en ella, restando sucesivamente
de R* los cuadrados desde 1 en adelante, anotando todos
aquellos casos en que el resto, siendo divisible por 3, diese
de cociente un cuadrado perfecto. En cada uno de estos ca-
508, la raiz del cuadrado sustraido serfa un valor de «, y la
del cuadrado cociente uno correlativo de z,. Este método,

como se ve, ademds de largo y penoso, tiene también la des-
ventaja de no indicarnos los signos de «, y z:, cuyos signos,
ipara determinaree, exigen un trabajo de comprobacién de los
valores hallados en las otras ecuaciones.

S V.—(Otro modo.)

Si nos fijamos en las ecuaciones (A,.), vemos desde luego
que, un valor de w, estard necesariamente entre los divisores
de 4,, y uno de z, entre los divisores de B,. Los otros dos en
~cada una podrfan determinarse comprobdndolos como el
primero entre los divisores de A, y B,, 6 bien dividiendo
cada ecuacién por la rafz ya conocida y resolviendo la de
segundo grado del cociente; pero después de este trabajo ha-
bria que comprobar -en la (%, ), 6 enlas (2,,) y (h,,), cudles
eran los valores de 2, y z,, que de dos en dos formaban las
- raices de A &= BV — 3. Este procedimiento parecers sin
duda mds largo y penoso, si se quiere, que el precedente.

“ § VI.—(Otro ﬁmd’u;)

Tenemos,.pués, las ecuaciones (hi )y (h,) las que pode-
mos desde luego eseribir asf:

X, ({?{?1—]— 3 E{) (‘Ti'—' 3 )

|

o Sy
| (h:ﬁ)
B, -

|

2
22+ ®) (a— 2)
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~ En la primera vemos que A es igual 4 un producto de
tres factores, tales, que uno de éstos se diferencia de cada
uno de los otros dos en tres veces una misma cantidad,
siendo el primer factor 2, v la diferencia dividida por 3, z,.
Lsa misma relacién, pero mds simple, existe en la Eﬁgunda,
puesto que B, es igual 4 un producto de tres factores, tales
que uno de ellos se diferencia de los otros dos en una misma
cantidad: el primero es z, y la diferencia x,. :
Operando, pues, con la segunda, que es la més sencllla,
hallaremos los divisores de B,, y luego, con ellos, se formarén
todos los productos ternarios que se pueda, pero tales, que
cada producto sea igual & B,; y entre éstos se tomaran aque-
llos en que un factor se diferencie de cada uno de los otros
dos en una misma cantidad, aunque uno de los factores cam-
bie de signo, puesto que B, puede ser positivo 6 negativo,
Cada producto que llene las dos condiciones, serd una solu-
_(‘:1611 de la segunda en (k,), y nos dard un par de valores
para «, y 2, que llevardn el signo que les cor responda al
comprnbarlos en ambas ecuaciones. k
- Las rafces que, resolviendo la de z, en (h,,), resuelvan tam-
bién la de «x,, serén las rafces que se buscan para A--B vV —3,
representadas en general por (2, 7= 2,V —3).
~ Este procedimiento, que luego veremos en la prﬁctlcaﬂ, |
creo serd, tomado como el més breve, ficil y seguro de todos.

i

S VII.-—dfgC‘uri:nms raices tiene (A=B \/-——3)?)

A primera vista pudiera parecer que la cantidad A=-B V=3, —a,
siendo como es numériea, s6lo tuviese uva rafz cuabica, 6 &
lo mds dos 4 causa del doble signo que lleva el seguno tér-
mino; pero es lo cierto que en la realidad tiene tres rafces
distintas, por ser tres los valores que representan x, y 2., en
rélacién con las raices de la ecuacién dada.
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En efecto; en (k) se ha visto que:

\/A—B =3 1] st [ .t oo
VoE—8e) =TTV =0 o+ V=3,

y siendo VAEBY=3 =g, s el

m’.i' V:;i 1 1 1 T -
L 2 z'L —p q —é—r i (gt—r ; oo (. )
De dﬂnd__e.' salen -%—L =1 QL.L_TI ()
y L Ea=E (g —r (P4s)

Al determinar la raiz ctbica (4 2= B Y—3) en funcién de
las raices de la ecuacion propuesta, se ha indicado ya, que.
si el polinomio subradical de tercer grado, en vez de orde-
narse con relacién 4 p, se le hubiese ordenado con relacién
4 q* 0 11, la féormula de relacién seria la misma. - con s6lo
cambiar de lugar las letras pt, ¢!, 7.

Asi, pues, ordenando con relacién & q' las Igualdades( )
y (), cambiarfan en esta forma:

m! s p{_{__?_ R ..
_ | ? == o) I(kfﬂﬂ)
y = (p—1r') {5 "(hﬂ)

Y i se ordenase con relacién 4 »*, serfan:

Sy .?;’i'{"qi
" 'Ef =T _ 9 ; (hﬂn)
g £ a=%(p'—q) k)

De modo que, no habiendo més combinaciones de p, gt, 71,
resultan tres valores diferentes para cada una de las letras
2, ¥ 21 como componentes de las rafces de 4 ==BV—3; y
Do puede haber mds: z: representa las tres diferencias posi-
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bles entre cada dos raiceé de la ecuacién dada, y @, las di-
ferencias posibles entre el duplo de cada raiz y la suma de
las otras dos. '

§ VIII.—(Relaciones especiales entre las raices de AZ+-BY—3.)

La suma de los tres valores de «, es igual & cero.

La suma de los tres valores de z, es igual 4 2 (p — ), es
decir, igual al duplo de uno de los valores de z..

Sumando los dos tltimos valores de z,, resulta:

2 z0=2 p*— (q'4 *);

pero 2 p'— (g*+71), (h), es igual 4 2, ¥, por lo tanto, un
valor de 2, aparecerd siempre igual 4 dos de 21, y también
igual 4 la suma de los ofros dos valores de w. |

'S IX.——(ApZicacidn de los productos ternarios ¢ un ejemplo
numérico. )

Para que se vea que es operacién ficil el determinar las
raices de A -~ BY—3, 4 medio de los productos ternarios,

vamos ante todo 4 practicarlo en un ejemplo numérico.
Sea la ecuacion:

Y*4-2 ¥2— 68 Y +120 =0, ()
Tendremos desde luego:
bi=2,- 61:-——68, ni==120. (ﬁ)

Poniendo estos valores en la formula (h) de s, la raiz cua-
drada de la cantidad subradical, es:

“abimegi/ g polmeRi 15 00 nofs R L % — 3012
| A=412b°—9b.c+27 n)=17920. (55)
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Las dos ecuaciones (h,,) ser4n:

240,43 2,) (0,— 3 2,) = 17920. A
2 (34 ) (23— a)=— 3072, (7s)

Y el radical de tercer grado tendrs g sigulente forma:

; VAXBY =3 {ihoimey—
‘/b(f;lﬂ—-gf.?)-—'—*-— 2]/ h__i/ 7920 23 V (f&)

Tratase, pues, de determinar las rafces cibicas que tenga
la cantidad (17920 == 9216/ —3), expresadas en general
por (w,=+z, \/;—3)

Tomemos B,= 3072: sus divisores primos son, la unidad,
< elevado 4 10 y el 3, y por lo tanto, sers: (2" =1024).

1 X 3 X 1024 = 3072,

En este primer producto ternario vemos que no hay un
factor que equidiste aritméticamente de los otros dos.

Para formar un primer grupo de productos observables,
conservando el 1 como primer factor, no hay mds que sepa-
rar en el 1024 sucesivamente los factores 2, 4, 8, 16, 32, y
multiplicar por éstos el segundo factor del primer terno, asi:

1X 63X 512 -

1 X 12 X 256 /

1 X 24 X 128 (r.)
1 a8 60 o)
1% 96X 32

En este grupo no hay tampoco factor equidistante, y con
facilidad se percibe que, conservando el factor 1, apenas po-
drd resultar un producto que le tenga.

Separando en los tltimos factores de este grupo el fac-
tor 2, y multiplicandole por el 1 respectivamente, también
S¢ comprende 4 simple vista que no hay factor equidistante,

: 2
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como tampoco si el 2 le separamos en los del medio, multi-
plicdndole por el 1. |

Separando el 4 en los tltimos, y multiplicando por el 1,
el 3.0 nos da: |

24 X 4 X 32,
en el cual es, 4-+28—=32, 4—28=—24,

Separando el 8 nos da el 2.0:

| 8 X 12 X 32,
en el cual es, 124-20=—32, 12—20=—38.

Y separando el 16, nos da también el 3.°:

8 X 16 X 24,
~en el cual es, 16+ 8=24, 16 —8=3.

Tenemos, pues, ya tres ternos determinados, con las dos
condiciones que deben reunir, y son:

24 X 4 X 32

8 X 12 X 32

8 X 16 X 24
El 1.0 nos da: z2i— 4, 1= 28;
el 2.9, 2219 o= 20,
el 3.0, A 16, = 8.

Comprobados estos valores en las ecuaciones (h,) ¥ (9,2)s.
las resuelven, fijandose para ellos los signos de este modo:

X,=—= 28, &y = 4 P
Ay — 20, = 12 | (fﬁ)
g et B el .

Debiendo tenerse en cuenta, con relacion al 2= -+ 12,
que teniendo que ser +-12 en (f2) y —12 en (f3), debe t0-
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marse el signo de (f.) 4 causa de que el segundo miembro
de (/) lleva en rigor el doble signo -I; y A por el contrario,
0 es positivo 6 negativo.

3 X.—(Modo de hallar algebraicamente dos raices A--B V—3
conocida la primeraq.)

Conocido el modo facilisimo de hallar las raices de
A = B V— 3 por el medio de los productos ternarios, indi-
caremos el modo de hallar dos de estas rajces algebraica,-
mente, después de conoecida una, por el método que precede.

Hemos visto ya que z, representa las tres diferencias posi-
bles entre las raices de la ecuacién propuesta, es decir que:

o (pl_ ql) == (pl_' jﬁ{) o (Qi_ ,.},-..i)_ (f?)

En (), tenemos:

(p'—4q") (p'—7") (¢'— )= R.

Determinado un valor de z, que suponemos sea el (g'— ),
tendremos:
(#'—¢) (p'—r)3=R
. i i 1 1 R
0 bien - (p'—=1q") (p'—") S
0 bien (p'— ¢")V (p'— r")" — — (7s)

Por otra parte también tenemos la jigualdad fécilmente
demostrable:

D' — )+ (p'— rP+ @ —r'V=20"—60,  (f)

en la que b, ¢, son coeficientes de la ecuacién propuesta.

Sustituyendo z, 4 (¢'— '), y pasdndolo al segundo miem-
bro, sers:

(P—= g P (p=rP=20"—6 a2’ r)

En (f) y (f,0), tenemos pues el producto y la suma de las
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dos cantidades (p'— q')* y (p'— 7*); luego estas dos canti-
dades son las raices de la ecuacion:

ur— (20— 6 ¢— 2.7 U+ ,5 i)

Hallando los dos valores de % en esta ecuacién, y toman-
do la raiz cuadrada de cada uno, tendremos los valores de
(p'— q') 7 (p'— '), es decir, los otros dos valores de 2, que
se buscan.

Conocidos asi los valores segundo y tercero de z,, para
hallar los correlativos de o, por el camino mds breve, no
hay més que sustituirlos sucesivamente en la ecuacion (h,,),
22+ 3 z.2= R', y se tendran aquellos valores de «;.

Como comprobacién de este método pénganse en la (Ah,,)
los valores (f;) de 21, y se vera cémo resultan los tres corre -
lativos de «,, afectados de =+, puesto que se hallan en fun-
ci6n de rafces cuadradas.

Ahora, bien; siendo como se ha visto muy facil determi-
par una raiz para A &= ByY—3, por el medio de los produc-
tos ternarios; y pudiendo en seguida determinar las otras
dos algebraicamente por el método precedente, queda la
cuestién reducida al minimum de sus dificultades; y mucho
més si se tiene en cuenta que R' se obtiene directamente, a
medio de los coeficientes de la ecuacién dada, en la expre -
- sién & que es igual, como queda dicho: (4 b,*— 12 ¢,) = 1"

Para comprobar esta igualdad no hay m is que hallar la
raiz cabica literal de la cantidad.

; Tl 2
(4(2 5,39 bic1+21ﬂi))1— (12 s/__g\/ (bici-%t)*—&(bl%—&ﬂi)(ﬂﬁ&%ﬂg)

La que sabemos es igual 4
A*— B’ (V—38)>= A°1.3 B,

v se verd que, desapareciendo los términos de %, queda solo
en la expresion el cubo de (4 b — 12 ¢)).
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La igualdad antes indicada (fs) se comprueba también de

este modo:
TBHEIIIDE ‘bi ;'"*"_jajt ms g’ _]_ ?f.!;

= ?fi' q'“-- ]_’Jt e qi / i
9

by 2 C, “:"_'pfﬂ -+ Q’ﬁ g st |
e B =t gl g pd — G F e e

Sumando esta Gltima ignaldad con la de ¢, después de
cambiarle los signos, nos da: |
b;ﬂ'—" 4 01:2312_‘ 2 p! qi_l_ qig___ 2 gi?“'—{— ?,.12_‘__ 2 pi i'.ﬁ:l

Y gsumando con ésta la de (b,>— 2 ¢1), sin cambio de sig-

nos, tendremos:
2 bii*__ 6 {'l:piﬂ‘—"' 2 pi qi__!__ qiﬂ__ 2 pi },.I___ ?"12"“‘ 2 qt ?,,j_l_ }_iﬁ
+ piﬂ Tk Qlﬂ

=T E A

6 bien: 2b°— 6 ¢,= (p'— ¢')?

8§ XI.— (Formulas de solucion sacadas de las raices
de A+=-BY—38)- '

Ahora, ademds de las férmulas finales, deducidas directa-
mente para Y de la ecuacién dada, y establecidas en (M),

- expondremos también las que resultan de comparar entre sf
-ByY—3) ylas de la ecuacion propuesta,

las raices de (A=

‘Segun se hizo en (k).
Las dos igualdades alli expresadas, (7,) y (2,), que son:

TR T ,
LSRRI L (h,)
B R et 38 (Qi'“' 7’"{) (h _{9}

y
nos dan las signientes: la primera, multiplicada por 2 y po-

niendo en vez de (¢'+ ), su igual (b,— p'), da:
bt (7.

:.t P{: ——3-—"'"
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Pénese 4 p' vy x, el doble signo porque las rafces de la
ecuacién propuesta pueden resultar positivas 6 negativas,
segtiin que Y se tome positiva 0 negativamente.
Si ahora ponemos el valor (f,,) de p' en (k) y despejamos
(g'+ '), nos da:

3 b{ =21
* i e 3! (Fs)

En esta igualdad y en (k) tenemos el valor de la suma y
diferencia de las raices ¢' y »*, y por lo tanto sera:

% 2bhim, %
'ﬁ__q*: 6 o =2 "g (fi.:.)
i | 20 A= oy &
ri= lﬁ s j (fﬁ)

En cuyas dos igualdades y la (f,) tenemos los valores
siempre dobles de las raices p’, ¢', 7*, en funcién de b,, @,, 2i,
La razén del doble signo se ve con evidencia en la ecuacién
(h,), en la que x, y 2, se determinan siempre como raices
cuadradas. Al comprobar en los (&,) y (k,), es cuando se
fijan los signos segin ya queda dicho.

Sin embargo, en las férmulas de p', ¢', 1, se puede pres-
cindir del doble signo, dejando 4 cada letra el que estricta-
mente le resulta al formarse las igualdades, 6 sea:

g -
P==—g— )
2 bi — Z
R Ry s, R .
. e 2 i)
e RO B
6 2

Pero entonces habrd de observarse, como luego se verd,

que los valores que toman p', q', t, llevan signo contrario
al que les corresponde como valores de Y.
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§ XIL.—(Solucion del ejemplo numérico por las férmulas
| que preceden.)

- Para resolver, por fin, la ecuacién propuesta (f), para la
cual las rafces de (4 4 By —3), son las expresadas en (f,),
sustituiremos sucesivamente los valores de estas raices y el
- de b, en las férmulas de p', ¢!, .
Sustituyendo la primera rafz (¢, = 28), (2,=4), y apre-
ciando sélo valores enteros, tendremos:

Fpt= T =410 )
S e R ;
=R p=—dt2——2— 6 | (f,)
TR e L IR i___ i s o j
=y __J_——4__P_2__..—-—6—-.-—-2

+ ¢'= 8 ts=h4tb6=" 10=— 2 / (f,)

Sustituyendo la tercera raiz (f5), nos da:

L T 'i;Tﬁ_'S ::125_ L2+ 8=-410=—6
ot 4:?;*8 ::%:.[_2338:—624-10

- Yemos, pues, que con cada una de las rafces (f;), obtene-
mos para p', ¢, r*, indistintamente los valores 10, 6, 2, que,
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por lo tanto, serdn raices de la ecuacién propuesta, aunque
sin determinar en general sus signos. Para determinar éstos,
s1 e hace uso de las formulas con doble signo, observaremos
ante todo, que la suma de los tres valores ha de ser igual en
este ejemplo 4 4 2 = b,; y como s6lo la combinacién (— 2),
(—6), (4-10) nos da este resultado, deducimos que son estos
los signos que corresponden 4 las raices. Si comparando
con b, hubiese atin duda, se comparard con ¢, 6 con n, 6 con
los dos, y se fijardn los signos con toda precision.

Pero si s6lo se aplican las férmulas (%), de signo sencillo,
resultan:

'—=— 2=-}+10=— 6
Pl - G D= L]0,

Hs decir, todos los valores de Y en la ecuacién propuesta,
pero con signo contrario, puesto que Y ha de ser:

Y=~ 10=+6=+2

en el supuesto de que la suma de los tres valores de Y, tiene
que ser igual 4 —b, '

§ XIL.—(Qué se hace cuando A ¢ B sea cero.)

En las igualdades (%) y (%,) debe observarse que, cuan-
do las raices de una ecuacién dada sean tales que una de

ellas sea igual 4 la mitad de la suma de las otras dos, en
signo y magnitud, un valor de 2, sera cero, y entonces lo
serd también 4;y en la (k) se ve igualmente que, si dos
raices de la ecuacién dada fuesen iguales en signo y magni-

tud, un valor de z, sers cero, y como consecuencia, lo sers
también R, 6 sea el radical de s.

En este caso la ecuacién (Y— p') (2 Y— 2 q'), serd de se-
gundo grado. Pero si se la construye con las tres raifces se-
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paradas (Y— p) (Y— q) (Y— ¢, la rafz igual ¢* podrd fa-
cilmente descubrirse en los coeficientes de la ecuacidn.,

Cuando z, tenga un valor cero, y que por lo tanto B es
también cero, un valor de «, es la raifz cdbica de A;
asl como cuando A es cero, un valor de z, es la raiz cd-
“bica de B,

Pero cuando B, 6 B, sea cero, hay que acudir & la prime-
ra de las ecuaciones (%,) para hallar los demds valores de
2, y 2, en los productos ternarios que se formen con los di-
visores de A. La comprobacién de los valores hallados se
hard en la ecuacion (%)

§ XIV.—(Solucion del ejemplo numérico por las formulas
directas de Y.)

Para que con toda claridad se vea la precisién y eficacia
de las rafces (), 6 sean las de (4 = BV—3), halladas por
los'productos ternarios, vamos 4 llevarlas también 4 la pri-
mera de las férmulas (M), directamente deducidas para Y
de la ecuacién propuesta. Se tiene:

Y= s 3 : =t ﬂ:a
— b4 Vo@'—8¢) —3s—bit Vo(®>—3e)
o b,s+s \E/b(bi*‘~3ﬂf)+ﬂi (q)

3
—88—b,4-Vbbi—3e,)

Ante todo pondremos en la férmula de s, (k), los valores
numéricos de b, = 2, ¢,—= — f;@i n, = 120.
El radical se reduce 4 768 v/—3, y la férmula de s serd:

. 88+24y =83 (94)
NES 13
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Poniendo en (g) el primer valor 6 rafz de la cantidad ci- |

98 |41/ —3
2

bica, que es (fs) — 14 4.2V —3, resulta:

__16s-+25 )/ —3—68 (02
ek 12 V3 . :

Y

Y poniendo en ésta el valor de s (g.), ejecutando opera-
ciones y reduciendo, se obtiene:

— 420 460 V' —3
42 — 46 1V —3

— 10, (91)

Procediendo lo mismo en (g) con la segunda raiz (f;), que

8 _30'%';2 e, JESRE + 6 V—3, y sustituyendo luego

e

$, by y ¢i, como en la anterior, nos da:

R 1620 88 10 —3 |
- —— =+ 0,
a0tV =s T (9%)
Y procediendo del mismo modo en (g) con la tercera raiz
(fs), que es s o 126 V_é =-—4 48 \/:3: resulta:
_ — 3844352 3

3
TR R D i 99)

Vemos, pues, que con las tres raices (f;), se determinan
en la primera férmula (M) de Y, los tres valores de ésta
en la ecuacién dada, y con su propio signo, no apreciando
como antes sino los valores enteros y racionales.

Y no es dudoso que sucederia lo mismo con las otras dos
férmulas (M); por lo que, en obsequio 4 la brevedad, omiti -
mos el ejecutarlas. Obsérvese, sin embargo, que con una

sola rafz de A -+ BY —3, se tiine bastante para resolver una
ecuacién numsérica.
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§ XV.—(Modo de proceder en la ecuacion que tenga
raices fraccionarias.) |

Cuando se presente una ecuacién que tenga una 6 m4s
raices fraccionarias, lo que se conoce en llevar coeficiente
mayor que la unidad en el primer término, se la puede tra-
tar como las de raices enteras, pero dividiéndola desde luego
por el coeficiente del primer término.

Mas si se quiere evitar la presencia de los denominadores
como tales, puede procederse asf.
Sea la ecuacidn:

m Ylg—f— b, 'le_[_ Ca Y1+ o==A)

En la cual 7 es el producto de los denominadores que
tengan las raices.

Multiplicando la ecuacién por m?, serd:
m*Y 2 bom? Y 24 eom’ Y 4 ny,m? = 0.
Haciendo m Y, =Y, se sustituye y nos da:
Y40, Y4 cam Y 4+ nam®== (.
Y haciendo b,=b, ¢,m = ¢, n,m’=n, tendremos:
Yit-b Y24, Y +n,=0.

La cual tiene las mismas soluciones que la general de rai-
ces enteras, sin mds diferencia que, una vez halladas en ésta
las rafces 6 valores de Y, se dividird cada uno por m, y los
cocientes serén los valores de Y.
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LUCUBRACIONES ALGEBRAICAS

PARTE SEGUNDA

Suplemento 4 los libros primero y segundo.—Cuaderno segundo,

Solucion de tercer grado con sélo

radicales de segundo. Formulas generales y su comprobacion.

Solucion de cuatro ejemplos numéricos.
Explicacion del método.



'}

-- -
18 L
o b

o el SR

i L e '_‘I-' o
p - W C
e e |
Ll .-':-.. - 11"‘:"‘..
g -0

[

. a. Tk
L

-
"
d l.__-ﬂi

L0 S

o e




PREIL.IMINAR

Demostrada por diferentes modos la solucién de tercer
grado, con sdlo radicales de grado par, era preciso compro-
barla en el terreno de la realidad numérica, resolviendo ejem-
plos de esta clase 4 medio de las férmulas previamente dedu-
cidas. Hste trabajo no se imponia sélo con el fin de evitar
que cada uno tuviese que hacerlo por si mismo, sino tam-
bién porque siendo este modo de re:olver enteramente nuevo,
de no dar demostrada su certeza en las dos esferas del cono-
cimiento, pudiera 4 primera vista ser mirado como una mers
utopla, mds 6 menos bien elaborada. -

Una dificultad se presentaba, sin embargo, al emprender
esta tarea puramente experimental: la de elegir entre los
métodos demostrados el que fuese de més ficil, m4s breve y
mas segura ejecucién. No respondo de haber elegido el me-
~ Jor, porque si el método seguido es el de formas mds conci-
sas, era también por otro lado, en resultados practicos, el
que los ofrecia mds oscuros y probleméticos.

Hay en este procedimiento, como en el que admite el
radical de tercer grado, un punto de enlace intimo entre
coeficientes y raices, que sélo aritméticamente puede ser
resuelto, En la de segundo grado tampoco se resuelve todo
algebraicamente, pues la rajz cuadrada de la cantidad subra-
dical (b*— 4 n), tenemos que determinarla por procedimien -
tos aritméticos. Y segin esto, nada tiene de extrafio, ni de
Irracional, si en la de tercer grado, ya con su propio radical,
ya con sélo el de segundo, se presenta & resolver una relacién
que s6lo puede ser resuelta por operaciones aritméticas, es
decir, operando con las cantidades numeéricas que represen-
tan lag rafces y los coeficientes de la ecuacién propuesta,
Exigir lo contrario serfa tanto como querer que lo més com-
plicado, lo més complejo, fuese méds facil de resolver que lo
mads sencillo y lo m4s simple. ;

El modo de resolver en este caso la indicada relacion, por
Operaciones aritméticas, es tan sencillo y de tal precision,
que nada tiene que envidiar 4 los procedimientos alge-
braicos.




l’p’ L
e
i -

el

T
-:'I'l'
Wahk
"
) et

I i

%

|l|||

W

2EED
u":l!'iai'

i

-.-H.J.F'\. - I-I .

Ty g

TN SR
L "[‘.':‘_rf.-_.- !

Ll L]
L
'Tl-. el =

Sty
.:. .'.r;{h."'%

i L

:_ r...iiﬁ.-' -




ARTICULO 11

SOLUGION DE TE

RCER GRADO SIN RADICALES DE GRADO IMPAR

Sl
Lxposicion del método Yy deduccion de lgs Jormulas genergles.
Sea la ecuacion:  ¥itphyey oyq g (4)
Separando ¥ en los tres primeros términos, y sumando
y restandd sy

, Se tendrd, después de separar s en los dos
ultimos términos que resultan:

Y (¥ b}'+c~)+s(.}-*+ ~)=0. (4,)

e
b

Haciendo 7~

= (& + ) se sustituye, y nos da:

(@ 1) (ﬂf:ﬂﬁ—ﬁi*"'xh_ P2 -]-‘s(:’t:-}—?'s_f-ﬂ)——@. (4,)

3-, se sustituye, y quitando el denomina -
q

dor en toda la ecuacion se tiene:

B
il hg[ __E)?f-l

I—}~c |g

— g |

Haciendo n —

Hn ésta igualamos 4 la unidad el segundo término del
fimo paréntesis, 6 sea:

[

De donde sale: g i— — o (h,)
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En (45), dividimos tambidn Ja cantidad del segundo paren-
tesis por (z + 1), ddndonos como cociente:

24 2rgtbg—1. (7,

Y como residuo que debe ser cero para que la division
sea exacta:

(rgbrpc—s)g¢—@r+bgtl1=0 ()
SIALLC 4 Vb dot4s )
2r2-L2br4-2¢c—2s

De donde:

Igualando los dos valores de g, (k) y (A.), sera.

s 2rbbVo—dotds )
rs—n 2r24-2br+42c—2s :

De donde, quitando denominadores, transpeniendo y redu-
ciendo, resulta para 7=

bnt-2s*—2c8 M0 \/b*—-wéﬂ—[—és (he)
. e )
bs«—zﬂzpsk/b*—-dc—l—is

e

Con este valor de » se realiza la igualdad (h;), con lo que
1os dos valores de ¢, se hicieron iguales;y la ecuacion (4,)

hizose también divisible por (z+ 1), pudiéndose por lo tanto
escribirla de este modo, pero teniendo en cuenta el co-

ciente (R,)]

(s4rq) +2ratbg—1) e+ 1+’ e+ D=0. ()

Y como la cantidad (z 4 1), si se hace cero, reduce & c€7'0
toda la ecuacion, tendremos en (4.) para un valor de z,

=1, (&)
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Dividiendo (4.) por (z 4. 1), queda:

EtrgG+2rgrbe—psg—0, | (4}

De la cual sale: zﬂ-{—.‘%}wg[l;#— SEQEZO_ | (A4)
L
Lz ]_l —+ br g’
eln

De esta, y la igualdad 4 nos resultan los tres valores de ::

e Lot 1
£y mm—

:— 1—bg—8rof V(L —bg—reP—dsg" .|
2 | | (4,)
s 1—bg—3 g — ‘/CLZ ___’** g=rg) - 489" |

Siendo o = i;-, y ademds )= 7+ @, sustituyendo en (%))

tendremos para 3

v L= b= gt VA= ba =07
— L et (&)

2q-

=i

24

v l—bg—rg—V(l—bg—rg’—4sg

8§ IL.—(Comprobacion de las formulas.)

Bstas férmulas , de los valores de ¥, cumplen la ley gene-
ral de relacion entre las rafces y los coeficientes de la ecua-
c16n dada. Sl g
* Yn efecto: 1.° Sumandoe los tros segundos miembros, des-
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pués de multiplicar y dividir el primero po

vista se ve que la suma es igual 4 —0.
9° Multiplicando los dos tltimos miembros (4:), el pro-

r 2, 4 simple

_ 45q°
ﬂ_uct{a €8 | W
Y multiplicando el primero por cada uno de los otros,

después de multiplicar y dividir aquel por 2, se obtiene:

—drig*—Abrg’t+8rg +4bg — 1
4 q°

cuva cantidad sumada con el primer producto binario

4sq”
=

nos da: ;
— 490 — 4brg*+ 459"+ 87¢q +4bq— 4
) i b e

O bien, dividiendo por 4 el numerador y denominador:

— 2t —brg* s +2rqgt+ba—1
4. -

Jista cantidad, que es la suma de los fres productos bina-
rios. formados con los tres segundos miembros (k.), tiene que

ser igual 4 ¢, ¢ bien:
L byt sg T arg g iy gt

Pasando cq” al primero, y cambiando signos, tendra queser:

-_(?'2-4— prd-e—s)¢P— @r+bq+1=0.

Pero esta igualdad es cierta por ser la misma ya realizada

en ”-"ﬂ:)
3¢  Multiplicando los dos ultimos segundos miembros (£,)

e?,
i i 2
se obtiene, como ya se vio, el producto 4;;2
Y multiplicando este producto s por el primer segundo
_S‘L—Hg, el cual tiene

=

miembro (4:), se obtiene el producto

que ser igual 4 —n, 6 sea: —S§ +rsq =—mnq.
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gavlice 52 &l primerg, Y — s al segundo, v dividiendo
laego Por s, se obtiene:

g-??"-_—_f— n) g o

Cuya igualdad es Elﬁrtﬂ per ser la misma ya reali-
zada en (h). |

Vemos, pues, que las férmulas (h:), cumpllendﬂ como
cumplen la mencionada ley de relacién, son evidentemente
ciertas, y por lo tanto contienen cada una en su segundo
miembro, un valor por lo menos de ¥, de cada ecuacién
numeérica propuesta. En mateméticas no parece posible gque
se contradigan la verdad objetiva y la subjetiva.

S II.—(Ejemplos numéricos.)

Vamos, pues, 4 ver por modo de comprobacién, como algua-
nas ecuaciones numéricas se resuelven por las férmulas (4,).

Ante todo se habrd observado que en dichas férmulas
interviene la cantidad indeterminada aun s, la cual con un
valor U otro es inevitable para dar 4 la ecuacion (4) la forma
(A.), que la hace suscaptible del procedimiento ya explicado.

Podemos, pues, dar 4 s diferentes valores; pero desde luego
se ve que no puede ser igual 4 cero, porque entonces faltaria
la forma (4 ) de la ecuacién, sin la cual no hay procedi-
miento posible en el presente caso: ni tampoco puede ser s
igual 4 ¢, pues como se observa en (4,), semejante igualdad
no serfa mas que el camblﬂ de este modo de proceder por
otro diferente.

Entre los diferentes valores que puede tomar s, no hay
duda que serd mejor darle en cada caso numeérico el gue
simplifique m4s la solucién de que se trata. Si nos fijamos
en la férmula de » (hs), ¢in dificultad percibimos la ventsja
de dar & s un valor que nos convierta la cantidad subradical
en un cuadrado mayor 6 menor que b’, puesto que, ademds



a8
de simplificar los valores de 7, desterrando de ellos el radi-
cal, conseguimos tamnbién que debajo del radical de 1" en (4.),
no aparezca el radical de 7, facilitando asi el que la cantidad
subradical en ¥, pueda més fdcilmente ser cuadirado per-
feclo, cuya condicion es necesaria para que tales formulas
puedan darnos raices de la ecuacidn propuesta.

Primer ejemplo numérico.
Sea ia ecuacion: Y*—6¥ 411 ¥—6=0.

Sustituyendo en el radical de. » (%) los valores de b y ¢,
nos dan 6*—4 ¢ = — 8; y si damos 4 s el valor 6 por ejem-
plo. serd debajo del radical — 8 424 — 16 — 4*. Es decir
que, la cantidad subradical se convirti6 en el cuadrado de 4,
numero par, inmediato inferior al 6 que representa b.

Tenemos, pues: s=6, V. de r—=4.
Sustituyendo estos valores en 7, tendremos:

el o R R
e

.r}-"‘" —rrs

Tomando el valor cero de 1, sers en Q)

6

" Yenla primera formula de ¥, (k,) seré:

Sustituyendo en la segunda férmula doble de Y, (%)
nos Ja:

o VBV A6 5t )/ %621 ~3tl —6  —4 |
Y__—-—__ : ik s S R R e i 3 b L e i
— —=Y ¥ = —=3=2(m)

Tenemos, pues, las raices Y=1, =2 Y=3, que son
las de la ecuacién propuesta.

TR e
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Segundo ecjemplo numérico.
Sea la ecuacion: ¥Y°4-4 y2—81 y —1—180_0

- Haciendo en el radical de 7, s=— 60, resulta debajo de

dicho radical V10?, es decir, el cuadrado del mismo por
mayor que 4=y en seis unidades.

- Pustituyendo en 7 los valores s=—60 y v/ =10, resulta:
el 720-[—'7200 9720 + 1800 iy
Luuego serd: q=— - — g L L . primera férmula
2 : no o 180 3"
de ¥, nos da:
| e
Yo — — 0 =
q —1/3 '5

R
At aa gl B L

’_Efg e -—-2 _—-2“‘—'?—2 -='—"'12:54

Con lo que tenemos y=3, ¥Y— 5, Y=
raices de la propuesta,

— 12,.que son las

Tercer ejemplo numeérico.

Sea la ecuacién: ' y*H-3 ¥*—173 ¥Y+165=0.

Haciendo en », s=— 5 5, queda debajo del radical V/9?,
es decir, el cuadrado de 3 que representa b, mas 6 unidades.
Sustituyendo en » los valores s=—>55 y V4 =9, se tiene:

__ 495 46050 — 8030 -+ 1485 i 0’_

Serd, pues, q:.il:;_;_: "';. Lia primera férmula de ¥,
nos da; |
Yo ::i— = 3
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La férmula doble de Y, nos da:

o
L T S
= e b =B,
Con lo que se tiene ¥'=3, =9, '=—11, que son las

tres raices de la propuesta.
- Cuarto ejemplo numérico.

Sea la ecuacidn: Y43 ¥V —25 Y121 =0.

Haciendo en 7, s=—21, queda debajo del radical v/52, es

decir, el cuadrado del impar superior al 3=5, en dos uni-
dades.

Sustituyendo en » los valores s=—21y v =5, tendremos:

6348321050105

LT 0.
N —21 ; ;
Serd, pues, = o = 1. La primera férmula de Y,
nos da:
e | ~ 1
Y = —— =
_ ==,
Lia doble de Y, ser4:
o TN IO 10 A e
) e T Wi sl e RIS 0 LSRG AT SIS 8 I
— 2 — 2 — 2 —2 e ot .

Con lo que se tiene ¥Y'=1, ¥=38, ¥'=~—T1, que son las
tres raices de la propuesta.
§ Hl.—(Exzplicacion del procedimiento.)

1.° Al disponer de s debajo del radical de + de tal modo
que para 7 se obtenga siempre un valor cero, es evidente

\ N _ ; g _
que el valor de g le limitamos precisamente 4 —-1 pero como

S _ S | .
entonces I, en su primera formula se reduce 4 e sustitu-
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e § 1 b :
yendo el valor de g — o Serd F— — ; Ahora bien: # es

el producto de las tres rafces de Ja ecuacion dada en cada

caso, y por lo tanto, para que la igualdad 3= — : sea cier-

ta, es necesario que s sea el producto de dos raices de la
ecuacion propuesta. Esta es una condicién intrinseca del
procedimiento, que se cumple con toda exactitud. Véanse
todos los ejemplos resueltos, y se verd que en todos s es el
producto de dos raices,

2. El denominador de ¢ en.)a férmula ¢ — ;, es por

consiguiente uno de los valores de ) después de dividir
por s los dos términos del quebrado.

3. La necesidad de que s tome como valor el producto
de dos raices, hdcese evidente en la férmula doble de ». En
efecto, suprimiendo los términos que tienen 7, sers:

yo I=0g VL — bg)—4sq’
2q

45)

Hemos visto ya que el valor de ¢ es un quebrado en yO
numerador es la unidad, y cuyo denominador es una raiz
- : . 1
de la ecuacién dada que expresaremos por p' (a), asi: ¢ — 5
Este quebrado puede ser positivo ¢ negativo segtin lo seas

Syn. Y como b=p'} q'+ ', serd en (&).

r— e e L =t = e

yo L= 0@ a4 o V(g (p' g ') — 4 5g°
29¢

- 5

s At 3y L / . “3.'3__ -.
Chich e e w0 O s g LR

e T
i

En la ecuacién de segundo grado se hace ver que su radi-
cal Vb*— 4% cubre siempre el cuadrado perfecto de la dife-

(ﬂ)_ Las Ietras pLp' r!, mi, se leerdn: p prime, g prana, v prona
N prima

o)
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rencia de las raices, puesto que siendo b=(p +q) ¥ Ne=10q»
la cantidad b*— 4 #, se convierte en (p — ¢/

Pues esto mismo tiene que suceder en (4,) para que la
formula nos de, como tiene que dar por ley necesaria, las dos
raices que faltan de la ecuacién propuesta: s tiene que ser
icual al producto ¢'r; y entonces el radical representa la
raiz cuadrado del cuadrado (¢'—7')".

Véase en los ejemplos numéricos resueltos, y se notars
que la cantidad subradical de (4.), es en todos el cuadrado
de (g'—7"); es decir, el cuadrado de la diferencia de dos de
las raices. |

4° La cantidad cuadrada que dejamos debajo del radi-
cal de 7, estd representada por (bt m')’, siendo m’ un nu-
mero por 2, 4, 6... De modo que el cuadrado que se deja sera
par 6 impar segtin lo sea b. Para determinar el valor de s y
por lo tanto el de m', se calcula en ntmeros (b*— 4 ¢) y res-
tando (b == m1)?, el resto se divide por 4: todo estd reducido
4 repetir esta operacién, dando 4 m! los valores 2, 4, 6...
hasta que un resto dividido por 4, sea divisor de #: el cociente
entonces serd el valor de s, y el cuadrado subradical (b==m")".

5. Si hacemos (b - int)2= R? se puede determinar £ en
funcién de las raices de la ecuacién propuesta.

En efecto; debajo del radical de 7, sera:

V’—4c—R+45=0
b—dc=pf+q’+1r¢—2p'q—2p'r'—2 qurt
y como s=q'r, serd 4s5=4q"1Y
luego pf+ g+ 1rd —2plqgt—2p' 14 24q'11— R'=0
6 bien: pi4gf—4rd—2p'r'—2p'r'4 g'r'= R~
El primer miembro es igual 4 (p"ﬁ- (@ -{—?'1;)?_
Liuego se tiene: R==p'— (¢'+ 7").
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De cuya igualdad resulta que R tiene tres valores, expresa-
dos por cada una de las diferencias, entre un rafz y la suma
de los otros dos. Hstas diferencias son siempre tres.

En la préctica nos basta determinar un valor de R, el
mas cercano 4 0, y que solo se diferencia de b en dos veces
la raiz menor. |

6.” Veamos ahora como procediendo del modo dicho se
obtendrd siempre para » un valor cero. Nos ocuparemos sélo

del numerador, puesto que nos basta con que éste lo sea. El
valor de » se presenta asf:

gt bn4-25* ~2¢s--nbt-m")

. bn 28— Best bntm
O bien o +2 2_._‘3_—-5“"--*-:"__?*

La cantidad del numerador debe serigual 4 cero, ¢ bien
bn—+2s—2¢s-bntm'n=0.

Hemos visto que s toma como valor el producto de dos
faices que supondremos sea p'q'; y como 2 = p'gis, divi-
diendo por p'q', sers:

br'+ 2p'q'— 2¢4-br' - m'r' = 0.

Poniendo en lugar de b su igual (p'+ q'++7'), y en lugar
de ¢ su igual p'q'+ p'r'+ ¢'r1, sers:

L

Drt-q'v'dor 42 plg'—2 plgt— 2 pir - 2 gttt plrt g e o =0,
Destruyendo y reduciendo en los términos -de signo sen-
{:iﬂﬂ-, sera:
—Pr— g rrd gt gl e b mb | =0,
Dividiendo por # y ordenando, se tiene:

(—p' =pl) 4 (—¢q' e {Il}"’i“ (2" sl el T



nodo, més directo £i se quiere.

44
Esta igualdad se realiza con tal que sea:

f?li—u_-- 2 'r'*'i' 6 bien: m' — 2 (.p* +' ¢)), 6 bien: ri'=72("— g
6 2 (r'— p'), 6 bien mv'; '2(1' i(p +q )

Y como eu'ﬁlquiera de las letras p'. q . 7*, representa in-
distintamente todas las raices de la ecuacién, resulta que los

- valores de m' que reducen 4 cero el valor de  son: el duplo

de cada una de las raices; el duplo de cada suma de dos rai-
ces; el duplo de cada diferencia entre dos raices, y el duplo
de cada diferencia entre una raiz y la suma de las otras dos.

Todos son numeros pares.

Pero, ya se ha visto que los valores que se dan 4 ' son

los pares desde el 2 en adelante; luego por necesidad se liega

4 darle uno de los que reducen 4 cero el valor de 7.
Fijese la atencién en los ejemplos resueltos y se vera que

el valor de im' es en cada caso uno de los que quedan expre-
presados.

7° Kl valor cevo de » con uno de los valores que toma

m' puede comprobarse de otro modo, més directo si se anere. ___

m! onede comprobarse de otro

m' puede comprobarse de otro modo, mas directo 1 se quiere




Dividiendo por g's1, seri:
bp'+ 2 qr'— 29 q¢'— 2 plri— 2 qirid P = prg' o ptel
Poniendo en lugar de b su igual (p'— q'+ i), sers: |
P4 p' L 2g —2pi¢t — 2 pirt — 2 giyi b p o plgr i pi,
6 bien: (pr==p) + (p'g'2p'q) — (' r'-p'r).

Esta cantidad es el numerador de 7, y uno de sus valores
como se ve, es ceno. ; |

El valor 2 ¢'r*, como numero par que es, es uno de los
que puede tomar m’' segin ya queda explicado, puestld--'_quﬂ
sé6lo toma valores pares.

8.° Entre los ejemplos numéricos resueltﬂs los hay con
las raices variadas en muy diferentes modos, para que se
vea que el procedimiento responde 4 todas la combinaciones
con la misma facilidad y precision. En los cuatro ejemplos
resueltos no hubo necesidad de pasar del tercer par 6 impar
-superior 6 inferior al representado por b, para determinar el
valor de s. |

9. Kl modo més fdcil, breve y seguro para determinar
el primer valor de s, 6 todos si se quiere, es el siguiente;

Popgamos las raices + 2, + 9, —24, las que nos dan para
coeficientes de la ecuacion b= — 13, c——246, n—=-—432,

Los divisores de n=—432, son:

o204 816
3 6 (12 24 48
918 36 .2 144
27 54 108 216 452

En el radical de » tenemos: b2— 4 ¢ = 1153.

Ahora para saber si menor 4 b que es 13, hay algiin impar
que pueda ser valor de R, y darnos por lo tanto algin valor
de s, se procede asf: el impar menor siguiente al 13 es 11;
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su cuadro 121 se resta de 1153 y nos da 1052, que dividide
por 4 produce 258, Este nimero no es divisor de %, y por lo
tanto no resuelve la cuestion.

- Los demds valores de s, correspondientes 4 los impares
sucesivos menores que 11, y que irdn siendo sucesivamente
mayores, se forman afiadiendo al 2568 }os nimeros pares su-
cesivos, menores y desde el (11—1)==10, asi:

958 1 10 — 268; 268 1+ 8 — 276; 276 4 6 — 282:
982 1 4 — 286; 286 + 2 — 288.

Como se ve ninguno es divisor de # — — 432; de lo cual
se deduce que los valores de I han de ser mayores que 13=5,

Tomaremos, pues, el impar superior inmediato al 13 que
es 15, cuyo cuadrado 225, restado de 1153 nos dé 928, y
dividido por 4 produce 232; este ntimero no es divisor de #,
y por lo tanto no sirve. '

Para formar los siguientes valores de s, correspondientes
4 los impares sucesivos mayores que 15, no hay mds que
restar sucesivamente los pares sucesivos desde el (154-1) =16
para arriba, asi:

ghlliive i telg i g e I

Jol o 132 106

1%{.-):__. A i W e Dol 4 Pt '*_____"_.

178 — 22 L 156 — 24 — 55 7 132 — 26 = &
i 18 L po ans 48 e e —18

y asi hasta que se obtengan, si se quiere, tres valores de $
que dividan & 7. |

~ Los ntimeros puestos encima de las rayas son los valores

sucesivos de s, y los que estdn debajo los valores sucesi-

vos de E.

Obsérvese que al segundo impar superior 4 13, que es
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el 17, ya nos resulto el valor de s, 216, divisor de #: otro
esta sobre el impar 31, que es 48, y otro sobre el — 35 que
es 18.

Los pares de valores s=— —216, R=17; ¢=——48,
R=31; s =-} 18, R = — 39; reducen & cero el numera-
dor del valor de », y por lo tanto son los tres valores de s,
y los tres de I que resuelven la ecuacién propuesta. |

En efecto: los tres valores de s son cada uno el pr Dduetﬂ
de dos raices de la ecuacidn:

P L B g
S4B od a9
B e

Los tres valores de R son cada uno la diferencia entre una
raiz y la suma de los otros dos:

3= 9 — (2 — 24)
— 3D =—24— 9+ 2)
Y dividiendo por fin » = — 432, por cada valor de s, se
obtendran las tres raices de la ecuacidon:
LA SLG — 2
as ASO e LS 9

Debe observarse también que sobre el impar 33 esta el
valor de s, 16, que es divisor de %, lo cual parece indicar

que & puede tener cuatro valores en esta ejemplo, pero no es
asi, Los valores s = — 16 y R = 33, no reducen a cero el
numerador del valor de 7; y ademés —16 no es producto de
dos raices de la ecuacién, ni 33 es igual 4 ninguna de las
diferencias entre una rafz y la suma de las otras dos. Lo que
n0s indica este detalle es la necesidad de comprobar los pares
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de valores de s y R, hallados debajo del radical, fuera de
éste, para cerciorarnos de que reducen 4 cero el valor de »,

Para hacer esta comprobaciéon no hay necesidad de ejecu-
tar todas las operaciones indicadas en el numerador de 7,
pues bastan las indicadas en esta igualdad, que se deduce de

los dos que se forman en dicho numerador, una debajo del
radical y otra fuera, 6 sea:

Sih== ) =— 2.

La comprobacién en ésta es facilisima y mucho mds breve
que en la otra del numerador.
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NOTA

La demostracién que sigue de cuarto grado, con ejemplos numéri-
cos resueltos por sus formulas, han sido trabajados, como ya se ha
dicho, para hacer constar la virtualidad real de éstas, y presentar 4 la
vez resuelta esta ecuacion, que es el término inferior 4 que se reducen
todas las de superiores grados.

Uon estos procedimientos 4 Ia vista, no serd ya dudoso que en lo
sucesivo, las soluciones de tercero y cuarto grado, numéricas, llegardn
4 ser tan fdciles y triviales como las de regundo.
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UN MODO ESPECIAL DE RESOLVER LA DE CUARTO GRADG

§ 1.

Demostracion y firmulas genémles;
Sea la ecuacién:
IR Y e YL A Yy (A)

Hacemos Y =x 4 »; se sustituye, y dando luego 4 7 e}

sl
valor »=—-{ desaparece el segundo término, y queda:

e 2 Iﬂ‘l[ 9 1t 2 K
20 —'-'-6?’ i.m""— 4 ?? -’:L'—f- ? (‘41}

T3bm +3bor2| b

TG D g e

+ d-[ 3] i di 7

S ??1

En esta expresaremos para abreviar el coeficiente de x> por
¢, el de & por d, y el dltimo término todo por 7, asi:

x'  +cecx’+dr+n=0. (4,)

Sustituyendo en (4,) el valor de 7= —., se lendrén en

4
(4:) los valores de ¢, d, x.

En (4,) dejaremos en el primer miembro «*, pasando los

demds términos al segundo, pero anadiendo en ambos 4 la
vez, la cantidad 2 242 3®, asi:

b

4220 22— 2 22— e’ —dw — n ez 4y)

El primer miembro es el cuadrado de (4 2); y en el se-
8undo separaremos como factor comin la suma de los co-
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eficientes de o, multiplicando ¥ partiendo por 2 el co-
eficiente de .

d 22 —mn

@i =—22—0 (0255 5% 5?#5) b

En esta haremos que, el quebrado del término & en el
Gltimo paréntesis, sin el factor 2 que le precede, elevado al
cuadrado, seq igual al Gltimo quebrado en el mismo pa-
réntesis, O sea:

a? 2> —n

I@z—c (22—0 2

Suprimiendo en los denominadores el factor comun
(2 z — ¢), quitando el denominador que queda en el primer
miembro, y ordenando para 2z, nos da:

83 _4e—8nzt4den—ad=0. (h,)

Con los valores de z en esta de tercer grado, se realiza la
igualdad (h); y realizada esta igualdad, es evidente que el
ltimo paréntesis general de (4.), se convirti6 en el cuadrado

. |
de (x— 522 :Ej); y tomando las raices cuadradas de ambos
miembros, sera:
o | d ; . :
9% *"I- P— (.I: i '—5—(2‘;:?)) \/ﬁ S—— 0

Efectuando operaciones en el segundo miembro y pasando
todo al primero, resulta:

2 : l
;'}:’fﬁ 0 A '#,f2 B —— C) i i + ___,r(— = + e 0. (AE)
9V 2z—c
VB a—e Ve ot 4o
i)@ dﬂnde O mm e ] 3 . _V%F"__F__ (h2>

Y ademds es, (h): 82°—4¢z—8nzt+4den—d’= 0. (hs)
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Hallados en (%) los valores de z, y puestos en (,), es in-
dudable que se tendrén en ésta tndos los valores de 2: cada

valor de &, sumado con el de 7»— T’ dard un valor para Y

en la ecuacion propuesta. Los cuatro que le corresponden se
comprobaran & medio de sus relaciones con los coeficientes.

Ahora bien; la de z, (h,), como de tercer grado, podriamos
resolverla como tal, 4 medio de las férmulas ya explicadas,
con 0 sin el radical de tercar grado; pero 4 mi modo de ver,
creo serd preferible, por lo m4s breve, facil y seguro, el si-
guiente procedimiento. |

Separando en los dos primeros términos 4 2’ , ¥y en los dos
siguientes 4 », sera:

4222z2—¢)—4n(2z—c)=d* (7"
Dividiendo por (2 z — ¢), tendremos: .

d!

47— 4 Be—a, = (725)

En esta igualdad se puede aritméticamente determinar
con grande facilidad los valores de z.

En primer lugar observaremos que la cantidad (2 z — ¢)
tiene que ser cuadrado perfecto, asi como también la canti-

dad (22— c+ =C 4 z), como condicién indispensa-
22 —¢ -

ble para que los valores de x en (%), sean racionales y pue-
g : )
dan, sumados con la cantidad racional —-, darnos los valo-

res de Y en la ecuacién propuesta. Si en el valor de 7 pu-
diese entrar un elemento irracional, este mismo elemento
tendria que presentarse en los valores de &, para que al efec:
tuar las sumas se destruyesen mutuamente, dando los valo-

res racionales que puedan corresponder & Y.
También se debe observar que, por la manera de formarse
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los coeficientes ¢, d, %, en (4.) & medio del valor 7= _f, &
¢ le corresponde el denominador 16, & d 64yan256,4

menos que b sea 2 6 un mulliplo de 4; pero en rigor, sino:
simplificamos, los denominadores habran de serlos indicados.

§ 11
Ejemplos numéricos.
FPrimer ejemplo.

Sea la ecuacién numérica:
Y1 2Y:—3Y'—8Y —4=0.
Cuyas cuatro raices son:
(P D) (Y1, (T e (Y -3
Haciendo Y=o 7; sustituyendo y haciendo aﬂ::%l, des-
aparece el segundo término, y los demas coeficientes, calcu-
lados en (4.), sersn respectivamente para la (4.):

NG e
m“q‘ﬁ?“"g‘&?—ﬁ—-o (éi}
Sustituyendo estos coeficientes en (h;) 0 sea; ¢ = — lf_
32 15
—=— - Y "=— 15> nos da:
16 2°+4 15 = L e (#a)
e

Tenemos, pues, ante todo, que los valores de z han de ser
tales que, el denominador del segundo miembro sea un cua-
drado, y la cantidad del primero igual & la del segundo.

Y ademads sabemos, por la forma de la ecuacién (k). que
los: valores de z todos 6 alguno, han de ser fraccionarios.
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Desde luego vemos en el denominador del segundo miem-

2 18 14
bro que, —-— 4 Y 4 — —— son cuadrados; y por lo tanto,
: ) : ""'"_']- _T [ ™
haclendo z = 4 Y 2=, nos resultan en dicho denomi -

nador los cuadrados respectivos ? y {i—: con los que el

segundo miembro se convertird en 16 y 64.
Tendremos, pues, en (k.): |

16 221 15— 16
16 2*°4+ 15 — 64

Sustituyendo en la primera el valor :f que corresponde

a 2z, sera:
14+15=—16

y sustituyendo en la segunda ¢l valor de z — 74—7 nos da:

En (ks) no encontraremos el otro valor de z, que la realice
en las condiciones indicadas; pero le podemos determinar
facilmente con los coeficientes de (k). Sustituyendo en ella
los valores de ¢, d, #, y dividiendo luego por 8, coeficiente
de 2*, la ecuacion se presenta asi:

9 15 y ~
"‘3-—]— L 2 LBt —n
#ikp s g sk g =1

La suma de los tres valores de z ha de ser igual & — T

7]
“0mo tenemos los dos valores — Ti = el otro debe ser
1 L] & . -‘ i
g 8 decir, que la resolvente (k) tiene dos rafces iguales.

“omo la propuesta y con el mismo signo.
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El producto de los tres valores, para que sean ciertos, debe

ser igual 4 —%, y efectivamente vemos que lo es: y ade-

més la suma de los productos binarios debe ser igual 4

15 el R
=~ &yen efecto vemos que =+ 15+ 16 = 16" S{}ﬂ.
pues, ciertos los tres valores de 2.

—1

Con estos dos valores —-, —, puesto que el terreno es

también 1_4—-1, vamos 4 determinar los de 22 en (%.).
El primer radical sabemos que vale 2 6 1, y lo mismo el

que esté debajo del 2d en el segundo radical doble. 2d=—3,

ki
Lot m9s et g il i dent
Y . 7 y 1/ 22—¢
tomando los primeros valores.
Tendremos:
il }?:L]/-"ii?{—{—l SR @0 I 2
o _ 5 =

Tomando los segundos, es:

- De la primera sale:

5 —5 1 SN e —3 L —1
e NBET o e D 2““2'““2"(’”)

Y de la segunda despreciando el cero, sale:

S Aa e L L ] )
ey S NG D) (M)

Cuyos valores son los mismos que los de la primera:

Ahora bien, b = 2; luego "f — :2—1
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Los valores, pues, de Y en la propuesta, serdan:

. e e i

o | = = ——r o ——
o —— —_— = e — g

2 2 2 Q0 R T g e e
gbien Y—2——38—]—_9_¢_ 4 g 4

Los valores cero son desde luego nulos puesto que no
pueden corresponder 4 la ecuacién propuesta. Un valor cero
en la de cuarto grado la reduciria desde luego al tercero.

Ijjandonos en la propuesta (£), desde luego vemos que el
valor —5, no es de la ecuacion puesto que no es factor de
n=——A4,

Bl vaior -1, con otros tres 1.2, —2 "1 165 daria para

n= -4 lo que no puede ser: y por lo tanto sélo quedan
lcs valores 12, —2, —1, —1 ¢ sea: -.

Y:?:‘—_Q:Z—_.l:-ﬂ. 1

Lo que da las raices (Y—2)—0, (Y42)—0, (Y-1)—0,
(Y=-1)=0, que son los que pusimos en la ecuacién, dada.
Segundo ejemplo numérico.

Sea la ecuacion:
Yi4-2Y3—18Y*— 14Y+ 24 — 0,
Cuyas cuatro raices son:

(Y—1), (Y4+2), (Y—38), (Y+4)

: , ‘ —1 -1
Haciendo Y= 1.r; y haciendo luego 7— T
desaparece el segundo término, y sers:
—e 83 441 .
O == > i iy el 0"‘r e e

Sustituyendo estos valores en la ecuacién () de z, serd:

s g

a0
24 7

4
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Esta ecuacidn es evidente que sélo estars resuelta con los
valores de z en el primer miembro, los cuales son:

21

pUESSS S
R

Pero estos valores de z deben convertir en cuadrado la

cantidad 2z- %; y en efecto, sustituyendo en ella dichos

valores, resulta:
2453 100 1> —42458 18 4

———
ettt e e e e il e o — -
B m———

T e G o

Y ademsds, los mismos valores de z tienen que convertir

también en cuadrado la cantidad subradical del doble de 2
en (h,); cuya cantidad, siendo d = 0 se reduce 4 — 23 _|_ —‘?
42
4 1

pero como z es igual 4 i i , la cantidad serd - qu:}

es la misma anterior.

Y por lo tanto, valiendo el primer radical de o, -5 y ==2;
y el segundo, =5, 6 2; los valores de «, despreciando los
que igualan & cero, y los que igualen 4 nimero entero, por
inutiles, seran:

e i AR ﬂ A% _:iu Tk S
R TR e
Que sumados uno 4 uno con 7’=—= : . nos dan:
3 e m— 4 1 e — 2

6 sea las raices de la propuesta.

Tercer ejemplo numérico.

Sea la ecuacion:
Y'—2Y°*—19 Y24 8 Y+ 60=0.
Cuyas raices son:

(Y—2), (Yt+2), (Y+3), (Y--5)
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Procediendo como en los anteriores, se obtiene:

=82
4 ¥

C

La ecuacién de z, (A;), serd:

16 22— 945 — 4144

3l 29 33 :
'D&ﬂdﬂ 4 z 105 VHIGI'ES T, —— —‘1—-—, —-—4——, se Dbtleﬂﬁﬂ en

2
el denominador los cuadrado respectivos —If—, —%—, -]‘f—, y

con cada uno de dichos valores se verifica la igualdad.
Poniendo en la férmula de » (%3), los valores de z, el pri-
mer radical toma los valores respectivos -6, =1, 2. v ¢]
otro radical toma con cada uno de z los dos respectivos; con
el primero, =3, --1: con el segundo, +:8, -4y con el ter-

Fl'

Gero, “i=(, th,

Combinados estos con los del primer radical, nos da:

-G =3 G Bl § fanieing |
X = - :-;} e e —— 9
—1-1 =18 =)
R
B e i
e e e
0 blen
2 2 2 2 2 2 2 2
srliis g s BB
s O G TR T ) DT 2
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De donde se ve que cada valor de z nosda todos los de a:
= L S R A M 5

—Bm} i 2 3
Lios de Y, serdn:
941 f'+- b1 $ﬁ+1
2 ’ 2 o e g 2

6 bien
Vet Boe—doef 4o B | B 2 L 9 ]

Tomando éstos de cuatro en cuatro, y formando los co-
eficientes de la ecuacién propuesta, se determinan las cuatro
raices de la misma. Pero, para hacerlo brevemente no hay
mas que fijarse en que el +5 es un valor de Y puesto que
7, 0 sea 60, es divisible por 5; por la misma razén otro valor
serd -3 6 —3; y en consecuencia el —1 no puede ser uno
de dichos valores, puesto que ni con +2, ni con —2, no
puede formarse el producto 60. Los dos valores -1-3 y — 3,
no pueden tomarse porque con su producto 9 no puede tam-
poco formarse el 60. Luego los valores serén -5, -=3, -}-2,
y — 2. Para determinar el signo del 3, basta fijarse en que
siendo 7=--60, el signo del 3 serd el negativo y se tendra
Y=+45=—38=—2=-+2; 6 sean las rafces (Y—5), (Y4-3),
(Y+2), (Y—2). Los signos deb y 3 no pueden cambiarse pues-
to que entonces resultaria b=--2, contrario 4 lo supuesto.

Por los FJEH]plGS que preceden se comprende bien que los
valores de z en (%,), atendiendo 4 las condiciones que han
de reunir en cada caso numeérico se determinan con toda
facilidad.

Y como por otra parte, con cada valor de z, puesto en la
férmula de @, se obtienen sus cuatro valores, los que, suma-
dos uno 4 uno con el de 7, nos dan los cuatro de Y, resulta,
que en rigor, nos basta con hallar un sélo valor de z, lo cual
hace del procedimiento, que sea este el més facil y el mds
breve que pudiera desearse.



LUCUBRACIONES ALGEBRAICAS

PARTE SEGUNDA.—ECUACIONES

suplemento 4 los libros primero y segundo.— Cuaderno cuarto.

Ofra demostracion sistemdtica
de la solucion de cuarto grado; en la cual se establece
directamente el divisor de segundo grado, que en la primera
se dedujo por consecuencia inmediata
de premisas evidentes.
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ADVERTENCIA

A esta solucién, que desde un principio se buseé hasta
con insistente tenacidad, y que fué como la causa ocasional
de haberse hallado las otras cinco, no se pudo llegar sino
mucho después de estar determinadas éstas, por cuyo mo-
tivo no se la remitié con aquellas 4 la imprenta. Por lo de-
mas, si se atiende 4 las formas de su desarrollo, y 4 la facili-
dad en resolver las ecuaciones numeéricas, acaso sea la que
merezca la preferencia entre todas las de su género.
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SEXTA SOLUCION SISTEMATICA DE CUARTO GRADD

Nl

Sea la eécuacion:

V'L 0 Y+ ¢, Y24 d, ¥, 4 n,=0. (4)

Separamos 1* en 10:: tres prlmeros términos y di, en los
altimos, asi:

Iff (I‘“:E‘l‘ by Y, Ci) - d, (I’Tr{— g:—):U (Ai)

Hacemos en ésta ¥,= (¥ »), se sustituye y da:

_I_ bi T bi r
T C1

(Y rp (v 2r | Y4 ?"1)+d1(1”+(iﬂ+? o

Para abreviar expresaremos el coeficiente de ¥ en el se-
- gundo paréntesis por b, la tltima cantidad toda del mismo
por ¢, y la cantidad del dltimo paréntesis interior por #; asi:

(Y+r)? (Y4 0Y+ ¢)+d, (¥4 n)=0. (45)

Ahora se hace Y= { —i-, y sustituyendo da:

(2 3-—'—;3—*—1)2 (ﬂ:ﬂ+g | X + ;.E '_l_ di (-’Iﬁ_{“ l + ??)::0 (A &)

8

+b
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Esta se multiplica por (x--p), efectuando la multiplicacién
s6lo en el tltimo paréntesis é indicandola en lo demds, ast:

b ke (2] gy 13

'8

Wi ﬂ?"‘np):{] (AE)

b 1+nl +Z
+b| 4= ’ﬂ 8
5 1

+c 5

Igualando en esta, entre si, los coeficientes de los térmi-
nos 2 de los dos tltimos paréntesis, nos dan:

2 +p=p- n+—i- (h)

)
1
_P-l-ﬂ._-b (hi)

De donde: S

Igualando entre si también las Gltimas cantidades de di-
" chos dos paréntesis, dan:

1 b L p
?+—?+C»—ﬂp+ e ()
6 bien e’ —npy+bs — ps+1=0, (hs)
De donde:

2¢—2np

[gualando entre sf los dos valores de s, (A1) y (h.), pero sin
quitar el radical; quitando denominadores, reduciendo y pa-
sando todo al primer miembro, se tiene:

20—b2Fbn—p4-2bp—3np-t: (b—n—p)V b*—4ct-p* 2p(b—2n)=0 (hs)

* Poniendo en esta igualdad los valores que representan las
letras b, ¢, n, 6 sean:

I}“—'_—'Q?ﬁ'_—bi

0 == ?ﬂ__bt?"‘!“(’{
ﬂl

M= PN
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Y quitando el denominador d, fuera del radical; teniendo
en cuenta que debajo de éste desaparecen los términos de »,
quedando las mismas letras con el subfndice 1 en 2 yey

n
en vez de n su representada ~d—1—; ordenando para » y des-
|

pejando, se tiene:

== {

20 —bydit-dyptod, \/E‘ig—"iﬂrl-_l"ﬂ-— 2p ( by— ?;—h ) ( P )
1

Con un valor de » se realiza la igualdad (hs) entre los va -
lores de s; y por lo tanto con cualquiera de ellos se verifican
las igualdades (A) y (h,); con lo cual es evidente que las can-
tidades de los dos tltimos paréntesis de ( A,) se identificaron.

Hxpresando, pues, en dicha ecuacién el coeficiente de @,
en los dos ultimos paréntesis por B, y la tltima cantidad
por C; separando el factor comtn y multiplicando por 2,
sera:

((m ~+ p) (a::s+ rs 4124 d, s“) (W Bai+ C)==0 (4)

La cual como se ve, ests resuelta con una de segundo
hrado y otra de tercero para a, 6 sean: |

il e B R e | !
(??»—I«:{")} (.’,]’JS = ?”S"'I“I)?‘* 8= \

En las cuales se tiene:

2 1
Big‘ +b = p'f'ﬂ-"‘"g_ / (4)
O= -ttt fe=np L )

s tiene el valor (i) 6 el (h,), y » el valor (h).
Obsérvese también que p es una disponible, 4 la cual 4 su
tiempo (como se hizo con s en la solucién de tercer grado
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sin radical de grado impar), se dard el valor necesario para
poder determinar con més facilidad los de Y,, en funcitn |
de », s y 2. La disponible p podemos llevarla del mismo
modo 4 todas las ecuaciones de grado superior al cuarto.

S 1l
De lo expuesto, se tiene:
Yi — + Y- (h)

Pero como Y es igual 8 @ 4 —%— sustituyendo, tendremos:

1
Yo Ui i (£4)

Del ltimo paréntesis de (4s), resulta para o

— By B—4C

20 = 5 (£,)
Y de (4s), resulta:
B=2 {bo—pints (4s)
TN
C=—r4—+e=np+- ()

Dando, pues, valores 4 p, se determinan en (k) los valo-
res de . Con los valores de p y 7, se determinan en (h) 6
(h,) los valores de s. Y con los valores de 7 y s, se determai-
‘nan en (#4) y (&) los valores de B y C; y con éstos en (4,)
quedan determinados los valores de x.

Los valores de , s y o, nos dan por sumas ternarias los
valores de Y, en (%), y formadas estas sumas, tendremos
para 2, tantos valores como éstas sean, pero entendiéndose
que en cada suma han de.entrar siempre un valor de 7,
otro de s, y otro de . Entre estos valores no es dudoso que
se encuentre al menos uno de los que corresponden &4 Y: en
la ecuacion propuesta. Los otros tres en todo caso, 86 busca-
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ran para la de cuarto grado, en la de tercero que para & nos
queda (%), la cual serd de cuarto para la de quinto; de
quinto para la de sexto y asf sucesivamente.

oin que yo presuma por ahora haber acertado en dar 4 P
el valor més conveniente, voy sin embargo 4 indicar uno
que, por razon de la sencillez que da al procodimiento y por
estar comprobado en ecuaciones numeéricas, pudiera acaso
ser el preferido entre los muchos que se pueden dar 4 p.

En la férmula de » (k,), vamos 4 dar 4 p el valor necesa-
rio para que el radical desaparezca, pero sin reducirle a cero,
puesto que en fal caso se obtendria para p otro valor irra-
cional, que es lo que se trata de evitar.

Igualaremos, pues, la cantidad subradical 4 R2, con lo que,

multiplicando por d, y pasando R? al primer miembro, ten-
dremos: | '

dip*— (2 b,di— 4 n) p+b2d—4c, d,— d, R*= 0, (4s)

= VIR F da L AT 57
De donde y}:f’f*-ii!-..__fﬁt:' "V 4(n, i W0 -0 d,)4-d, R (%)

Ahora bien: en este radical de p, la cantidad d,2 R?, siendo
R la disponible, sers siempre un’ cuadrado perfecto; y toda
la cantidad que lo precede sers siempre un muyltiplo de 4.

Pero todo multiplo de 4 es la suma de dos ntimeros im-
pares sucesivos, y todo nimero impar es la diferencia entre
los cuadrados de dos niimeros inmediatos, que serdn el im-
Par mas uno partido por dos, y el impar menos uno partido
por dos: segtin que asf ya queda demostrado en el libro de
las raices numeéricas. Luego, segun esto, es evidente que en
G&da caso dado, el valor de R se determina con perfecta
exactitud algebraica. A su tiempo veremos que 4 R en cada
écuacién numeérica, se le pueden dar todos los valores que
88 quierg,

La mismag condicion que en el radical de p, de poder trans-
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formarse su cantidad en un cuadrado, se verifica en la canti-

dad subradical de , la que se compone también de un cua-
drado B2, sumado 6 restado, seguin sea el valor de C, con un
multiplo de 4.

Determinados asf los valores racionales de p, desaparece
ol radical de 7, y 4 la vez su igual el de s, que tendré el va-
lor == R: y con esto los valores de 7 ¥ S quedardn determi-
nados en cantidades racionales. Y como las cantidades B y C,
dependen de los valores que tomen p, 'y §, DO ©O8 dudoso
que la expresién (B>— 4 () tomara valores cuadrados, de-
terminandose asi, por lo tanto, los de « en cantidades nu -
méricas racionales.

No se ha de perder de vista que, si de (4,) deben resultar
cinco valores para a, cuatro de ellos corresponden a los cua-
tro de Y, en su ecuacion, y el otro por la quinta raiz intro-
ducida (xx-+p). Y asimismo, que 4 & en la igualdad (4,),
ademés de los valores que le resulten de su ecuacion (Z4z), se
le pueden sustituir los expresados por x = — pP; pudiendo
asimismo llegar 4 tomar p tantos pares de valores, como va-
lores simples puede tomar E.

En tres ejemplos numéricos se ha comprobado ya la efica-
cia de este modo de dar valor & p.

‘Para ir determinando en el radical de « los valores de C,
numéricos, que sumados ¢ restados con B’, también numé-
rico, producen cuadrados perfectos, hay que tener muy en
cuenta la manera de formarse los cuadrados 4 medio de los
ndmeros impares, ya de uno en uno, ya por sumas de dos
en dos, siempre consecutivos; asi como también la relacion
de los impares con las rafces de los cuadrados.

En las soluciones numéricas que se publicaran, se expli-
cars todo satisfactoriamente.

Y por fin, debe tenerse presente gue la ecuacion de tercer
grado puede también resolverse por el procedimiento que pre-
cede, después ‘de hacer en ella dos de su pentltimo término.
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NOTAS GENERALES.

LY Pagina 10, pentiltima linea. Ay I serdn siempre racionales
como fgmcmn{%s que son de los coeficientes racionales de la ecua-
cion. S1las raices de esta son tres racionales, resultara B multipli-

cado por 1/ —3; st fuesen una racional y dos irracionales cuadradas,

aparecera B multiplicado por Vf —3a, espresando « el ntimero sub-
radical de las irracionales. Dese en hy 4 las letras p, ¢, 7, 1a forma de
las tres raices indicadas, multipliqueselas entre si, ¥ se vera esto
comprobado. Si se quiere sacar ¢ del radi al, quedard en esta forma,
Vay/ —3; pero entonces resulta B irracional.

En las de tres irracionales cibicas puede venir B multiplicado,

segun los casos, por 1 —8y/0 pf::-r*‘l/ —3a; espresando ¢ un niimero
racional en cada ecuacion numéries que le produzea,

2.% Pdgina 11 § I11. La presencia del factor a bajo el radical de
$; nos 1ndica que las raices no son Zres racionales; sino que pueden
SOL una racional con dos irracionales cuadradas, b tres irracionales cri-
bicas. Por de pronto ya no se aplicars el metodo de los productos ter-
narios para determinar los raices de A+BvV 3 a, sino el del § IV

pagina 12, escribiendo 1a ecuacion de los cuadrados h 14 8L
ﬂ'?:z + 8 z22=R?

Los valores que facilmente se encontraran para ® y & , s1 los
tienen que identifiquen la ecuacion, se comprobarin en las ecuacin-
nesh, yh 19: escribiendolas asi:

r2o9—3az2x —A

1 1

23 —qux?2 z=0

1 i !

Cuando un par de valoreg de 2, Y2y hallados en la fty 4 TESUGLIVA
estas dos ecuacion es, lag raices de la pI‘DPHBEt& seran una racional v
dos wracionales cuadradas., Pero si no da un par de valores que

14

resuelvan egtas dos, las raices de la propuesta, son fres irracionales
“ibicas. De esta misma forma lo seran tambien cuando, no apare-
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ciendo @ bajo el radical de s, el método de los productos ternarios
del § VI, no descubra los tres pares de valores para @, y z,: que re-

suelvan las dos ecuaciones /i . Kistas tres raices cliibicas nos las dan

las formulas M, con solo sustituir los cocficientes numéricos, y son,
por lo demés irreemplazables. (Vease la nota 12.* del cuaderno 9.9)

3%  Art. IT pagina 33. La solucion alli espuesta, con solo radi-
cales de segundo grado, da exactamente las raices numéricas de la
ecuacion, cuando sean las tres racionales, 6 una de estas con dos
rracionales cuadradas. En las de tres ivracionales cubicas, reprodu-
con sus formulas la ecuacion, mientras conserven la forma, general
¢ indeterminada; pero desde que se dan valores determinados 4 8
nos da con cada valor de s un sistema dé tres raices aproximadas,
con la eliminacion ya hecha del radical cibico. Y es evidente que
ereciendo, 6 menguando los valores de s, asi seran, segun los casos,
los sistemas de valores que se obtengan,cada vezmas 6 menos apro-
vimados. Para saber silos valores de s han de crecer 0 menguar, se
comprueban dos sigtemas consecutivos, por lalev de relacion entre

las raices v los coeficientes.

42 Pigina 67. En las cinco primeras soluciones sistematicas,
no entra la disponible p, que solo es posible en la sexta solucion,y
on condiciones tales que se la pusde introducir en todos los orados
siguientes hasta el infinito. Ca la cual pusds elegir entre los seis, el
procedimiento que mas le agrade; y el qus opte por el gexto, en que
entra p, podra tambien disponer de ésta del modo que le parezca
mejor para la mas facil resolucion de un problema dado. Al efecto
hay que fijar siempre la atencion en las diferentes formas que pue-
den tener las raices de la ecuacion numérica de que se trate. Razio-
nales solasg; racionales con irracionales de segundo grado, 6 con irra-
cionales de tercero, 6 con ambas clases & la vez; irracionales solas de
ssgundo grado, 6 de tercero; 6 de aquellas con estas & la vez.

Las ecuaciones de coeficientes racionales, no pueden tener otras
clages ni formas de raices. '

Las formulas del procedimiento sisteméatico, en cada grado, sa-
cando de cada una los valores que contenga, y formando lag combi-
naciones, 6 sistemas de n raices, que se pueda con aquellos valores,
dan sistemas de raices para todas las formas que puedan tener las
de la ecuacion. El sistema de raices que cumpla la ley de relacion
entre ellas v los coeficientes, ese serd el que contenga fodas lasral-
ces de la ecuacion dada. ; ”



5

En la ecuacion de sexto grado, que de,&‘_s.puas de la dg tercero, es
Ja primera que puede contener solo raices irracionales cubicas, pue-
den entrar ya en la primera resolvente auxiliar, los radicales de dj-

formulas de la ecuacion.

S e T =

b.* Los valores de Y,,en su primera férmula hy; Pa21na 70, re-

ducense a muy pocos en la practica, sise tiene en cuenta la diferente
forma de las raices,y se buscan estas por su orden: las racionales, las
irracionales de segundo grado, y las 1irracionales ¢t bicas,

Cuando la ecuacion & resolver tenga una ¢ mag raicas racionales,
resultaran éstas siempre de la primera formula de Y- 1. Para obte-
ner el sistema de raices de la ecuacion, si todas 6 al gunas son irra-
clonales, hay que deducir todas las férmulag de la ecuacion, y to-
mar 4 la vez valores de cada una, *

6.% Las formulas generales de cada, orado,cumpliendo la ley de
relacion entre las raices y los coeficientes, son raices de la ecuacion,
cualquiera que sea el valor que se dé 4 lag dis ponibles. Y si despues
de dar valores determinados 4 estas, no se cumple en algunos casos
aquella ley, con relacion 4 todos log coeficientes, esto mismo sucede
con fodas las férmulas generales, aunque no entre en ellas ninguna
disponible; PEro que contengan alguna cantidad irracional de cual-
quiera forma. Las tales formulas cumplen la ley de relacion, mien-
tras conserven el modo de ser imdeterminado, pues en cuanto se de-
fermine mas 6 menos s valor, dandolog a proximardos a las irracio-
nales, yva no vuelven 4 cumplir exactamente aquella ley.
a8 wrracionales cibicas, en que por ley del procedimiento hay
ina cantidad irracional cuadrada, sometida al radical cabico, y lue-
80 este, formando ofra irracional de gu orado, vuelvée a estar some-
tido & otro radical cuad ado, 6 combinado esteriormente con otros
> 98t clase, son inmensamente mas indeterminadas, que las sim-
F cmente irracionales d seguado grado; v por lo tanto en 1:1 practica,
48 ecuaciones que va se sepa que condienen irracionales clibicos, sera
>lempre preferible resolverlas con solo irracionales de sequndo grado.
% valores aproximados que den éstasg, lo seran mas que los de
Aquellas, y sin comparacion mas faciles de obtener.
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T Pupa resolver sistemas de ecuaciones no hay mas que el proce-
dimiento sistematico; y en cuanto a resolver ecuaciones de una in-
coonita, es casi seguro quoe 5e habra de preferir el nwwo método, pu-

blicado en libro separado, y que se funda en la velacion de las ecua-
ciones con las cuatro primaras séries de los numeros.

ga Al pesolver una ecuacion nu:nérica,lo primero que ha de ha-
cerse os determinar las raices racionales que contenga; y en cuanto
5 1a ecuacion de solo raices irracionales, es en rigor mdiferente, el
resolverla por cualguier procedimiento, siempre que la convierta
en formulas generales: deducidas estas, resuelven siempre la ecua-
cion bajo su forma general 6 indeterminada; y de cada sistema ge-
neral de raices indeterminadas, pueden obtenerse sistemas de rai-
ces determinadas, v aproximadas hasta donde se quiera.

9.2  Aunque ya estédichoen otraparte, repetiremosaqui que, pa-
ra conocer en general, como sc¢ resuelven algebrdaicamente todas las ecua-
ciones basta conocer, despues de la de segundo grado, una de terce-
ro con radieal ctbico, y otra son solo el de segundo grado; una so-
lucion de cuarto con résolvente de tercero; y la solucion sistemati-
co de cuarto grado, por uno de los seis modos demostrados, con su
aplicacion & lag de quinto, saxto } séptimo, como estan en este li-
bro; con lo cual se sabs ya hasta la del grado enesimo, y log siste-
mas de ecuaciones.



