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ADVIIliTIINCIA niiL AUTOIl A LA 32" EDICION.

Ai,l publicar una nueva edicion de mis E lemeistos
DE Aritmética, be querido ponerla en relacion con los
actuales programas de ensefianza, por lo cual con-
servando el método adoptado en mis anteriores edi-
ciones, he tenido que revisar y completar algunas
teorias.

He presentado la division como dependiente de
sustracciones sucesivas, a la manera de Condorcet,
y la he tratado de modo que sin dificultad se llega al
crtso mas general. Un método de ensayo, y que ya se
habia indicado en las ediciones anteriores aunque sin
esplanarlo suficientemente, da el medio de conocer
a priori, en cada division parcial, la verdadera cifra
del cociente.

Las rnopiEUADES DE los nameros, 10S principios so-
bre la divisibilidad, y las importantes teorias (juc de
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ello emanan, vienen inmediataincnle después ele las
cuatro operaciones iniKlamentalos sobre los nimeros
enteros.

Adoptando este orden de ideas como el mas ra-
cional , he tenido cuidado' de reducir el desenvolvi-
miento de dichas propiedades y de sus consecuencias
4 su parte verdaderamente esencial, & fin de evitar,
cuanto es posible, el inconveniente de presentar des-
de el principio & los discipulos teorias demasiado abs-
tractas.

Las FRACCIONES ORDINARIAS vieiicn en seguida do
los principios en que se fundan sus principales ope-
raciones, formando asi un todo completo.

La teoria de l0S nameros complejos, presentada co-
mo apéndice al Ccélculo de las fracciones, queda re-
ducida & las operaciones mas sencillas. Solo he tra-
tado la muUipiicacion por medio de un ejemplo, y c0-
mo medio de iniciar & los principiantes en el método
Ilamado de las parles aliendlas.

La teoria de las fracciones decimales S€ ha com-
pletado por medio de esplicaciones bastante cstensas
sobre las aproMmaciones; la comparacion de los dos
sistemas de pesos y medidas conduce naturalmente a
)a suposicion do un método abreviado para la multi-
plicacion.

Las aproximaciones ocupan igualmente un lugar
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imporianlo cii el capitulo do las estraccionm’s de hai-
CES, (jue termina en unas nociones sobre el calculo de
los radicedes, cuyo indice es una potencia cualquiera
de 2. Solo la raiz cuadrada so trata con pormenores.

La teoria de las razones y rRoroRCIONES, tan im—
jiorlante en Geometria, esta dividida en dos partes,
la primera de las cuales va seguida de la resolucion
de las cuestiones que dependen de las cantidadespro-
porcionales, cuestiones que ademas se tratan por el
método de reduccién & la unidad.

El complemento de esta teoria sirve de introduc-
cibn & la de las trogresiones y de 10S 1ogaritmos.

Se han esplicado los logaritmos do modo que ha-
cen concebir aritméticamente la posibilidad do la exis-
tencia de las Tablas, y evitando el empleo de los lo-
garitmos negativos; de modo que quedan verdadera-
mente dentro del dominio de la Aritmética.

El calculo de los niimeros aproximativos consti-
tuye el principal objeto del dltimo capitulo, donde se
completan algunas de las teorias precedentes, y se
esponen meétodos abreviados para la divisién y para
la cstraccion de laraiz cuadrada.

Finalmente, he consagrado dos Notas, una & los
diferentes sistemas de numeracién, y otra al desarro-
llo de un procedimiento para calcidar la csprcsioii

sin estraccion de raiz y sin necesidad de
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formar mas cuadrado que el del menor de los dos nd-
moros ay 6.

Con arreglo & esta esposicion sumaria, puede for-
marse juicio de las principales modificaciones que ha
recibido mi obra.

Uetirado hace mucho liempo de la ensefianza, se-
guramente no habria emprendido esle trabajo, & no
haber sido por la inteligente y decidida colaboracion
de mi hijo, Enrique Bourdon, antiguo discipulo de la
Escuela Politécnica.



KIEMELITOS

DE ARITMETICA

PAUTE PRIMERA.

INTRODUCCION.

1 Se llama cantidad lodo lo que es susceptible de aumen-
to 6 de disminucion. Asi, las lineas, las superficies, el tiempo,
el peso, son cantidades; y !q mismo toda coleccion 6 conjunto
de objetos de una misma naturaleza, como son los hombres, los
arboles, las casas, etc., es una cantidad en cuanto semejante
conjunto es susceptible de aumento ¢ de disminucion.

No es posible formarse idea exacta de una cantidad, sino
refiriéndola 4 otra cantidad de la misma especie; y esta se-
gunda cantidad destinada para servir de término de compara-
cion 6 de medida & todas las cantidades de la misma especie,
loma el nombre de unidad. ASi, cuando decimos que una pa-
red tiene veinte metros, suponemos adquirida la idea de la uni-
dad de longitud llamada metro, y que habiendo colocado el me-
tro veinte veces & lo largo de la pared, hemos llegado exacta-
mente & su eslremo.

Por consiguiente, en Matematicas se llama Mm'dad una can-
tidad de cualquiera especie, quesirve de término de compa-
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radon respecto de todas las deméas cantidades de la mis-
ma espede;de donde se infiere que hay lanias especies de
unidades, como las hay de canlidades.

La unidad es arbitraria cuando la- especie de cantidad &
que se refiere puede variar de una manera continua, es de-
cir, tan poco & poco como se quiera; tales son las lineas, el
tiempo, etc.: por el contrario, la unidad se encuentra dada pol-
la naturaleza misma de la cantidad , cuando esta varia de una
manera discontinua, como sucede en toda elase de colecciones
6 conjuntos; asi, en un grupo de arboles considerado como
cantidad, la unidad es necesariamente el arbol.

Se llama namero el resultado de la comparacion de una
cantidad cualquiera con su unidad.

El ndmero se llama entero si es el conjunto de varias uni-
dades de la misma especie. Asi, son numeros enteros veinte
duros, treinta libras, ocho, doce, quince unidades de cual-
quier especie.

Un nimero se llama fraccionario cuando espresa unapar-
te de la unidad, 6 la reunion de un enteroy una parte de la
unidad.

Una fraccion 0 quebrado, hablando propiamente, es una
parle de la unidad; pero sin embargo, bajo el nombre gené-
rico de fraccion 6 quebrado suele tambien comprenderse el
ndmero fraccionario tal como se acaba de definir.

Y con masgeneralidad .se llama ndmero fraccionario una
parle de la unidad 6 la reunién de varias unidades de una
misma especie con alguna fraccion¢é parle de unidad. — En
este segundo caso se llama también ndmero misto.

2. Se llama ndmero concreto  que & la espresion de su
magnitud afiade la de su especie, como cinco metros, quince
horas, seis leguas. La primera vez que se pronuncia un nu-
mero, no es facil formar de él exacta idea sino se representa a
la vez una unidad de cierta especie con que compararlo; pero
poco & poco el espiritu, que se acostumbraalas abstracciones,
consigue representarse colecciones de varios objetos cuales-
Tjuiera semejantes, que separadamente constituyen una uni-
dad cada uno. Entonces la coleccion se llama namero abstrac-
to, porque al enunciarle hacemos abstraccion de la especie de
unidades & que se refiere.

Bajo este punto de vista deben considerarse los numeros al
exponer los procedimientos relativos a las diferentes operacio-
nes que con ellos hayan de efectuarse, si se quieren fundar
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(le modo que puedan aplicarse & todas las cuestiones y casos
posibles.
De la numeracion,

3. El primer trabajo que los hombres hicieran con los nu-
meros, debid ser darles nombres faciles de retener. Observarian
(jue hay una infinidad de ntimeros, porque dado uno cualquie-
ra se le puede afiadir siempre una unidad mas, resultando un
nuevo numero, susceptible de recibir el mismo aumento; y
verian (jue era necesario buscar el medio daexpresar todos los
nameros posibles por medio de un sistema de palabras com-
binadas entre si de un modo conveniente: tal es el objeto de
la numeracion hablada.

Ademas, como la nomenclatura de los nimeros se compo-
ne naturalmente de sonidos variables en los diferentes idiomas,
debi¢ inventarse para reemplazaria una escritura mas general
y compendiosa, por cuyo medio‘'pueda la imaginacion com-
prender con mas facilidad é independientemente de la palabra,
los razonamientos que se hacen al investigar las propiedades
de los nimeros 6 las ieyes de sus varias combinaciones. Tal es
el objeto de la numeracidn escrita, que consiste en espresar con
joocas ciFUAS 6 GiAiusjios todos losmimeros posibles.

4. Numeracién hablada. Aunque la mayor parte de los
jovenes que han de ver estos Elementos conocen la nomencla-
tura de los nimeros enteros, creemos, sin embargo, necesa-
rio esponer su analisis, sucinto, pero razonado.

Los primeros nimeros son: Uno (0 la unidad considerada
como nimero), dos (6 una unidad mas otra unidad), tres 6
dos unidades mas otra unidad), cuatro, cinco, seis, siete,
ocho i nueve.

Afadiendo una unidad mas al nimero nueve, se forma el
nimero diez, que seconsidera como una especie nupva de uni-
dad, y se llama decena, 6 unidad de segundo orden respecto de
la unidad primitiva, lacual se llama unidad simple 6 unidad de
primer 6rden. Se cuenta por'decenas como se contd por uni-
dades simples; y asi se dice: una decena, dos decenas, tres de-
cenas, cuatro, cinco, seis, siete, ocho y nueve decenas, 6 bien,
diez, veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta,
ochenta, y noventa. Entre diez y veinte hay nueve nimeros,
que son diez y uno, diezy dos, diezy tres, diez y cuairo,
diez y cinco, diez y seis, diez y siete, diez y ocho, diez y
nueve; pero en vez de las cinco primeras denominaciones ha



4 ELEMENTOS
siislijuido el uso las palabras once, doce, trece catorce *quince.

Entre veinte y treinta hay también nueve nimeros, cjue se
enuncian asi: oeinte y uno, veinte y dos, veinte y tres, veinte
y cuatro,..., veinte y nueve. Y del mismo modo pueden enun-
ciarse todos los nlimeros basta noventa y nueve.

Si & noventa y nueve afiadimos uno mas, resultan diez de-
cenas 0 el nimero ciento, que se considera como una unidad
nueva, llamada centena 6 unidad de tercer orden. Y se cuen-
ta por centenas como se contd poi' decenas y por unidades
simples. Asi, ciento, doscientos, trescientos, cuatrocientos,....,
ochocientos, novecientos, espresan colecciones de una centena,
dos, tres,...., ocho, nueve centenas. Colocando sucesivamente
entre las palabras ciento y doscientos, entre doscientos y tres-
cientos,.... , entre ochocientos y novecientos, y detras de no-
vecientos los nombres de los nimeros comprendidos desde uno
hasta noventa y nueve, se forman los nombres de lodos los nu-
meros desde ciento hasta novecientos noventa y nueve.

Ya podemos aqni hacer observar ijue en los enunciados de
lodos estos numeros, solo se emplean las palabras primitivas
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez,
veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochen-
ta, noventa y ciento. No mencionamos las oti-as palabras on-
ce, doce” trece, catorce, quince, porque en rigor podriamos pa-
sar sin ellas.

Afiadiendo una unidad mas al nimero novecientos noventa
y nueve se forma una coleccion de diez centenas 6 el numero
mil, que constituye la unidad de millar 6 unidad de cuarto
orden. Para no multiplicar mucho las palabras, se lia conveni-
do en considerar el millar como una nueva unidadprincipal,
delante de la cual se colocan los novecientos noventa y nueve
nombres de todos los nimeros anteriores. Asi, se dice un mil,
dos mil, tres mil,..., nueve mil, diez mil, once mil,..,, veinte
mil, veinte y unmil,..., cien mil, doscientos mil,..., novecien-
tos noventa y nueve mil.

Una decena de miles 6 millares forma la unidad de quinto
orden: una centena de milesé miilai'es forma la unidad de ses-
to orden.

Poniendo & continuacion de un numero cualquiera de mi-
les los nombres de lodos los numeros inferiores & mil, es
claro que pueden enunciarse todos los nimeros hasta novecien-
tos noventa y nueve mil novecientos noventa 'y nueve.

Afiadiendo una unidad mas a-este Gltimo nimero, resultan
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diez cientos de miles, 6 sea mil miles 6 mil veces mil, conjunto
(le unidades que se ha designado con el nombre millon. El
millén representa una nueva unidad principal, ante la cual se
colocan todos los nimeros anteriores, contando un millén, dos
millones,..., cien millones, mil millones,..., cien mil
millones, novecientos noventa y nueve mil novecientos
noventa y nueve millones.

Poniendo & continuacién de un nimero cualquiera de mi-
llones cada uno de los nimeros inferiores & millén, s&enun-
ciaran sucesivamente lodos los nimei‘os hasta novecientos no-
ventay nueve mil novecientos noventa y nueve millones, no-
vecientos noventa'y nueve mil novecientos noventa'y nueve.

Afiadiendo una unidad mas & este Gltimo nimero, resultan
un millén de millones, & cuyo nuevo conjunto de unidades se
ha dado el nombre de billén, que representa una nueva unidad
ﬁrincipal. Ante ella se colocan lodos los nimeros desde uno

asta novecientos noventa y nueve mil novecientos noventay
nueve 0 mismo que se hizo con la unidad millon.

Afiadiendo una unidad mas al niamero novecientos noven-
ta y nueve mil novecientos noventa y. nueve billones, se tiene
un numero compuesto de,«;i millén de billones, que toma el
nombre de trillon; y asi sucesivamente un millén de trillones
se llama cuatrillén, etc., form<andose de este modo lodos los
(irdenes imaginables de nuevas unidades, que bastaran & nom-
brar cualquier namero enlerp por grande que sea (*).

Para concluir observaremos que el millén es la unidad de
séptimo orden, la decena de millon es la unidad de octavo or-
den, la centena de millén la unidad de noveno orden..., etc.

5. Numeracion escrita.  Por sencilla que sea la numera-
cion verbal, habria mucho trabajo en combinar dos 6 mas nU-
meros algo crecidos si no se tuvieran medios de escribirlos
abreviadamente.—Facilmente se conseguir esta abreviacion si
se reilexiona un poco sobre la nomenclatura espuesla. En efec-
to, observemos que entre las palabras empleadas para espre-
sar los nimeros, unas, como uno, diez, ciento, mil, cien mil,
mdiez millones, espresan las unidades de los diferentes 6rdenes,

(*) En estos dos ultimos parrafos ha sido preciso separarnos un
poco del testo original, pues los franceses llaman billon a lo que nos-
otros millar de millén; (rillon & jo que nosotros billony asi sucosi-
vamenle. - fN. del TJ
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ftiientras las palabras lino, dos, tres,..., nueve, espresan cuan-
tas veces entra en un nimero cada una de estas unidades.
Esto supuesto, si se conviene primero en representar los
nueve primeros numeros por los caracléres ¢ cifras siguientes:

1, 2, 3, 4, ~ 5, 6, 7, 8, 9,
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, 7iuew,

toda la dificultad consistird en bailar el medio de que estas
cifras espresen los diferentes drdenes de unidades que conten-
ga el numero propuesto. Para esto se ba establecido un princi-
pio de pura convencion que resuelve por completo la dificul-
lad. Se ha admitido que toda cifra colocada & la izquierda
de otra, representara unidades del 6rden inmediatamente
supet'ior al de esta; 6 de otro modo, que, cuando hay mu-
chas cifras escritas en fila, la primera de la derecha repre-
senta unidades simples, la inmediata aia izquierda repi'e-
senla unidades de decenas, 6 sean simplemente decenas, la
tercera en el mismo 6rden representa centenas, la cuarta uni-
dades de millar, la quinta decenas de millar,..., y asi sucesi-
vamente.

Supongamos, por ejemplo, que queremos espresar en Ci-
fras el nUmero trescientos setenta y nueve, que' se compone
evidentemente de 9 unidades, mas 7 decenas, mas 3 centenas.
Podremos, pues, esprcsarle con arreglo & lo dicho, escribien-
do 379.

Del mismo modo, el nlimero veinte y ocho mil doscientos
cuarentay siete, que Consta de 7 unidades, 4 decenas, 2 cen-
tenas, 8 millares, y 2 decenas de millar, deberd escribirse
por medio de las cinco cifras 28247.

Cifra 0. Hay, sin embargo, nimeros que no pueden es-
cribirse haciendo solo uso de ias nueve cifras indicadas.

Los nimeros diez, veinte, treinta,..., ochenta, noventa,...
que no tienen unidades simples, no pueden escribirse como se
ha dicho de los demés, y ha sido necesario adoptar una cifra,
que no tenga en si valor alguno, pero que sirva para ocupar
el lugar de los ordenes de unidades que fallen en el enuncia-
do del nimero. Tal es la cifra O, que se llama cero, por cuyo
medio los nimeros diez, veinte, treinta, etc., se escriben 10,
20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90.

Por la misma razon, los numeros ciento, doscientos, tres-
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cienloSy... que no tienen ni decenas, ni unidades simples, se
escriben 100, 200, 300, 400,... 900.

En general, el cero es una cifra que no tiene por si valor
alguno, pero que sirve para llenar los huecos de las diferen-
tes especies de unidades que pueden faltar en el enunciado de
un numero.

Las otras cifras se llaman sujnificaticasy tienen desdases
de valores: uno llamado a&sofwio, que es el de la cifra conside-
rada enteramente sola; y otro llamado relativo, que es el que
adquiere por el lugar que ocupa a la izquierda de otras cifras.

Si ahora observamos que lodo nimero que se enuncia se
compone de unidades simples, de decenas, de centenas, etc.:
que la coleccién de unidades de cada orden llega & lo mas &
nueve: que para el caso de faltar al namero algunos 6rdenes
de unidades hay una cifra que ocupa el lugar vacio, nos con-
venceremos de que no hay ntimero entero que no pueda espre-
siirse por una combinacion de las diez cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8, 9,0,

Sirva de nuevo ejemplo el nimero doscientos ocho mil diez
y nueve, el cual contiene 9 unidades simples, 1 decena, 8
unidades de millar, y 2 centenas de millar; pero carece de
centenas simples y de decenas de millar. Bastara, pues, es-
cribir las cifras 9,1,0, 8, O, 2, unas en pos de otras de de-
recha & izquierda, y el numero estard representado por
208019.

Sea ahora el nimero treintay seis mil cien millones vein-
te mil cuatrocientos siete: su enunciado consta de 7 unidades
simples, O decenas, 4 centenas; 0 unidades de millar, 2 dece-
nas de millar, O centenas de millar; 0 unidades de millén, O
decenas de millén, 1 centena de millén; G unidades de millar
de millén, y 3 decenas de millar de millon: luego su espresion
en cifras debera ser 36100020407,

El sistema de numeracion que acabamos de esponer ha
recibido el nombre de sistema decimal, porque en él se nece-
sitan diez unidades de cierto 6rden para formar una del in-
mediato superior, y por consiguiente se emplean dies cifras 4
guarismos para espresar todos los nimeros. EI nimero diez
se llama base del sistema.

6. Hagamos ahora una observacion importante. Resulta de
la nomenclatura gne todo nimero escrito en cifras se divide en
centenas, decenas y unidades simples; en centonas, decenas y
unidades de millar; en centenas, decenasy unidades de mi-
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Jlon, etc., es decir, en secciones de unidades simples, de milla-

res, de millones, de millares de millones, etc., cada una de jas

cuales ha de constar de tres cifras, escepto la Ultima & la de-

recha 6sea la de las unidades mas altas que puede tener dos
cifras 6 solo una. En estando, pues, familiarizados con el mo-’
do de escribir los nimeros de tres cifras, basta escribir suce-

sivamente unas en pos de otras, do derecha & izquierda, las

secciones de las varias especies de unidades, hasta llegar & las

unidades mas altas que haya.

También puede comenzarse porta izquierda™ es decir, es-
cribir loprimero la seccién de unidades superiores, y a la de-
recha las demas secciones por el orden gradual de la magni-
tud  sus unidades. Asi es como debe hacerse al escribir en
guarismos un ndmero dictado en palabras; pero debe cuidarse
rancho de no olvidar los ceros destinados & llenar los huecos de
las unidades que faltan, en locual minea debe haber dificultad,
porque se sabe ya que cada seccion, escepto la primera de la
Izquierda®debe precisamente tener tres cifras.

Sirva de ejemplo escribir el nimei'o cuatrocientos seis mil
veinte y ocho millones doscientos cincuenta mil cuarenta y
ocho.

Escribanse unas & la derecha de otras las secciones de mi-
Ilares de millén, de millones, de millares y de unidades sim-
ples, y se tendrd 406,028,250,048.

7. En la observacion precedente se funda el medio de tra-
ducir en palabras un namero escrito en cifras:

Dividase el nimero en secciones de & tres cifras empezan-
do por la derecha, y léase sucesivamente cada seccion empe-
zandopor la de laizquierda y cuidando de dar & cada una la
denominacion que le corresponda. n

Sea, por ejemplo, el nimero 70345601,

Este nimero se distribuye asi: 70.345,601, y se compone
de setenta millones, trescientos cuarentay cinco mil, seiscien-
tos uno.

Del mismo modo se verd que 5302400056702, 6 bien
5.302,400.056,702, espresa el numero cinco billones, tres-
cientos dos mil, cuatrocientos millones, cincuentay seis mil,
setecientos dos.

nociones sobre, los quebrados.

8. En la esposicion que acabamos de hacer de la numera-
cion solo hemos considerado los nameros enteros: faltanos es-
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plicar el iiioJo de enunciar y escribir en cifras las fracciones.
Pero antes, es necesario dar una idea clara y exacta de
osla clase de numeros, tales como se consideran en Aritmética.
Supongamos que se trata fie determinar Id longitud ¢ lo lar-
go de una pieza de tela. Tomando por unidad el metro y co-
locandote desde el eslremo una, dos, tresveces, 0 tantas en
fin cuantas se pueda, sucedera una de dos cosas: 6 después de

que ei meiro. r\uei pr
contiene un nimero entero, 15, de metros. En el segundo,
para tener la longitud total, sera necesario afiadir & los 15 me-
tros la fraccion ¢ parte de metro que resto.

Para valuar esta parte y compararla con la unidad podre-
mos concebir el metro dividido en dos parles iguales 6 dos mi-
tades, y si el pedazo sobrante es igual & una de ellas, se dice
que la pieza de lela tiene 15 metros y medio de larga.

Si el residuo es menor 6 mayor que la mitad del metro, se
concebira dicha mitad dividida en otras dos partes iguales, que
se llaman cuartos 6 cuartas partes; y Si este cuarto puede co-
locarse una 6 tres veces exactamente 4 lo largo del pedazo de
lela sobrante, diremos que tiene de largo un cuarto 0 tres
cuartos de metro.

En vez de dividir la unidad en dos 6 en cuatro parles,
puede también concebirse dividida en tres parles iguales que
se llaman tercios, en cinco partes iguales que se llaman quin-
tos, en seis parles iguales que se llaman sestos, etc. — Admi-
tamos para lijar las ideas que el metro se ha dividido en doce
partes iguales llamadas dozavos, y que este dozavo cabe siete
veces justas en el pedazo de tela sobrante; entonces se dird
que el resto es igual & siete veces la dozava parte del metro
6 & siete dozavos de metro; y la pieza de tela lendria de lar-
ga 15 metros y siete dozavos de metro.

La cantidad siete doceavos de metro se llama una fraccién
6 un quebrado de metro.

En general para formarse idea exacta de una fraccion 6
quebrado de una unidad decualquier especie, es necesario con-
cebirla unidad dividida en un nimero cualquieracnicro depar-

* les iguaicsy suponer que se loman una, dos, tres, cuatro,..
de estas parles; y entonces se llama fracciénéqwhraob\di reu-
nion de dichas parles iguales. Por eso el enunciado de una
fraccion comprende necesariamente dos numeros enteros: uno
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gue designa en cuantas partes se ha dividido la unidad, y se
llama denominador, Y 0tro que indica cuantas de dichas par-
tes contiene el quebrado, y se llama numerador. Asi, cinco oc-
tavos de metro, trece veinte-nvos d&libra, son quebrados: en
el primero se indica que el metro esta dividido en ocho parles
iffuales llamadas octavos, y que de las ocho se toman cinco;
cinco es, pues, el numerador y ocho el denominador: en el
segundo se supone la libra dividida en wveinte parles jguales
llamadas veinte-avos, y que de las veinle se toman trece:
veinte es, pues, el denominador, y trece el numerador.

De aqui también se infiere que un quebrado es una can-
tidad que se refiere & una parte de la unidad principal, como
& una nueva unidad especial que puede considerarse como
secundaria. Asi el quebrado trece veinte-avos de metro es un
ndmero compuesto de trece veces un veinte-avo de metro;
luego el vcinle-avo es una unidad particular que esta conte-
nida im ¢ veces en la fraccion propuesta.

Esto supuesto, se dice que dos quebrados son de la misma
especie cuando llenen un mismo denominador. Asi, cinco do-
zavos, siete dozavos, once dozavos, son fracciones de la mis-
ma especie; pero tres cuartos y dos tercios son fracciones de
especie diferente, porque tienen diferente denominador.

Para espresar en cifras un quebrado se haconvenido en es-
cribir e! numerador sobre el denominador, separandolos con

, L3
una raya. Asi, el quebrado tres cuartos se escribe siete
o7
doce-avos se escribe veinte y tres treintay cinco-avos se
CSQibe 3-..

. 7 13 47
Reciprocamente g, , representan los quebrados

siete octavos, trece quince-avos, cuarentay siete setentay dos-
avos. Para enunciar una fraccién se enuncia primero el nu-
merador y después el denominador, afiadiéndole la termina-
cidn avos, si pasa de diez; hasta diez, en vez del nimero car-
dinal se nombra el ordinal correspondiente.

Nociones sobre las cuatro operaciones fundamentales.

9. Las primeras necesidades del hombre en sociedad le
conducen diariamente & resolver problemas 6 cuestiones
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que le obligan & combinar dos 6 mas nimeros, ya de ia mis-
ma, ya de distinta naturaleza. Estas combinaciones constitu-
yen las operaciones de Aritmética 6 el calculo numérico. A fin
do manifestar su origen y enlace, vamos & proponer algunas
cuestiones relativas al comercio.

CUESTION PRIMERA. Un comerciante en telas ha ven-

dido &mo 5 metros —E( de cierto Zienzo; a otro 7 metros y '16\

de lo mismo, y & otro 12 metros de lo mismo: quiere saber

cuantos metros ha vendido.

Para esto 0s necesario que redna en un solo nimero los
tres nimeros de metros vendidos; es decir, que haga la adi-
cion 0 SUMA do aquellos tres ndmeros compuestos de enteros y
quebrados.

CUESTION SEGUNDA. EI comerciante corté los suso-
dichos tres nimeros de metros deunapieza que tenia 30 me-

2
trosy vy quiere saber cuanto lienzo le queda.

, . . , 2
Buscara la diferencia entre el nimero 30 -“queespresa la

longitud primitiva déla pieza y el nimero total de metros vendi-
dos; es decir, debera sustraer e/ segundo ntimero del primero.
CUESTION TERCERA. Se han comprado 48 metros de
lienzo & 25 reales el metro; ;cuanto debepagarse por todos?
Es claro que para obtener el precio total buscado se deben
tomar 48 veces 25 reales, 0 hacer un total de 48 numeros
iguales a4 25 reales. Esta operacion se llama multipucacion,

y es una especie de suma que consiste en reunir muchos nu-
meros iguales.

Volvamos & la misma cuestion, pero mudemos los ndme-
ros, es decir, los datos.

17 7
A razon de — de real el metro, ;cuanto cuestan~ de me-

tro de un lienzo cualquiera?

. . 17 7
Bien se comprende que si un metro cuesta — de real,
de metro, que son una parte del metro, habran de costar una

17 7
parle do A espresada por es decir, que para obtener la
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7

7
respuesta & lacuestion deberian lomarse los — de— , y esta

operacion se llama hi;W/7icacion de yMC;rado5. Se llama asi
porque la cuestion que & ella conduce tiene la misma forma
que otra cualquiera que condujesed una mulliplicacion de nd-
meros enteros, diferenciandose solo en la forma de los datos.

Al pronto el nombre o multiplicacion, que ofrece gene-
ralmente idea de aumento, no parece propio para indicar una
Operacion que consiste en tomar de un ndmero la parle espre-
sada por una fraccion. Pero se ha encontrado el medio de en-
lazar la multiplicacion de nimeros enteros & la de ndmeros
fraccionarios, diciendo que multiplicar un ndmero cualquiera
por otro es formar un tercer ndmero, gue sea respecto del pri-
mero lo que el segundo es respecto de la unidad. Si ambos nu-
meros son enteros, es claro que segun esla.defmicion basta to-
mar el primero tantas veces como unidades tiene el segundo;
y sison quebrados, es necesario tomar del primero la parte
que indique el segundo.

CUESTION CUAITA. Por 84 reales se han comprado
VI caras de lienzo; ;4 como sale la vara?

Se comprende sin trabajo que si conociéramos el precio,
tomandole 12 veces 6 multiplicandole por 12, deberiamos te-
ner un resultado igual & 84. — Luego la cuestion conduce a
buscar un nimero que multiplicado por el segundo, 12, re-
produzca elprimero, 84; y esta operacion ha recibido el nom-
bre de DIVISION.

Para esplicar este nombre, que da idea de la distribucién
de un nimero en varias partes iguales, supongamos que se tie-
ne que repartir con igualdad una suma de 84 reales entre 12
jt’cfsonas.*Es claro' que si se conociera la parte de cada perso-
na, multiplicAndola por 12, deberla resultar 84.— Luego di-
vidir un nimero 84 en tantas partes iguales como tinidades
tiene otro, 12, y buscar un nimero que multiplicado por el
segundo, 12, reproduzca el primero, 84, son dos operaciones
idénticas.

Volvamos & esta misma cuestion, pero con datos fracciéna-

. lo 5
rios. Con — dereal se han co™nprado 5 de metro; se quiere

saber el valor del metro.
También aqui se reduce la cuestion & buscar un nimero
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tai que miilliplicadt por - reproduzca luego también en

este caso bay una division que hacer, enei sentido que se ada-
ba de dar & esta palabra, y no en el sentido de una distribu-
cién en partes iguales.

Habiendo visto por lo que precede, que las combinaciones
de los nimeros entre si constituyen operaciones de la ciencia
llamada Aritmética, se puede comprender cuan importante es
ensefiar los procedimientos para ejecutar aquellas operaciones:
tal es ci objeto especial de esta ciencia.

De modo que ia AaiTMEXICA tienepor objeto ensefiar reglas
fijas y ciertas para ejecutar con los nimeros todas las opera-
ciones posibles. Comprende ademas también una multitud de
propiedades de los nimeros que se han jdo encontrando en
el transcurso de las investigaciones hechas para inventar y es-
tablecer aquellas reglas y para facilitar su aplicacion. Vamos
a esponerias sucesivamente recordando (n*2) que para es-
poner las reglas con total independencia de las diversas espe-
cies de cuestiones, conviene considerar los nimeros como abs-
tractos. Sin embargo, propondremos & veces cuestiones sobre
numeros concretos en las aplicaciones que hagamos para fami-
liarizar & los principiantes con los procedimientos.

Para pasar de lo simple & lo compuesto empezarémos espo-
niendo las reglas para las operaciones con los nimeros enteros.
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CAPITULO PIIIMEUO.

Operaeioiicli<i <0ti los nimeros enteros.

SOMA O ADICION.

10. Sumar muchos ndmeros entre si, es reunir todos los
ndmeros dados en uno solo; 6 en otros términos, formar un
ndmero que tenga por si solo tantas unidades coino todos los
otros juntos.

-E | resultado de esta operacion se llama suma.

La adicion de los nimeros de una sola cifra no ofrece di-
ficultad: los jovenes, y aun los nifios mas tiernos, aprenden &
sumar contando por los dedos, y concluyen sabiendo al fin de
memoria los resultados.

Asi, pues, sea sumarlos nimeros 5, 7, 4, 8y 6.

Sedice:5y7son12('),y4son 16,y 8son 24,y 6
son 30; luego 30 es la suma pedida.

Del mismo modo se hallaria que 42 es la suma de los nuU-
meros 7, 9, 6, 5, 8, 7.

Sea ahora buscar la suma de los nlmeros 7453 y 1534,

Después de haberlos escrito como seve al margen,

y de haber tirado una raya por debajo, se dice, empe-
zando por las unidades simples: 3y 4 son7, que se
escribe debajo de las unidades.

Pasando & las decenas, 5y 3 hacen 8, que se escribe en
el orden de ctecenas.

Después, 4y 5son 9, que se escribe debajo de las centenas.f

(*) El uso de los dedos para llegar & este 12, supone las adicio-
nes sucesivas de la unidad- Asi se dice: 5y i son6,y 4dson 7,y i
son 8...; y asi sucesivamente hasta afadir al 5 todas las unida-
des del 7. o . .

En general es dificil fijar qué operaciones del espiritu dan los re-
sultados de estas adiciones elementales; y puede decirse que hasta
cierto punto cada uno tiene un modo diferopie de hacerlas.
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IMi 1JH, 7'y 1haccn8,qae seescribe debajo de los millares.

Jiil miniero 8987 hallado por este medio, es la stimanelos,
dos nlmeros propuestos, pues contiene todas las unidades, de-
cenas, centenas y millares que hemos ido reuniendo sucesi-
vamente.

Propongamonos ahora sumar los cuatro ndmeros 5047,
859, 3507, 846.

Se escriben como se ve al margen, y se dice, 5047
empezando por las unidades: 7y 9 son 16, y 7 son 850
'23, y 6son 29: se escriben las 9 unidades simples 3507
bajo la primera columna, y se reservan las dos dece- 846
nas para juntarlas con las ciiVas de la columna si- 10250
guiente que espresan también decenas.

Pasando & esta columna, se dice: 2 que se han reservado
y-ison6, y5sonll, yOson 11, y4son 15; se escribe 5
uebajo de las decenas, y la centena se reserva para llevarla &
la columna de las centenas.

A Procediendo con esta como con las precedentes, so halla-

02 centenas que seescriben bajo lascentenas,

y 2 millares que se llevan & la columna inmediata de millares.

finalmente 2 que llevo y 5 son '7'Y 3son 10; se escribe

el ( bajo los millares, y la cifra 1 bajo las decenas de millar:
por consiguiente, 10259 es la suma pedida.

Regla general. Para sumar varios nimeros entre si,
se escriben unos bajo de otros, de modo que las unidades de
un mismo orden se correspondan en columna vertical tiran-
do luego una linea por debajo. Después se suman sucesiva-
mente las cifras que componen cada columna, empezando
por la de unidades simples, y continuando ké&cia la izquier-
da: bajo la linea se escribe la suma de las unidades de
cada orden, si consta de solo una cifra; pero si pasa de 9
[en cuyo caso esta espresada por mas de una cifra) se escri-
be solamente la cifra de las Unidades y se quardan las de-
mas, que representan decenas, para sumarlas con la colum-
na siguiente inmediata.

Hecho esto con todas las columnas, se tendra debajo de la
raya la suma pedida pues segun la regla, procede el resultado
(je la reumon de todas las unidades, todas las decenas, todas
tas centenas, etc., de los nimeros propuestos.

11. Advertencia. Si la suma de las cifras que componen
Aiinnrf « ° _ suméra 9, seria indiferente empezar la

Yeiacion por las unidades simples 6 por las de la especie su-



16 ELEMENTOS
perior. Pero como sucede comunmente que la mayor parle de
las sumas pasan de 9, si empezaramos por la izquierda nos ve-
riamos precisados & volver alrds para rectificar la cifra prece-
dente, aflaniéndole tantas unidades como decenas procedieran
(fe, Ia columna siguiente. Por eso es preferible empezar siem-
pre por la dereclia.

-DE LA SIISTUACICION

12, La sustraccion 6 resta tiene po™ objeto buscar la di-
ferencia entre dos ninieros. El resultado se llama resta™ dife-
rencia 0 esceso.

También puede decirse que resta es una operacion que
tiene por objeto, dada la suma de dos nlmeros y uno deestos,
hallar' el otro; y bajo este punto de vista la sustraccion es la
operacion inversa de la adicion.

La resta es facil y puede hacerse de memoria, mientras
los nimeros propuestos tienen una sola cifra. Asi, la diferen-
ciaentre 9 y 6 es 3; 6 bien, si de 9 se quitan 6, quedan 3.
Del mismo liiodo 7 menos 5 son 2.

También es facil restar un nimero de una cifra de otro
cualquiera, cuando la resta ha de tener solo una cifra. Asi, de
7 & 13 van 6; pues 7 y 6 hacen 13. Del mismo modo de 9 a
17 van 8; pues 8 y 9 hacen 17. N

Estas operaciones sirven de base a la sustraccién de los
ndmeros de mas de una cifra.

Sirca deprimer ejemplo restar 5467 de 8789.

Cologuese el sustraendo debajo del minuendo, ti- 8789
rese una raya por debajo, y empiécese por las unida- 5467
des simples, diciendo, de 7 4 9 van 2, y se escribe 3322
bajo la columna correspondiente; pasando luego & las
decenas, se dice: de 6 a 8 van 2, que se escribe en el lugar
de las decenas; lo mismo se hara con las centenas y milla-
res; de 447 van 3,y de5 & 8 van 3; resultando por res-
ta 3322. ,

En efecto, de la naturaleza de las operaciones hechas re-
sulta que el minuendo tiene 2 unidades simples, 2 decenas, 3
centenas y 3 millares mas que el sustraendo, luego escede al
sustraendo en 3322.

Sirvanos de segundo ejemplo hallar la diferencia entre los
nimeros 83456 y 28784,

Habiendo dispuesto los dos nimeros como en el ejemplo
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precedeiile, so dira lo primero, de 4 @ 6 van 2, qno  g3.456
se escriben bajo la columna de las unidades. 48754

Pero al pasard la coliimnadelas decenas, trope-
zamos con una dificultad: la cifra 8 del suslraendo es 4672
mayor (lue la del minuendo, y por consiguiente, no puede
restarse. lara obviar esta dificultad, se toma con el pensa-
miento una centena de la cifra siguiente, que vale 10 dece-
nas, y juntandolas con las 5, hacen 15; y de.spues se dice: de
0 a 15 van 7, que se escriben debajo de las decenas.

| asando a la columna de las centenas, observamos que la
ciira 4 del minuendo debe disminuirse en una unidad, nue se
le tomo en la resta precedente, y diremos de 7 & 3 no se pue-
de restar, pero tomando como antes, un millar que vam 10
centenas y juntandolas con las otras 3, tendremos 13, y dirc-

cemenaV que escribiremos en la columna de las

Pasando & los millares, vemos que de 2, que quedan no
pueden quitarse 8; pero diremos de 8 & 12 van 4, y pondre-
mos esta Cifra en el orden de los millares.

,r-1 A " N decenas de millar ba perdijdo una
gnld l3/5@ ha convertjdo en 7: diremos, pues, de 2 a 7 van
, Y habremos concluido A van

De modo que la restapedida serh 54672.

comprendei- bien cémo se llega por este medio a! fin
{nfnn.A’ f observar que,_atendidos los artificios emplea-
dos pata efectuar las sustracciones parciales, pueden dispo-
nerse los dos nimeros de la-manera siguiente: n

Decena de millar. 3lillaret. :
Minuendo... 7 12 Centfgas, De{%nas. Unl%ades
Sustraendo. 2 8

7 8 4
Resta. . . ."5 4 6

minuendo contiene dos unidades, 7 de-
erfuQfi-tMfrp. Ay ~decenas de_millar mas gue
SL(I%'[I aul Fo y por con3|gU|en¥e le esced% en 5%% uni a(ﬂes
énva de tercer ejemplo restar 158429 de 300405,
vnr min K uuidades del sistraendo, es ma-

flmn?  ~ su correspondiente en el minuendo, debe
tomai.e una decena a la cifra superior inmediata- 300405

tenemos que recurrir 414 158429
ntenas y tomar 1 que vale diez decenas, y 14107
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coino solo necesitamos 1, dejamos 9 encima do! Oy jiinlamos
la otra con el 5; tendremos 15 y diremos-, de 9 & 15 van 6,
cuya cifra escribiremos en el lugar de las unidades simples.

Pasando & las decenas, diremos de 2 4 9 van 7.

Al llegar & las centenas, como la cifra del minuendo solo
vale 3, por la que le liemos quitado, y como de 3 no se pue-
den quitar 4, recurriremos a la primera cifra de la izquierda;
pero esta es O y la siguiente también; iremos, pues, & la de
mas alla, que es el 3,y tomaremos una unidad. Esta vale 10
decenas de millar y 100 millares; solo necesitamos uno, de-
jaremos 99 sobre los dos ceros, y juntando 1 millar con 3 cen-
tenas, tendremos 13 y diremos, de 4 & 13 van 9, escribiendo
esta cifra en la columna de las centenas.

Tenemos en las dos restas parciales siguientes un 9 en vez
de cada Oy diremos,de 849 val;y de 549 van 4.

Por Gltimo, llegando 4 la columna final de la izquierda,
diremos, de 1 & 2 (porque liemos g-uitado al 3 una unidad) va
1: y por consiguiente, el resto pedido serd 141976.

En efecto, pensando en la descomposicion que ha sufrido
el minuendo, se verd que puede escribirse asi la operacion:

Ceni, de millar. Dee. de millar, filillares. Centenal. Decenal. Unidades-

Minuendo.. .2 9 9 13 9 lo
Suslraendo. .1 5 8 4 9
4 9 B

Luego el minuendo tiene6 unidades, 7 decenas, 9 cente-
nas, 1 millar, 4 decenas de millar y 1 centena do millar mas
que el sustraendo, y por lo tanto le csccde en 141976.

Regla genefial. Para restar de un ndmero entero otro
ndmero entero menor, escribase el sustraendo debajo del mi-
nuendo, de modo que se correspondan en columna las unida-
des de cada orden, tirando después unaraya. En seguida se
restan sucesivamente todas las cifras del sustraendo de sus
correspondientes del minuendo, empezando por las de espe-
cie inferior y escribiendo las restas parciales unas en pos de
otras de derecha U izquiii‘da: el numero que resulta debajo
de laraya es la resta total 6 el resultado pedido.

Cuando una cifra del sustraendo es mayor que su corres-
pondiente del minuendo, se aumentan & esta \O unidades de su
especie, y en la restaparcial siguiente se quita una unidad al
minuendo de la especie inmediata superior.
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Si la cifra 6 cifras inmediatas a la izquierda dela dd mi-
nuendo que es menor que su correspondiente del sustraendo,
fueran ceros, se aumentan sin embargo de memoria las 10
unidades a la cifra que las necesita; pero en las restas par-
ciales siguientes los ceros se consideran como nueoes y se dis-
minuye una unidad a la primer cifra significativa que haiia a
la izquierda de los Ceros.

Siguiendo esta regla se hallard que sj de* . 603000401
305724787
297275614

: ) i suslraendo. fuera
mcnoi que su correspondiente del mmuenq%, seria méll?e-

rente empezar la operacion por la derecha O por la izquier-

{.L 'I'% V.T" . de éa? cifras de| sus-
iaendo 'séa mayor que su correspondiente” del minuendo v
entonces no se puede hacer la sustraccion parcial, sin rec”r-
r nni 9»™ Qs preferible edmen-
elL N para poder acudir comodamente cuando
sea necc™nio alos ordenes de unidades superiores. ©
14, Otro procedimiento para efectuar la sustraccion,
t-mpccemos por observar que puede afiadirse & los dos
términos deja sustraccion un mismo niimero de unidades sin
alterar la diferencia entre dichos términos.
[ orque si;?or w» W 0, afadiendo por ejemplo 10 unida-
m-« L unidades,.dplaro es que
poi o/ro W o disminuye la resta en otras 10 unidades que’se
le han afiadido al suslraendo.
_Asi, siendo 5 la diferencia entre 12 v. 7, es también 5h
diferencia entre 12 mas 6, y 7 mas 6, 6 sea ;fire iT ris

inmir siendo 7 la diferencia entro 24 y 17
ci™Nenir03 y ~Y el de-
profeiiraiei™"""’ <&
Volvamos al segundo ejemplo arriba puesto :
83456
28784
54672

Después de restai- 4 de 6 y de obtener 2 que se escribe
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bajo las unidades, pasamos & la columna de las decenas, y
decimos: de 8 4 5, no puede ser; pero de 8 4 15, van 7.

Pasando & la columna de las centenas (en vez de disminuir,
como en el procedimiento primero, tina unidad & la cifra 4),
se la deja tal cual esta, se aumenta & la cifra 7 del sustraen-
do una unidad, y se dice : do 8 4 14, van 6.

(EsaMmaaa, que se afiade & la cifra 7, es precisamente la
centena afiadida 4 las o decenas del minuendo para hacer po-
sible la segunda sustraccion parcial, por cuya causa hay com-
pensaciéng _

Pasando & lacolumna de los millares, en vez de decir: de
8 412 se dice:de 9413, van 4.

(La unidad que se afiade & la cifra 8, es precisamente la
miaad de millar aumentada 4 la cifra 4 para hacer posible la
tercera sustraccion parcial ; de modo que hay compensacion.)

Pasando en fin & la Gltima columna, se dice: de 3438,

an 5.

(La unidad que se afiade & la cifra 2 es precisamente la
decena de millar, aumentada & la cifra 3 para hacer posible
la cuarta sustraccién parcial.)

Se obtiene, pues, por resultado 54672.

Pasemos ahora al tercer ejemplo :

300405
158529

141876

Procediendo como en el anterior, diremos: de 9 & 15, van
6;de3al0,van7;de6aldvan8; de9al0val; deb6
a@10van 4; enfin, de2 4 3val;y la diferencia pedida
es 141876.

Esta segunda manera de operar puede figurarse por el
cuadro siguiente:

SEGUNDO EJESIPLO.

Decsn. de millar- XliUares. Centenas. Decenas. Unidades.
8 13 14 15 6
3 9 8 8 4

5 4 6 2



DE AUITMETICA. 21

TERCER EJEMPLO.

Ceni, de millar. Dec.de millar. IUillares. Centenas. Decenas. Uni‘dades.
3 10 10 14 10 15
2 6 q A 3 9

_____ 6

Facilmente se ve por esta disposicion, que en el segundo
ejemplo el minuendo 83456 se aumenta en 11100 unidades,
y el suslraendn 28784 en las mismas 110 O ; por consiguien-
te hay compensacion. Se ve también que en el tercer ejemplo
el minuendo 300405 se aumenta en 11110 unidades, y el
sustraendo 158529 se aumenta en la misma cantidad 11110;
luego hay también compensacidn.

Fl segundo procedimiento, generalmente mas sencillo y
cémodo en la practica que el primero, es particularmente ven-
tajoso, cuando en el minuendo hay uno ¢ varios ceros entre
dos cifras significativas; porque operando de este modo, nada
hay que cambiar en las cifras del minuendo.

Advertencia. Debe cuidarse mucho de no afadir la uni-
dad & la cifra del sustraendo mas que cuando la sustraccion
parcial precedente no ha podido verificarse sin aumento del
minuendo.

Después se verd que donde es indispensable este procedi-
miento, es en la operacion de dividir.

Do todos modos encargamos & los principiantes que se fa-
miliaricen con uno y otro modo de sustraer.

Pruebas de la adicion y siistraccion.

15. Se llama }rueba de una operacion aritmética otra
operacién, cuyo objeto es asegurarnos de la exactitud déla
primera.

La prueba de la adicién se hace repitiendo la suma empe-
zando por la izquierda. Hecha la suma de las cifras de lapri~.
mer columna de la izquierda, se resta de la parte que le cor-
responde en la suma total, se escribe debajo el resto que se
reduce de memoria a unidades del érden inferior siguientepa-
ra juntarlos con las que haya del mismo 6rden en la sttma
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total. Lo mismo se hace la sumaparcial de la segunda colum-
na de la izquierda, y se resta de taparte que le corresponde
en la suma total; continuando de este modo hasta la ultima
columna, cuya suma restada de taparte correspondiente no
debe dar resto alguno.
Asi, habiendo visto que los cuatro nimeros

5047
859
3507
846

dan la suma. . 10259
2-t20

para comprobar el resultado 10259, sumarémos ios mismos
nimeros empezando por la izquierda, y diremos 5y 3 hacen
8 millares, que quitados de 10 millares, dan2 millares: estos
dos millares unidos & la cifra 2 de las centenas, dan 22 cente-
nas: sumo la columna de las centenas diciendo 8 y 5 son 13y
8 son 21, que restado de 22, da 1 centena de resta; unida es-
ta centena con las 5 decenas de la suma, tengo 15 decenas: 4
decenas 'y 5son 9y 4son 13; resto 13 de 15y me quedan
2, que junio con el 9 forma 29; y concluyo diciendo 7 y 9 son
10,y 7 son 23, y 6 son 29; restando 29 de 29 queda O: lue-
go la operacidn estd bien hecha.

La prueba de la sustraccion se hace sumando con el sus-
traendo la diferencia obtenida, y es evidente que debe i‘esul-
lar el minuendo, pues la diferencia no es mas que el esceso de
este sobre aquel.

Asi, en el ejemplo adjunto. . . . 83456
28784

después de haber hallado que la resta es. 54672
la sumarémos con 28784, y obtendremos. 83456

;iue es el mismo minuendo.
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0. Nuevos ejemplos de sumas y reslas con sus pruebas.

Sumas.
83054
s
748759
6588
90874
69764
130909
407300
8746 087847
1319212 1207046
4276690
sa-issiO-
Restas.
4073050062 20004001003
2803767086 8405128605
1269282976 11598872398
4073050062 20004001003

Proulema. 7enia en caja un banquero 65750 reales; pero
hahecho varios pagos. Elprimerode 13259 reales, el segun-
do de 18704 reales, el tercero de 22050 reales, y el cuarto
de 9850 reales:- quiere saber cuanto le queda en caja después
de los cuatro pagos.

Solucién.  Deberd el banquero sumarlas cantidades de los
cuatro pagos hechos y restar la suma de la cantidad que tenia

en caja: el resultado de esta sustraccion le dird el dinero que
debe quedarle.

Disposicion de la operacion.

13259 65750 cantidad que habia en caja.
18704 63863 suma de los pagos.

22050 1887 cantidad sobrante en caja.
9850

63863

Quedan, pues, al banquero 1887 reales
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Se observara que al hacer las operaciones hemosconsiiie-
radocomo abstractos-clos nlimeros dados, & pesar deser cwi-
cretos segiin el enunciado; pero obtenido el resultado 1887,
le hemos considerado como de la especie correspondiente se-
gun el problema. Asi debe hacerse siempre en las aplicacio-
nes; pues siendo los procedimientos de las operaciones com-
pletamente independientes de la naturaleza de los nimeros,
se consideran siempre estos como abstractos, debiendo dar
después al resultado final el nombre de la unidad que indica
el enunciado de la cuestion.

DE LA MULTIPLICACION,

17.  Multiplicar un nmero por otro es (n." 9) formar un
tercer numero que sea respecto del primero lo que el segundo-
es respecto de la unidad; por consiguiente cuando ambos nu-
meros propuestos son enteros, su multiplicacion equivale &
tomar el primero tantas veces como unidades tiene el se-
gundo™

Se llama multiplicando el nimero que so multiplica, mul-
tiplicador aquel por quien se multiplica, 6 sea el que dice
cuéntas veces se debe lomar el otro, y producto el resultado-
de la multiplicacion : el mulliplicando y multiplicador juntos
se llaman factores delproducto.

Llevando las covsas al estremo de hi precision, la mudipti-
cacion es una suma; porque para obtener el producto bastaria
escribir en columna tantos ndmeros iguales al multiplicando
como unidades tiene el multiplicador, sumandolos en seguida.
Pero como esta operacion seria larguisima, cuando el multi-
plicador fuera algo crecido, so lia procurado simplificarla fior
medio de otra operacion que ha lomado el nombré de muilti-
plicacion.

18. Micntrascada factor solo consta de una cifra, se ob-
tiene facilmente el producto por medio do sucesivas adiciones
delmultiplicando: asi, para multiplicar 7 por 5 diremos; 7
y7son 14,y 7 son 2t,y 7son 28, y7 son 35:y como 35
es el resultado de la suma de 5 nimeros iguales & 7, espresa
el producto de 5 veces 7 que se pedia.

Los estudiantes deben al principio ejercitarse en esa for-
ma de la multiplicacion para grabar en ia memoria sus resul-
tados, y poder después obtener facilmente los productos de
los numeros de mas de una cifra. Sin embargo, mientras no
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se adquicry el hdbito, bueno serd tener & la vista la tabla ad-
junta llamada de mulliplicacion ¢ de Pitaf/oras, i)or el nom-
bre de su inventor, ¢ al menos del que mas estendié su uso.

Tabla de la multiplicacion.

Direccion horizontal.

3 4 5 6 7 8 9
6 8 10 12 14 16 18
9 12 15 18 21 24 27
12 16 20 24 28 32 36
15 20 25 30 35 40 45
12 18 24 30 36 42 48 54
14 21 28 35 42 49 56 63
16 24 32 40 48 56 64 72
18 27 36 45 54 63 72 81

co o B DN
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la primera litica horizontal de nimeros se forma suman-
do 1 sucesivamente consigo mismo, hasta llegar & 9.

La segunda sumando 2; la tercera sumando 3, y asi suce-
sivamente hasta sumar 9 consigo mismo, que da la ultima.

También podria formarse la tabla por columnas verticales,
porque estas constan respectivamente de los mismos ndmeros
que las horizontales. Asi, la sesta linea horizontal consta do
los nimeros 6, 12, 18, 54; y la sesta columna vertical
tiene exactamente los mismos 6, 12" 18, 24,... 54,

Para buscar en esla tabla el jiroducto de dos nimeros de
una sola cifra, se busca el multiplicando en la primera linea
horizontal, y se baja verticalmente hasta encontrarnos en fren-
te del multiplicador, que se bailara en la primera columna

fé:
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vertical; el m'miero que baya en la casilla corresponclienle es
el producto.

Por ejemplo, para hallar el producto de 8 por 5, se baja
desde 8, tomado en la primera fila horizontal hasta en frente
de 5 tomado en la primera columna vertical, y el nimero 40
contenido en la casilla es el producto pedido.

También podria tomarse el 8 en la primer columna verti-
cal y seguir horizontalmente hasta llegar debajo del 5 tomado
en la.primera fila horizontal; resultando también asi que es
40 el producto.

19. Supongamos ahora que el multiplicando conste de mas
de una cifra y el multiplicador de una sola. — Por ejemplo,
multiplicar 8459 por 7.

Podria (n®17) obtenerse el resultado escribiendo unos de-
bajo de otros 7 numeros iguales & 8459, como se ve al mar-
gen, y sumandolos en seguida, con lo cual resultaria
59213, que es el producto. -8459

Pero es evidente que esto equivale & tomar 7 ve- 8459
ces las 9 unidades del multiplicando, 7 veces las 5 8459
decenas, 7 veces las 4 centenas, etc., y & sumar to- 8459
dos estos productos. 8459

A este ijii se escribe el multiplicador debajo del 8459
multiplicando como se ve al lado, se lira una raya y 8459
se dice: 7 veces 9 son 63 [véase la Tabla de Pitago- 59213
ras), es decir, 6 decenas y 3 unidades; se escriben
las 3 unidades bajo las unidades y se guardan las 6 8459
decenas para afadirlas al producto de las decenas del 7
multiplicando por el 7. 592i3

Se dice después; 7 por 5 son 35y 6, que se lle-
van, son 41 decena, 6 4 centenas y 1 decena: se escribe la 1
decena en su lugar y se llevan las 4 centenas.

7 por 4 son 28,y 4, que se llevan, son 32 centenas, 6 3
millares y 2 centenas: se escriben las 2 centenas en su sitio y
se llevan los 3 millares.

En Un, 7 por 8 son 56, y 3 que se llevan son 59, que se
escribe & la izquierda de las centenas, porque ya no hay mas
cifras en el multiplicando.

Resulta, pues, el producto 59213.

Donde se ve que vaha multiplicar m namero de varias
CIFRAS POR OTRO DE UNA SOLA, vs uecesario multiplicar sucesi-
vamente las unidades, decenas, centenas, etc., del multipli-
candopor el multiplicador, escribiendo cadaproducto parcial
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en el sitio correspondiente, y guardiiudo en cada tiuUliplica-
cion parcial las decenas para juntarlas coniai decenas, las
centenaspara juntarlas con las centenas, ctc

Sirva de seguiNDO ejemplo multipticar 47008 por 9.

Se dice lo primero: 9 por 8 son 72 ; se escribe
el 2 en el orden de unidades y se guarda el 7. 47008

Después 9 por 0 es 0; pero como llevabamos 7 9
decenas, se escriben estas en el orden de decenas. 423072

9 por O es 0; se escribe 0 en el orden de cente-
nas, porque no las bay y se debe sin embargo llenar el sitio.

Después, 9 por 7 son 63; escribo 3 y llevo 6.

Vor altimo, 9 por 4 son 36y 0 que llevo son 42, q.ue es-
cribo & la izquierda de la cifra anterior.

Luego el producto pedido es 423072.

20. Antes de pasar al caso en que el multiplicador consta
de mas de una cifra, indicarémos el medio de hacer un nime-
ro 10,100, 1000,..., veces mayor, 6 multiplicarle por 10,
100, 1000,..,

Del principio fundamental de la numeracién (n." 5) resulta
evidenlemenio, que si se coloca un O & la derecha de un nd-
mero ya escrito, cada una de sus cifras significativas avanza
un paso hacia la izquierda y espresa por lo tanto unidades
diez veces mayores que antes. Del mismo modo si se escriben
dos O & la dei‘ociia se hace {0U veces mayor, pues cada cifra
significativa espresa unidades 100 veces mayores, y asi su-
cesivamente.

L u e g 0 multiplicar un numero entero cualquiera por
10, 100, 1000,..., basta escribir & su derecha 1, 2, 3,...
Ceros.

Asi, tos productos de 430 por 10, 100, 1000, 10000,..
son respectivamente 4390, 43900, 439000, 4390000,...

21. Considerémos ahora el caso en que el multiplicando y
el multiplicador constan de mas de una cifra.

Nos proponemos multiplicar, 87468
POT . oerososeeeseoseesseeseen 5847

612276
3498720
69974400
437340000

511425396
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" Se empieza por escribir el muUiplicador debajo del imilU-
DUcaudo de modo que se correspondan en columna las unida-
des de cada orden, tirando después una raya por debajo. He-
cho esto se observa que multiplicar 87468 por 5847, equi-
vale & lomar el multiplicando 7 veces, mas 40 veces, mas 800
veces, mas 5000 veces, reuniendo después los productos

par%'alef. . , \
or'fa regla del n.°19, encontraremos primero el pro-
ducto de 87468 por 7, y tendremos el producto 612276.
Pero ;como obtendremos el do 87468 por 40?
Concibamos por un momento que se lian escrito en colum-
na 40 nimeros iguales & 87468: sumandolos lodos se tendria
el producto pedido. Pero es evidente que eos 40 ndmeros
forman diez grupos de & 4 numeros iguales a 87468; y estos
4 nimeros sumados equivalen al producto ele 87468 poi 4,
que se puede ibrmar por laregla del n. 19, yes igual a 3/t9872:
iue”o muitiolicando este nimero por 10, o lo que es lo mismo
ponfeilo un O & su derecha (n” 20), se tendria 3498720, que
Lria el producto de 10 veces, 4 veces 87468, 6 sea 40 veces

Se ve pues, que esta operacion equivale a multiplicar el
multiplicando por la cifra 4 considerada como de unidades
simpiL, escribiendo después un 0 & la derecha y colocando el
i-csullado 3498720 en columna debajo del primei pioduclo

Delmismo modo, para efectuar la mutliplicacioii de 87468
por 800, basta multiplicar 87468 por 8, lo cual da 699744,
V afiadir luego dos ceros & su derecha; de este modo se oblte-
¢e el tercer producto parcial 69974100, que se escribe deba-
jo de los dos productos precedentes. En efecto, 800 numeios
Iguales a 87468, colocados unos debajo de otros, forman evi-
dentemente 100 grupos de & 8 ndmeros iguales a 8/ a68, 0
bien 100 numeros iguales al producto de 87468 por 8, es de-
cir 469974400 ) . .

Por medio de un razonamiento semejante se probana que
para multiplicar 87468 por 5000, basta mulliplicaWe por 5,
afadir tres ceros & la derecha del producto, y escribir el re-
sultado 437340000 debajo de los tres productos precedentes.

Efectuando ahora la suma de los cuatro procUiclos parcia-
les, se halla por resultado ¢ producto total 5114203Jb.

Advertencia. Eu la practica se omiten por o comdn los
ceros & la derecha de los productos parciales de docenas, cen-
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teoas, millares, ele.; pero se escribe cada producto parcial
debajo del producto precedente, corriéndole un lugar hacia la
izquierda, es decir, haciendo que su primera cifra ocupe el
mismo lugar que el que ocupa la cifra correspondiente del
multiplicador.

Regla general.’ Para multiplicar un numero de vanas-ci-
fras por otro también de varias cifras, se multiplica todo el
midtiplicando por la cifra de unidades del multiplicador
{segin la regla del n* 19); después se multiplica sucesiva-
mente todo el multiplicando por las cifras de decenas, de
centenas, etc., consideradas como simples unidades, escri-
biendo unos debajo de otros los productos parciales de modo
(pie se correspondan las cifras de igual orden, lo que se con-
sigue corriendo a cada uno un lugdr hacia la izquierda’, por
ultimo, se suman los productos parciales, y se tiene el pro-
ducto total pedido. . o

2 ueden ser ceros algunas de las cifras del multiplica-
dor, y enlonoes debe modificarse al parecer la regla dada
para la colocacion de los productos parciales.

Multipliquemos, por ejemplo, 870497
por....I.J....(.q ................ p] ,,,,,,, p 500407

6093479
3481988
4352485

435602792279

Se multiplica primero todo el multiplicando por 7; lo cual
dé& el producto 6093479,

Abora como no hay decenas en el multiplicador, pasamos
& multiplicar por 4, cifra de las centenas del multiplicador, lo
cual dé el producto 3481988, y como debe espresar centenas,
le colocamos bajo el primer producto, corriéndole dos lugares
hacia la izquierda.

Del mismo modo, no habiendo en el multiplicador ni mi-
llares ni decenas de millar, pasamos & miiUiplicar por 5, ci-
fra de las centenas de millar; y el producto 4352485 se es-
cribe debajo del anterior, corriéndole otros tres lugares bacia
la izquierda.

En general cuando se encuentran uno ¢ mas ceros entre
dos cifras significativas del multiplicador, se corre el pro-
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ducto correspondiente a la primera cifra sirjniftcaliva, guc
viene & la izquierda de los ceros, tantos lugares mas uno ha-
cia la izquierda, respecto del producto precedente, como ceros
hay intermedios.

Para evitar cualquiera equivocacion puede comprobarse
si la primera cifra de la derecha chel producto parcial ocupa
el mismo lugar que la eorrespondienle del multiplicador.

23. Si uno 6 ambos factores terminan en cerosa puede

abreviarse la multiplicacion, multiplicando como si los ceros
no existiesen y escribiéndolos luego & la derecha del producto
obtenido.

Multipliqguemos por ejemplo, 47000
POF v 2900
423
94
131)300000

Después de haber multiplicado 47 por 29 por la regla ya
sabida, se escriben ios cinco ceros & la derecha del producto,
y se obtiene 136300000.

Jinefecto, si tuviéramos que multiplicar 47000 por 29,
es claro que después de haber multiplicado 47 por 29, ten-
driamos que hacer que el producto represenlara millares, es
decir, unidades de la misma especio que el multiplicando;
para lo cual deberiamos afiadir tres ceros. Pero multiplicar un
namero por 2900, equivale (n.° 21) & tomar cien veces su
pi'oducto por 29; luego deben afiadirse otros dos ceros. La
misma reflexion se baria respecto de cualquier otro caso.

24, A poco que.se reflexione sobre el procedimiento de
multiplicacién, se comprende la necesidad de empezar la ope-
racion por la derecha, &lo menos en las multiplicaciones par-
viales por cada una de las cifras del multiplicador, & causa
de las unidades de 6rden superior que generalmente se for-
man al multiplicar una cifra del multiplicando por otra del
multiplicador. Pero nada estorba invertir el 6rden de las mul-
tiplicaciones parciales por las diferentes cifras del multiplica-
dor, como puede verse en el ejemplo siguiente.

Hemos empezado aqui la multiplicacion por las cifras de
las centenas del multiplicador, y bajo la misma cifra se ha
colocado la primera del producto parcial; pero en la opera-

a
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clon siguiente hemos cuidado de correr el produe- 5704
lo im lugar hacia la derecha, es decir, hemos cui- 487
dado do.colocarle de modo que su primera cifra
corresponda en columna con las decenas de ambos 22816
factores. El tercer producto se ha corrido también ~ 49632
un lugar hacia ia derecha respecto del precedente. 39920
Pero ordinariamente se forman los productos de iz- 2777848
quierda & derecha por ser mas natural y mascémodo'.

25. Terminaremos la teoria de la multiplicacion, demos-
trando una propiedad que hace un gran papel en la ciencia
de los nimeros, y es la siguiente: en toda multiplicacion de
dos nimeros abstractos, puede invertirse el orden de los fac-
tores sin gue se altere el producto-

Asi el producto de 37 por 29 es siempre el mismo, bien
se multiplique37 por 29, bien por el contrario, 29 por 37:
asi también el producto de 459 por 528 es igual al producto
de 528 por 459, etc.

Para darnos cuenta de esta propalad respecto de los dos
nameros 37 y 20, podemos concebir que se forma un cuadro
como aqui ponemos

37

PrRrPEPRPR
~ B P PP
PR PREY
PR B F
PR PRER
= = P PP

29

en el cual se ha escrito la unidad 37 veces en linea horizon-
tal, y se han puesto asi hasta 29 lincas parecidas.

Esto supuesto, es claro que ia suma total de las unidades
contenidas en este cuadro, es igual & tantas veces las 37 uni-
dades de una linea horizontal, como unidades hay en una co-
lumna vertical, que son 29; es decir, que la siima sera igual
al producto de 37 por 29. Pero podria también decirse que la,
misma suma es igual & tantas veces las 29 unidades de una
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columna vertical como unidades hay en una linea horizontal,
que son 37; os decir, que es igual al producto de 29 por 37.
Luego el producto de 37 por 29 es ifjual al producto de 29
por 37.
Este razonamiento puede aplicarse & dos numeros cuales-
quiera: luego etc. (*).
2 Nos reduciremos por lo pronto & esponer dos aplica-
ciones de este principio.
1. * Supongamos que la naturaleza de una cuestién nos
conduce & multiplicar 75 por 5642.
Ser& preferible multiplicar 5642 por 75, puesto que el
producto ba de ser igual y gue asi solo haremos dos produc-
tos parciales, cuando tendriamos que hacer cwa/ro si multi-
plicaramos 75 por 5642,
2. ™ Por medio de esto mismo principio podria esplicarse
el procedimiento de la multiplicacion de dos numeros deoa-

rias cifras.

Para ello, volvamos”il primer ejemplo (n.° 21) y sea mul-
tiplicar
‘ 87468 por 5847.

Después de haber formado el primer producto parcial
612276, es necesario formar el de 87468 por 40.

Pero como multiplicar 87468por 40, equivale, segun el
principio recien demostrado, & multiplicar 40 por 87468, 0 4
decenas por 87468, resulta que el segundo producto parcial
debe espresar decenas, Y Por lo tanto SuU primera cifra de la
derecha debe colocarse bajo las decenas del producto total.—
Del mismo modo, multiplicar 87468 por 800, equivaled
multiplicar 800 ¢ sea 8 centenas por 87468; luego el produc-
to de 87468 por 8, 6 de 8 por 87468, debe espresar cente-
nas; por consiguiente, su cifra primera de la derecha debe
colocarse en el orden de las centenas, etc.

Podria también hacerse observar que el principio de la in-

{*) Podria (ledacirse esta proposicion do la Tabla de Pilagoras,
ob.servando la disposicion de los nimeros {n." i9): bastarla para es-
to concebir la Tabla prolongada convcnionteinente, por ejemplo,
hasta tOO00 veces 10000, si so consideraran dos factores inferio-
res & este limite, pero la dctnostracion puesta arriba nos ha pareci-
do mns sencilla.
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version de los factores de im producto es indepcndienii! do
lodo procedimiento para efectuar la multiplicacion, y por lo
lanio podria establecerse antes de esponer la teoria de la mul-
tiplicacion.

DE LA DIVISION.

27. Dividir un nimero por otro, es (N® 9) hallar un ter-
cer nimero que, multiplicado por el segundo, reproduzca el
primero: 6 bien (n.° 25) hallar un tercer ntimero que, multi-
plicando por él el segundo, reproduzca elprimero.

Asi, el objeto de la division es: dado un producto de dos
factores y uno de ellos, determinar el otro; por consiguiente,
es una operacion inversa de la multiplicacion.

Como en una multiplicacion de nimeros enteros, el pro-
ducto se comi)one de tantas veces el multiplicando como uni-
dades tiene el multiplicador, puede también decirse que divi-
dir un nlmero entero por otro, es buscar cuantas veces el pri-
mero, considerado como producto, contiene al segundo , con-
siderado como multiplicando: el nimero de veces os entonces
el multiplicador. En iin, también se ha visto (n.° 9) que divi-
dir un numero entero por otro es hacer el primero tantas
partes como unidades tiene el segundo.

Estos dos Gltimos aspectos que se dan & la divisién no con-
vienen rigorosamente sino & los nimeros enteros, mientras la
nrimera delinicion conviene & todos los nimeros enteros 0
fraccionarios. Y sin embargo, de esas Gltimas deliniciones so
ban deducido los nombres puestos a los términos de la di-
vision.

Asi, el primer nimero se llama dicidendo (nimero quella
de dividirse); el segundo divisor, y el tercero cociente, de la
palabra latina quoties, porque dice cuantas veces el dividendo
contiene al divisor.

Uesulla evidentemente de estas definiciones, que cuando se
baya obtenido el cociente, para probar la operacion bastara
mxUtiplicar el divisor por el cociente, § reciprocamente ; y si
la Operacion esta bien hecha, debera resultar ei dividendo.

Ueciprocamento, en la niullipUcacion el producto puede
considerarse como dividendo, el multiplicando como divisore
como cociente, y el multiplicador como cociente 6 como divi-
sor: y se hard la prueba do la multiplicacién rfimdie/ido el
productopor uno de los factores: si la operacion esta bien he-
cha, habra de resultar el otro factor.
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Esplicadas eslas nociones, pasemos & osponer el procedi-
miento de la division.

28.  Asi como la_rauUiplicacion puede hacerse por medio
de la adicion de varios nimeros iguales entre si, asi también
podria hallarse el cociente de una division por una sene de
sustraccignes.

n efecto, que se trate, por ejemplo de dlmdtl’ Hb poi

J2: cuantas veces podamos quitar 12 de 60, otras tantas es
tara 12 contenido en 60; por consiguiente, el cociente es igual
al nimero de sustracciones que puedan efocluarse hasta des-
truir el dividendo.

En este ejemplo, como hay que hacer b 60
sustracciones -sucesivas, so deduce que es 5 .
el cociente. _ 48 ;" resta.

Pero este modo de obtener el cociente se- n
J'ia larguisimo en la praclica, principalmen- 35
te cuando el dividendo fuera muy grande
respecto del divisor. Eo que constituye esen- Y .
cialmente la regla de la division es otro pro- 24 3. resta.
cedimiento especial y abreviado para obte- ,12
ner el resullado apetecido. 2 A" resta.

29. Sabiendo de memoria lodos los pro- 12
ductos de dos nimeros de solo una cifra «; 5 resta.
contenidos en la tabla de Pilagoras (n. 18),
se puede determinar facilmente el cociente de la diviswn de
un namero de una ¢ dos cifras, por otro nimero de una
sola, con tal (jue el cociente no haya de tener tampoco mas

2. resta.

ejemplo, 35 dividido por 7 d& de cociente 5; 6 bien
se dice : 7 en 35, 6 35 entre 7, &5 (porque se sabe que 0 ve-
ves 7 son 35] ; 6 bien también la 7/* parte de 30, son 0. por-
niic 7 veces 5 son 35.

Dividir 68 por 9. Como 7 por 9 que son 63, y 8 por 9
que son 72, comprendena 68, resulta que68dividido por 3,
dard el cociente 7 y quedard un residuo 5: lo cual se espresa
diciendo la 9* parle de 68 es 7 y sobran 5.

Del mismo modo, ;47 entre 8 & como les toca?— A 5; 0
la 8. parte de 47 es 5y sobran 7.

Mas adelante direm0s lo que debo hacerse con el residuo
cuando el divisor no estd exactamente contenido en el divi-

~*130,  Consideremos el caso en que ol dmdmao estd com~
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puesto (le un minierd cualquiera de cifras, teniendo el divisor
una sola.

Sea por ejemplo dividir 6766453/7or 8.

Prueba por la multiplicacién.

6766453 845806
64 845806 8
“36 6766442
46 6766453
64
053
48

Después de haber escrito el divisor & la derecha del divi-
dendo, y de haberlos separado por una raya verlica!, se tira
debajo del divisor otra raya horizontal.

Esto supuesto, desde luego so ve que si mentalmente co-
locamos & la derecha del divisor 8, cinco ceros, lo cual equi-
vale & multiplicarle por cien mil, y después seis ceros, lo cual
equivale & multiplicarle por tm millén, los dos productos
800000 y 8000000 son, el uno pequeiio y el otro mas
grande que el dividendo.

De donde ya_puede deducirse que el cociente pedido esta
comprendido entre cien mil y un millén, es decir, esta com-
puesto de seis cifras, do modo que sus unidades superiores
han de ser centenas de millar, coya cifra es necesario hallar.

Para esto, como el producto del divisor por la cifra bus-
cada no puede dar unidades de orden inferior & centenas de
millar, se infiere que todo ese producto ha de estar contenido
en las 67 centenas de millar del dividendo ; y asi, si dividimos
67 por 8, locual da el cociente 8y el residuo 3, podremos
asegurar que 8 os la cifra de las centenas de millar del cocien-
te total.

En efecto, 800000 veces 8 da 6400000, nimero que pue-
de restarse del dividendo 6766453 ; mientras que 900000 ve-
ces 8 6 7200000, no puede restarse.
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Determitiada de esla manera la cifra 8, se coloca bajo el
divisor; en seguida después de sustraer de 67 el producto do
8 por 8 que son 64, se obtiene el residuo 3, & cuya derecha
pueden concebirse escritas las restantes cifras del dividendo,
lo cual daria 366453 por reS|duo total de esla primera ope-
racion (*).

Pareceria necesario escribir  la derecha del cociente ob-
tenido cinco ceros, & iin de darle su verdadero valor; pero se
omite el hacerlo por la disposicion que se da a las siguientes
cifras del cociente.

Ahora es menester determinar la cifra de las decenas de
millar del cociente. Para esto observemos que el producto del
divisor por esta cifra, no puede dar unidades de orden infe~
rior alas decenas de millar, y por consiguiente ha de encon-
trarse lodo en las 36 decenas de millar del dividendo restan-
te. Bajaremos, pues, al lado del residuo 3 la cifra siguiente 6
del dividendo (como se ve en el cuadro de la operacion); des-
pués dividiremos 36 por 8y obtendremos el cociente 4 y el
residuo 4. Este cociente, que necesariamente espresa las de-
cenas de millar del cociente total, se escribe & la derecha del
primer cociente 8; después se resta de 36 el producto de 4
por 8, que son 32, y al lado del residuo 4, se baja la cifra
siguiente del dividendo y tendremos 46 (*).

Para obtener la cifra de las unidades de millar Ge\ cocien-
te total , se divide 46 por 8, y se obtiene el cociente 5y el
residuo 6; se escribe este nuevo cociente 5 & la derecha de
los dos primeros; se resta de 46 el producto de 5 por 8, que
son 40, y al lado del resto 6 se baja la siguiente cifra 4 del
dividendo, con lo cual tenemos 64 (*).

Para obtener la cifra de las centenas del cociente total, se
divide 64 por 8, y se obtiene el cociente 8 sin residuo alguno:
se escribe el nuevo cociente & la derecha de los tres primeros;
se resta de 64 el producto de 8 por 8, que también son 64, y

*

Esta primera operacion equivale evidentemente & sustraer del
dividendo 800000 veces el divisor, 6 a liaccr sooooo sustracciones su-
cesivas del divisor 8.
'*) Esta nueva operacmn equivale & restar 40000 veces 8 o sea
320000 de3C6433, 6 & hacer 40000 sustracciones'sucesivas del divisor 8
("*) Esta tercera operacion equivale a 5000 sustracciones sucesi-
vas del divisor 8.
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fil lado del residuo O se baja la siguiente cifra del dividendo,
lo cual da 05, 6 simplementeS.

Aqui se presenta una particularidad : como el nueio divi-
dendo parcial 05 6 5, destinado & dar las decenas del cociente
total, es menor que el divisor 8, debe inferirse que el cocien-
te total no tiene decenas (y en efecto, el dividendo restante es
53, numero menor que diez veces 8 U 80.)

En este caso se pone un O en el cociente & la derecha de
las cuatro cifras obtenidas, & fin de ocupar el lugar de las de-
cenas que faltan, y de conservar & las cifras precedentes su
valor relativo; después se baja & la derecha del resto 5 la cifra
siguiente, que es la Gltima del dividendo, y se continta la
Operacion.

El cociente de dividir 53 por 8 es 6, y queda el residuo
5: se escribe el 6 & la derecha de los cinco primeros cocien-
tes obtenidos; se resta de 53 el producto de 8 por 6 que son
48, y se obtiene finalmente 5 por residuo de la operacién to-
tal, siendo 845806 (*) el cociente pedido, como puede com-
probarse facilmente multiplicando 8 por 845806, 6 mejor
(n.° 26) 845806 por 8, y afiadiendo el residuo 5 al producto
obtenido.

Advertencia. En la préactica, se omite el escribir, en ca-
da Operacion, debajo del dividendo parcial correspondiente,
el producto del divisor por el cociente obtenido : lo que se ha-
ce es escribir solamente el resto déla sustraccion y & su lado
se baja la cifra siguiente del dividendo seglin se ve en la ope-
racion adjunta :

6766453 8
3Q 845806
46
64
5

31. Nos abstendremos de establecer para el caso de la di-

() Todas esas operaciones que acaban de ejecutarse, equivalen
evidentemente 4 800000, mas 40000, mas 5000, mas 800, etc.: mas 6
0 sea 845806 sustracciones sucesivas, en las cuales el sustraendo es
*'onstantemenle el mismo divisor 8.
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Vision que acabamos de tratar, unam//a generai fundada en
los razonamientos precedentes; porque existe, para este caso
solamente, un procedimiento mas cdmodo y sobretodo mas
sencillo, bajo el punto de vista de ladisposicion de los calculos.
Para esplicarlo repetiremos el ejemplo precedente:

6766453 ha de dividirse por 8;
cociente 845806; residuo, 5.

Sabemos ya (u." 27) que dividir un namero por 8, 6 bus-
cai- las veces que 8 esta contenido en aquel ninnero, equivale
ahacer del namero dado 8 parles iguales, 6 bien & lomar la
octava parle. o )

Esto supuesto, lomando en el dividendo las dos primeras
cifras do la izquierda, 67, se dice :

La octava parte de 67 (n." 29) son 8 y sobran 3;

Se escribe el cociente 8 bajo la cifra 7 del dividendo; des-
pués se coloca menlalmenle el residuo 3, que espresa 3 cente-
nas de tnillar 6 30 decenas de millar, & ia izquierda de la ci-
fra 6 del dividendo, que espresa también decenas de millar,
y se dice:

La octava parte de 36 es 4 y sobran 4 ;

Se escribe el segundo cociente 4 & la derecha del prime-
ro; colocando también mentalmente el resto 4, que espresa
4 decenas de millar 6 40 unidades do millar, U la izquierda de
la cifra 6 de las, unidades de millar del dividendo, se dird
igualmente:

La octava parle de 46 son 5y sobran 6 ;

Se escribe este tercer cociente 5 & la derecha del prece-
dente, y continuando de 'a misma manera se dira :

La octava parle de 64 {nimero formado por el resto-6 y
por lacifra 4 del dividendo) es 8 con el resto 0;

Se escribe este cuarto cociente & ia derecha del tercero.

La octava parle de 05 6 simplemente 5 (cifra de las de-
cenas del dividendo), es O, con un residuo 5;

Se escribe este quinto cociente & la derecha del cuarto.

Finalmente, la octava parte do 53 es 6 y queda de re-
siduo 5;

Se escribe a la derecha del quinto Gocienlo este resto y
este (Itimo cociente parcial, que asi resulta colocado debajo
de la cifra de las unidades del dividendo ; y con esto se obtie-
ne por resultado final :
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\ cociente 845806 con el residuo 5.

2® Ejemplo. Sea dividir 8230200409 por 6;
cociente 1371700068; residuo 1.

Aqui siendo la primera cifra 8 de la izquierda del divi-
dendo mayor que el divisor, se infiere que el cociente debe
tener unidades de la misma especie que las de la cifra 8; y
por eso se dice:

La sesta parle de 8 es 1, que so escribe bajo la cifra 8,y
nos restan 2;

Después se dice: la sesta parte de 22 es 3, que se coloca
a la derecha de la cifra 1, y nos (jueda el resto 4;

La sesta parte de43es7, con el restol

La sesta parte delOes1, con el resto4

La sesta parle de42es7, con el resto 0

La sesta parle de OesO, con el resto O

La sesta parle de OesO, con el resto O

La sesta parte de 4 es también O, con el resto 4;
La sesta parte de 40 es 6, con el resto 4;
Finalmente, la SO5;a*i)artede 49 es 8, con el resto |.

De modo que el cociente obtenido es 1371700008, con el
residuo 1.
Es tanto mas importante comprender bien este procedi-
miento, cuanto que va & tener inmediata aplicacion en el caso
de la division que nos falla que esponer.
liaremos observar aflemas que, cuando se sabe de memo-
ria la tabla de la mulliplicacion eslendida basta él nimero 12,
se pueden obtener muy facilmente por el mismo medio la
10.", la 11."y la 12.“ parte de uu numero cualquiera.
Pondremos dos ejemplos para ejercicio.
1. °— 897614708497 se hade dividir por 12. Cociente
74801225708; residuo 1.
(La 12." parte de 89 es 7 y quedan 5; la 12.“ parle de 57
son 4y restan 9; la 12.“ parle do 96 es 8, y queda 0; la 12"
parle de 1 esOy resta 1; la 12.“ parte de 14 es 1y que-,
dan 2; etc.).
2.  ®ejemplo. Sea dividir 23054273896 por 11. Cociente
2095843081; residuo 5.
(La 11.“ parle de 23 es2 y queda 1; la 11.“ parte de 10
esOy quedan 10; la 11.“ parle de 105 es 9 y quedan 6; la
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11® parle de 64 es5 y quedan 9; la 11" parle de 92 es 8 y
quedan 4; y asi sucesivanienle.)

Para hacer la division por 10, en lugar de aplicar el pro-
cedimiento anterior, es mas sencillo separar mentalmente en
-el dividendo la dltima cifra de la derecha. La parte que que-
da & la izquierda espresa el cociente, y la cifra separada, que
puede ser O, es el residuo déla division. Este modo de pro-
ceder es consecuencia evidente del sistema de numeracion.

Asi la 10." parte de 2710548 es 271054 y el residuo 8;
la 10." parte de 863005074 es 86300507 y el residuo es 4;
la 10." parle de 3805670 es exactamente 380567 ; resultados
que se encontrarian igualmente aplicando el procedimiento
anterior.

32, Pasemos al caso efi que,co?i6/flndo de varias cifras
el dividendo y el divisor, ha de tener el cociente una cifra
sola.

Este caso merece particular atencion, pues ha de servir-
nos de base para la espiicacion del caso general.

Sea dividir 730465/Jor 87467,

730465 87467
699736

30729

Observemos ante todas cosas que el producto dcl divisor
por 10, es 874670, cantidad superior al dividendo; por con-
siguiente el cociente buscado es menor que 10y no puede
tener mas de una sola cifra.

En segundo lugar observemos que, el producto de las 8
decenas de millar ag\divisor por la cifra buscada no puede
dar unidades de orden inferior & las mismas decenas de mi-
llar, y por lo tanto debe hallarse integro en las 73 decenas de
millar del dividendo; de donde ya se infiere que la cifra bus-
cada8no puede ser mayor que el cociente de la division de 73
por 8.

Esto nos conduce & dividir las dos primeras cifras 73, de
la izquierda del dividendo por la primera cifra 8 del divisor,
lo cual da el cociente 9 con un residuo. Pero 9 es evidente-
mente ma?/or gne el cociente buscado; porque, en la multi-
plicacion del divisor total por esa cifra, lialtariamos, al mul-
liplicar por 9 la cifra 7 de las unidades de millar del divisor,
63 unidades de este orden, y por consiguiente Jievariaraos 6
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iiecenas de millar para afadirlas & las 72 decenas de millar,
j)roducto de la primera cifra 8 del divisor por el supuesto co-
ciente 9; y esto nos daria 78 decenas de millar™ numero su-
perior al dividendo.

Debemos, pues, tomar 8 & lo mas como cifra del cociente
buscado: y como, efectuando la multiplicacién de 87467 por
8 {cuya cifra se ha colocado debajo del divisor), se obtiene un
producto 699736, menor que el dividendo, y que puede res-
tarse de este, inferimos que 8 es el verdadero cociente. Sus-
trayendo ahora del dividendo el producto obtenido, segin in-
dica el cuadro de la operacion, se encuentra el residuo 30729,

Advertencia.  Veremos en el nimero 34, que en la prac-
tica se omite el escribir debajo del dividendo el producto del
divisor por el cociente.

Sirva de nuevo ejemplo dividir 974065por 189768,;

974065 189768
048840 &

25225

Como el dividendo y el divisor so componen de un mismo
namero de cifras, es claro que el cociente solo debe tener una
cifra-, y para hallarla se divide la primer cifra, 9, de la iz-
quierda del dividendo por la primer cifra, 1, de la izquierda
del divisor. EI cociente es 9; poro esta cifra y las siguientes
inferiores 8,7 .6, son demasiado grandes, si se tienen en
cuenta las dos primeras cifras, 18, de la izquierda del divisor;
porque los productos de 18 por 9, 8, 7, 6, son 162, 144,
126 y 108, todos ios cuales escoden & las 97 decenas de mi-
II%r del dividendo; por consiguiente debemos ensayar la
cifra o.

Multiplicando el divisor por 5, se obtiene el producto
748840, que restado del dividendo, da por residuo 25225,
namero menor que d divisor; lo cual prueba que el cociente
5 no es menor de lo que debo.

83.  Primera observacion. \os dos ejemplos precc-
denles, hemos podido determinar sin gran trabajo cual debia
sor la verdadera cifra del cociente. Pero como esto no sucede
siempre lo mismo, es importante tener un método para reco-
nocer con seguridad sin efectuar la multiplicacion dcl divisor
por el cociente, si la cifra lomada por buena, lo es en efecto.

Este método es d (luc abora vamos & esplicar.
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Meétodo particular de ensayo.

Sea i/iVit/ir 556428 69784:

556428 69784
488488 7

67940

La division de 55 (conjunto de las dos primeras cifras de
la izquierda del dividendo) por 6 (primera cifra de la izquier-
da del divisor), da& 9 por cociente con 1 de residuo.

Para que 9 no sea mayor que el cociente buscado, es ne-
cesario, que 9 veces el divisor sea inferior ¢ igual a* divi-
dendo, 6 lo que es lo mismo, que la novena parte del divi-
dendo sea superior 6 aio menos igual al divisor. Si comenza-
mos, pues, a tomar la novena parle de 556428, segun el
procedimienlo indicado en el nimero encontraremos que
las dos primeras cifras seran 61 unidades de millar, nimero
inferior & las 69 unidades de millar del divisor; lo cual indi-
ca que la novena parte del dividendo es menor que el divisor,
y que por lo tanto debe desecharse el 9.

Ensayemos el 8 y encontraremos que las tres primeras
cifras de la octava parte del dividendo son 695 centenas, nU-
mero inferior & las 697 centenas del divisor ; por consiguien-
te todavia 8 es demasiado grande.

Ensayemos el 7, y veremos que la primera cifra de la
sétima parte del dividendo es 7, nimero de decenas de millar
superior 4 las 6 decenas de millar del divisor; de donde se in-
fiere que la sétima parte del dividendo es superior al divisor,
0 en otros términos, que el producto del divisor por 7 es in-
ferior al dividendo. Por consiguiente es buena la cifra 7.

Miilliplicando el divisor por 7, escribiendo debajo del di-
videndo el producto 488488, y efectuando después la sus-
traccion, se obtiene el residuo 67940, numero menor que e
divisor.

Otro ejemplo.—  dividir 1148367 169987.
1148367 169987
1019922 ¢
128445

La division deli por 1, daria 11 por cociente; pero el
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cocienle buscado no puede ser mayor que 9, puesto que el di-
visor seguido de un O, es decir, multiplicado por 10, sena
un namero superior al dividendo.

Ensayemos cl9; la novena parle del dividendo es 12... (),
numero menor que el divisor 16...; asi, 9 debe desecharse.

Ensayemos el 8: la oclava parle del dividendo es 14 ...,
namero menor que el divisor 169...; luego el 8 debe también
desecharse. ) o

Ensayemos el 7i la séliina parte del dividendo es 164...,
numerome/ior que el divisor 169...; luego el 7 debe desecharse.

Ensayemos el 6: la sci/ct pai'le del dividemlo es 19...,
namero mayor que el divisor 16...; luego el nimero 6 es

Multiplicando el divisor por 6, y restando del dividendo
el producto 1019922, se obtiene el residuo 128415 menor
que ei divisor. _

El mecanismo de este método de ensayo se deriva dtrecy
lamente de la esposicioiulel Gltimo ejemplo: estd reducido a
detenerse asi que se obtiene una cifra mayor 6 menor que la
correspondiente del divisor. Si es mayor, puede asegurarse
que la cifra ensayada es buena; si es menor, la cifra ensaya-
(laes dematiado grande y debe disminuirse.

Afladamos ademas que todos estos ensayos pueden nacer-
se mentalmente, es decir, de cabeza, sin cscribii' nada.

Podria también suceder {pero raras veces) que procedien-
do de ese modo, se reprodujeran sucesivamente todas las ci-
fras del divisor, llegando a un residuo final, necesariamente
menor ([iie la ciivVa ensayada y que podria Ser 0; entonces se
tendria no solamente el cocienle buscado, sino también el re-
siduo de la division propuesta, que seria aquel mismo resi-
duo filial. _

Uecomendamos cspresainentc este método de ensayo, co-
mo medio de evitar cualquier dlticultad en lodos los casos
posibles. . L

34. Segunda Observacion.—  ha visto en todo lo pre-
cedente, que después de haber determinado una cifra del co-
ciente, es necesario mutUplicar por esta cifra el divisor, es-f

(*) Aqui como en lo sucesivo reemplazamos las cifras no escritas
por ofros tantos puntos.
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cribir el producto debajo del dividendo y efectuar la sustrac-
cion colocando el residuo debajo de aquel producto.

Pero también aqui se puede, como se hizo en el caso de la
division, esplicado en el ndmero 30 [véase la advertencia),
En|1plear un procedimiento de abreviacién que vamos & es-
plicar.

Para esto volvamos al primer ejemplo del nimero 32:

730465 i 87467
30729 1 8

Este procedimiento de abreviacién consiste en no efectuar
materialmente el producto del divisor por la cifra 8 del co-
ciente, sino en efectuarlo solo de memoria , escribiendo Uni-
camente el residuo debajo del dividendo.

Para este fin, se deben restar sucesivamente de las uni-
dades, decenas, centenas, etc., del dividendo, los productos
de las unidades délos drdenes respectivos del divisor por el
cociente, & medida que van forméandose mentalmente.

Asi, en el ejemplo anterior, se debe lo primero restar de
las cinco unidades del dividendo el producto 56, del cociente
8 por las 7 unidades del divisor.

Pero como esta sustraccién es imposible (lo cual natural-
mente lia de suceder casi siempre), se aplica el principio del
n® 14, afiadiendo de memoria 6 decenas a las 5 unidades {ni-
mero que debia servir de minuendo), teniendo luego el cui-
dado de afiadir en compensacion estas mismas 6 decenas al
producto (que después ha de sustraerse) de las decenas del di-
visor por el mismo cociente 8; asi se forma el nimero 65, del
cual se resta 56, obteniendo un resto 9, que se escribe deba-
jo de las unidades del dividendo.

Pasando & la cifra de las decenas, 6, del divisor, se dice:
8 veces 6 son 48 decenas, que aumentadas en 6 decenas, que
se llevan de la operacién precedente, hacen 54 decenas, nu-
mero que debe sustraerse de las 6 decenas del dividendo: pa-
ra operar esta sustraccion, se afladen también o decenas (de
decenas) & aquellas 6 decenas; lo cual dd 56 y después se res-
ta 54 de 56, obteniendo por resto 2, que se escribe bajo la
cifra de las decenas del dividendo.

Continuando de este modo se dice : 8 veces 4 centenas son
32 y 5 (que se habian afiadido en la operacion precedente)
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son 37; 37 no puede restarse do 4; pero se resta de 44 y
quedan 7, que se escriben bajo las centenas  dividendo.

Decimos luego: 8 veces 7 son 56 y 4 (afiadido en la ope-
racion anterior) son 60 ; de 60 & 60, va 0, cuya cifra se es-
cribe debajo délos millares del dividendo.

En fin, 8 veces 8 son 64,y 6 son 70 ; de 70 & 73 van 3.
Por consiguiente el residuo total es 30729.

Volvamos ahora al segundo ejemplo, pero abreviando el
discurso y sirviéndonos de las locuciones usadas en la practi-
ca, aunque algunas veces son impropias:

974065 189768
25225

Habiendo comprobado que.5 es la verdadera cifra del co-
ciente, se dice: 5 veces 8son 40; de40 & 45van 5y llevo 4
(se. sq[bseentiendo que son para afadirlas al producto si-
guiente.

,Del mismo modo, 5 veces 6 son 30, y 4 son 34; de 34
u 36 van 2,y llevo 3;

5 veces 7 son 35y 3 son 38; de 38 &4 40 van 2, y llevo 4;

5 veces 9son 45,y 4son49; de49 454 van 5y llevo 5;

En iln, 5 veces 18 son 90, y 5son 95; de 95 & 97 van
2. El residuo total es 25225.

Advertencia. ES muy importante, & cada Operacion par-
cial, el decir llevo tantas, para no olvidar el namero que,
por compensacion, debe afiadirse al producto siguiente.

Para ejercicio podran los principiantes aplicar el mismo
procedimiento & los dos ejemplos del n." 33.

Hemos tratado con muchos pormenores los casos mas sen-
cillos de la division, porque cuando una vez se comprende
bien el pi‘ocedimiento y los métodos de ensayo y de abrevia-
cion espueslos, no se puede encontrar diiicullad alguna en
comprender el caso yeneral que ahora vamos & esplicar, y es
3quel en que el dividendo y el divisory por lo lanio el cocien-
Ic, tienen un nimero cualquiera de cifras.
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Caso (jeneral de la division.

35. Sea dividir 9176298 por 2678 :

Prueba por la multiplicncion.

0176298 12678 2678
11422 w3426 12322
n109 5356
17538 10712
1470 8034
1470
9476298

Disponemos aqui los Iérrainos de la division, el eocienle y '
los i'cslos sucesivos, segln las indicaciones que preceden
despucs discurrimos como en el n® 32 :

Si colocamos mentalmente tres ceros, y en seguida cuatro
cerosa la derecha del divisor, se obtienen dos productos,
2678000 y 26780000, uno menor y otro mayor que el divi-
dendo ; de modo que el cociente debe estar comprendido entre
1000 Y 10000, 6 bien, dobe componerse de cuatro cifras
representando unidades de millar la primera de la izquierda.

Para encontrar esta cifra observaremos, que su producto
por el divisor, debe espresar unidades de millar, y por con-
siguiente debe encontrarse necesariamente en la parto 9176,
qué son las unidades de millar del dividendo. Venimos asi a
parar & la necesidad de dividir 9176 (que se considera como
primer dividendo parcial) por 2678; y a\mayor numero de
veces que el segundo nimero esta contenido en el primero,
representa la cifra de las unidades de millar de! cociente total.

Ahora bien, el verdadero cociente de 9176 por 2678,
obtenido seglin ¢! método de ensayo indicado en el n* 35, es
3. Se escribird por consiguiente 3 debajo del divisor, de.spues
se resta del dividendo el producto del divisor por 3, bien sea
colocando este producto debajo del primer dividendo parcial,
y restando e! uno del otro; bien sea (como en el n. 30)
efectuando simultdneamente la multiplicacion y la siistrac-
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cion scgun se indica en cl cuadro de la operacién (*).

Siendo-1142 el residuo de esta primera sustraccion , si &
continuacion suya escribiéramos las restantes cifras del divi-
dendo, resullaria un nueyo dividendo con el cual podria ope-
rarse, como con el dividendo primitivo; pero como ahora de-
bemos determinar la cifra de las centenas del cociente, vy el
producto del divisor por esta cifra, no podiendo dar unida-
des da orden inferior al de las centenas, ha de encontrarse
completo en las 11422 centenas del dividendo restante, se
baja 4 la derecha del resto IH2Gnicamente la cifra sigvien-
te, 2, del dividendo; lo cual d& un segundo dividendo parcial,
11422, con el que debe procederse como con el primero.

iil verdadero cociente de la division de 114-22 por 2678
es 4, que se escribe debajo del divisor y & la derecha del
primer cociente obtenido [véase el n.“ 30) ; después se resta
del segundo dividendo parcial el producto del divisor por el
nuevo cociente.

Siendo 710 el resto de esta sustraccidn, se baja a su de-
recha la cifra siguiente, 9, del dividendo; lo cual d& un ter-
cer dividendo parcial, 7109 destinado & producw la cifra de
las decenas del cociente total.

Dividiendo 7109 por 2678, se obtiene por verdadero co-
ciente la cifra 2, que se escribe & la derecha de los dos pri-
meros cocientes obtenidos; multiplicando el divisor por 2y
restando del tercer dividendo parcial este producto, se obtie-
ne ¢l resto 1753, & cuya derecha se baja la Ultima cifra, 8,
c{e?ISd%ndendo obteniéndose asi el cuarto dividendo Jarcial,

Finalmente, siendo 6 el verdadero comente de 17538 por
-b.78, se multlpllca el divisor por 6y el producto se resta del
cuarlodividendo parcial, lo cual conduce al residuo final 1470.

cociente pedido es por lo tanto 3426, con ~residuo
1470; lo cual puede comprobarse multiplicando 2678 por

3426, Y afiadiendo 1470 al producto segiin manifiesta cl cua-
dro do la operacion (*¥).

Esta primera operacion equivale evidenlcmente & sustraer dcl
“nyidendo 3000 veces cl divisor.
() Las cuatro operaciones que acabando ejecutarse conducen al
mismo resultado que si se hubiera sustraido sucesivamente del divi-
endo, 3000 veces, mas 400 veces, mas 20 veces, mas U veces, el «li-
'esor propuesto.
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Otroejmplo. Sea i/uiV/AV 4:2-20G08159! /jor 569874:

42206581591 569874
2315401 74063
3590559
1713151
3529

Colocamio mental y sucesivamente, primero cuatro Ceros
y después cinco ceros & la derecha del divisor, se obtienen
dos productos, 5698740000 y 56987400000, que compren-
den al dividendo; lo cual prueba que el cociente buscado es-
ta & su vez comprendido entre 10000 y 100000, 6 bien, que
se compone de cinco cifras, siendo decenas de millar la pri-
mera de la izquierda.

Las (los primeras cifras, 74, de la. izquierda de este co-
ciente, que se colocan debajo del divisor, se encuentran sin
dificultad, cotijo en el primer ejemplo.

Pero llegando al resto 35905, si para formar el tercer di-
videndo parcial destinado & producir la cifra de las centenas
del cociente total, bajamos & la derecha de aquel resto la cifra
siguiente, 5, del dividendo, obtenemos 359055, nlimero me-
nor que el divisor; lo cual prueba {véase el prinier ejemplo
del n® 32) que el cociente no tiene centenas.

Debemos entonces escribir un dero & la derecha de los dos
primeros cocientes obtenidos, y bajando después & la derecha
& 359055, la cifra sigdiemte, 9, del dividemdo, tendremos &l
cuarto dividendo parcial 3590559, que dividiremos por
569874, & fin de sacar la cifra de las decenas del cociente.

Continuandola operacion, encontraremos por Ultimo el
cociente total-74063, con el residuo 3529.

36. Regla general. Para dividir un nimero entero cual-
quiej-a por otro, escribase el divisor & la derecha del dividen-
do, separandolos por una linea vertical y tirando otra hori-
zontal debajo del divisor.

Hecho esto, tomese & la izquierda del dividendo, el ntime-
ro de cifras necesario y suficiente jaara que en ellas esté con-
tenido el divisor; m se obtiene elprimer dividendo parcial,
compuesto, 0 de tantas cifras, 6de tantas mas una COMo tie-
ne el divisor.

itisquese cuantas veces contiene al divisor este primer di-
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mdendo parcial, y escribase el cociente resultante debajo del
divisor; multiplifjuese el divisor por lacifra obtenida, y el pro-
ducto se resta del primer dividendo parcial.

A la derecha del resto se baja la cifra siguiente del divi-
dendo, y se tendra el segundo dividendo parcial.

lilisouese cuantas veces contiene al divisor este segundo
dividendo, y escribase el nuevo cociente a la derecha del pri-
mero; multipliqUese el divisor por este segundo cociente y el
producto réstese del segundo dividendoparcial.

A la derecha del segundo resto bajese la cifra siguiente del
dividendo, y se tendra el tercer dividendo parcial , con el
cual se operard como con los anteriores.

Contintese esta série de operaciones hasta bajar la ultima
cifra del dividendo, teniendo cuidado, en cada operacion, de
escribir el cociente obtenido & la_ derecha de los precedentes (a
fin de dar & estos su valor relativo.)

Si sucede que, después de bajar una cifra, resulta un divi-
dendoparcial menor que el divisor, sepone 0 enel cociente, y
después se baja otra cifra para formar otro nuevo dividendo
parcial.

Cuando, terminadas todas estas operaciones, se llega &
un residuo nulo, se dice que el dividendo es exactamente di-
visiblepor el divisor; si queda algiin residuo, se afiade en 1a
PRUEBA al producto del divisor por el cociente encontrado-

«37.  De la naturaleza misma del procedimiento, so dedu-
cen las consecuencias siguientes :

1. * Cada division parcial no puede dar un cociente mayor
que 9, y debe conducir & un residuo menor que el divisor.

Cu virtud de esto puede conocerse, en el curso de la ope-
racion, cuando se lia determinado mal una cifra del cociente,
y si debe aumentarse en una 6 mas unidades.

2. * La primer cifra de la izquierda del cociente espresa
unidades del mismo orden que las espresadas por la primera
cifra de la derecha de la parte del dividendo, que ha debido
separarse para formar el primer dividendo parcial 'y porlo
tanto el cociente contiene tantas cifras mas una, como quedan
en el dividendo & la derecha de las separadas.

En otras palabras, el nimero de cifras del cociente es, se-
gun los casos, la diferencia entre el nimero de cifras del divi-
aendoy el namero de cifras del divisor, 0 esta diferen-
cia AUMENTADA EN UNA UNIDAD.
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Casos particulares de la division.

38 Observacion. — Cuando uno 0 ambos términos de la
division terminan en ceros, puede simplUicarse el procedimien-

to g%neral. . 5 .
xaminaremos especialmente el caso en que solo el divi-
sor termina en ceros, porque la misma regla de simplificacion

puede aplicarse alodos los otros, escepto uno solo.
1® Sea iZioilV 47543296/7or 690000.

Procedimienlo geaerat. Procediinieoto particular.
47543296 090000 4754 3296 69
6143296 68 614 68
residuo residuo Q'2]verdaderoresiduo(y232'i)"

Ké aqui la regla que debe seguirse; suprimanse los ceros
que terminan el divisor, y separense” la derecha del dividen-
do tantas cifras com ceros hay & la derecha del divisor. Los
términos de la division quedan con esto reducidos & 4754 y
69 ; efeetliese esta division por el procedimiento ordinario. LI
cociente obtenido, 68, es el mismo qued la division de los
dos numeros propuestos. A continuacién del residuo corres-
pondiente, 02, escribanse las cifras 3296, que se habianse-
parado del dividendo; y se tendra 623296, que sera e! resi-
duo de la division.

Esta manera de operar so justifica del modo siguiente: se
observa ante todas cosas que las 69 decenas de millar del di-
visor primitivo estan contenidas en hs decenas d-epii-
llar del dividiendo, el mismo numero de veces (jue 69 unida-
des simples estan contenidas eu 4754 unidades simples, I'or
consiguiente, el cociente de 4754 por 69 debe ser idéntico al
cociente de la division de los dos nimeros dados.

En segundo lugar, el residuo procedente de la-division de
4754 por 69, ha de ser menor que el divisor 69; y en conse-
cuencia este mismo residuo seguido de las cifras, 3296, se-
paradas del dividendo, serd también menor gixcei divisor se-
guido de ciifl/ro ceros, 6 sea 690000; luego 623296 espresa
el verdadero residuo tic los dos nimei'os 47543296 y 690000.

2® El caso en que solo el dividendo termina en ceros, no
da generalmente lugar & ninguna simplificacion.
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Sin embai-go, si la parte de la izquierda de los ceros, hu-
biera de contener exactamente al divisor, podria por lo pron-
to hacerse abstraccion de los ceros; y después de haber obte-
nido el cociente de la division de la parle de la izquierda por
el divisor, se escribirian & la derecha de este cociente los ce-
ros que terminan el dividendo.

Ejemplo. Sea dividir 375000125,

La division de 375 por 125 d& 3 de cociente exacto; luego
el cociente pedido serd 3 sequido de los tres ceros del divi-
dlendo, 6 3000. Pero esta simpliGcacion no tiene importancia
alguna.

3.° Puede ocurrir que haya el mismo ndmero de ceros &
la derecha del dividendo y del divisor.

En este caso, se suprimen los ceros en los dos términos de
la division; se dividen después una por otra las dos partes
que quedan & la izquierda, y al residuo obtenido se afiaden los
ceros que terminaban el dividendo.

Sea dividir 5679800 por 8000:

56708 00 86
~5To 660
residuo 38 verdadero residuo 3800

Esta manera de operar estd comprendida en el primer ca-
50, con la Unica diferencia de que el residuo de la division
de 56798 por 86, que os 38, debe ir seguido de los ceros que
terminan el dividendo primitivo, en vez de agregarsele cifras
significativas.

4" Menos ceros & la derecha del dividendo, que & la de-

recha dei divisor.

Sea dividir 68235947000547600000 :

6823159 1-47000 5476

13475 124
25239
residuo 3335 verdadero residuo 333547000

Este caso es un compuesto del primero y del tercero.

5.“ Masceros & la derecha del dividendo que & la derecha
del divisor.
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Sea dividir 25036900000 por 875000:

A6900 io000 875

m36 28613
5369
1190
3150 .
residuo 525 residuo verdadero O250(i0

Este caso propiamente hablando no es mas que una parli
cularidad del primero.

39. Observacién general. —Como en las tres prunelas
operaciones de Aritmética se empiezan siempre los calculos
por la derecha, es natural preguntar por que en la division
se empiezan al contrario, por la izquierda.

Para responder & esta pregunta es necesario obscryai
que siendo el dividendo la suma de los productos parcia-
les del divisor por las unidades, las decenas, las cerne'-
fas, etc., del cociente, se confunden unos con otros lodos esos
productos parciales, y no es posible al pronto poner en cvi
Senda el producto del divisor por las unidades, o por las de-
cenas, etc., mientras por el procediniienlo seguido se deter
mina al momento en qué parle del dividendo se halla el pro-
ducto del divisor por las tinidades superiores; Ues[)\xes se op-
liene la cifra de las unidades del érden inmediatamente infe-
rior, y asi sucesivamente.

lié aqui dos ejemplos para el ejercicio :

1  Dividir 12187610837 por 15619 ;
Cocienle, 780306; residuo, 11423.
2%* 2487623393304 por 5076078;
Cociente, 490068 ; rMuo,. 0.

Pruebas de la multiplicacion y division.

40. Hemos establecido enei n.* 27, qgp la definicion mis-
ma de la DIVISION nos ha conducido & hacer la prueba de la
multiplicacion por la division, y la prueba de la division pol-
la mii//ip/icacion. En el discurso de la esposicion del procedi-
miento hemos dado el medio de efectuar esas pruebas, pero re-
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servamos para en adelante esplicar medios mas faciles de
comprobar entrambas operaciones. ¢

APLICACIONES.

41. En todo lo que hemos dicho hasta ahora sobre la
multiplicacién y la division, hemos considerado los ndmeros
bajo un punto de vista puramente abstracto (n.” 2).

Ahora pasamos & aplicar a nimeros concretos los princi-
pios que hemos desarrollado.

Primer problema. Se quiere saber el precio de 2564
metros de cierta obra, suponiendo que cuesta el metro 47
reales.

Supuesto que cada metro cuesta 47 reales, repitiendo esto
valor 2564 veces, se tendra claramente el valor de los 2564
metros. Asi, pues, basta efectuar el producto de 47 por 2564,
6 mejor (n." 25) de 2564 por 47, considerando ambos nime-
ros como abstractos, segun se indicd en el nimero 16, para
obtener el nimero de reales que se pide.

Ei producto es 120508;

luego los 2564 metros cuestan 120508 reales.

Segundo problema. Costando 39 reales el metro de cierta
obra, jcuantos metros podran hacerse con 8395 reales?

Es claro que cuantas veces esté el 39 contenido en 8395,
<Nros tantos metros podréan construirse: bastard, pues, dividir
8395 por 39, considerandolos como nimeros abstractos ; y el
cociente serd el nimero pedido de metros.

8395 39
285 215metros 10
10 39

€omo se obtiene, ademas del cociente 215, un residuo 10,
debemos de csplicar el uso que de él se hace.

Observemos para esto que si el dividendo tuviera 10 rea-
les menos, seria el producto exacto de 39 por 215,y el nu-
mero de metros pedido seria exactamente 215; pero como
ademas hay 10 reales, se trata de determinar qué parte 6
fraccion de metro podria construirse con los 10 reales.

Vmun realseconstruiria evidentemente una 39.“ parle do
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metro 6  de metro, puesto que se hace un metro cou 30 jea-
les; luego con 10 reales debe construirse 10 veces una 39®

parte 0 A de metro, es decir, diez 39® parles de metro ()13%

10
de metro {véase el n." 8): luego 215 metros, mas * de me-

tro forman ei i'esultado pedido.

Tal es en general el uso que debe hacerse del residuo de
una division, cuando al tiempo de efectuarla sc trata de re-
solver una cuestion relativa & nimeros concretos.

Se concibe la unidad del cociente (cuya naturaleza se deter-
mina siempre por el enunciado del problema) dividida en tan-
tas partes iguales como unidades tiene el divisor; se toma
tina de estas partes tantas veces como unidades tiene el re-
siduo de la division, y la fraccion resultante sejunta al co-
ciente entero obtenido.

Esto es lo que se llama completar el cociente, que en es-
tos casos es fraccionario.

Teiicer problema. 60«21478 reales se han comprado 895
varas de cierta tela: se desea saber el precio dé la vara.

Si se conociera el precio de la vara, y le repitiéramos 895
veces,obtendriamos los 21478 reales: luego, no conociéndo-
le, sera necesario buscar un namero, (jue multiplicado por
895, nos dé el producto'UUIS ; y por consiguiente (n.° 27),
dividir 21478 por 895.

21478 895
3578 reales 89-1
893 23 m

Comoel dividendo, & mas del producto de 895 por 23, con-
tiene todavia 893 reales, resulta que el precio do la vara es 23
reales, mas unafraccién que se trata de determinar,

. 1 .
Para conseguirlo observemos que repelido 895 veces

produce 1;y 893 repelido ,895 veces reproducira 893 ; luego

893

23 mas 895 €S un ndmero que multiplicado por 805 repro-
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893
duce 21478: luego el precio pedido es 23 reales mas A  de

al.
Este resultado es conforme & la regla deducida del ejemplo
precedente. )
Cuarto problema. SUpongamos que hay que repartir J)or
partes iguales 1348708 reales entre personas, ;& como
les tocaré & cada una?

1348708 498

3527 2708 reales 124
4108
124 498

Siendo2708 el cociente de esta djvision y 124 el residuo,
puede inferirse que si la suma repartible disminuyeraen 124rea-
Ics, cada personarecibiria 2708 reales. Pero como hay 124 rea-
les mas, resultaque cada persona debe recibir 2708 reales, mas
una parte de los 124. Para formarnos idea exacta de esa parle
deficiente, se puede considerar prim ero.ndmero 124 como
UN TODO que ha de dividirse en 498 partes iguales, siendo
una de ellas la fraccion> que ha de completar el cociente; pero
es mas facil (n® 8) concebir la unidad, que aqui es el real,
dividida en 498 partes iguales llamadas 498®® partes, y to-

mar de ellas resultando de osle modo ser 498 la frac-

cion que ha de afiadirse al cociente entero.
Segun esto cada persona ha de recibir 2708 reales mas

124
Ndereal.

Advertencia.  Se observard que las tres ultimas cuestiones
se han escogido de modo que presenten los diferentes puntos
de vista bajo los cuales puede considerarse la division.

42. El ultimo ejemplo nos proporciona ocasion deesponer
la proposicion siguiente, cuya importancia se reconocera mas
adelante.

Dividir un numero, por ejemplo, 124, en tantas partes
iguales como unidades tiene otro, , equivale & dividirla
unidad en tantas partes iguales como unidades tiene el segun-
do, y & tomar una de estas partes tantas veces como unldades
tiene el primero.
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Kn efticlo, si en lugar de 124, tuviéramos que dividir so-

1
lamenlel en 498 partes iguales, cada parte seria TT”deiauni-

dad ; pero como el nimero que ba de repartirse es 124 veces
mayor, se concibe que el resultado de la reparticion debe ser

1
también 124 veces mayor, Oiguala 124 veces Obienpor

., 124 )
ultimo a Zgé‘ de la unidad.

Del mismo modo, dividir 15 en 28 partes iguales, equi-
vale & lomar 15 veces la 28.* parte de la unidad.
Porque si tuviéramos que dividir solamente 1 en 28 par-

les iguales, cada una de ellas estarla espresada por “pero
como tenemos que dividir 15, 6 sea un nimero 15 veces ma-

. .1 15
yor, el resultado debe ser igual & ~ de 15, 04— dela

unidad.

43, Los diversos problemas que acaban de resolverse de-
muestran que los razonamientos propios para dar respuesta 4 las
cuestiones sobre nimeros concretos, conducen siempre & ope-
rar con nameros abstractos, debiéndose después dar al resul-
tado la significacion indicada por la naturaleza de la cuestion.

Segln esto, es evidente que puede eslenderse & los nlime-
ros abstractos lo que hemos establecido, al tratar de cuestio-
nes relativas & nimeros concretos, sobre el uso que debe ha-
cerse del residuo de una division para completar el cociente, y
que por lo tanto el cociente de la division de.dos nimeros en-
teros cualesquiera puede ser entero 6 fraccionario.

Esta observacion es muy importante para la esposicion de

principios y de las propiedades de los numeros en general,
que va & ser objeto del capitulo segundo, en el cual conside-
raremos esclusivamente numeros abstractos.

Ejercicios.

. Enunciar el nimero 10030047089500476.
1. Enunciar el mismo nUmero, la cifra de
en medio.
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in. ¢Cuéntas cifras debe tener un nimero, cuya primer
cifra de la izquiei'da lepresenla cenlenas de septillones?

IV. ¢ Qué numero falta al nimero 2047035007 para for-
mar la unidad seguida de tantos ceros como cifras tiene el mis-
mo ndmero?

V. Mandandose restar 58900564 de 62080347, si se sus-
tituye al sustraendo lo que le falla para formar la unidad se-
guida do 8 ceros, y se suma este complemento con el minuen-
do, ;qué deberla hacerse después para obtener un resultado
igual, al que nos daria la sustraccion directa?

V1. Componiéndose el dia de 24 horas, la hora de 60 mi-
nutos, y el minuto de 60 segundos, se pregunta: Cuantos
segundos tiene un afio, suponiéndole compuesto de,365 dias.

Vil.  Se pregunta qué variacion debe esperimeniar el pro-
ducto de 67084 por 3769, suponiendo: 1® que el multipli-
cador se aumente en 10, permaneciendo sin variar el multi-
plicando; 2.°queel multiplicando  aumente en 10, perma-
neciendo invariable el multiplicador; 3® que se aumenten si-
wultaneamente eu 10 unidades cada uno de los factores.

VIII.  ¢Cudl es la poblacion de un departamento, cuya su-
perficie es de 16537 hectareas”™ conteniendo cada hectarea por
término medio 45 liabilanles?

[X. La luz del sol viene & la tierra en 8 minutos y 13 se-
gundos (cada minuto tiene 60 segundos), y la distancia recor-
rida por ella son 34600000/e*wos: se desea saber cuantas le-
gras anda en cada segundo.

X. Se ha distribuido una suma de 24672 reales entre tres
personas, de modo que la primera reciba la tercera parte de
dicha cantidad, la segunda la cuarta parle de lo que queda
mes 4112 reales; y la tercera la octava parte de lo que queda
mas 7196 reales. Se desea saber la parte de cada persona.
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CAPITULO 1L

PROPIEDADES DE LOS NUMERQS,

§ |. rmcipios sobre la multiplicaciony la division.-
g |j.—Maximo comun divisor.— §111. Dimsibilidad.

44, INTRODUCCION.— A fiii tlo hacer mas concisos, y a ve-
ces mas generales, los razonamienlos sobre los mimeros, que
hemos de emplear en la esposicion de sus propiedades, nos
serviremos de aqui en adelante, de ciertos signos abrevialt-
VoS, que pasamos & enumerar. .

Primeramente, las letras a, b, c, etc. que se sustituyen a
las cifras, 6 para hacer resaltar mejor la generalidad dé los
razonamientos, 6 para abreviar la escritura de los nimeros.

Algunas veces también, suele ser ventajoso usar letras se-
fialadas con acentos (**'"') que se pronuncian primera, ™
gumia, tercera, etc. ) 3 )

e n SEGUNDO LUGAR, los sigpos giie se colocan entre dos nu-
meros para espresar que son iguales entre si, 6 que el uno es
mayor 0 es menor que el otro, & saber:

El signo = , que se encuentra igual &;” los signos >
<, Que se enuncian mayor que, 0 superior &, y menor que, 0
inferior a. ) . . >

Asi, la espresion a= b quiere decir que el numero re-
presentado por a, es igual al nimero representado por b;y
por eso toma el nombre de

Las espresiones a' b, a<C.b, se llaman desigualdades, y
significan, en el primer caso, que a es mayor que h, 6 supe'
rior db; y on el segundo que aes menor que b, 0 inferior ao.

La abertura del signo se dirige siempre hécia el lado del
ndmero mayor.
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l.a parle de la izquierda do una iijmldad 6 de una desi-
gualdad se llama primer miembro, y la parle de la derecha,
segundo miembro.

Enteiiceii lugar, los signos que indican las operaciones
gue han de ejecutarse con ios nimeros, ya estén estos espre-
sados por medio de cifras, ya por medio de letras, & saber:

1. * El signo de la adicién -h, que se enuncia mas.

Asi, 27+ 19, se lée 27 mas 19; 37+ 49+63+ ...,
«+¢+ £!+... indican la adicién de esos varios nimeros en-
tre si.

Cuando los sumandos, espresados por letras, son lodos
iguales 4 a, por ejemplo, en lugar deescribir« + «, fi+a+a,
ata+at«, etc, se escribe 2a, 3a, 4a, 5a, etc.;'y el nd-
mero particular escrito & la izquierda de la letra a, se llama
COEFICIEISTE.

2. ® El signo de la sustraccion, — , que se lée menos.

Asi, 63— 38 se lée 63 menos 38, y siguiiica que debe
restarse 38 de 63.

Del mismo modo, a—6+ ¢—d— e-\-f... que indican la
adicion y la sustraccion de varios ndmeros representados por
las letras a, b, c, d, e, f....

3. ® El signo de la multiplicacion, x, 6 ut”punto, que se
sustituye a las dos palabras multiplicado por.

Asi, 24x 19, 624.19, signilican 24 19,

6 indican que ha de efectuarse el producto de<la’ multiplica-
cion de 24 por 19, 6 (para abreviar el discurso) el producto
de 24 por 19.

Del mismo modo, axbxc....,a.b .c..., espresan que es
necesario multiplicar primero aporé, después el producto
scsultanle por c, y asi sucesivamente.

Cuando ios numeros estan representados por letras, y solo
en ese caso, pueden escribirse correlativos sin interposicion de
signo alguno.

Asi ahed... tendra la misma signliicacion que

ax bxcXd...,6a.b.c.d....

Cuando nn nGmero debe'ser la suma de otros varios, cu-
va adicién esta indicada por medio del signo + , y después se
na de multiplicar por oti'O nimero, conviene colocar la suma

entre paréntesis, y escribir & continuacién ¢! nimero midti-
plicador.



GO ELEMENTOS
Asi, (37+ 23) 15, [a-hb-hc] m, indican que la suma
37+23 se ha de multiplicar por 15, y la suma a-hb-hc se
ha de multiplicar por m.
Del mismo modo, para indicar que la diferencia a—bse
ha de multiplicar por m, se escribe asi [a—b) m.
Los paréntesis se sustituyen en estos casos al signo de la
multiplicacion.
{fo+ 6+ C+..)(/+ 9, (a—6(c—d), indican que se
multiplicar Na swwa a+ 6+ ¢+ ... porla suma
y la diferencia a— b por la diferencia c— d.
4® El signo déla division que es una raya —, encima de
la cual se escribe el dividendo y debajo el divisor, 6 bien dos
puntos, que se colocan entre los dos términos de la divi-
sion, quedando el dividendo & la izquierda y el divisor & la
derecha.

Asi, 1?% 089 : 18, indican igualmente que 89 debe divi'

dirse por 18.

La notacién  seemplea con particular ventaja cuando ha
de representarse la division de un nimero fraccionario por
otro cualquiera entero 6 fraccionario.

Asi, ?g‘ha de dividirse pori—;; mas facil es representar

esta operacion escribiendo 10 mi5 € S escribiése-

19
raos

15
45, Ademas de las cuatro operaciones fundamentales de
Aritmética, hay otras dos que espondremos mas adelante y
para las cuales se usan también signos abreviativos: tales son
h formacion de potencias y h estraccion de raices-

Se Mafia potencia de un namero el producto de multipli-
car varias veces este nimero por si mismo;y grado de la po-
tencia la cifra 6 nimero particular que espresa cuantas veces
debe entrar como factor en la potencia el numero propuesto.

Se llama raiz de un numero dado otro nimero que eleva-
do & Undipotencia, reproduce el nimero primitivo; el grado
de la raiz que ha de cstraerso, es el mismo que el de la po-
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tencia quo debe formarse para oblcner el numero primitivo.
Asi, los nimeros representados por

37 X 37 137 X 37X 37 137 X37 X37X37...

se llaman la segunda, h tercera. Id cuarta,... potencia del
nimero 37 ; y reciprocamente, 37 se llama la rais de segun-
da, tercera, cuarta,... de aquellos productos.

Esto supuesto, & los signos anteriormente indicados, bay
que afadir aun los dos siguientes :

El esponente, es decir, una cifra 6 un numero parti-
cular que se coloca 4 la derecha y unpoco mas alto del nime-
ro que debe elevarse & cierta potencia ; cuyo signo es el gra-
dode la potencia que debe formarse.

Asi, an, &\ a®, a’,..., que se enuncian; a elemdo & 2,
elevado & 3, elevador 4 ..., 6 simplemente a dos, a tres, a cua-
tro,..., significan que es necesario elevar el numero rta la
27, 3® 4.“,... potencia, 6 multiplicarle por si mismo unavez,
dos veces, tres veces,...; en una palabra, &\ &\ a’,..., son la
escritura abreviada deaxa, axaxa, axaxaxa...

Del mismo modo, aY™c™espresan de una manera abre-
viada un producto, en el cual el nGmero adebe entrar cinco
veces por factor, el nimero btresveces, y el nimero ¢, dos
veces.

6® EI radical \J, signo entre cuyos brazos se coloca el
indice 6 grado de la raiz que debe estraerse.

Por ahora no insistiremos en decir mas sobre este Gltimo
signo que no hemos de utilizar hasta e| capitulo quinto; si he-
mos dado algunas esplicacionesacerca del esponente, es porque
habremos de utilizarle en esto mismo capitulo.

Establecidos estos preliminares, vamos & esponer algunas
propiedades elementales de los nimeros enteros, en cuanto
pueden servirnos para la simplificacion de las operaciones,
espuestas anteriormente, y para la resolucién de ciertas cues-
tiones que constituyen parte esencial de la Aritmetica.

Advertimos ademas qué en lodo este capitulo solo nos re-
feriremos & NnUMeros enteros: mas adelante sefialarémos, cua-
les de estas propiedades corresponden también & ios ndmeros
fraccionarios.

46. Definiciokes.— E mpezaremos por definir ciertas pa-

labras 6 espresiones, cuyo uso serd muy frecuente en todo lo
filie vamos & esponer.
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Ya se sabe que un nimei'o entero se llama exactamente di-
visible \)or 0tro entero, cuando existe un tercer nitmero, tam-
bién eniero, que, multipticado por el segundo, reproduce el
primero.

Ksto supuesto, se llama de un ndmero todo nu-
Mero que es exactamente divisible POr el primero; y por con-
traposicion estp se llanja submultiplo del otro.

ASi, siendo 24 exactamente divisible por 6, es un mailti-
plo de C, y C-eSsubmultiplo de 24,

Asi también, 72 es mdltiplo de 9, y 9 submultiplo de 72;
porque 8 veces 9 dan 72. El nimero 8 es también submalti-
plo de 72 y este multiplo de 8.

A la eSpresion submaltiplo de Un ndmero se sustituye al-
gunas veces la denominacion de parte, alicuota del mismo nu-
mero; pero en vez de ambos nombres, suelen usarse todavia
con mas frecuencia los nombres de factor b divisor, CUYO USO
lia prevalecido, & pesar de que en las operaciones de la mul-
tiplicacion y division, tienen ya esas palabras mismas una
significacion mas estensa.

Asi, pues, de aqui en adelanto diremos que 2, 4, 5, 10,
SON factores b divisores de 20, en cuanto esos numeros estan
contenidos exactamente en 20.

Asi también, 3, 5, 15, 6,10, 12, son submaltiplos, fac-
tores O divisores, épartes alicuotas de 60; de modo que esas
cuatro espresiones son sinénimas.

La investigacion de todos los divisores ¢ factores de un
namero es una de las cuestiones mas Importantes de la Arit-
mética, y hara parte del capitulo presente.

Podemos ahora pasar & la esposicion de algunas propie-
dades.

§ i.— Propiedades RELATIVAS A 1a multiplicacién y a la
DIVISION.
47, Primer principio.-"¢7 producto de la suma (indicada)

de variosnameros por otro, es igual d la surna (indicada) de
losproductos de los primeros namerospor el Gltipio.

Asi, dados los nimeros 15, 12, 23y 47, y' otro numei'0
8, digo que se tendra

(154-12+ 23-h47).8= 158-i-12.8 4-23.8 4-47.8.
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lili ,&feclo, si formamos el siguiente cuadro

15 + 12+ 23 + 47
15 -h 12 H- 23 H- 47
15+12 + 23 4-47

que se supone tener ocho lineas horizontales, se ve que la su-
ma de todas las unidades, contenidasen él, es igual, por una
parte al producto de 154-12-1-23 4-47 por 8; y por otrad la
suma de 8 veces 15, mas 8 veces 12, mas 8 veces 23, mas 8
veces 47.

Luego, etc.; lo cual puede también comprobarse efectuan-
do los calculos indicados.

Como el razonamiento que acabamos de hacer, puede evi-
dentemente aplicarse & otros nimeros, cualquiera que sea el

namero de los términos dentro del paréntesis, puede concluir-
se en general que

(at-¢-f-i2+d4-(?4-..),m=a.m+0.m-f-c . m-hd.m-he.m+...

representando «, ¢, ¢, d,... 1os numeros dados.

48. CoN'sEGUENCIA—EI producto de la suma (indicada) de
varios'ndmeros por la siimii (indicadaj de oiros varios, es
igual & lasima de los productos de cada uno de los nGimeros,

gue entran en la sumaprimera, por cada uno de los ndmeros,
gue entran en la suma segunda.

Asi, por ejemplo,

49.03+37.63+20.63+13.63"
(49+37+23+13}.(63+27+19)= +49.27+37.27+25.27+13.27 .
1+49.19+37.19+25.19+13.19)

IWquc multiplicar 494-374-... por 634-27-!-..., equi-
vale & lomar 63 veces la suma primera, mas 27 veces la mis-

ino suma, mas 19 veces la misma suma , y sumar despues to-
dos esos productos.

ingenerai:
{a-hb-hc-h...).[m-\-n-h...]=a.m-i~b.m-hc .m
-ha. n-hb .n~hc.n~h...

Advet'iencia.  El nimero total de los términos del segun-
do miembro de estaigualdad es evidentemente igual al producto
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(Ie|' nimero de términos Ge\ muHiFIicando n-hf>-hc~h.. pnr
el naffiero de términos del niulliplicador w-h« + ...

49, Segundo VMiicmo.— Elproducto de la diferencia (in-
dicada) de dos ndmeros por un tercero es igual & la diferencia
(indicada) de los productos de cada uno de los dos numeros
primeros por el tercero.

Ks decir que

[37—19)12= 37X 12—19X12.
Porque si se forma el cuadro siguiente

37 — 19
37 — 19
37 — 19

en el cual cada linea vertical se supone contener 12 nameros
se ve que, para obtener el ndmero total de unidades conteni-
das en el cuadro, que, tal cual esta, representa el producto
(je 37 — 19 por 12, basta hacer la suma de las unidades con-
tenidas en la primer columna vertical, lo cual equivale & mul-
tiplicar 37 por 12, restando después del producto, 37 x 12, la
suma de las unidades contenidas en la segunda columna ver-
tical , 0 sea el producto de 19 por 12.
Luego

(87 — 19; 12= 37 X 12 — 19X 12.
Y en efecto,
(37 - 19)12= 18X 12=216,
37 x 12— 19x 12 = 444 — 228 = 216.

50. Antes de pasar al tercer principio, que no es oira co-
sa mas que el principio del nimero 25 generalizado, demos-
traremos nna proposicién preliminar, cuyo enunciado es el
siguiente:

En una multiplicacion de varios nameros, puede inver-
tirse el orden de los dos Ultimos factores sin cambiar el pro-
ducto.

Sea la multiplicacién 43 x 19 x 27 x 15.

Digo que

43X 19x 27x 15= 43x 19x 15X 27.



DE ARITMETICA. * 65
En efecto, designemos por P el producto 43x19 que po-
demos suponer ya formado ; es necesario probar que
Px 27 x 15= P x 15x 27.

Tenemos
Px27 = P-hP-f-P-f-P-f-..,

y el sequndo miembro de esta igualdad se compondra de 27
ndmeros iguales & P y escritos unos en pos de otros.
Si se multiplican los dos miembros por 15, los dos*pro-
guclos resultantes seran evidentemente iguales {*) y ten-
remos

PX27X15= (P+.P+ P X 15,
6 en virtud del primer principio (n® 47),
Px27x 15= Px 15+ Px 15-h Px 15-h...

Pero el segundo miembro de esta igualdad esta formado
de 27 veces el nimero P x 15, 6 es igual 4 Px 15x27.
Luego, iinalmenle,

Px 27 x 15= P x 15x 27.
L. C. fi, D.

51. Tercer principio.— En toda multiplicacién de varios

factores, cualquiera que sea el numero de estos, sepuede, sin
cambiar el producto, invertir el orden de los factores de todos

tos modos posibles.
Sea un producto indicado y que debe efectuarse -

40 x 72 x 137 x 63 X 54 x 19 x 224*

(') Esclaro que, si dos numeros son iguales, también son iguales
sus duplos, sus triplos, ote., y sus mitades, sus tercios, sus cuar-
tos, etc.; de donde resulta que pueden multiplicarse 6 dividirse los
dos miembros de unaigualdad por un mismo nimero, siu que los nue-
vos miembros dejen de ser iguales. Esta doble proposision pertenece
'd género de las que en Matematicas se llamau intuitivas. Muchas ve-
c%s tendremos ocasion de servirnos de ella en el discurso de esta
obra.
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Segln  proposicion preliminar, el GltmoiMoi 424 pue-
de invertirse eon el penaltimo 19, lo cual d&

49 X 72 X 137 X 63 X 54 X 224 x 19.

Tambijén se puede invertir ahora el mismo factor 224 con
54  considerado como e lpendltimo término de un producto’,
después, por la misma razon, puede invertirse con 63. y asi
sucesivamente hasta haber llegado al segundo Uigai , y enton-
ces se tendra

49 x 224 x 72 x 137 x 63 x 54 x 19.

Puede entonces considerarse como el segundo factor de un
producto de dos factores, y pasar al lugar del primer factor
49, en virtud de! principio del nimero 25. )

Con esto se te ya (jue es licito hacer que el ultimo tactor
del producto propuesto ocupe todos los lugares, sin que el
producto deje de ser el mismo. .

Tomemos ahora un factor situado en un lugar cualgutera,
63 por ejemplo; por lo pronto se puede, considerandole co-
mo el altimo factor de un producto, hacerle pasar sucesiva-
mente 4 todos los lugares, de derecha & izquierda, y después,
con arreglo siempre & 1a proposicién pretiminar, CONSideran-
dole como dpenultimo factor de un producto, se le puede
hacer pasar, de izquierda & derecha, al lugar del factor 54,
desde alli al lugar del factor 19, y por ultimo, al lugar de
224. Luego, etc.. . . L

52. ste principio da lugar a la cuestion siguiente:

En un producto indicado de cualquier nimero de facto-
res, jcuantas mudanzas 6 pueden hacei'se en
tre todos ellos? . . _

Para responder & esta pregunta, consideraremos sucesi-
vamente los casos de haber dos, tres, cuatro, etc., tactoies
(juc representaremos por medio de las letras a, b, c, d, etc.

Por lo pronto, respecto de dos letras a y &, no puede ha-
ber mas que las dos permutaciones ab, 60; lo cual da 2,

1x2.

Habiendo tres letras a, b, ¢, se podrd, en cada uno de los
producios iguales «6, ba, introducir la tercera letra c, prime-
ro en el primer lugar de la derecha, después en medio y des-
pués & la izquierda; lo cual d& necesariamente los seis pro-
ductos iguales (n.° 51);
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abe, acb, cah \hac, boa, cha.

~Asi, pues, para tres letras, se tienen 6 permutaciones,
0 sea
2x3 6 Ix2x 3 joermMiOiioHes.

Habiendo cuatro letras, como en cada, uno de los seis
producios de tres letras, se puede colocar la cuarta letra en
cuatro lagares diferentes, comenzando por la derecha, y avan-
zando hasta el primer lugar de la izquierda, se infiere que las
cuatro letras dardn 6 veces 4 6 24 permutaciones; es decir,
Ix2x3x4.

Del mismo modo se probarla que cinco letras dan 24x 5
6 sea permutaciones, es decir, Ix2x3 x4 x5 y asi su-
cesivamente.

lin general, si nespresa el nimero total de letras, el nd-
mero total do las permutaciones sera

IXx2x3x4x5%x6..x «

produelo que se compone de la série natural de los nimeros
desde 1 hasta#.

Se quiere saber, por ejemplo, de cuantos modos pueden
colocarse 10 personas al rededor de una mesa suponiendo que
cada una de ellas ha de ir ocupando sucesivamente todos los
lugares.

Solucion:

1x2x3x4x5x6x7x8x9x10,
6 efectuando los calculos,
3628800 modos diferentes 6 permutaciones.]

3.  Consecuencia 1.— Dados tres 6 mas ndmeros, cuando
se multiplica cada uno de ellos por el producto efectuado de
todos los'otros, losptros, los productos resultantes, son lodos
i.quales entre si.

Sean, por ejemplo, los numeros 23, 49, 57, 19.
Digo que se tiene

23 X (49X 57X 19) - - 49X (23X 57 X 19)
57x (23x 49x 19)
19%(23x49%57)
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[Pal-a fijar las ideas, es cosa convenida poner entre paren-
tesis los productos que se suponen efectuados.] . .
Esto supuesto, tenemos, en virtud del principio del nu-
mero 25,

23 X (49 X57X 19)= (49x 57 x 19)X 23,
6 suprimiendo en el segundo miembro el paréntesis que ya es
inatil,
. 23x(49x57x19) —49x57x19x23,

6, volviendo & poner él factor 23 en su lugar primitivo, en
virtud del tercer principio (n® 51),

23 X (49X 57 X 19)= 23 X 49 X 57 X 19. [

Del mismo modo tenemos
49x(23x57x19)-=(23x57x19)x49,

6, suprimiendo el paréntesis del segundo miembro,
49x(23x57x 19)=:23x57x19x"19,

0, volviendo & poner el factor 49 en su lugar primitivo,
49X (23X 57 X 19)= 49 x 23x 57 x 19. [2]

Razonando de un modo analogo sobre los factores 57 y
19, llegariamos & las igualdades,

57X (23X 49x 19) = 57x 23x49x 19, [3]
19X (23X 49X 57)= 19x 23x 49x 57. [4]

Y como los segundos miembros de las igualdades [1], [2],
i3Ly [4] son iguales, segun el principio del numero 51, re-
sulta evidentemente que ios primeros miembros son también
iguales entre si, y la proposicion queda demostrada.

54. Consecuencia I\.” j)iultiplicar numero por ci
producto efectuado de varios factores, equivale & mmiplicai
el nmero dado sucesivameiite por cada uno de dichos jac-

est . . - L.
?Esta proposicion esta contenida implicitamente en la an-

Sea, en efecto, multiplicar 47 por 72, (jue es el produc-
to efectuado de 8x9.
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Si aplicamos aquiol razonamiento que antes nos ha con-
ducido a las igualdades [1], [2]«ele., tendremos

47x72 6 47x{8x9)= (8x9)47 8x9x47 = 47x8x9.

Sea también multiplicar \Vd por 84, que es el producto
efectuado de 7 x4 x3. Tendremos

6 19x84
19x(7x4x3) = (7x4 X 3)X 19===7x4x3x19
= 19x7x4x3.
55. Consecuencia |l1l1.— Dividir un ndmero por el produc-

lo efectuado de varios factores (cuando la division debe resul-
tar exacta, es decir, sin dejar residuo alguno) equivale & di-
vidir el nUmero dado por el primer factor; después, el cociente
obtenido por el segundo factor; después el nuevo cociente ob-
tenido, por et tercer factor; y asi sucesivamente.

designemos por D el dividendo, y sea, por ejemplo, 140
el divisor, que puede considerarse como el producto efectua-
do de tres factores, 4, 5, 7 ; de modo que tenemos

140= (4x5x7).

[Recuérdese que segln se dijo en el nimero 53 los parén-
tesis indican aqui un producto efectuado.]

Puesto que la division de D por 140. debe exacta, ten-
dremos, llamando y al cociente,

e )= 140 X g (siendo g un ndmero entero)

6 poniendo en vez de 140 su valor (4x5x7),
D= (4x5x7)x
Pei'o de esta igualdad se deduce (n.”\53)
D= 4x 5x 7x 5B);

jo cual prueba que D es exactamente divisible por el primer
factor 4, puesto que (5x 7x 5) es un ndmero entero.

Resignando por Q' el cociente correspondiente obtenemos
la nueva igualdad

5'=5x7X5;
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Obien, segln el nimero 53/

AN=5xpx?);

de donde se infiere, en sequndo lugar que g es divisible
por el segundo factor, 5, puesto que (7x i) es un numcio

MMDe'signando por g el mevo cociente, tendremos la nueva
igyaldad qn="7y.q:

luogo, rmalmente, g" es divisible exactamente Por el te”ef
factor, 7, y d& por cociente g, es decir, el cociente de laaim-
siOM de los dos nimeros dados. LCDD

Advertencia. Uno de los factores, 5 por ejemplo, puede
entrar varias veces en la composicion del produc o elecluado,
en éste caso se dice que D es divisible por 5 vanas veces se-

Esta es la ocasion de dar & conocer una locucién muy

usada en Matematicas, y que en adelante habremos do em
olear nosotros con frecuencia.

A Cuando un numero N cild descompuesto en vanos facto-
res a, b, c, d..., de modo que se tiene

N= axi)X cxdx...;

si se divide N por &, se tiene por cociente bx e x d... .
En este caso se dice, que se suprime U factor aen el pio-
ducio ox6xcxd..., locual da por resultado

0Xexd...

Suprimiendo del mismo modo el factor 6, se tiene poi le-

suUado ,
ex rt...

un factor.cn un producto, es diptér el

At ™ A oo ;-E nouna multiplicacién nnd hé de
ejecutarse entre dos nameros, cuando uno de I
hace CiEUTO NUMEQ0 de veces «mj/or omenor, "

pues la operacion, se obtieiw unproduelo que s er Jiisuo
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MERO DE VECES imijor 6 menor que el producto de los dos na-
Meros propuestos.

En términos mas breves, si se multiplica 6 se divide por
UN NUMERO CUALQUIERA uno de los fiictores de una multiplica-
cion de dos ndmeros™ resulta el producto multiplicado 6 divi-
dido POR EL MISMO NUMERO.

[Aqui se supone, y lo mismo en los enunciados de los
principios siguientes y de sus consecuencias, que el divisor
empleado €5 UN submdltiplo (n.“ 46) del nimero a'que se re-
iiere la operacion.]

Sean a y 6 los dos ndjneros dados.

Digo que si, antes de efectuar la midtiplicacion, se hace
por ejemplo, el multiplicando a 12 veces mayor, lo cual equi-
vale a multiplicarle por 12, y después se efectia la multipli-
cacion, se obtendrd un producto 12 veces mayor que el pro-
ducto axb de los dos nimeros propuestos.

En efecto, en virtud del nimero 50, tenemos

(axI12)xt 0 fIX12X;.-=0x 6x 12, 0 bien (ax6)x12;

lo cual indica que el producto de un ndmero 12 veces mayor
que rtpor 6, es 12 veces mayor que el de a por b.

[lazonemos ahora respecto do a x 2, tomado por multi-
plicando, y conservando & hpor mnltiglicador: si hacemos 12
veces menor la cantidad ox 12, 0 si le dividimos por 12, M
dremos el nuevo multiplicando a, que multiplicado por el mul‘
liplicador b, d& el producto a x 6, el cual es evidentemente
12 veces menor que el producto (ax6)x 12, resultante de la
multipticacion de («x 12) por b.

Luego, haciendo el multiplicando 12 veces menor, 6 di-
vidiéndole por 12, se hace g\producto 12 veces menor, 0 en
otros términos, so le divide por 12.

Lo que acabamos de decir respecto del multiplicando, se
aplica necesariamente al muItiFIicador, pues se puede (n.° 20)
lomar el multiplicando por multiplicador y reciprocamente.

Luego, etc.

58. Consecuencia.—No se cambia el valor de un produe-
lo de dosfactores, multipticando €l uno de ellospor un ndme-
ro, y DIVIDIENDO el otro por el mismo mimero.

Porque es evidente que las dos operaciones que se ejecu-
tan asi, antes de la operacion principal, establecen co uno y
en otro caso una verdadera compensacion.
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Advertencia.  Du esta proposicion resulta la siguiente:

Si se MULTIPLICA 6 s6 DIVIDE uno de los dos factores de un
producto POR N NUMERO DADU” ¢s necGSiirio eri compensacion
para queel producto subsistael mismo, divAir 6 multtipticar €l
otro /'acior EL MISMO NUMERO.

59. Quinto principio.— EN una divisién que ha de ejecu-
tarse entre dos nimeros (suponiendo que ha de hacerse exac-
tamente , es decir, sin dejar residuo), si se hace el dividendo
CIERTO NUMERO DE VECES mayor 6 menor, 0 bien ol divisor
CIERTO NUMERO DE VECES meiior Omaxjor, y se efectla después
la division, se obtiene un cociente e1 mismo namero de veces
mayor 6 menor que el cociente de la divisién de los dos nlme™
ros Eropuestos. . o o .

n otras palabras, si se multiplica 6 se divide el dividen-
do de una division exacta, 6 si por el contrario se divide § se
multiplica el divisor por un namero dado, se multiplica ¢ se
divide el cociente por el mismo nimero.

Sean D el dividendo, d el divisor y i el cociente de la di-
vision ; tendremos la igualdad

D =i/ x5 (siendo” un numero entero).

Digo, EN PRIMER LUGAR, (juc s, oiUes dti cftictuai' la divi-
sion se hace, el dividendo, por ejem{3lo, 15 veces mayor, lo
cual equivale & multiplicarle por 15, y después se efectda la
division, se obtendra un cociente 15 veces waiyor que g.

En efecto, si multiplicamos por 15 los dos miembros de la
igualdad precedente, los dos productos resultantes son eviden-
temente iguales (véase la nota del n. 50), y tendremos

DV 15= i/X5XI5==£ix(r/XI5) (n."54);

por consiguiente el cociente de la division de Dx 15 por d es
15 veces mayor que el cociente de la division de D poi d.

Razonemos ahora lomando &4 D x5 por dividendo : si na-
cemos este dividendo 15 veces menor, es decir, si le dividi-
mos por 15, tendremos el nuevo dividendo 1), el cual, dividi-
do por el divisor d, da el cociente g, que es evidentemente 1>
veces menor gAie el cociente y x 15, resultante de la division
deDxlopor d. S

Luego, si multiplicamos 6 dividimos el dividendo por un
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nrrero cualquiera, obtenemos un cociente 8ue es el mismo
ndmero de veces mayor Omenor.

Diiio, EN SEGUNDO LUGAR, que SI S6 divide 6 se multiplica
el divisor por un ndmero', el cociente resultante debe ser ese
mismo ndmero de veces mayor 6 menor. o ]

Esto se deduce evidentemente de la proposicion enunciada
en la Advertencia del numero 58, pues el dividendo debe sei
siempre icual al producto del divisor por el cociente.

60. Consecuencia. — Multiplicar O dividir el dividendo
por Un nimero, produce el mismo efecto que dividir o miit«-
piicar el divisor por el mismo nimero.

Asi acabamos de ver que el cociente cspenmenla en uno
y en otro caso la misma alteracion. .

61. Sesto m sam .— El valor de un cociente no vana
cuando se multiplican 6 dividen el dividendoy el divisor por
el mismo ndmero; y el residuo, si le hay, queda multiplicado
6 dividido por el mismo ndimero. i- i

Primeramente.—Si la division es exacta, resulta del prin-
cipio anterior fn.° 59) que por esta doble operacidn, el cocien-
te por una parte se liace cierto namero de veces mayor 6 me-
uor, y por otra parte se hace el mismo namero d0 veces menor
6 mayor; hierro hay compensacion. o

En segundo lugar.—Supongamos que la division deja ic-
siduo.

Sean D el dividendo, d el divisor, g el cociente y r el le-
slduo de la division ; tendremos la igualdad

) D=d Xq -hr.

Multiplicando los dos miembros por un nimero enteio
cualquiera, por ejemplo, 15, tendremos (n." 47)

DxI5 = cix”~xI5-Hrx 15

o x 15

(/x 15x y-n i-x 15,
6 bien también
%) DxI5 = (i/xI5)X}-i-/'XI5.

Esta Gltima igualdad, traducida al leiiguage 0s-
presa que el cociente de la division de D x 15 por ax 15¢€s g
(cociente de la division do D por d), y que el residuo es el
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producto de r (residuo de la misma division de D por i/) mul-
tiplicadopor 15.

Discurramos ahora partiendo de la igualdad (2) & la igual-
dad (1); y reconoceremos que el cociente de la division de i)
por a es (j (cociente de la division de D x 15 por ¢/x 10), y quij
el residuo r, residuo de esta ultima division, dividido
por 15.

Con lo cual se encuentra demostrada completamente la
proposicion enunciada.

Advertencia.  Si, en vez de multiplicar ¢ dividir simulta-
neamente el dividendo y el divisor por un mismo nimero, se
multiplica 6 divide solamente uno de los dos términos por di-
cho numero, cuando la division primitiva deja residuo, es fa&
cil conocer operando como antes sobre la igualdad

D= XirH-r,'

que nada puede concluirse respecto del cociente de la nueva
division, considerado con relacién al primer cociente.

Aqui evidentemente solo se trata de la parte entera del co-
ciente.

Observacién.—EI sesto principio puede servir para justi-
ficar la simplicacion de célculo que hemos indicado en el nu-
mero 38, para efectuar la division cuando el divisor termina
en ceros; porque, procediendo como alli se dijo, no se hace
mas que dividir los dos términos do la divisién por un mismo
namero, 10, 100, 1000, de modo que no se altera el cocien-
te; y el residuo se reduce luego 4 su verdadero valor, agre-
gandole & continuacion los ceros 0 las cifras significativas se-
paradas en €l dividendo.

62. SETIMO PRINCIPIO.— Cuando un ndmero dado es la su-
ma de varias partes™ divisibles todas ellas exactamente por
otro ndmero dado™ el primer nimero es también divisible por
el segundo; y el cociente de la division del ttno por el otro es
igual a la sima de los cocientes parciales queproduce la divi-
sidn de las diferentes partes 'por el segundo nimero dado.

Designemos por a el primer numero, que Suponemos
iguala la suma + de otros varios; sea 12,
por ejemplo, el numero que, segln el enunciado, debe divi-
dir exactamente 4 cada una de las partes a‘, a", a"\... del
primer namero dado, y llamemos qg', g, i?"",... los cocientes
respectivos.
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Tendremos las igualdades

1-2x9', a"=12x9", M 12x9Y
las cuales, sumadas entre si mimbro a4 miembro, dan

a'+fl/'+a'/’-t-... 6seaa= 12X9'-hl2X9"'hI2x9"-i-...,

6 bien (n." 47)
a=12x(9'+ 9"-Hi"-H---},

lo cual prueba Que el nimero o, €s exactixmeiite divisible por
12, y da por cociente

q'-hq' * r/"-h

63. CorssECUEINGIA—M 0 mualtiplo (n.° 46) de uii nume-
roexactamente divisible por oli'Ondmero, es también divisible
por este otro numero. .

Torque sea 0 un nimero exactamente divisible por 0, ym
veces a un multiplo cualquiera de 6; esté maltiplo puede con-
siderarse como igual 4 a-ha+aH -.-.. Ahora bien, cada una
de esas partesa,a,a,... sesupone epctamente dtvisible poi b,
luego su suma O m veces a es también divisible por o.

Asi, siendo 48 divisible por 6 y dando 8 de cociente, 5
veces 48, 6 sea 240, es divisible por O y da do cociente 40
que son 5 veces 8. D

64. Octavo I'aINCIPIO— un nimero se compone ae aos
partes, siendo una de ellas divisible exactamentepoi olio nii-
mero dado, y no siéndolo la otra, el primer -numero no es. di-
visiblepor el seyundo; y el residuo de su division es ifjual gl
que resulta de dividirpor este seyundo ntimero taparte no ai-
V|5|ble del prlm

a tt=tt'-i- o" siendo a* divisible por un numero cuiu-
qmera por ejemplo 15, y no siéndolo a=\ tmidremos las
dos igualdades

a'= 15x9' y a"'=15x$"H-i";
o> Y q- Son niméros enteros y r es el residuo de la division
de a" por 15))
De donde se deduce (n®47)

ii'-hfl" 0 sea a="15x(9'+7")'"-i'



76 ELKMEIM'0S
lo cual demuestra que la division de a'-ha", 6 lo que oslo
mismo de a por 15, da un residuo r, que es precisamente €l
de la division de a" por 15.

También se observa que el cociente de la division de a por
15 es igual & la suma de los cocientes resultantes de la divi-
sion de las dos partes a' y a" por 15.

65. Consecuencia.— Tacio nimero que divide exactamen-
te & una suma compuesta de dos partes, y a una de estas par-
tes, debe dividir necesariamente la otra parte.

Porque si esta segunda parle no fuera divisible por el nd-
mero dado, la suma, segln lo que acabamos de decir, tampo-
co lo seria; lo cual seria contrario & la hipétesis.

Los dos ultimos principios nos conducen naturalmente &
esponer aquf los caracteres particulares, por cuyo medio se
conoce que un nimero dado es divisible por ciertos nimeros;
y cuando la division no puede hacerse exactamente, ver el
medio mas sencillo de obtener el residuo.

Residuos de la division por ciertos nimeros.— Caractéres ce
ladivisibilidad por los mismos.

66. 1.°— El residuo de la division de un ndmero cual-
quiera por 2, 6por 5, esiyual al que da la cifra de SUS uni-
dades dividida por 2, 6 por 5;

Cuando esta cifra es divisible por 2 6 por 5, el tilimero es
también divisible por 2 6 por 5.

En efecto, el nimero dado puede siempre descomponerse
en dos partes, & saber: laparte que estaa la izquierda de la
cifra de las unidades, tomada con su valor relativo, y esla’ii-
tima cifra de las unidades.

Ahora bien, siendo la primera parle una coleccion de de-
cena«, es un maltiplo de 10, nimero divisible por 2 6 por 5,
pues se tiene 10— 2x5; por consiguiente (n." 63) esta pri-
mera parte es_esencialmente divisible, tanto por 2, como por
5; y entonces ha de suceder una de dos cosas: 4 la cifra de
las unidades es divisible, sea por 2, sea por 5, 6 nolo es. En

(n? 64)
dida por 2 ¢ por 5.
L. C. 1). V.
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m67. Observaciones.— X/ Todos los nimeros terminados
en una de las cifras O, 2, 4, 6, 8, son evidentemente divisi-
bles por 2. - .

Por el contrario los nimeros terminados en una de las ci-
fras I, 3, 5,7, 9, no son divisibles, y dan 1 de residuo, que
es el mismo residuo que da por si sola cualquiera de esas
cifr3s

los ndmeros de !a primera categoria, se llaman nimeros
pares, y pueden representarse de un modo general por la es-
presion 2n (siendo n un namero entero cualquiera.)

Los nimeros de la segunda categoria se llaman nimeros
impares, y tienen por espresion general

2 Solo los nimeros terminados en O 6 en 5 son divisi-
bles por 5. Todos-los demas ndmeros dan un residuo igual al
do la ultima cifra. * ,

68. 2.°—EI resiéto de la division de m ndmero cualquie-
rapor 4 dpor 25, es igual al que da el conjunto de sus de-
cenas y sus unidades,am d i d o 4d;?or 25.

Cuando dicho conjunto es divisible por 4 6 por 25, el nu-
mero dado es también divisible por 4 6 por 25.

El razonamiento es analogo al del namero 66.

El nimero dado puede siemjjre descomponerse en dos
parles, & saber: taparte situada a la izquierda de la cifra de
las decenas, tomada con su valor relativo; y la coleccién Ua
sus decenas y sus unidades, ¢ sea el conjunto dé las dos ul-
timas cifras tomadas con su valor relativo.

Ahora bien, la parle primera, que es un ndmero termi-
nado en dos ceros, es un multiplo de 100, nimero divisible
tanto por 4’como por 25; pues se tiene 100=4x25; lue-
go (n.” 63) esta primera parte es siempre divisible por 4 o por
25: y entonces habra de suceder una de dos cosas: 6 la se-
gunda parte es también divisible por 4 é por 25, 6 no lo es.
En el primer-caso, el niUmero total es (n."” 62) divisible por 4
0 por 25; en el segundo, el residuo de la division debe ser
(n-* 64) igual al que produzca dicha segunda parte dividida
respectivamente por 4 ¢ por 25. L.C.D.D.

Eor ejemplo, 750628 es divisible por 4, pues la cuarta
parte de 28 es exacta é igual a 7.

Del mismo modo, 123756 es divisible por 4; porque .56
esigual & 14x4.

Pero 263019 no es divisible por 4; y el residuo es 3 (pie
es til mismo que resulla de dividir 19 por 4.
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Igualmente, 37234 no es divisible por 4; y d& por resi-
duo 2, es decir, el mismo que da 34.

Advertencia. Solo son divisibles por 25 los nimeros ter-
minados en 00, 25, 75.

69* Los nimeros 8 y 125,16(}/625, etc., que equiva-
len & 23y 57, 2"y 57 etc., gozan de propiedades enteramen-
te andlogas, que se demoslrarian de la misma manera, fun-
dandose en que 1000=8x125, 023x53; 10000=16x625,
0 2i x5, etc. Pero como son de poco uso en la practica nos
abstenemos de entrar en pormenores.

70.  3.°— El residuo de la divisién de m ndmero cual-
quierapor 3 épor 9 es igual al que se obtiene haciendo la su-
ma de las cifras del nimero, consideradas con su valor abso-
luto, g dividiendo esta sumapor 3 6 por 9.

Si esta suma es un maltiplo ¢fe 3 d i/c 9, 6 lo que es lo
mismo, si da 0 por*residuo de su division por 3 6 por 9, €
numero dado es también divisiblepor 3 6 por 9.

{Demostraremos especialmente la propiedad relativa 4 9,
porque es la parte importante de la preposicion, atendido el
uso que se hace de ella; pero seria facil aplicar los mismos ra-
zonamientos al nimero 3.)

Comencemos por observar que un nimero compuesto de la
unidad seguida de uno 6 de varios ceros, es igual & un mw/-
¢ijo/o de9, flumwifldo en 1.

Porejemplo, 10=9-t-1, 100=?=99-hl, 1000=999-i-1, etc,;
todas las partes 9, 99, 999, etc., son evidentemente divisi-
bles por 9; y los cocientes respectivos son 1,11, 111, etc.

De aqui se sigue que todo nimero formado por una cifra
significativa seguida de »«o0 0 varios ceros, es también un
multiplo de 9, aumentado en el valor de dicha cifra signifi-
cativa.

Por ejemplo,

70=7x 9+ {9+ )x7=9x7+7,." (n"47),
80000=8 X (9999+1) = 9999x8+8,...

~ Esto supuesto, tomemos un numero cualquiera, por
ejemplo,
6205473.
Podemos descomponerle de la manera siguiente:

6000000+ 200000+ 00000+ 5000+ 400+70+3;
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y segln lo acabado de decir, conlicue dos parles principales,
a saber :

1. * Unasuma de varios multiplos de 9, cuya suma es
también maUiplo de 9 (n.° 62) ;

2. “ Lasuma de las cifras 6-i-2+0-{-5-h4+7 H- 3,

Siendo la primera parte divisible por 9, pueden suceder
(Jos casos : 0 la segunda parle es divisible por 9, 6 no lo es.

En el primer caso, el nimero propuesto es también divi-
sible por 9; y en el segundo caso, el residuo de la division
de la suma de’las cifras significativas por 9 es necesariamente
igual in.” 64) al (lue se obtendria dividiendo el nimero total
por 9. L, 6\ D. D.

En el ejemplo anterior, la suma de los valores absolutos
de las cifras es 27, numero divisible por 9. Luego el nGmero
total es divisible por 9, como puede comprobarse facilmente.

Respecto del numero 3, la demostracion es absolutamente
la misma, y para hacerla, bastarla sustituir en el discurso el
nombre de la cifra 3 al de la cifra 9.

Debemos hacer, sin embargo, una observacién impoiian-
le, y es que un numero divisible por 9, lo es también nece-
sariamente por 3; pero un nimero puede ser divisible por 3
sin serlo por 9. Asi, 24,147, 246, etc., son divisibles por 3,
y nolo son por 9, siendo los cocientes 8, 49, 82, que ya no
contienen al factor 3.

Advertencia. En la préctica en vez de determinar la su-
ma total de las cifras para dividirla después por 9, se pueden
ir dejando fuera los nueves de cada suma parcial, cuando se
baya obtenido un namero igual 6 superior & 9, continuando
asi la operacion hasta llegar & la dltima cifra. Las sustraccio-
nes parciales que de este modo se hacen, no cambian eviden-
temenlc el residuo que se busca.

También suele hacerse caso omiso de las cifras 9 que pue-
da haber en el nimero propuesto, al tiempo de hacer la suma.

Sirva de nuevo ejemplo el najcro

74683056743.

Diremos: 7 y 4 son 11 ; quito 9, quedan 2,y 6 son 8 y
8 son 16; quito 9, quedan 7, y 3son 10; quito 9, queda I,
y5son6 y 6 son 12; quilo 9, quedan 3, y 7 son 10; quito
d, queda 1, y 4 son 5y “son 8,

Luego 8 es el residuo de la division del ndmero propues-
to por 9.
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Asi se evila el dividir por 9 una suma que puede ser bas-
slanlc grande si el namero conUenc muchas cifras.

Prueha2or 9 de la multiplicacién y de la division.

71. La propiedad del nimero 9 proporciona un medio
muy sencillo de comprobar el resultado de una multiplicacion
6 de una division, medio conocido bajo la denominacion de
prueba por 9.

lié aqui en lo que consiste esa prueba :

1 ® En 1a MULTIPLICACION, se determina el residuo de
division del multiplicando por 9, como se ha hecho en el nd-
mero precedente, y seprocede lo mismo con el multiplicador.

Se multiplican uno por otro los dos residuos, y se deter-
mina el residuo de la division por O, del producto resultante.

Por ultimo, busquese el residuo de la division del produc-
tb total por 9.

Si la Operacion se ha hecho exactamente, el Gltimo resi-
duo obtenido debe ser igual al tercero.

Cuando uno de los dos primeros residuos es O, sucede lo
mismo necesariamente con el tercero; y en consecuencia de-
be ser también O el cuarto. Esto equivale & decir que, si uno
de los factores de la multiplicacion es divisible por 9, el pro-
ducto total debe ser también divisible por 9; lo cual es con-
forme al principio del nimero 63.

Igualmente, cuando-los dos primeros residuos son iguales
a 3, en cuyo caso el tercero es O, el cuarto debe también ser
0; lo cual quiere decir que el producto total debe ser divisible

or 9.

P " En LA DIVISION, es necesario comenzar por sustrae
deI dividendo propuesto el residuo que deja la operacion;
después se ejecuta la comprobacion como se ha dicho antes,
considerando al divisor y al cociente como factores de una
multiplicacion, y el dividendo, después de rebajado el res%
duo™ como el producto de aquellos dos factores.

Para darnos cuenta de este medio de comprobacion, em-
pezaremos por observar que los dos términos de la multipli'
cacion pueden ponerse bajo la forma

Oxm-l~r Y 9s>iw+ r,

designando 9 xm y 9x?/i" dos multiplos cualesquiera de 9, y
r y r' los residuos de la division de los dos facloi'cs por 9.
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iislo supuesto, si muitiplicamos entre si las espreslones
precedentes, segun el principio del nimero 47, se obtienen
cuati-o productos parciales, siendo los tres primei‘os esencial-
mente multiplos de 9, y siendo el cuarto rx r-, de modo que
el producto de aquellas dos espresiones, que no es sino’el
mismo producto de la multiplicacion propuesta™ puede & su
vez ponerse bajo la iorma

9x»i'""'-hrxr'.

Ahora bien, el residuo de la division de este Ultimo pro-
ducto por 9, si le hay, solo puede provenir del producto rxr’;
luego, etc.

Apliquemos la regla al ejemplo siguiente:

47659
8076

285954
333613
381272

384794084

Es costumbre trazar una cruz al lado de la operacion pa-
*3 ir colocando en ella los cuatro residuos que da de si la
prueba por 9.

Asii pues, efectuada la multiplicacion, se escriben & la
jzquierda de la linea vertical de la cruz, y uno debajo de otro,
0s dos residuos 4 y 3 de la division del multiplicando y mul-
bplicador por 9; después se hace el producto de estos dos re-
siduos, que es 12, y se divide por 9; asi se obtiene el tercer
residuo 3, que se coloca & la derecha de la linea vertical y al
«acio (lei primer residuo 4. Se busca en fin, el residuo de la
fiivision por 9, del producto de la operacion principal, y este
euario residuo, que se coloca debajo del tercero, debe ser
lgual a este, si la operacidn esta bien hecba.
on/é\?i se verifica en efecto, en el ejemplo que acabamos de

Con un poco de costumbre, se hace esta comprobacion de
me”*nona, y sin escribir cosa alguna.
~2. Primera observacion.—La prueba por 9, que €S muv
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sencilla en su uso, esla sujeta & varias causas de error; las
principales son las siguientes:.

1“ Puedesuceder que, tanto en los productos paiciales,
como en el producto total, se haya escrito un O en vez de un
9 0 vice-versa; 0 bien por una parle, una cifra disminuida 0
aumentada  cierto namero de unidades, y por otra parte,
otra cifra aumentada 0 disminuida en el mismo numero de

uan(%deﬁ.s posible también que, cliando hay ceros entre ES
cifras signiiicalivas del multiplicador, no hayamos corrido los
productos parciales los lugares necesarios hacia la izquierda.

Se comprende perfectamente que, en estos diversos casos,
los errores cometidos, 6 se compensan , 6 al menos no influ-
yen en los residuos de la division por 9, de los términos de
la Oﬁeramon que se comprueba. ,

a prueba por 9 por lo tanto, y hablando con toda pio-
piedad, solo es una semi-prueba, & la cual Unicamente debe
acudirse cuando no hay tiempo para mas; lo que es absoluta-
mente cierto es que, cuando hay divergencia entre los resi-
duos tercero y cuarto, la operacion esta- mal hecha y debe re-
petirse. Pero, si los residuos son iguales, solo se tiene una
gran probabilidad de que la operacion esta bien bocha.

Segunda observacién.-COMO0 el numero 11 goza de
una propiedad analoga & la del nimero 9, puede también uti-
lizarse para la comprobacion de las multiplicaciones y divisio-
nes con la ventaja de estar sujeto & monos causas de error;
pero dejamos para el capitulo Gltimo la esplicacion de esta
A 7~ Tercera OBsEavACioN.—Si se comprende bien el pio-
cedimiento de la prueba por 9, se reconocera que es aplica-
ble & todo nimero lal, que el residuo de la division
él es divisor, pueda determinarse facilmente. Ahora bien, c
método de la division (n." 31) suminislra un medio sencillo de
dividir un nimero dado por otro nimero do una sola cmai
poreiemplo; luego podria sustituirse la prueba por 7 ai
TraX por 9,y lun emptear las dos, lo coa aun seria ra
sencillo que recurrir a la operacion inversa de la opei acibn

A"*'AsiTen el ejemplo puesto arriba, si lomamos la 7.* parle
de cada uno de los factores, chienemos los restos 3y p 7l

multiplicados entre si, dan el producto lo ; la7. pailo ele m
es 2 y Queda 1.
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Ailamas, lomando la 7.“ parto del producto total, queda
lambien | de residuo; y como la prueba por 9 habia antes
salido bien, podemos concluir casi con certeza, que el pro-
diiclo es exacto.

S Il.—Del méaximo comun divisor.

75, Defiyiiciones preliminares.— ndmero primo
absoluto, 6 simpkmenle nimeroprimo, todo nimero que no
tiene mas divisores que & si mismo y 4 h: unidad.

Un numero es siempre divisible por si mismoy da 1 de
cociente; también es todo nimero divisible por la unidady
entonces da de cociente el mismo nimero.,.

Por ejemplo, t, 3, 5, 7, 11, 13, son ndmerosprimos; pe-
to 4, 6,8, 10, 12,14, 15, etc., no lo son; porque se tiene

4=2x2, 6=3x2, 8=2x2x2, etc.

Dos ndmeros se llaman prirnos entre si, 6 un nimero se
[lamapnmo con otro, cuando los dos nimeros no tienen mas
divisor comdn que la unidad.

Asi, 25y 12 son primos entre si; porque solo 1 puedo
dividir a los dos exactamente; 8y 14,12 y 27, no son primos
entre si, porque se tiene

8 4x2, 14= 7x2;

12 = 4x3, 27= 9x3.

lodo numero primo absoluto, que no divide & otro iidrae-
Jo dado, es necesariamente con él.

Porque ios dos nimeros no tienen entonces mas divisor
cowiim que la unidad.

Dos niimeros, que no sonprimos entre si, pueden tener
"arios diferentes divisores comunes.

Asi, 72 y 48 tienen evidentemente por divisores comunes
nN2,3, 4,6, 12y 24

Ua determinacion (hl maximo coman divisor de dos nu-
Jie'osconstituye una Operacion importantisima, que pasamos

'»'atar en seqguida.
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Del maximo comun divisor de dos nlmeros.

76. Comenzaremos por enunciar la regla general, y des-
pués la desenvolveremos y demoslrarémos en ejemplos parn-

general. Para hallar el maxemo comuan divisor de

DOS numeros: . " v,
Dividase el nimero mayor por el menor; si'la division re-
sulta exacta, el nimero menor es el maximo comdn divisor

Iiusvpsdo . . e e s .
ero* si se obtle_ne un rus\a\lq,'d_lwdase el nimero menor
por el residuo; y si esta nueva division resulta exacta, e\ re-

siduo de la primera operacion, que se ha tomado por divisor
en la segunda, es el numero pedido.

Si todavia se obtiene un residuo, dividase el primer resi-
duo por el segundo; y si esta tercera division resulta exacta,
el segundo residuo es el nimero pedido ; pero si, ec. *

Contindense de este modo las operaeiones hasta llegar 0 W»
residuo que divida exactamente al residuo precedente; el ulti-
mo residuo obtenido es el ma&ximo comdn divisor buscado.

77. Sean por ejemplo los dos numeros

943 y 345,

Cuadro de los calculos.

2 1 2 1 3
943 345 253 92 69 23

253 92 69 23 0

943 23 345 23
23 41 115 15
0 0

(Para mayor claridad, se coloca, variando el uso ordina-
rio, cada cociente encima del divisor correspondiente.)

Es evidente que el maximo comuUn divisor buscado no
puede ser mayor que el nimero menor de los dos dados, pues
debe dividirle; pero puede ser igual & él.
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Tenemos, pues, que dividir el namero mayor, 943, por
el menor, 345.

Aqui la division da un residuo ; luego 345 no es el maxi-
mo comun divisor.

Y ahora digo, que esle maximo comUn divisor no puede
ser mayor que el residuo 253, y que debe dividirle exacta-
mente.

En efecto, resulta do esta primera operacion, que

943 ==345x2 + 253.

Ahora bien, como el maximo comun divisor debe dividir
exactamente & 345, también debe dividir & su maltiplo 345 x2
(n® 63} ; debe dividir igualmente al mayor namero 943. Don-
de se ve que el namero buscado debe dividir & un todo, 943,
y a unade sus partes, 345x2; luego (n." 65), debe dividir
también a la otra parte, 253, y por consiguiente no puede
ser superior & 253.

Esto nos conduce & ensayar, si podria ser que el mismo
253 fuera el maximo comun divisor, g en consecuencia, &
dividir el nGmero menor, 345, por 253.

Pero ahoi'a varaos nosotros 4 demostrar que el maximo
comun divisor buscado es el misino que existe entre el ndimero
menor y el residuo de la primera division.

Para esto, llamemos por un momento D al maximo comun
divisor buscado, y D' a! maximo comdn divisor, cualquiera
que sea, entre 345 y 253. liemos dicho antes, que debiendo
1) dividir 4 943 y una de.sus partes, 345x2, debe dividir'
lambien y la otra parte 253. Por consiguiente, D no puede ser
superior 4 D', %ue se supone ser el maximo comdn divisor
entre 345 y 25

Por otro lado, D", que debe dividir 4 253, debe lambien
dividir & 345, y por consiguiente & su multlplo 345x2; lue-
go (n.° 62), debo dividir igualmente & 943; por consiguien-
te D' que debe dividir & la vez & 943 y & 345, no puede ser
superior & D, que es el maximo comUn divisor de esos dos n(-
Meros.

De aqui se sigue que los ndmeros D y D' no pueden ser
superiores Uno a otro, y por consiguiente son iguales.

Con esto queda la cuestion reducida & buscar el méaximo
oomun divisor entre 345 y 253 ; es decir, a proceder con di-
chos dos numeros, como con los nimeros propuestos.
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Dando la segunda division un nuevo residuo, 92, se pro-
baria como arriba, poniendo la igualdad

345= 253x 1+92,

que el maximo comdn divisor entre 345y *253, es el mismo
que puede existir entre 253 y 92.

perando con estos dos Ultimos ndmeros, como con los
anteriores, se encuentran sucesivamente los residuos 69y 23;.
pero & la quinta operacion, se obtiene cero de residuo.

De donde puede concluirse, que 23 es el maximo comun
divisor de 69 y de 23, y por consiguiente de 92 y de 69,
de 253 'y do 92, de 345y de 253,y por dltimo de 943 y
de 345.

78. La divisién de 943 por 23, y de 345 por 23, da por
cocientes 41 y 15, segun manifiesta el cuadro.

Con esto motivo haremos una observacion importante, y
es que los dos cocientes 41 y 15 SON necesariamente NUMEros
primos entre si.

En efecto, si pudieran tener un (actor coman, 3 por ejem-
plo, de modo que tuviéramos 41= 3xy, 15=3x"", (sien-
doiy numeros enteros), resultaria

M3= 23x(3x2")==(23x3)x(?,
345= 23X (3Xg)= (23X 3)X¢';

luego (23x3) 6 sea 69, seria coman divisor de 943y 345,y
por consiguienle, no seria *23su maximo coman divisor, 10
cual seria contrario al resultado oLtenido.,

Como esta observacion y el razonamiento en que se apo-
ya, son aplicables evidentemente & dos nimeros cualesquiera,
resulta (qU€ los cocientes de la division de dos numerospor
su maximo comun divisor, son siempre nimeros piumos en-
tre Si.
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Otros ejemplos.
"2° Ejemplo. 18225 y 7425
2 2 5

1822a 7425 3375 675

3375 675 000

18225 675 7425 675
“4725 27 675 11
000 00
(IvOs cocientes 27 y 11 son primos entre si.)

3.« Ejemplo. 57792 y 14256.

4 m 18 1 1 3 2
57792 14256 768 432 336. 96 48
768 6576 336 96 48 0
432
Cocientes. 57792 48 14256 48
“97 1204 465 297
~336
~ 0
(Los cocientes 1204 y 297 son primos entre si.)
4." Ejemplo. 5425 y 1727.
12 5 3

5425 1727 244 19 16 3
244 19 54 3 1 0

16

87
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En el segundo ejemplo, liemos oblenwlo el residuo O,dcs-
jilues de tres Operaciones, y por consiguiente, 675 lia sido el

laximo comun divisor.

"En el tercero hemos llegado al residuo O después de seis
oteraciones (en una de las cuales el cociente 18 esta compues-
toide dos cifras.)

JM méximo comdn divisor es 48.

“or (ltimo, el cuarto ejemplo ha dado también lugar &
seis operaciones; pero no se ha encontrado O por residuo,
sino después de haber obtenido la tmidad por residuo prece-
dente; lo cual indica que 1 es el anico divisor comin de los
dos numeros propuestos, y que por consiguiente (n."75), es-
tos dos ndmeros son primos entre si.

79. En general, se reconoce que dos numeros dados son
primos entre si, cuando aplicandoles el procedimiento del mé-
ximo comun divisor, se obtiene la unidad por residuo antes
de haber obtenido el residuo 0.

Este es el sitano caracteristico; porque & poco que relle-
xionemos sobre la naturaleza del procedimicnlo, veremos que
como los residuos van disminuyendo sin cesar, se debe por
altimo llegar al residuo 0.

Pero entonces sucederd una de dos cosas:

O el residuo precedente es diferente de 1, cu cuyo caso
él es el divisor comdn ; y los nimeros propuestos no sonpri-
mos mire si:

O bien, el residuo precedente es 1; y entonces solo la
unidades divisor comdn de los dos nlimeros.

La aplicacion de la regla general d& margen & muchas ob-
servaciones, que, con la del nimero 78, constituyen propie-
dades esenciales del maximo comun divisor.

80. PniMERA OBSERVACION.— Cuando en la investigacion
del maximo comdn divisor de dos nimeros, se llega & un re-
siduo, reconocido por ntmero primo (comoson 7, 11,18,17,
19; y ya en este capitulo daremos el medio do reconocer que
Ma liimmo esprimo absoluto), que no divide al residuo pre-
cedente, se podra asegurar, sin pasar adelante en la opera-
cién, que los dos ndmeros propuestos son primos entre si-
Porque el méximo comdn divisor de estos dos nimeros de-
beria, segun la demostracion del procedimiento, dividir el
residuo obtenido ; lo cual es imposible, porque este residuo
€S un numero primo.

Es claro que, por la misma razon, si uno de los dos nu-
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Meros propuestos, -se reconoce Ser namero primoy Se debe, 6
no comenzar la operacion, 0 terminarla en la primera divi-
sion, segin que el nimero primo sea el mayor 6 el menor de
los dos nimeros.

81. Segunda OBSEavACioN.— Si se multiplican por un nd-
mero por ejemplo, 15, los dos ndmeros &
que se supone ya aplicado el procedimiento, y se busca el
méaximo comun divisor de los dos producios resultantes, los
NUEVOS cocientes SEran respectivamente ros mismos que 10s
cocientes sucesivos okenidos en la primera serie de operacio-
nes; Pero todos los residuos SEraN respectivamente iguales a
los productos de la multiplicacion de los residuos primitivos
por 15.

Esta es una consecuencia evidente de la proposicion esta-
blecida en el nimero 61; porque el procedimiento del méxi-
mo comim divisor consiste en una serie dedivisiones tales que
en la primera sirve do dividendo el namero m ayor propuesto
y por divisor el namero menor, €n la segunda sirven do divi-
dendoy divisor este miSmo namero menor y el residuo obte-
~ado, en la tercera & su vez sirven de dividendo y divisor el
residuo primero y el segundo; Y asi sucesivamente.

82, Teucera OBSERVACION— loto divisor coman dedos
NUNIeros divide exactamente lodos los residuos éque conduce
ol procedimiento, y por consiguiente, divide al maximo co-

divisor de los mismos nimeros.

Volvamos, para demostrarlo, ala igualdad (n'* 77)

943= 345x2+253,;

lodo divisor ¢ comln & 943 y 345, debe dividir 4 345x2,
t"ltiplo do 345; por consiguiente divide & un todo, 943,y &
An0. de suspartes, 345X2; |U€‘gO debe dividir 4 la otrapar-
253, 6.sea, alprimer residuo de la operacion.
Se (leduciria anadlogamente de la igualdad

345=253x1+92,

que o, divisor comln de 345y 253, debe dividir al segundo
residuo, 92; y continuando de este modo, se probaria sucesi-
jjamente que d divide & todos los residuos, Y por consiguiente

MAXlMO COMUN DIVISOR, qub xio 6s mas que el aitimo de esos
residuos.
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Maximo comin dimor de mas de dos nUmeros.

83. La propieclail, esplicada en laobservacion tercera, sir-
ve de base & la investigacion del maximo comiin divisor entre
mas de dos numeros I{-*)

Sean A, B, C, E ,F,... los nimeros propuestos: se trata de
buscar el mayor namero que los divida & todos exactamente.

Hé aqui la regla, general :

Busquese el m. c. d. entre A y B, y supongamos que es D;
después busquese el m. c. d.y D' entre D y el tercer nime-
ro C; después elm. c. d. D" entre D'y E ; y asi sucesiva-
mente.

El altimo m. c. d. obtenido es el nimero buscado.

Para demostrar esta regla, empecemos por considerar los
tres ndmeros A, B, C; digo que el m. c. d. D" entre D y C,
es el m. c. d. de los tres nimeros A, B, C.

En efecto, por una parte, dividiendo D' & D, divide (nd-
mero 63} & sus maltiplos A y B, y por consiguiente es divisor
comun de A, B, C.

Por otra parte, el m. c. d. que buscamos para A, B, C,
divide (n*82) 4 D, m.c. i/. de Ay B; y por consiguiente,
por la misma razon divide & 1), m.c. d. entre Dy C ; por

monsiguiente, no puede ser superior al)".

Luego D' mismo es el maximo comdn divisor de A, B, C.

Hagamos ahora el mismo razonamiento respecto de ios
cuatro nimeros A, B, G, E.

Porufia parte, D", m. c. d. entre H' y E, debiendo di-
vidir & D', dividird también & los maltiplos de esteDy G (n0-
mero 63); por consiguiente divide & los maltiplosA y B de D,
y por lo tanto es comdn divisor de A, B, G, E.

Por otra parte, el m. c. d. que buscamos paraA, B, G, E,
divide (n®82) 4 D, m. c.d. de Ay B; y por consiguiente
por la misma razon divide & D', m. c. d. de D y G; y también
divide aD" m.c. d. de D'y E; y por lo tanto no puede ser
superior D",

Luego el mismo D" es im .c.d. buscado.

(*) Usaremos coa tanta frecuencia en todo lo sucesivo ia cspresiou
maximo comun divisor, que para abreviar sustituiremos en su
casi siempre las iniciales m.cd.
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La misma série de razonamienlos se aplicaria & anco,
seis,l... nimeros; con lo cual queda demostrada la regla ge-
neral;

Advertencia, En la préactica conviene comenzar por bus-
car el m. c_d. de los dos nimeros menores; después se opei-a
con el m. c. d. obtenido y el ndmero menor de los restantes;
porque el m. c. d. buscado no puede ser superior al que exis-
te entre los numeros niCBores.

Sean, por ejemplo, los cuatro nimeros

1260, 1512, 2016, 7350.

Operando lo primero con 1260 y 1512, se halla que el
W.c. d. es 252.

Buscando después el m. c. d. entre 252 y 2016, se ve
gne es el mismo 252,

Operando finalmente con 252 y 7350, se obtiene 42; lue-
go 42 es el m. c. d, de los cuatro nimeros dados.

84. PaniEiu onsERVACioN.— Cuando, desFués de aplicar
el procedimiento, se obtiene la unidad por dltimo m. c. d.,
es sefial de que 1 esel Gnico ndmero que puede dividir & la
veza todos los nimeros propuestos.

Eslos nimeros se llaman entonces consi-
derados todos juntos; pero varios de ellos tomados dos ix dos,
Ires & tres, etc., pueden tener factores comunes.

Es claro que si, operando con los dos ndmeros menores,

se halla .1 por m. c. d., es completamente inutil toda opera-
eion ulterior.
. 85, Segunda OBSERVACION— Toilo divisor comin de va-
rios nimeros A, B, C, C, etc., divide necesariamente al ma-
ximo COMUN Divisoii de los mismos; porque, segun la observa-
ron del nimero 82, dividiendo & A y B, debe dividir 4D, y
por consiguiente & 1)', D", etc. Esta es la propiedad misma
del nnmei'o 82, generalizada.

86. Tercera ODSEiivAciON—Sodeinostrariaabsolutamen-
® mismo (1ue respecto de dos nimeros se hizo en elnume-
1778, que los cocientes de la division de varios ndmeros

B, C _E, etc., por su maximo comdn divisor, son primos
Ei'Tre s

Para completar esta leoi'ia del maximo comdn divisor, de-
beriamos esplicar otros métodos para llegar & su determina-

‘dn, y los medios de simplificar los procedimientos giie.aca-
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hamos do esponer; mas para esto es necesario establecer di-
versos principios sobre la divisibilidad de los nGmeros.

8 IIl. Divisibilidad de los numeros.

87, Principio fundamental.— JYodo nimero que divide
exactamente al producto de dos factores, y que es primo con
uno de ellos, divide necesariamente al otro.

Sean AxB el producto dado, P el nimero que divide
exactamente 4 este producto; digo que si P s primo con A,
por ejemFIo, debe dividir & B.

En electo, siendo Ay P, por hipdtesis,;?nmos entre si,
si se les aplica la regla del méximo comUn divisor, se llegara
necesariarnenlc (n.° 79) & un resto igual & 1; es decir, que de-
signando por r, r', r",..., 1, ios restos sucesivos, se tendra
la série de nimeros

A P,ror,r",.... 1, siendo A> P;
[seria P, A r, r",..., 1 sifueraP < A],

cuyas cantidades habran de servir de Icrrainos en las divisio-
nes que deben efectuarse.

Pero supongamos que antes de hacerlas se principia por
multiplicar A y P por B, resultard (n®81) la nueva serie

AxB, PxB, i-xB, r'xB, r"xB,..., IxB.

Ahora bien, todos estos términos son divisibles (n.” 82)
por P, puesto que P es un divisor comin de los dos primeros
términos, pues divide 4 AxB por hipotesis y divide eviden-
temente 4 PxB.

Luego I1xB, 6 simplemente B es divisible por P.

Z. C. D.D.

Advertencia. Es importante observar que la proposicion
no es cierta sino cuando P es numero“nmo con uno de los
factores del producto.

Pues si por ejemplo, tenemos por una parte, 28x15,y
por otra, 12, que no es primo con ninguno de los dos facto-
res del producto, el cociente de ladivision de (28x 15), 6 420,
por 12, es exacto é igual & 35, aunque 12 no divide ni & 2»
ni & 15.
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Esto depende de que los dos factores del producto contie-

nen reunidos todos los factores primos™ que componen el di-
visor.

Asi se tiene :

28x15= 4x7x3x5”" (4x3)x7x5=12x7x5= 12x35.

88. Consecuencia. — Un ndmero cualquiera P, primo con
todos los factores, menos uno, de m producto AXB xG ..., no
puede dividir al producto, sino en cuanto divida exactamente
al factor esceptuado.

Porque, siendo primo con A, por ejemplo, no puede, se-
gun el principio precedente, dividir al. producto dado, sino
dividiendo 4 BxCx1i)...; si es primo conB, no puede dividir
aBxCx D..., sino dividiendo a Cx D...; y asi sucesivamen-
te. De este modo llegariamos & concluir que debe dividir al
Ultimo factor sino divide & ninguno de los precedentes.

89. Segundo principio.—Todo nimero primo absoluto que
divide exactamente al producto de dosfactores, divide necesa-
riamente a uno de estos factores.

En efecto, sea AxB el producto dado, y P un namero
primo absoluto que debe dividirle exactamente.

Si P no divide & A, por ejemplo, es primocon A (n®75);
luego, en virtud aa primer principio, debe dividir & B.

.90. Consecuencia |.— Si un ndmero primo absoluto P di-
mck al producto A xB x C ..., demi ndmero cualquiera de fac-
tores, divide a lo menos auno de estos factores.

Porque sino divide & A por ejemplo, debe dividir al pro-
oucloBxC...; sino divido & B, debe dividir &CxD ...; etc.
Asi llegariamos basta GAltimo factor, que deberia ser divisi-
ble por p, sino lo liabia sido ninguno de los precedentes.

91. coNsecUENCfA |I.— ToDO NUMERO PRIMO ABSOLUTO P,
gue divide & las potencias AN A™, (véase el n.° 45) de
Lh numero cualquiera A, divide necesariamente a este ndmero.

Porque siendo A™ AN .....1o mismoque Ax A, AXAXA,..,

fn ? dividir & estos diferentes prodqctqs, sino en cuan-
A A factores, y por consiguiente & A.
Consecuencia |11.— Si dos nlmeros A y B son primos

mre si, sus potencias A®y BN, ANy y en general, A" y
»50« también ndimeros primos entre si.
Porque lodo namero primo, por ejemplo, ddistinto de 1,
1 6iuera divisor comdn de A" y B™, deberia dividir lam-
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bien & A, porque dividia & A", y dividir & B, porque dividia
a B”": por consiguiente d seria divisor comin de A y de B; lo
cual es imposible, pues se suponen A y Bprimos entre si.

93. Consecuencia I'Y.—Cuando un producto se ka for-
mado por medio de la multiplicacion de varios nimeros, no
seriaposible formarle de nuevo, multiplicando otros ndmeros
gue contuvieran factores primos diferentes de los que entra-
ban en la composicién de los primeros nimeros dados.

Sea N un nGmero igual & fixaxcxrf..,; digo que el mis-
mo numero N no podria ser igual al producto a‘xu‘xc'xci'...,
si uno de estos ultimos nimeros contuviera uno 6 mas facto-
res primos diferentes de los que entran en a, b,c,... =

Porque lodo factor, primo que no entre ni en a, ni en b, ni
en c,..., no dividiendo exactamente & ninguno de estos nime-
ros, tampoco podia (n.° 90) dividir &su producto axdxc,..,
es decir & N.

Esto equivale evidentemente & decir que un ntmero cual-
quiera no puede formarse mas que con unsolo Sistema de fac-
tores primos, cada uno de los cuéles puede estar elevado a una
potencia.

Advertencia. Resulta ademds del principio general esta-
blecido en el nimero 51, que las multiplicaciones de estos
factores primos y de sus potencias pueden efectuarse en mi
orden cualquiera.

94, CoNSF.CUENCIA V .— Todo namero P, primo con cada
tino délos factores de unproducto es tambiénpri-
mo con dicho producto.

Porgue supongamos que un ndmero primo d, diferente de
1, pueda dividir @ la vez 4 P y al producto AxBxGx...;
como d deberia (n*" 90), dividir & uno de los factores de esto
producto, este factor y el nimero P no serian primos entre si;
lo cual serfa contrario, al enunciado de la*proposicion.

95. Tercer principio.— Todo numero divisible por dos
NUMeros primos entre si, €s divisiblepor suproducto.

Sea i\ un namero divisible exaclamenlc por otros dos nu-
meros A y B, que suponemos primos entre si; digo que N es
divisible por el producto AxB.

En efecto, designemos por q el cociente de N por A; ten-
dremos

N= Axi7 (siendo g ndmero entero.)
Por otra parte, B divide también &N, ¢ & su valor Axy;
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pero B es primo con A, por el supuesto; luego (n." 87) debe
dividir &y se tendré *

(siendo g numero entero.)

ItSi se sustituye este valor de q en la primera igualdad, re-
sulta

N=Ax(Bx5r*) &6 N=(AxB)xi',

Luego N es divisible por AxB.
., L CD.D

96. Consecuencia.— Todo ndmero divisible por oiros va-
rios que tomados dos & dos en un orden cualquiera™ son pri-
mos EMRE si, es divisible por el producto, de los mismos.

Sean por lo pronto tros nimeros A, Ii, C, que suponemos
sor primos entre si dos & dos,'ad modo que, siendo A primo
con B y con G, B lo es también con C.

~ Si otro nimero N es divisible por cada uno de esos tres
niiineros, digo que es también divisible por su producto.

Porque ya tenemos (n® 95)

N=(AxB)x ™ [Gondo g'entero.)

Ahora bien, C divide también & N por hipétesis 6 & su
valor (Ax B)x ~"; ademés, como le suponemos primo con A y
con B, lo es también con el producto AxB (n." 94); por con-
siguiente G debe dividir & g\ y se tendra

g'=Gxqg*“ (siendo g" entero).

Sustituyendo este valor de g en la igualdad precedente, so
chtiene la nueva igualdad

N= (AxB)x Cxi" 6 N=(AxBxXC)X?"r

io cual prueba que N es divisible por Ax Bx G.

La demostracion seria enteramente analoga, si se refiric-
ena cuatro, ctuco, etc., numeros A, B, C, u, etc.; se dedu-
[* V® proposicion dcmosti‘ada para tres, como esta se ha

la proposicion demostrada para dos niimeros.
AM“Wencia.  lis necesario distinguir cuidadosamente los
meros A, B, G ,..., tales como acabamos de considerarlos,
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(le ios ndmeros A, B, definidosen el n®  primos en
tre si, J)or cuanto no existe mas nimero que la unidad, que
pueda dividirlos a lodos a la vez, aungue, considerados dos
a dos, tres & tres, ele., puedan tener divisores comunes.

Los numeros primos absolutos y diferentes unos de oiros,
como 2, 3,5, 7, 11,13, etc., son necesariamenlc;?rmos en-
tre si dos ados; y por consiguiente les son aplicables el ter-
cer pr|n0|p|o ?/ su consecuencia.

tercer principio se deducen caracteres de divisibi-.
Ildad para oiros ndmeros particulares, distintos de los indi-
cados en los n°® 66 4 70:

1.® Todo ndmero es divisible por 6 6por 18, cuando ter-
minaen una de las cifras 6, 2, 4, 6, 8, y la suma de sus ci-
fras es multiplo de 3 6 de 9,

‘Porque entonces (n°® 67 y 70), es divisible por 2 y por
3,0 por 2y por 9; mascomo 2y 3, 02y 9, sonprimos en-
tresi, resulta que 2x3, 6 6,y 2X9 6 18 son divisores del
nimero.

Igualmente todo nGmero es divisible por 12 6 por 36, Si
es & la vez divisible por 4 y por 3 (n®*68 y 70), 6 por 4y
por 9 ; pues siendo primos entre sidy 3,64 y9, el nimero
es divisible por 4x 3, 6 por 4x9.

Y en fin, todo nimero es divisible por 24 6 por 72, si €s
divisible por 8 (n.° 69), y por 3 ¢ por 9; porque siendo 8 y
3, 6 bien 8y 9, nlmeros primos entre si, resulta que 8x3,
0 bien 8x9, son divisores del nimero propuesto.

2. “ Todo ntimero es divisiblepor 15, 45, 75, 225, cuan
do, siendo divisible por 5 ¢ por 25, es al mismo tiempo di-
visible por 3 6 por 9; porque entonces es divisible, bien sea
por 5y por 3,y en consecuencia por 5x3, que son 15; bien
sea por 5y por 9, y en consecuencia, por 5x9, que son 45;
bien sea por 25y por 3 y en consecuencia, por 25x3 , que
son 75 ; hien sea finalmente por 25 y por 9, y en consecuen-
cia, pop 25x9, que son 225.

Asi se obtienen caracteres de divisibilidad faciles de com-
probar, para la -série de los nimeros

6, 12, 18, 24, 36. 72, y 15 45 75, 225

Estas propiedades unidas a las do ios numeros 2, 3, 4,
5,9, 25, son particularmente dtiles en |é_1 descomposicion de
un ndmero en sus [actores primos, cuestion que pasamos a

tratar en seguida.
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imesiigacion de iodos los divisores de im ndmero.

98. Dislribuireinos esta cuestion en dos partes *

p determinai- todos los faclo-
cArpry,- “qtmome“ composicion del namero dado, asi
en“i esdénir f “ da/««to'pinino se encuentra
estaele £ a que cada factor
como delerininar io*s los divisores, tanto simples
como compuestos, que contiene el numero dado.

Sirva de primer ejemplo el nimero 2820.

2820 2
1410 2
705 3 2820==2'"x3x5x47.
235 5
47 47
1

Se comienza por trazar una linea vertical, 4 cuya iznaicr-
or cnes de separarle’de los'I!-
bigs'a [ Héi'echa de la misma linea, Y '«& seiran escri-
cribe PNt 2: se es-

piero daln! 1 Jr derecha de la linea y enfrente del nu-

ivisor v pl A namer r I
divisor v p " oscribc dcbajoude622(3)28.0 aque
2820  diyll-?inn divisible por 2 [lo cual prueba que
secolon sequidas [n.” 55, adveri.)],
¢* cociente t divisor debajo del primero, y después

segt’m . . del anterior, coi lo cual,
un las operaciones ejecutadas, tendremos

2820 = 23x705.
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divisor primo de 2820, diferente de 2, debe (n® 89) divi-
dir 4705.

Debe, pues, operarse con 705 como con el ndmero pro-
puesto.

Siendo 12, mdltiplo de 3, la suma de las cifras de 705,
este nimero es (n.° 70) divisible por 3 : se escribe este nuevo
divisor debajo del anterior; después se coloca el cociente
correspondiente235 debajo del dltimo obtenido; de aqui re-
sulta la nueva igualdad

2820= 2=X3X235;

no siendo ya 235 divisible por 3, se demostraria como acaba
de hacerse respecto del nimero 705, que la cuestion esta re-

ducida & la determinacion de los divisores primos de 235. m

Ahora bien, este nimero es divisible por 5; se escribe,
Fues, este nuevo divisor debajo de los anteriores; se efectla
a division, y se obtiene un nuevo cociente 47, que se coloca
debajo de 235.

iﬂe esta manera se tiene la nueva igualdad

2820= 22x3x5x47.

Ahora deberiamos buscar los factores primos de 47; pero
es facil reconocer que 47 es nimero primo.

En efecto, el menor divisor primo que puede ensayarse
después de 2, 3, 5, es 7; pero este nimero no divide 447,y
como ademas 7 veces 7, 0 49, es un nimero superior a 47,
se concibe que es indtil pasar adelante en los ensayos; por-
que, si un numero primo mayor quel dividiera & 47, el co-
ciente correspondiente seria por necesidad menor que 7 {por-
que en toda division exacta el producto del divisor por el co-
ciente debe reproducir el dividendo); de donde se deduciria
que hay un factor de 47 inferior & 7, lo cual no es cierto.

Luego 47 es un nimero primo™ que solo es divisible por
si mismo, y que da por cociente 1, cuyo cociente se escribe
deb%jo de los otros.

Con esto se termina la operacion, y resulta que el nimero
2820 descompuesto en sus factores primos, tiene la forma

2820==2®x3x5x47.

El factor 2 es el Unico que va afectado de esponente.
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~100. _00jirwaao» w/?or/flnie. — Anles de pasar mas le-
jos, generalizaremos Jo que acabamos de decir para establecer
que 47 es nimero primo ; y haremos conocer que para cual-
quier numero dado, hay un lim itecual no hay necesidad
de pasar cuando se investigan sus divisoresprimos.

Sea N este nimero dado, y supongamos que se han ensa-
y3do inutilmente, como divisores, todos los nimeros primos
naeia cierto nimero atal, que el cociente correspondiente sea
un numero g, fraccionario (n.* 43) y menor que a.

Digo que serd intil el ensayo de cualquier otro ndmero,
y que N es un numero Tri'mo.

£n efecto, en virtud del supuesto tenemos,

N =flxy (siendp q fraccionario y menor que a).

Ahora bien, si existiera un nimero a' mayor quea, que
pudiera dividir exactamente a N, se tendida, designando por
? el cociente correspondiente

N= a'Xir {siendo g numero entero] ;
de donde se deduciria
axXg= a X(d.

Pero, para que esta igualdad se verifique,'siendo a'> a,
es indispensable en compensaciony que el cociente g' namero
“ueroy Sea < 7, Yy por consiguiente, < a, que Se supone ma-
yor que g. .
Lo resultaria que un numero entero ' inferior & a
e{'ividiriaa N, lo cual es contrario al supuesto.

Tomemos por ejemplo el namero 263. Ninguno de los nd-
ji"sros primos 2, 3, 5, le divide exactamente. Ensayando des-
pués a 7,11, 13, se encuentran también cocientes fracciona-

os. Pero, llegando al numero 17, se encuentra un cociente

Cambien fraccionario igual 81 5 + numero<17; de don-

de se concluye que 263 es ndmeroprimo.
Del mismo modo encontrariamos que 63" es nG;mtopri-

liln llevando los ensayos.basia 29 inclusive, sé ob-
*«ne corao™cocienle correspondiente & este dltimo nume-

“i" nimero <29.
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Eti general el/;/mie de los ensayos para la delerniinacion

de los divisores primos de un nimero, es el menor ndmero
primo que d& un cociente fraccionario menor que €Ste NUMero
lomado por divisor de una division, cuyo dividendo es el nu-
mero propuesto.

Advertencia. En el capitulo quinto dai-emos otra espresion
del mismo limite.

101 Volvamos & la cuestion primitiva, y sirva de nuevo
ejemplo buscar los divisores primos del nimero 38088:

38088
19044
9522
4761
1587
529
23

1

WWWWN NN

NN

Siguiendo la marcila indicada en el primer ejemplo, ten-
dremos que 38088 es divisible tres veces seguidas por 2, y
da, por tercer cociente, 4761 ; que 4761 es divisible dos veces
seguidas por 3, y da por cociente correspondiente & la segun-
da division, 529. Obtenido ya este numero se ensayan suce-
sivamente los nimeros primos 7, 11, 13, etc.; y llegados al
nimero 23, reconocemos que el cociente es el mismo ndmero
23, el cual, dividido por 23, da por Gltimo cociente 1: tal
es el ténnino deja operacion seglin hemos indicado antes.  #

ifallanios por consiguiente:

38088 = 23x3-ix23H.

102. Generalicemos a'hora el procedimiento* que, para
mayor claridad, hemos empezado & esplicar por medio de
ejemplos pti/yicM/nm.

f Sea™t"el numfer-Qfiriwo menor, empezando por2, quo di-
vide @ N. Se efecttiaia ‘dkision de N por dicho factor, tantas
veces seguidas como sea posible (lo chai equivale & dividir
primero N por a, después el cociente obtenido por a, después
el nuevo cociente por a, etc.)
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~ Llamando n el nimero de divisiones, que de este modo
liayan podido ejecutarse, tendremos la igualdad '

N= a” xN' (siendo N' nimero enterd.)

Conducidos por un razonamiento analogo al que hicimos
en el primer ejemplo (n.° 99), & operar con N', como hemhs
operado con N, tendremosf designando por ¢ el numero pri-
mo menor después de «, que divide a N', y poi* n' el nimero
ele veces que N' es divisible sueesivamenle por(; tendre-
mos, digo A

N— (siendo N" un numero ffiiiero)'.

Admitiendo, para lijar las ideas que c, d, son los unicos
tactores simples que entran en N, de modo que tengamos

N"==c"x N™ V. W=d'ane

obtend remos

AT nu

N= a"xU0"xc""xdnrr;

y el numero IV se encuentra de este modo descompuesto en
sus tactores primos, conociéndose también el numero de veces
Que cada uno de estos entra en aquel.

Hesulta ademas, de la proposicién general (n." 93) que
~\Nosjaaores primos, elevados respectivamente a las potencias

rcadas por los esponentes w, Nn™, forman el dnico
vYradefactores primos en que puede descomponerse el nu-

PARTE— Determinar todos los divisores
mto simples como compuestos, de un ndmero cualquiera.
n.'m forma misma bajo la cual acaba de presentarse €l
Humero W, resulta un medio de resolver esta cuestion.

Lscribamos, en cuatro lineas diferentes, los nimeros

1.« aS a™ aS.., a” (« -M términos),
h, b\ b\ M., (0" -f-1 términos),
¢, C nd/ m -f-j términos),
d, términos),

y concibamos que se ha efectuado la multiplicacion
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1. “ Delos nimeros de la primera linea por los
{«'-+-1) nimeros de la segunda, lo cual d& una nueva série
de (w-f-1) X (n'+ t) nGmeros [advert. del n." 48);

2. * De los nimeros de la nueva série, por los
nameros de la lercera, lo cual d& otra nueva serie de
(n-f- X (n"4- DX (« "y ) nlmeros;

3. ® En fin, de los nameros de esta nueva série, por lo:
(n"™4-1) nimeros de la cuarta, “e donde resulta una série
que eslalltimay contiene (n4-1) x (n'4- D) x (n"4-1) x («"'4-1)
nameros.

Es evidente que esta Gltima série, considerada sola, €s
decir, hecha abstraccion de todas las otras, contiene todos los
divisores buscados.

Porque se compone de Ios factores 1, a, a’;
b, 2 ¢3,.., c, N ed, d dn""; asi co-
mo de lodos los prodgctos, dos 3 dos, tres a tres, cuatro &
cuatro, de estos mismos factores; cuyos productos son nece-
sariamente divisores de N, pues todos son submultiplos suyos,
6 de su valor a™o™ ¢~ dM (n® 102).

Advertencia. Debe observarse que la espresion

(«4-1) (<'4-1) ()i"4-1)(ii"4-1)

suministra un medio muy sencillo de determinar el nimero
total de los divisores de un numero:

Auméntese una unidad a cada u7io de los esponentes de los
factores primos que contiene este nimero; y después, multi-
pligUense entre si las sumas que resultan.

El producto espresa el namero total de los divisores, com-
prendiendo en ellos la unidad y el mismo nimero dado.

Sea

N=  Xeg2Xgl ¢ X
la espresion de arriba, en este caso, se convertira en
4x3x6x2x3, Osea 432;

por consiguiente el namero N debe tener 432 divisores.

101. Siendo poco comodo en la practica el método que
acabamos de indicar para obtener los divisores, tanto simples
COmo compuestos, de un nmero, vamos & esponer, en otro
nuevo ejemplo, un procedimiento mucho mas facil.
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1
5880 2
2040 2 4
1470 2. 8
735 3, 61224
245 5, 10,20, 40 15,30, 60, 120
49 7, 14,2856 21 42 84,168 |35, 70,140, 2801

105, 210, 420, 840
7, 49,98, 196 | 147, 294, 588, 1176 1245, 490,
980, 1960 | 735, 1470, 2940, 5880.

(En todo, 4x2x2x3, 6 sean 48 divisores.)

Esplicacion de este cuadro:

Después de haber determinado los divisores primos de
1«80, como se hizo en los "*®99 y 101, v de haber escrito
« Ja cabeza 'y encima del factor 2, la unidad, que también de-
f;greegtrar en cuenta en el célculo del ndmero total de divi-

Seprincipia por el segundo divisor 2, por el cual se mul-
tiplica el anterior; lo cual da el nuevo divisor 4, que se co/o-

a la derecha del segundo divisor.

Pasando ai lercer'divisor 2, se multiplica por él solamen-
viS(l)r4' y se coloca el producto 8 4 la derecha del tercer di-

Pasando al divisor 3, se multiplican por 3 todos los
«om precedentes, & saber: 2,4, 8;Jo cual d& los nuevos’
divisores 6, 12, 24 que se colocan a Imerecha del divisor 3.

hn una palabra, cuando se desciende & un nuevo divisor,
w multiplican por él todos los que le preceden, teniendo mu-
Oto midado de no repetir los productos ya obtenidos.

8e tiene seguridad de que los productos formados por es-
e procedimiento, comprenden todos los divisores del nimero
~ado; porque son las combinaciones de los factores 2, 3, 5, 7,
elevados respectivamente & potencias, cuyos esponentes son a
« mas lguales & 3jespecto del factor 2,1 parael 3, 1 para el

para el 7.

En este ejemplo el nimero total de los divisores debe ser
"Shai (n.“ 103, advert.) 4 4x2x2x3, 0 sea 48.

Es conveniente hacer observar que en el
fiituio de los productos sucesivos, se han agrupado estos
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producios, atendiendo al nimero de factores de que se com-
ponen, lo cual es un medio de ir formando mas facilmenle los
unos por medio de los oiros.

Ademas, cuando se llega al ullirao producto, que debe ser
el mismo nimero dado, conviene comprobar el namero lolal
délos divisores formados contandolos uno por uno; con lo
cual se adquiere la seguridad de no haber olvidado ninguno.

NI N~ LA L

i-1A M 1/xn

n«s 99y 101,

1." 2820
1410
705
235
47 4

1

~NO W N N

705, 1410, 2820.

En lodo, 3x 2x2x2, 6 24 divisores.

1
2738088 2
10044 2, 4
9522 2. 8
4761 3, 6,12, 24
1587 3, 9,18, 36, 72
529 23, 46, 184169, 138, 276,5521207,414,
828 #656

23 23,529,1058, 2116, 4232 11587, 3174, 6348,
12096 14761, 9522, 19044, 38088.
1

En todo, 4x3x 30 36 divisores.

105. Siendo la investigacion de todos los dimores de un
nimero, y particularmente su descomposicién m factorespri’
mosy una de las cuestiones mas importanlas y mas (tiles en
Aritmética, encargamos mucho & los principiantes que se ejer-
citen en ella.

Proponemos, como nuevos ejemplos, los nimeros:
1764, 1665, 56700, 122108;
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giio (lescompueslos en sus factores, resultan ser iguales &

27A3NTN 3«5.37, 2237527, 22.7789,

de donde se infiere que el nimero total de sus divisores es
respectivamente

27, 12, 00, 2i.
En cuanto & los mimeriK e
113, 719, 777, 3229,

aplicandoles el procedimiento para liallar los divisores simples,
y la Observacion del n." 100, nos aseguraremos facilmente de
que son nUmeros primos.

Dejamos para el capitulo octavo el esplicar el medio de
lormar una tabla de nmeros primos; y entonces también es-
pondreinos un método bastante facil para asegurarnos si un
numero de tres & mas cifras es primo..

Complemento de la teoria del méaximo comdn divisor.

Eos principios sobre la divisibilidad de los nimeros y los
procedimientos esplicados para la determinacion de los divi-
sores &e un numero, que de aquellos principios ban dimana-
rlo, nos proporcionan el medio de completar, segin habia-
i[]os indicado al terminar el sequndo parrafo de este capitulo,
a leona del méaximo comdn divisor,

106.  COMPOSICION DEL MAXIMO COMUN DIVISOR— E I maxi-
W0 comdn divisor de varios nimeros es el producto de todos
s jactores primos comunes a dichos ndmeros elevados res-

a la menor de las potencias que lleven entre to-

Discurramos respecto de dos nimeros Ay B; llamemos D

5n ~rly "3/ a los cocientes respectivos de su divi-
“on por D : de"modo que tendremos las igualdades

A~Dxy, B—Dx(/"

lugar, se reconoce que D no puede contener
) primos diferentes de los que entran a lavezen Ay B;
i que lodo divisor de D debe dividir a sus maltiplos Ay B.
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Ademés, D conliene necesariamenle todos los factores

primos comunes aAyaB; puesto que siendo primos entre
8 (n.“ 78), todo factor primo que divida a la vez & A
y a B, debe (n®89) dividir 4 D.

En tercer lugar, D no puede contener & gsos factores pri-
mos comunes™ elevados & una potencia superior & la que lle-
van en aquel de los dos numeros que los contiene menos veces;
porque si asi no fuera, no podria dividir & este nimero.

Por Gltimo, se ha visto que utimdraero (N® 93) no puede
formarse mas que con un solo sistema de factores primos.

Queda, pues, completamente demostrada la proposicion
relativamente & dos nimeros.

Asi, sean A y B los dos nimeros dados, D su maximo
comun divisor, y supongamos que se tiene

K~a'~.bn.end.f,gh

se tendra necesariamente

Y)~NaKhKc\f.

Uespeclo de los cocientes g, g resultantes de la division
de A y de B por 1), para obtenerlos basta suprimir (n.° 56)
en cada uno de los numeros A y B, los factores que entran
en D; lo cual da las es'presiones

g= a~.c™nd™Ng, q'="b.f.g’;

donde se ve que estos cocientes son primos entre si (11° 78) y
se componen de todos los factores de cada uno de los nime-
ros A, B, que no son factores ~el otro nimero.

Hariamos razonamientos enteramente iguales, si se trata-
ra de tres, cuatro, etc., numeros; pero lo creemos tan senci-
[lo, que no nos parece necesario detenernos en ello.

107. Oeesta composicion del maximo comdn divisor, se
deduce, para llegar & su determinacion, el procedimiento si-
guiente:

Descompéngase cada uno de los ndmeros dados en sus fac-
tores primos, afectados respectivamente de los esponentes gue
les correspondan;

Comparense los resultados obtenidos, y férmese unpro-
ducto de toaoslos factores primos comunes, afectado cada cual
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del MENOR de los esponentes que lleve en los diferentes mi-
Meros.
Hepilaraos el ejemplo de los cuatro nimeros clel n.° 83, &
saber:
1260, 1512, 2016, 7350.

Cuadro de los calculos.

2 1512 2 2016 2 7350
630 2 756 2 1008 2 3675
315 3 3718 2 504 2 1225
105 3 189 3 212 2 245
35 5 63 3 126 2 49
77 21 3 63 3 7
1 77 21 3 1
1 707
1
5.7, 2'L3"T, 2% 3T, 2357
Luego

D-=23 7= 42

Este método es mas sencillo y mas ventajoso en la préc-
bea & poca costumbre que se tenga de descomponer un nii-
*ero casi 4 la simple inspeccién y con ayuda de los caracte-
res de divisibilidad propios de los nameros

2, 3, 5 6, 8 10, 12, 18, 24..

.Mvertencia. También podrian determinarse todos los di-
eisores de cada uno de los ndmeros propuestos, comparar
dppues las diferentes séries, y lomar el mayor de todos en-
tre los divisores comunes.

Pero es facil ver que este modo de proceder seria en ge-
neral muy laborioso.

108. Ahora vamos & esponer, apoyandonos en los prin-
cipios de la divisibilidad de los nimeros, el medio de simpli-
pearen la practica el procedimiento ordinario de la determi-

3cion del maximo comiin divisor de dos niimeros.

Estas simplificaciones daran por resultado hacer general-
mente preferible su empleo.
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Primeiumente. Hornos visto ya (n.®80) quo cuando en €
curso de las operaciones, se llega a un residuo nimero primo
(y ya en el n." 100 hemos espueslo el medio de conocer si es
primo un numero), que no divide al residuo precedente, debe
concluirse, sin ir mas lejos, que los nimeros dados son pri-
mos entre si.

En segundo tugar. Como el m. ¢. d. de dos nimeros con-
tiene lodos los factores primos comunes & dichos ndmeros
(n.° 106), y no puede contener otros, debe suceder lo mismo
con dos residuos consecutivos cualesquiera, puesto que el
m. c. d. de estos dos residuos es el mismo que el de los nu-
meros propuestos. De aqui se sigue que, sin que resulte al-
teracion alguna en el m. c. d., se puede introducir 0 supri-
mir, ya en uno de los numeros ya en uno de los residuos,
un factor j*nmo que no entre en el otro nimero 6 en el m i-
diio que precede inmediatamente & aquel en el cual seintro-
duce 0 suprime el factor.

Sea, por ejemplo, determinar el m. ¢. d. de los dos nu-
meros 36935 y 5874,

Empecemos por observar que el primer numero contiene
al factor 5 que no entra en el segundo;y que este contiene
los factores primos 2 y 3y por consiguiente (n." 97) al factor
6, producto de esos dos factores, que no entran en el prime-
ro. Pueden, pues, suprimirse tos factores 5y 6, respectiva-
mente en los dos numeros propuestos; lo cual d& los cocientes

7387 y 979,

entre los cuales debemos buscar ahora el w. ¢. d.

7 11

7387 979 89
354 89
0

Después de haber dividido 7387 por 979, lo cual da el
residuo 534, se observa que este residuo es divisible por 2 y
por 3, 0 sea por 6, cuyo factor no entra en 979 ; puede por
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Clnsigiiienle suprimiriio y dividir después 970 por el cocien-
te 89, lo cual da cociente exacto.
Luego 89 es el m. c. d. buscado.

Advertencia.  Si 80 no hubiera dividido exactamente &
979, tiabriaioos inferido inmediatamente (u® 80) que los nu-
meros dados eran primos entre si; porque 89 es ndmero
primo, como puede comprobarse facilmente.

Si hubiéramos aplicado sin modificaciones el procedimien-
toordinario, habria sido necesario hacer cuatro operaciones.
Sirvan de segundo ejemplo los nimeros 5827 y 4321.

Aqui no existe factor alguno primo aprimera vista; de-
bemos pues empezar por aplicar el procedimiento ordinario:

1 17
5827 4321 251
1506 1811

54

Siendo 150G, namero divisible por 6, el residuo de la
primera operacion, se suprime el factor 6; Y la cuestion que-
da reducida doperar con los nameros 4321 y 251.

. El residuo de la segunda operacion es 54, 0 sea, 6x9,
02x .32 ninguno de cuyos factores entra en los nimeros
propuestos; luego estos son primos entre si.

Por el procedimiento ordinario, se habrian necesitado
doce operaciones, para llegar al mismo resultado.

En cuanto & la introduccion de un factor en uno de los
litmeros propuestos, 6 en uno de los residuos, noes en A rit-
metica 06 USO tan frecuente como la supresion. Donde tiene
tyas impoidancia es en la determinacion del maximo comin
dtvisor algébrico.

BXX TERCER LUGAR. Pucdc lambieii suprimirse un factor

se vea comdn & los dos numeros, con tal que después se
iome en cuenta en el resultado.

Sean los dos nameros 945 y 720. Siendo comin & ambos
el factor 5, se suprime y quedan 189 y 144,

Pero estos dos ndmeros contienen todavia al factor 9. Se
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suprime también, v resultan 21 y 1G, los cuales equivalen
a3x7 V  y poi'consiguiente, sonprimos entre si.

Luego los dos numeros propuestos tienen por m. c. d.
5x9, 6 sea 45. ’ o N

Encardamos mucho a los principiantes que se ejerciten en
estas modificaciones, con lo cual conseguiran abreviar consi-
derablemente los célculos.

Beterminacion del multiplo mas simple de varios ndmeros.

109. Se llama multiplo mas simple de varios nameros el
menor ndimero gue & la vez es divisible por todos los ndmeros

M\ 's teorias precedentes suministran dos métodos diferen-

tes para obtenerle. . A
Primer METODO.— Empecemos por considerar solo dos nu

“ * Destgnando por D su maximo comun divisor, po'//.?'[*®
cocientes de la division de A 'y B por D, lendreinoa (n. 106)

las dos igualdades
A=Dx(y, B—Dxy",

siendo q wq' primos entre si (n.* 78). _ A
jDigo ahora, que el nimero buscado es igual a

Dxyx”""

Porque por lo pronfo este producto es multiplo de A g de
B puesto que es diMsie/o por Dx y y por Dx”-": falta probai
que es el maltiplo menor 6 mas simple que puede obtenerse.

Llamemos por un momento M & un multiplo cualquiera de
Av B. Para que sea divisible por A, 6 Dx</, es necesario que |
M contenga todos los factores que entran en la composicion de
cada uno de los nimeros D yy; del mismo modo, para sei
divisible por B, 6 Dxry', debe contener todos los factore”ie
cada uno de los ndmeros ’\}?y yh.ycomoqydqf |
entre si. s necesario que M contenga, no solamente todos ios
factores que componen & D, sino también todos \& que en-
tran en el cociente gy todos los que entran en el cociente g ¢
Luego M no puede ser menor que DXxyx y'".

L.C.D.D.
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ToJos los oiros maltiplos de A y B, se obtemlrian multi-
plicando este producto por 2, 3, 4, 5, etc.

De aqui resulta el procedimiento siguiente para obtener el
multiplo mas simple de mas de dos nimeros A, B, C, etc.

Dcterminese el maximo comdn divisor D entre A y B; des-
pués dividanse A y B por dicho m. c. d.

Multipliguense' por Dios cocientes asi obtenidos yy 9'; con
lo cual se tendrd el producto Dx yx"', 6 M, que sera el mal-
tiplo mas simple de A y B.

Determinese del mismo modo el maltiplo mas simple, M’
@ 5"0 tendra el multiplo mas simple de

Procédase del mismo modo con M'y E; y asi sucesiva-
mente.

Advertencia. Aqui conviene, al revés de lo que se prac-
tica cuando se trata del m. c. d., empezar por los dos nime-
ros mayores; pues el nimero buscado no puede ser menor que
el multiplo mas: simple de dichos dos ndmeros.

Segundo método.— Descompdngase cada uno de los «w-
Sfierospropuestos A, B, C, etc., en sus factores primos, dan-
do a estos factores los esponentes que les correspondan.

Formese en sequida el producto de todos los factorespri-
W05, comunes 6 no comunes & A, B, C, etc., afectando & cada
jactor con el esponente mayor que tenga en los diferentes nu-

Por este medio se obtiene un resultado, evidentemente

mamole por todos Ibs numeros A, B, C, etc.; y que ademas
es el maltiplo menor; porque todo nimero que contuviera uno
de las factores primos, con un esponente inferior al mayor de
ouos, no seria divisible por el nimero entre los propuestos
Aue contuviera & aquel esponente mayor.
, MM rtenda. i los nimeros dados son primos absolutos™
0 Dien si cada uno de ellos es primo con todos los otros, el
'"Multiplo menor no puede ser otro que el producto de todos los
nimeros dados.

y*'upondremos, por ejemplo, formarci multiplo mas sim-

21- De jos ndmeros 136730 y 37224 ;
* De los nameros 19305, 10340 y 4158,

aplicando sucesivamente los dos métodos, lo cual puede ser-
vil' de comprobacion.



112 ELE51EMOS
Se hallara

1. M-"2313471()0,
2.° M=20.405380.

El capitulo tercero proporcionard ocasion de poner en
préctica estos procedimientos.

CONCLUSION.— Algunas de las teorias espiicadas en este ca-
pitulo habrén parecido acaso un poco dificiles para los prin-
cipiantes : pero sin embargo, es muy importante comprender-
las bien, porque facilitaran en gran manera la inteligencia
del capitulo inmediato, que lleno por objeto el célculo de las
fracciones ordinarias.

Ejercicios.

I.  Demostrar que la suma de dos ndmeros cualesquiera,
multiplicada por su diferencia, da por producto la diferencia
de las segundas potencias de i0s mismos nimeros.

I1. Siendo 255 la suma de dos nimeros y 39 su diferen-
cia ¢cuales son esos dos ndmeros?

Generalizar la proposicion, es decir, establecer una regla
general para hallar dos nimeros cuando Se conocen su suma
y s\ diferencia, haciendo solo uso de los signos ahreviativos
del n® 44 y (nicamente por medio del raciocinio.

IH. Probar que lodo nimero entero es siempre la suma
de varias potencias de 2, si espar, y la suma de varias po-
tencias de 2, aumentada en una unidad, si es impar. Ejem-
plos, 876, 2539 6750.

IV.  Todos \s ntmeros primos, diferentes de 2 y 3, estan
comprendidos en la espresion 6«=!=i (prondnciese el signo
mas 0 menos), siendo n un ndmero entero cualquiera.

V. Todo nimero entero ((ue no es primo, admite ;jor lo
menos un divisor jorimo, diferente de 1.

VI. El residuo de la division por 9 del producto de un
ndmero cualquiera de factores, es igual al que da g\produc-
to de los residuos que dejan los diferentes factores.

Probar que esta propiedad corresponde & cualquier hu-
mero, aunque no sea e! 9.

Vil.  llallandoso colocados en una misma linea por orden
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dt magmiud lodos los divisores simples y compuestos de un
ndmero, probar que el producto de dos factores cualesquiera
tomados & igual distancia de los eslremos es constante é igual
alproducto de los dos factores eslremos.

VIIl.  Se sabe que, designando D el mé&ximo comun divi-
sor de dos nameros A y B, se tiene

A=Dx¢', B= Dx”' (siendo g Y C primos entre si.)

Deducir de esto un medio de obtener el m. c. d. entre un
numero dado A, y el producto indicado B xCXE ..., de otros
varios, sin efectuar préviamente dicho producto.

La regla consiste : 1® en buscar el m. c. d. D entre A y
B, dividiendo después A por D; 2® buscar el w. c. d. D'en-
tre el cociente obtenido y y ei tercer numero C, dividiendo
después g por D'; 3® buscar el m. c. d. D" entre el segunde
cociente g* y el cuarto nimero E, dividiendo después g por
D'; y asl sucesivamente.

El w. c. d. buscado es D XD 'XxD "Xx...; lo cual se demos-
trara.

IX. Determinar cual es el menor de los nimeros que tie-
nen 120 divisores; y cuél el menor de los que tengan 81 di-
mores.

, X. El producto de tres nimeros enteros consecutivos es
siempre divisible por 6.

X1. La espresion «(nn-l) (2/i-hl) es siempre divisible
por 6, siendo n un namero entero cualquiera.

XiL  Demostrar que siendo m y n dos numeros enteros

cualesquiera, pero siendo la espresion
m (ot— 1) (»—2)...(?» —n-hl)
i.2.3.4.. .«

siempre nimero entero.
‘En otros términos, el producto dennimeros'enteros conse-
cutivos es siempre divisible por el producto 1x2x3x4x5x.,,
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CAPITULO 1.

§ |. Fracciones ordinarias. — § Il. NUmeros complejos.

8 |. FRACCIONES ORDINARIAS.

Nociones y principios preliminares.

lio. Hemos visto ya (n® 1y 8) lo que es una fraccion y
qué idea debemos formarnos de ella.

En una fraccién 6 quebrado se distinguen siempre dos
términos, el denominador y el numerador. EI denominador
indica en cuantas partes iguales esta dividida la unidad, v el
numerador, cuantas de dichas partes se toman: el conjunto de
las parles que se toman, constituye la fraccion 6 quebrado.

Por ejemplo, en el quebrado - ,quese enuncia tres cuar-

tos, 4 es el denominador, € indica que la unidad esta dividi-
da en cuatro partes iguales ; y 3 es el numerador, € indica

que se loman tresde esas parles. Asi también ®enun-

cia once doxavos, espresa once parles de doce en que se supo-
ne dividida la unidad. y
Resulta igualmente del n.* 42, que una fraccion tal como

N, 613 vecesla 15.* parte de la unidad, es equivalente 4 la

15.“parle de un todo espresado por 13; es decir, que unque-
brado puede considerarse como el cociente de la division de
numerador por su denominador.
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Este Ultimo punto de vista conduce naturalmente & consi-
derar espresiones fraccionarias tales como

19 23 47
' 12' 15'*"

cuyo numerador escede al denominador.

Estas espresiones son faciles de comprender, en cuanto se
refieren & la division de los nimeros 19, 23, 47, respectiva-
mente en 6, 12, impartes iguales.

Pero ;como podrd  espresar 19 veces la 6.“ parte de la

unidad?

Para esto se concibe, que se tienen cuatro unidades prin®
cipales, cada una de las cuales esta dividida en 6 parles; des-
pués para formar 19 6 6x3-i-1, se toman las 18 sestas par-
tes g que se componen las tres primeras unidades principa-
les, & las cuales se afiade una de las partes de la cuarta. Asi
se obtiene

19 seslos 0 19

. 23 : o .
Del mismo modo i SUPONE dos unidades principales, di-

vidida cada una en 12 dozavos; se toman las 12 partes de la
primera unidad principal, & las cuales se afiaden 11 de las
partes de la segunda.

El mismo razonamiento se baria respecto de la frac-
Clon ;r.

lo

Por estension puede también ponerse, ya sea la unidady
ya sea un nimero entero cualquiera en forma de quebrado.

Asi 1 puede escribirse

1?2 ??
12" 5" 23'*

Igualmente, 10,14, 25,... equivalen &

U/\
1r* 1'm
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Eslo ademases una consecuencia de la doble propiedad
enunciada en el n.” 75, & saber: que lodo numero es divisi-

ble por si mismoy que la unidad es iiimsor de *
Tendremos muchas veces ocasion de hacer uso deeslas dos

b 'deflnicion que acabamos de dar del numera-
dor y denominador, se deducen evideiUemente las consecuen-

Y AGASTR" alterar el denominador de un quebrado, se
multiplica 6 divide su numerador por un numero entero cual-
quiera, el nuevo quebrado sera ese mismo numero de veces
mauor 6 menor que el propuesto. i 0
~En efecto, cuando se ranltipiica el numerador por 2, 3,
A setoman 2, 3,4,.. veces mas parles iguales, y cono
estas son de la misma magnitud, resulta el nuevo quebrado

2, 3,4 ,... veces mayor. Sea la fraccion es claro que los

gquebrados”®, g , son 2, 3,4,... veces mayores que

A AAUon”rario, dividiendo el numerador por 2, 3, 4,.se

loman 2, 3, 4,... veces menos parles; luego, etc.... Asi,

son quebrados respectivamente 2, 3,... veces menores
20

que el propuesto

2." Si,sin alterar el numerador, se multiplica 6 divide el
denominadorpor un ndmero entero cualquiera, queda el que-
brado dividido 6 multiplicado por el mismo ndmero.

En efecto, cuando se multiplica el denominador por 2, 3,
4 ... se indica que la unidad esta dividida en 2, 3, %™
ces mas partes iguales, las cuales por consiguiente seran 2, o,
4 ... veces mas pequefias; y como se loman siempre las «m«’
iMfls, el quebrado valtb-a 2,73, 4 ... veces menos.

Al contrario, si se divide el denominador por 2, 0, 4 ,.-
la unidad queda dividida en 2, 3, 4,... veces menos partes
iguales, que por lo tanto seran 2, 3, 4,... veces Y
como se toman las mismas, el quebrado resultante debe se
2,3, 4,... voces mayor que el propuesto.
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3® £1 valor de un quebrado no se altera multiplicando 6
dividiendo sus dos términos por un mismo ndmero entero.

En efecto, resulta de los dos primeros principios que
el efecto de la alteracion del denominador queda destruido
por el efecto de la alteracion del numerador, habiendo por
consiguiente compensacion.

9 12 15

Por ejemplo, los quebrados”, son lodos

equivalentes al quebrado  porque resultan de la multipli-
cacion de los dos términos de este, por 2, 3, 4, 5,... Asi lam-
bien, el quebrado A4 es igual & cada uno de los quebrados

8 9 porque resultan estos dividiendo por 2,3, 4 ,... los

dos términos de aquel.

Estas proposiciones son analogas & los prlnC|p|os estable-
cidos (n.“s 59, 60 y 61) sobre la divisién de nimeros enteros,
y por consiguiente, deben considerarse como aplicacion de
los misinos a los quebrados, en cuanto cualquiera de estos pue-
de considerarse, como el cociente de la division del numerador
por el denominador.

12. Como continuamente se esta aplicando la tercera
proposicion, creemos oportuno demostrarla direclae indepen-

dientemente de las dos primeras.
Tomemos, por ejemplo, el quebrado g, y multipliqguemos

por 3 sus dos términos 5y 8; tendremos y digo que este

quebrado es equivalente al propuesto.

En efecto, teniendo antes la unidad dividida en ocho parles
eguales, dividamos ahora cada octava parte en tres partes
iguales, y tendremos la unidad dividida en veintey cuatro
parles iguales. Cada octava parte vale por tanto tres vemlt-
ouairo-avoSt Y cinco octavas parles val ran quince velntlcua-

i5
tro-avos, de modo que los quebrados gY "valenexactam en-
le lo mismo.

11
t)e la misma manera se demoslraria que los quebrados *
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ce
y N soniguales, porque el segundo resulta multiplicando por

5 los dos términos del primero. 15
Como reciprocamente se pasa del quebrado ~ al quebra-

e
d og’ lomando la Urcera parle de cada uno de los términos de
. P dl 25
aquel, y tomando la quinta parte de los términos de ™" se

. 11 .
obtiene el quebrado puede concluirse que un quebrado no

muda de valor multiplicando 6 dividiendo sus dos términos
por un mismo nUmero.

Operaciones con las fracciones.

Pasamos ahora & esplicar las diversas operaciones que
pueden ejecutarse al resolver cueslionescuyos datos sean que-
brados 6 fraccionarios. Pero antes de esponer las cuatro ope-
raciones fundamentales, debemos ensefiar dos transformacio-
nes da uso muy frecuente, particulares y propias del calcu-
lo de quebrados.

Reduccién de los quebrados a un comin denominador.

113. El objeto de esta transformacion es reducir & una
misma especie 6 a un mismo denominador™ dos 6 mas quebra-
dos propuestos con denominadores diferentes. A esto conduce
de un modo muy sencillo el principio ya esplicado de que un
quebrado no muda de valor aunque se multipliquen sus dos
términos por un mismo numero.

5
Sirvan de ejemplo los quebrados - gue tratamos de re-

ducir a un comdn denominador.

Si multiplicamos los dos términos 3y 4 del primero por
7 denominador del segundo, y los dos términos 5y 7 del se-
gundo por 4 denominador del primero, los quebrados pro-

. . 20
puestos se convierten respectivamente en y
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Estos quebrados tienen el mismo valor <jue los propues-
tos, segun el principio del n.“ 112; y ademas tienen iguales
los denominadores, porque cada uno de ellos es el producto
de los dos denominadores primitivos 4 y 7.
Sea ahora reducir d un comin denominador los québra-

, 456
ios

Multipligiense los dos términos 4 y 7 del primero por 88,
producto de los denominadores 8 y 11 del segundo y tercero:
después multipliqiense los dos términos 5y 8 del segundo
por 77, producto de los denominadores 7 y 11 de! primero y
tercero; y finalmente, los dos términos 6 y 11 del tercero
por 56, producto de los denominadores 7y 8 del primero”

segundo: con esto se obtendran ios nuevos quebrados

A 336
616’

Estos quebrados tienen el mismo valor que los primitivos,
y sus denominadores son iguales, porque cada uno de ellos es
el producto de los tres denominadores 7, 8 y 11, con sola la
diferencia de haberse multiplicado en diferente orden. (Véa-
5eeln."53).

Regla general. Para reducir un ndmero cualquiera de
quebrados d un com(n denominador, multipliqUense sucesiva-"
mente los dos términos de cada uno por el producto efectuado
de los denominadores de los demas.

Hé aqui el modo de aplicar en la préactica la regla:

3 7 10 23 29
Sean los cinco quebrados 25743

Para mayor sencillez se dispone la operacién del modo si-
guiente:

1 1 : ]
8’ TI 13 25’ 43’
153725, 111800, 94600, 49192, 28600,

461175 782600 946000 1131416 8294007
1229800 1229800* 1229800° 1229800° 1229800*

Después de haber formado el produelo délos cinco deno-
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minadores 8, 11, 13, 25y 43. que dan 1229800, por deno-
minador comun de los quebrados transformados, se divide di-
cho propucto sucesivamente por cada uno de ios denominado-
res particulares; y se obtienen los cinco cocientes 153725,
111800, 94600, 49192, 28600, que respectivamente se co-
locan debajo de los cinco quebrados propuestos: se multiplica
-después el numerador de cada fraccion por el cociente que le
corresponde, obteniéndose de este modo los numeradores de
los nuevos quebrados, y quedando reducidos & un comln de-
nominador.

Es facil de comprender la razon de este procedimiento;
pues siendo el nimero 1229800 el producto de los cinco de-
nominadores, el cociente 153725 de su division por 8 espre-
sa necesariamente el producto de los otros cuatro denomina-
dores 11, 13, 25y 43. Asi también, siendo 111800 el co-
ciente de la division de 1229800 por el segundo denominador
11, equivale al producto de los otros cuatro denominadores
8,13, 25 y 43: lo mismo podria decirse respecto de los demas
cocientes. Este medio ademas es sin contradiccion mas espe-
dito que si para cada quebrado se efectuara el producto de los
denominacfores de los otros cuatro. Pero en realidad no es
ventajoso sino cuando hay que reducir & un com(n denomi-
nador mas de tres quebrados.

114, Hay un caso en que puede hacerse muy sencilla-
mente la reduccion & un mismo denominador; y es cuando el
mayor de los denominadores puede dividirse exactamentepor
cada uno de los oiros.

Sirvan de ejemplo los quebrados

2 3 5 7 23
3" v 6" 12° 36
9, 6 3, 1,

24 27 30 21 23
36" 36" 36° 36 36

Es facil ver que 36 puede dividirse exactamente por los
otros cuatro denominadores 3, 4, 6 y 12. Se efectlan, pues,
osas divisiones sucesivamente, y se escriben los cocientes 12,
9,6y 3 debajo de los cuatro primeros quebrados y despucs
se multiplica el numerador de cada uno por el cociente que le
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corresponde, dejando inlacio el quebrado 28 y quedando asi

reducidos lodos al comun denominador 36.

A veces sin que el mayor denominador sea divisible exac-
tamenle por todos los demas, se advierte (\wgpuede serlo su
producto por 2, 3, 4,...; en cuyo caso también hay simplifi-
cacion.

Sean los nuevos quebrados

3 7 11 13 17 25
4 g’ 127 18 24
18, 9, 6, 4, 3, 2,

54 63 66 52 51 50
72" 72 72" 1720 T72*

El denominador 36 es divisible separadamente por 4, 12
y 18,y no lo es por 8 ni por 24: pero duplicAndole, se ob-
liene 72, ndmero evidentemente divisible por esos dos deno-
minadores.

Esto supuesto, se forman los cocientes de la division de 72
por cada denominador, y se van colocandodebajo de los que-
brados respectivos: se multiplica luego el numerador de cada
ono por el cociente que le corresponde, y lodos resultan con
ol comUn denominador 72.

Pormacion del menor denominador comin de varias
fracciones.

115, Las simplificaciones que acabamos de indicar exigen
merlo habito de hacerlas; pero hay un medio directo de obte-
ner en lodos los casos el menor denominadoii comun de varias
bacciones.

Este nimero no es evidentemente otra cosa que el minimo
‘Nimiiplo de los denominadores, y ya hemos visto (n® 109),
i se determina el nimero multiplo de varios nimeros.

Asi, en el ejemplo precedente, como tenemos

An2n 8= 27 12= 223; 18="2.3® 24= 23j
36= 223"

infiere que el maltiplo mas simple es
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23 0 72

que es el denominador comln anles obtenido.
Sirvan de nuevo ejemplo los quebrados

11 13 17 25 37 83 29 233
15’ 18’ 28" 44’ 140" 175" 480°

cuyos numeradores no contienen, al menos en apariencia,
factores primos (como 2, 3, 5,...) que entren & la vez en Ios
denominadores correspondientes; pues en caso contrario, se-
ria necesario ante todas cosas suprimir esos factores en los dos
términos,

Haciéndola descomposicién de los denominadores, seaa
la simple inspeccion, sea por la aplicacion directa de la regla
del n® 102, se encuentran los resultados

3.512.3"12/~3 1277 12M1i2*.5.7 17.5" 2».3.5;

lo cual da por minimo multiplo
25.32.5"7.11 6 554400.

Tal es el denominador comdin menor & mas sencillo que
puede darse a las fracciones dadas; nimero incomparable-
mente menor que el que se obtendria apllcandola regla gene-
ral del n®113.

Ahora solo nos resta determinar los nimeros que han e
multiplicar & los numeradores, para obtener ios numeradores
de las nuevas fracciones; y para esto basta, segin anles he-
mos dicho, dividir 554400 por cada uno de los denominado-

res dados.
Asi se obtienen loscocienles respectivos: 36960, 308W»

23100, 19800,12600, 3970, 3168, 1155, los cuales debe-
rian imiIIipIiearse por los numeradores correspondientes Ib
13, 17, 25, etc.

Reiaciones de magnitud entre varios quebrados.

lié aqui algunas aplicaciones de la transformacion prece-
dente:
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116. Primera cuestion.— Se pregunta cual de las dos

0]

Al pronto no se puede responder & esta cuestion ; porque

por un lado, la unidad estd dividida en la segunda frac-
cion en mayor numero de parles que en la primera, por otro
lado se toman mas parles en aquella que en esta, pues el
numerador 7 es mayor que el numerador 3.

Pero se salva la dificuliad reduciéndolas & un comun de-
nominador; porque es evidente que de dos fracciones que tie-
renel mismo denominador™ es mayor la que tiene mayor nu-
nierador.

Hecha esta reduccidon, se convierte el primer quebrado en

fracciones - o es la mayor.
¢

35 3 :
y el segundo en luego z es el mayor de los dos sien-.

1
B0 que lleva al otro.
Del mismo modo se averiguaria que, de las tres fraccio-

6 8 8 6 _
11" 13»  "Myores la menor —, y la media

4
7»pues reducidas & un comln denominador, resultan res-

Pecii ¢ 572 546 616
eclivamente loor loor 1001°

También se podrian reducir las fraccionas & un comun «ii-
nierador (lo cual se baria aplicando & los numeradores lo. que.
se ha dicho para los denominadores) ; y de las fracciones re-
billanles seria mayor la que tuviera mnor denominador™ pues,
b'cndo moyor la especie de las parles, se tomaba el mismo
uiimero de ellas. Pero el primer medio tiene la ventaja de!
8cer conocer al mismo tiempo las diferencias que existen
®e las fracciones propuestas comparadas dos & dos.
, ¥?. Segunda CUESTION— ¢(Qué alteracion sufre un que-.
Mcio, afiadiendo un mismo ndmero a los dos términos ?

Sirva de ejemplo el quebrado a cuyos dos términos se.

"uaden 6, resuliando
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. 7 1
Reduciendo ambos quebrados JgY 3 coman deno-

minador, se convierte el primero en %ﬁ» Y ' segundo en

%5{6: luego el quebrado propuesto ha aumentado su valor;y

el esceso estd espresado por la diferencia
Para darnos cuenta de este hecho, observemos que siendo
o 12 . 7
la unidad igual @~ , el esceso de la unidad sobre * esta ex

ot

presado por — ; y por igual razon el esceso de la unidad so-
\

brejlg esta espresado por j%. Los numeradores de estas ds

diferencias son iguales; y asi debia ser, porque habiéndose
formado 18 y 13 por la adicién de 6 & ios términos 12 y 7, ba
de haber la misma diferencia entre los dos primeros que en

tre ios dos segundos. Pero la diferencia jg es necesariamente

. . 5 . .
menor que la diferencia— , porque el primer denominador e
mas grande, siendo ios numeradores iguales; luego el quebrado

13 7
Yg difiere menos de la unidad que el quebrado J2' »

consiguiente el primero mayor que el segundo. i
Se concibe ademas, que cuanto mayor sea el nttaero aig*

dido & los dos términos del quebrado tanto menor seré la

diferencia entre la unidad y el quebrado resallante, pre»
siendo siempre 5 el numerador de la diferencia, va crecienuo
el denominador; por consiguiente, cuanto mayor sea el nu-
mero afiadido & los dos términos de un quebrado, tanto me-
yor serd el nuevo quebrado.

Pudiendo evidentemeote aplicarse este mismo razonamieu'
lo & cualquier otro quebrado, puede concluirse que si a
dos términos de un quebrado se afiade un mismo nUumero,
guebrado resultante es mayor que el propuesto, y es tanto %
yor cuanto mayor es el nimero afiadido™
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Por razon inversa, «» gquebrado disminuye de valor cuan-
b se quita un mismo numero a sus dos términos.
Advertencia. Lo contrario sucederia, si el nimero frac-

17
cionario fuera mayor que la unidad, como  (n® 110). .
Afadiendo 8 & los dos términos, tendriamos”
25 . , 3 . 7
que — escede 4 la unidad en ~ solamente, mlentras]“ es-

. . 3
cede & la unidad en nimero> que

Hemos creido oportuno detenernos en pormenores sobre
esta proposicién, & lin de impedir que los principiantes con-
fundan esta circunstancia con el caso en que se multiplican 6
dividenpor un mismo numero los dos términos de un quebra-
do. En este caso no se altera (n® 112) el valor del quebrado,
mientras que afiadiendo ¢ quitando un mismo nimero, au-
menta 6 disminuye el quebrado.

Reduccion de un quebrado & menores términos.

118. Con frecuencia resultan del calculo de los quebrados
algunos cuyos términos son bastante grandes, y cuanto, ma-
yores son el numerador y el denominador, tanto mas trabajo
cuesta formarse idea clara del valor del quebrado.

Por ejemplo, el quebrado 12 indica que debe dividirse la

unidad en 15 partes iguales, tomando 12 de ellas. Pero sien-
do 12 y 15 divisibles por 3, si estas divisiones se efectian,

fcsulta-, quebrado (n®112) equivalente al propuesto; y en-

tonces ya para formarse idea de é1, basta concebir la unidad
dividida en 5 parles v lomar 4 de ellas ; lo cual es mucho mas
sencillo.

Luego, cuando son de cierta magnitud los términos de
una fraccidn, es Gtil reducirla & otra, cuyos términos sean
‘tenores.

El primer medio que se ocurre es dividir los dos lérmi-
nos por los ndmeros 2, 3, 4 ,... mientras sea posible.
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1® Seael quebrado 108 el que se quiere reducir & ttrmi-

705menores.
~ Los dos términos de esta fraccion son evidentemente di-
visibles por 4 (n® 68); y efectuando la divisidn, resulta

estos dos nuevos términos son divisibles por 9 (n® 70),

3
cuya division efectuada, da por resultado ~fraccion que ya

no puede simplificarse mas.

2® Sea la fraccion
Siendo divisibles por 4 los dos términos, se efectda la di*

- . 322 . L
vision y se obtiene 500 fraccion cuyos dos términos pueden

- 161
lodavia dividirse por 2, resultando
Las divisiones por 3y por 5 son imposibles (n.' ‘70'y 626§;
pero si se ensaya la division por 7, resulta exacta y da

fraccion cuyos dos términos no son ya divisibles por ningln
namero diferente de la unidad.

Estos ejemplos han sido faciles; pero no siempre sucede
lo mismo, sobre todo cuando los dos términos de la fraccion
propuesta se componen de tres 6 de mayor nimero de cifras:
porque puede suceder que haya algin factor primo de dos 0
de fmcifras, por ejemplo, comdn & los dos términos de la
fraccion, sin que pueda conocerse apriori, porque no exista
caracter de divisibilidad para dicho factor; y sin embargo s
concibe cuan atil seria tener un medio general de reducir ua
¢fraccion dada a su menor espresion posible.

-Este medio es el que vamos & esponer.

Reduccion de un quebrado & SUS menores términos.
Proposiciones preliminares.

119. Se llama fraccion irreductible la que no puede ser
reemplazada por otra del mismo valor, pero espresada
términos menores.
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PRIMERA PROPOSICION— Los témiinos de toda fraccion ir-
reductible son necesariamente primos entre si.
Porque, si tuvieran un factor comun, dividiendo al uno
y al otro por este factor, se obtendria un nuevo quebrado,
cuyos términos serian respectivamente menores que los del
propuesto; y entonces este no serfa irreductible; lo cual es
contra la hipotesis.

120. Segunda proposicién.— CMa«do una fraccién tiene
primos entre si sus dos términos, y hay otra fraccion que
teesigual, los dos términos de la segunda son necesariamen-
te UNmismo multiplo de los dos términos de laprimera.

En efecto, sea ~ una fraccion cuyos dos términos se su-

a ., . .
ponen primos entre si, y A otra fraccion equivalente & aque-

tendremos la igualdad

a
bL

Sise multiplican los numeradores de estas dos fracciones
aguates por el mismo numero b' [lo cual hace & las dos (nu-
mero 111) ¢' veces mayores), se tendran resultados también
iguales; tendremos, pues,

a'.b’ a.b’
de donde, suprimiendo en la primera fraccion el factor b,
comdn a sus dos términos, se saca

a.b

niiPvVQsupuesto, siendo entero el primer miembro de esta

Aflph , también debe serlo el sequndo; es decir que

hinAhi.- producto a. A'; pero b es primo con a, por
Polesis; luego b debe dividir a b' (n." 87), y se tendrd *

A'=A.w, (siendo m numero entero).
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Sustiluyendo este valor de 6' en la igualdad precedente,

se obtiene

o'= a.b.m

de donde, suprimiendo el factor 6, comtn al numerador y de-
nominador se saca esta otra

a'=za.m.

Donde se ve que a'y b'son el mismo multiplo in.ay mb
de los términos a y 6 de la fraccion propuesta.

L. C. J). D.

121. Consecuencia de las dos proposiciones preceden-
tes.— Dos fracciones irreductibles iguales son necesariamente
idénticas.

Lo cual quiere decir que los numeradores son iguales y
que también lo son los denominadores,

a a . . .
Sean en efecto, B W dos fracciones irreductibles,
Supongamos que tenemos la igualdad

byl

. > R . ,
Por lo pronto, puesto q'|e;‘ es irreductible segin el su-

puesto, sus dos términos son primos entre si, en virtud de la
primera proporcion; luego, en virtud de la segunda, debe-
mos tener

a'=ma, b'= mb.

siendo mun ndmero entero, igual por lo menos & 1; de donde
se sigue que a' y b' no pueden ser respectivamente menores
queay b

Por otro lado, habiéndose supuesto también irreductible I3

ooa .
fraccion se probarla del mismo modo que ay b no po

drian ser respectivamente menores que a'y b'.
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A . resPec_Iivame[nIe me-
0, SOn necesariamente iguales: y se tendra

=]

~

=
~

«Qm m¢n
«0Mm uno que ot

=

a~a', b= b
L. C. D, D.

. PXorosicioN. -  Todafraccion, cuyos termi-
~0os SONPrimos entre si, esirreductible.
lorque, en virtud de la segunda proposiciéon, ninguna

fraccion tal como ~ podria ser igual a la propuesta  cu-

luvilr™*™“®  suponen primos entre si, Sino en cuanto se

a'—ma, b'= nb

Donde se ve que " no puede ser reemplazada por ningu-

"N19? de menores términos y del mismo valor

diinif-L. reciproca de la precedente, de-
iioft A i'éducir un quebrado & su menor espre-
teritdiT~ a demostrar que; si se dividen los dos
dis T cualquiera por su maximo comdn
tiSe ' resultante es igual alprimero € irredic-

Sea ™ la fraccion propuesta, D el maximo comdn divisor

‘jX Bor} LV I{endremos respectivos de la division de «

a=Dxa', b=T)xb";
donde se deduce necesariamente

a D xa*
¢~ D W’

s«i?nmiCTii/o en el segundo miembro el factor D
a los dos términos, se saca

a a
b "~y



130 ELEMENTOS

Luego lefiemos fjue la fraccion p" es iguaiL a

Ademaés, Qsirreductible (n." 122), porque siendo a' yb'
los cocientes de la division de los nimeros a y 6 por su ma-
ximo comdn divisor, son (n." 78);>n»ios entre si.

Luego, para reducir un quebrado a su menor espresion,
hasta buscar el maximo comun divisor entre sus dos térmi-

nos. Vdividir después por él cada uno de estos. *
' 7665
Sea por ejemplo la fraccion

Aplicando & los dos nimeros 15184 y 7665, el procedi-
miento ordinario del méximo comun divisor, con las.moditica-

clones indicadas en el n.° 108, se halla que su maximo co-
mun divisor es73; dividiendo, pues, por.73 dichos™dos nu-

meros, resultan los cocientes 208 y 105; luego
fraccion irreductible equivalente & la propuesta. ’
) , 29003
Segundo ejemplo,
Méaximo comuin divisor 1261; cocientes respectivos, 29y
2 3. Juego H? es la fraccidn reducida & sus menores térrnims.

124. Observacion.—De lo que precede se deduce que, »
de los dos términos de una fraccion, se restan los mismos mii-
TiPLOs de los dos términos de la fraccion irreductible
lente, la fraccion resultante es también equivalente a la pro-
puesta.

Tomemos por ejemplo la fraccion ~ que, reducida & a5
menores términos, segun el procedimiento indicado en el nu'
mero precedente, esigual a -.

Si de los dos términos 18 y 24 de la fraccion propuesia™
se restan respectivamenle cuatro veces 3, ¢ 12 y. cuatro v

ces 4 6 16, se obtiene una nueva fraccién g, que es igud”

la propuesta aun cuando se baila espresada en términos ne-
nores;
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Porque, suprimiendo el faclor 2, comin a6 \//\é 8, seha-

naz, lo mismo que cuando sesimplifico la fraccion propues-

1?
ta24,

£s muy fiicil darse cuenta de este resultado:

En efecto, si — es igual fraccién irredi

dos términos sgn par consiguiente primos gMikeSi, €s porque
y 24 son (n. 120) los mismos multiplos (im veces 3 “seis

veces 4) de los dos términos de la fraccion y cuando de 18
3 -
it dos veces 3y dos veces 4, que son también
mos multiplos de 3y de 4; de donde resulta la nueva
fraccion - igual &

de parece que debia suministrar un medio
medie fraccion; pero se comprende que seria un

anirmQn™i £ “~xirio, porque supone conocida de
puesta " fraccion irreductible & que es equivalente la pro-

observar que aqui se restan de los

tinh dn » fraccion dos nameros diferentes, cosa dis-
restar Fy, esplicada en el n.° 117, que consiste en
lo cual numero de los dos términos de una fraccion,

1necesariamente altera su valor.
A cuatro operaciones fundamentales
»chas con los quebrados.

Suma de quebrados.

narrero oi/p quebrados tiene por objeto hallar un
Pupfion I<"mio como varios quebrados juntos.
®(iniar son casos; 0 los quebrados que se van &
mismo

tuman /0? «««, especies distintas. En el primer caso,
el denomivtnf V  P™nea la sumapor denomina-

inador comdn. En el segundo se empieza por re-

Y Ccue
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ducir los quebrados a un comin denominador, y queda la
cuesUon reducida & la anterior.
Asi
2 4 4  2-i-3-j-4
s N '*
i1 11 11 n li

Del mismo modo

4 5+2-1-14-4 197

T3 23 23 B

ir los quebrados

2 3 7
3’ 4’ 8’
8, 6, 3,
16 18 21

24' 24w

Después de haberlos reducido & un com(n denominador
(n® 115), se hace la suma de los numeradores, lo cual da oo,

se le pone el denominador 24, y resulta la suma

Sacar los enteros de un namero fraccionario y recipro-
camente.

126. . Este Gltimo ejemplo conduce & una espresion fra
cionavia S mayor que la unidad (n." 110) y que conduce &

una nueva operacion.
Se ha vislo(n.mQ) que laMm«equivaled~, 64

y cuatro neinte y cuatro-anos; de donde se sigue que cuantas

50 IR
veces contenga 55 4 24, otras tantas unidades hay en

vidiendo, pues, 55 por 24, se obtiene 2 por cociente y 7*®
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k 55 , .
residuo; luego — es un numero compuesto de 2 unidades

mas una fraccion , ,,
24

En general, cuando se llega & un resultado fraccionario,
cuyo numerador escede al denominador, para sacar los ente-
ros contenidos en él, es necesario dividir el numerador por el
denominador.

El cociente que se obtiene, representa el entero, y el re-
siduo es el numerador de la fraccion que debe agregarse al
entero (0.° 43).

Por este medio se hallara

V7 153 31
12 15 88 “ Ngo*

Reciprocamente, cuando se tiene un numero mistoy se
quiere convertir en fraccionario, es necesario multiplicar el
centropor el denominador, afiadir al producto el numera-
dor, y poner a la sumapor denominador el del quebrado.

Por ejemplo,

.2 3xh5-f-2 17
5
AT 11x12+ 7 139 w17 8x24 + 17 209

N2~ 12 “TF A~24¢ 24
UesTA pe QUEBIIADOS.

127. La resta de quebrados tiene por objeto hallar el es-
0eso de un quebrado mayor sobre otro menor.

Si los dos quebrados tienen el mismo denominador, se
“esta el numerador menor del mayor, y ala diferencia se po-
nepor denominador el denominador comdn. Si no tienen el
mismo denominador, se reducen & él y se procede después co™
A0 enel caso anterior.

Asi, sea por ejemplo restar d e — : quedaran 2-

elei mismo modo

17
24~24" 24' 12
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7
Sea ahora restar ~ de g.

Estas dos fracciones equivalen (n® 113) & por
consiguiente tendremos
21 16 21—16
24 24 24 24*
Del mismo modo

19 13 19x17—13%X20 63
AT~ 20x17 340*

Puede ocurrir restar un misto de otro.

11 3
Sea por ejemplo restar 5 de 13

3 39 791
13 A"— 13 11

11 N4 Na4
/\13" /\52***/\52/\

52*
Para efectuar esta operacion se empieza por re%bcir los
dos quebrados & un comln denominador resultando ~  para

. 44
el primeroy gg para el segundo. Pero como no puede restarse

— de —, se aflade & este Gltimo quebrado una unidad, que
52 52 91

se reduce & su especie, convirtiéndose entonces en ™ (nime-

44 iy , :
ro 126), del cual se resta el obteniéndose la diferencia

Pasando & la resta de los enteros, se aumenta una unidad
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al suslraendi, y se dice: de 6 & 13 vau "7: por consigajenle
. 47
el resultado pedido es 7 aJl'
128 He aqui un ejemplo en que se hallan reunidas la
suma y la resta de los nimeros mistos.
Un comerciante depafios ha vendido de una pieza que te-

7
nia 30 metros y -, primero un pedazo de 7"*- después otro

2 5
de 9 X « finalmente 11°- desea saber cuantos metros

le quedan de lapieza.
Hara primero la sumade las tres ventas, y luego restarad

7 .
esa suma de los 30“- el resultado de la. resta le dira los

metros de pafio que le quedan. _ _
_Para mayor sencillez se dispone la operacion del modo si-
guiente:

12 7 21
.3 3o 8 . 24
7 T,,..S..---9 2 10 20
9 2 . 12 o, 24

gt 1
5 "24
N PR
22
10

Después de haber colocado unos sobre otros los tres su-
mandos, se observa que los quebrados no tienen el mismo de-
nominador y pueden reducirse al denominador comun 12. Se
escribe este nimero & la derecha, un poco mas alto que los
Quebrados, y se subraya. Después se escriben debajo del 12,
y J*especlivamente en la linea horizontal de cada quebrado,
los cocientes 3, 4 y 1 de la division de 12 por cada denomi-
nador: se multiplica cada numerador por su respectivo co-
ciente, y se obtiene 9, 8y 5: se suman estos tres nuevos nu-
meradores, que dan 22, y por consiguiente la suma de los
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22, 19 . lo
tres quebrados propuestos es 0 1|E.Se escribe ellras de-
bajo de los tres quebrados y se lleva el 1 para sumarlo con
los euteros del modo ordinario. Asi, resulta‘’28 ’}g‘,sumato-
tal de metros vendidos. ;
Escribese esta suma debajo de 30 o SE hace la suslrac-

Clon cOmo antes se ha visto, observando para simplificar que
los quebrados pueden reducirse al comdn denominador 2 ve-
ces 12 0 24.

Asi, seve que quedan de la pieza 2 metros y —, lo que fa-

Gilmente puede comprobar el comerciante midiendo el retal
que le queda.

MULTIPLICACION DE QUEBRADOS.

129. La multiplicacion tiene en general por objeto (n.° 9

dados dos ndmeros, hallar un tercero que sea respecto delpri-
mero lo que el segundo es respecto de la unidad.

Esto supuesto, en la multiplicacion de quebrados se dis-
tinguen TRES CAsOS principales. A saber:

I.” Multiplicar un quebrado por un entero.
. T

Sea, por ejemplo, multiplicar X—Apor 5.

Segun la definicion de arriba, conteniendo cinco vecesa
la unidad el mulliplificador 5, debera el producto equivaler
«r T 7 . ,
a 5 veces — 0 ser 5 veces mayor que Pero se vio (nd-
mero 111) que un quebrado se hace 5 veces mayor mulli-

. H N 5veges 7. 35
pilcando su numerador por 5; luego — 5 035 sera el

producto pedido.

, para multiplicar un quebrado por un entero, s
multiplica el numerador del quebrado por el entero, dejando
el mismo denominador.

3B 11
El producto ~ equivale d 2 —, como puede verse sa-

m— N\
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canngI)os enteros que contiene el ndmero fraccionario (nime”
ro .

Del mismo modo se veria que el producto de A3 por 29 es
m 377 17
guai a R valo
- 11 -
Sea ahora multiplicar ~~ por”. Siguiendo laregla, resul-

99 9 1
lael producto o 6 sacando los enteros, 5|ZS, 6 52x.
Este resultado pudiera haberse obtenido mas sencillaraen-

te; pues para multiplicar u por 9, se puede {n.” 111) en lu-

gar de multiplicar el numerador por 9, dividir el denomina-
S 1

dor por 9, lo cual da % 5°

Para que sea posible este segundo modo de operar es me-
nester que el denominador sea divisible por el multiplicador;
pero esto no siempre sucede, mientras que la regla antes da-
da es aplicable en lodos los casos: solo el uso puede hacer
lamiliares estas simplificaciones.

2.”  Multiplicar un entero por un quebrado.

Sea multiplicar 12 por

Siendo en este caso el multiplicador ~ equivalente 44 ve-

ces la séptima parte de la unidad, el producto habra de equi-
"aler & 4 veces la séptima parlé de 12. Pero la séptima parte

de12es (n®110) y , y para tomar este nimero 4 veces, 6

rener un nimero 4 veces mayor que 31/2, basta (n.®11l) mul-

tiplicar el numerador por 4; luego haciéndolo asi tendremos

- 6 , .
7'C (6(3 que serd el producto pedido.

Lue™o, ;?ara multiplicar un entero por un (ptehrado, has-
~“dtiplicar el enteropor el numerador ijponer al producto
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por denominador el del quebrado;, en seguida pueden sacar-
se los enteros si los hay.
Asi
203
29X8— g 25

del mismo modo

resultado que también se hallaria empezando por dividir 24
por 6, lo opal daria 4, y multiplicando este resultado por 5.
Pero repelimos que no son siempre posibles- semejantes
simplificaciones.
3." Multiplicar un quebrado por otro.

bea multiplicar 8 por 5

El razonamiento es analogo al del caso precedente; pueslo
que el multiplicador g equivale & 5 veces la octavaparteaeh
unidad, el producto debe ser también 5 veces la octava parle
dei multiplicando 3 para lomar la octava parte de 3 es me-
nester (n® 111) multiplicar el denominador por 8, lo cual tid

y para tomar 5 “eces esta octava parto, es menester raul-

liplicar por 5 su numerador, lo cual d& g; que es el produc-
to pedido.

Luego, para multiplicar un quebrado por otro, se multi-
plica numerador por numerador y denominador por deno-
minador, poniendo el segundo producto por denominador ¢kl
primero. n

m Asi se encontrara:

L 535
12726 72°
del misnio modo
3 24

120 4~60"
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Adverlencia.  En los dos Ultimos casos el producto es siem-
pre menor que el multiplicando; y asi debia ser, loorque la
Operacion se reduce realmente & tomar del multiplicando la
parte indicada por el quebrado mitiliiplicador.

130. Finalmente, uno 6 ambos factores pueden ser mis-
tos, pero sus varios casos se reducen facilmente 4 alguno de
los anteriores.

i . 2 7
Sea, por ejemplo, multiplicar 7 - por 5.
Estos nimeros reducidos & fraccionarios (n." 126) equiva-

: 23 4T L
len respectlvamentegi‘-y o efectuando la multiplicacion

por la regla de arriba, se obtiene el producto 0 sacan-

do los enteros, 45
También podria efectuarse por partes la multiplicacion; es

- 7 2-
decir, mulliplicai- primero 7 por 5, ~ por 5, 7 por g»y ~

sumando después los cuatro productos; pero seria mucho
fflas larga la operacidn.

Divisién de quebrados.

131 La division tiene por objeto (n"* 27): dado un pro-
dweio de dos factores y uno de estos, ddkrminar el otro. De
esta definicion resulta evidentemente como de la de la multi-
plicacion (n® 17) que el primer namero, llamado dividendo,
6s respecto del tercero, llamado cociente, como el segundo,
llamado divisor, es respecto de la unidad.

Esto supuesto, en la division de quebrados ocurren tres
casos principales como en la multiplicacion. A saber:

1*  Dividir dn quebrado por un entero.

*XQ, por ejemplo, dividir ™ por 6.
Siendo el divisor 6 igual 46 veces la unidad, se infiere

‘¢ el dividendo ~ debe valer 6 veces el cociente buscado; U
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reciprocamente, que este cociente equivale & la sesta parle el

dividendo =. Pero la sesta parte de un quebrado se toma (n(

mero 111) multiplicando por 6 su denominador; multiplican-
5

do, pues, por 6 eldenominador 7, se obtendra TVeces6' 47
que serd el cociente pedido.

Luego, para dividir un quebrado por un entero, se multi-
plica el denominador del quebrado por el entero, dejandod

mismo numerador.

Asi

T o 1, u 1

o divididopor 8, 6 (n.° 44), 8= 12x8 96’
del mismo modo

23 23 23

30 ="~ 30x12 360

; . 8 18 I

JI1 cociente de A por 6 es ; pero esta division puede .
también efectuarse lomando la sesta parle del numerador, lo
cual da resultado equivalente al primero simplificado por

6, factor comln & arabos términos.
2.” Dividir un bntero por un quebrado.

7
Sea dividir i2por

Do ser el divisor ” igual & 7 veces la novena parte de la

unidad, se infiere que el dividendo 12 ha de ser 7 veces la
novena parle del cociente buscado. Luego tomando la sépli-

ma parle de 12, que esy , se tendra la novena dél cociealo
buscado; y para obtener el cociente total bastara lomar 9 ve-

12 .
cesy, locual so hace multiplicando por 9 su numerador'



DE ARMIE2TICA. 141

9veces 12 , 10,6\3

hecho asi, resulta 0-;", y sacando los enteros,

3 _
15-, que es el cociente.

Luego, para dividir un entero por un quebrado, se multi-
plica el enteropor el denominador y se parte el producto por
el numerador, sacando los enteros si los hay.

Observemos que tomar la 7.“ parte de 12 y multiplicar el

resultado por 9, equivale & multiplicar 12 por - asi podra tam-

bién decirse que para dividir un entero por un quebrado, se

|nuI|t|pI|cara el entero por el quebrado invertiao. (Véase el
1] 29

3.° Dividir un quebrado por otro quebrado.
Sea,por ejemplo, dividir -3’\p0r g
El razonamiento es parecido al anterior. Siendo el divisor
fT Igual 4 8 veces la 11® parte de la unidad, el dividendoj—
debe también ser igual & 8 veces la 11® parte del cociente;

luego la 8® parle de 5»0 es la 11® del cociente; y 11 ve-

3 ,33 ) :
N 0—, es el cociente pedido.

Luego, para dividir un quebrado por otro, se multiplica
N numerador del quebrado dividendopor el denominador' del
guebrado divisor, y el denominador de aquel por el numera-
dor de este, poniendo después el primer producto por nume-
rador y el segundo por denominador; 6 mas simplemente, se
nltiplica el quebrado dividendo por. el quebrado divisor in-

Mytido, (Véase eI n." 129)
Asi,

7 4 5 20 20
del mismo modo,

23 13 23 15 23x15 345 23
30* 15" 307 13' 30x13“ 390 ~ A *
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(Anles de formar los jirodQclos indicados, 23x15 y 30x13,

se habria podido suprimira factor 15, que es evidentemente
comin & los dos términos de la fraccion.)

Advertencia. Siempre que en la division de quebrados,

es el divisor menor que la unidad, el cociente debe ser mayor

que el dividendo. L _
Porque este cociente resulta de la multiplicacion del di-

videndo por el divisor invertido, que se convierte asi en un

namero mayor que 1.
132. Finalmente, si hubiéramos de dividir un misto pol

otro misto, se reducirian ambos a fraccionarios y se operaria
como en la division de quebrado por quebrado.

3 2
Sea dividir 12 - por 6
Tendremos :

i 3 (53 73
AN4IAZE 4 % 4 A20~~ 80 * ABO

del mismo modo

! ,5 8 125 85 8 680 136
AfL enngnll ~11'n 124" (372~275"

Fracciones de términos fraccionarios.

133. Al esplicar la divisién de los quebrados, hemos he-
cho siempre uso de dospuntos (:), para indicar la operacion
que debia ejecutarse, por ser esta notacién generalmente mes
sencilla y mas comoda que la raya {—). Sin embargo, hay
circunstancias, en que el empleo do esta es atil y aun indis-
pensable para la claridad de los razonamientos, como pronlo
veremos en algunos ejemplos.

Asi, segln digimos en el n.° 44 {signos de la division),

=~ o1

. . o 5 8
-tiene la misma significacion que ~ : tt

©
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a

N mhmo modo £ equivale A7

d

Solamente es necesario, para evitar toda confusion, cui-
dar de que la raya de la operacion principal sefiimpoco mas
larga que las otras dos.

Ademas, si se hace uso de letras, como en el segundo
ejefnplo, al tiempo de pronunciarla, podria decirse para ma-
yor claridad:

a sobre h, divididopor ¢ sobre d.

De esta manera venimos & parar, & la consideracion de
fraccionarias, cuyo numerador y denominador no
son ya nlmeros enteros, Sino que son también & su vez nu-
meros fraccionarios, a los cuales, atendida la naturaleza de
los procedimientos establecidos, sepueden aplicar en todo ri-
gor los principios™ demostrados para el caso en que los dos
términos de un ndmero fraccionario son ndmeros enteros.
Para jusliiicar esta proposicidn, hagamos ver por ejem-
plo, que: si se multiplican por un ndmero entero cualquiera,
los dos términos de una espresion fracccionaria, que Se Su-
%%nin también fraccionarios, no se cambia el valor del co~
nte.

Sea ~ el numero propuesto: multipliqguemos por w, sus

Yy 3. c . . , .
dos termmosgy digo que el cociente serd el mismo antes

y d*pues de la multiplicacidn.
En efecto, por lo pronto tenemos (n.° 131, 3®)

a
b ad ax d
c c bXc’
d

Ahora, si multiplicamos los dos términos del nimero pro-
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puesto por un nimero entero m, obtendremos, aplicando las
reglas sobre la multiplicacion y division de las fracciones, la
serie de igualdades

a ay-m
(r)xm ~T. axm d axmxd ayd
c cxm -~ b Acxm  bx cym  bxc'
a,y-m "

(esta ultima espresion resulta de la supresion del factor co-

man mn). C
Doride seve que el resultado es absolutamente igual, sea
antes, sea después de la multiplicacion.

De los quebrados de quebrados»

134. A la multiplicacion de los quebrados se enlaza otra
especie de-operacion, conocida bajo el nombre de regla ce
los quebrados de quebrados. » )

Para dar idea clara de esta operacion, supongamos pri-

mero que de la fraccion  se quiere tomar una parle indica-

da por la fraccioj
Como esto equivale & tomar 2 veces la tercera parte de

0 lo que es lo mismo (n.“ 129, 3.“) & multiplicar  pof

2
-, tendremos el resultado
(0]

5x2
7x3’

En segundo lugar, supongamos que, del nuevo quebrado

51 se quiere lomar una parle indicada por la fraccion
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aegnn lo que acabamos de decir, leudremos por resultado

[Ox 8 80
21-X13’ 273’

y esta Gltima espresion representara ios 13 délos /3\, de-,

Tomemos ahora los  de” ;obiendremos el nuevo re-
sallado

80x 3 240
273x11 3003 "

«spresion que representara los~ delos delos- de
Donde se ve que:

m ktJr fraccion de otra fraccién, es necesario

los (jffin » eiUre siy lo mismo todos
espués el primer producto fior

‘numerador y el segundo por oijengmmadgr. R

¢erodahn tomarse iracciones de fracciones de un en-

do¥l ni entero en forma de quebrado, escribién-

Asi,
Eal | delos!| deloshdef ~ Xx3x5x6x12 210
n ® 71 3X4x8x7x 1

*sacando los enlei'os igual &

144
672  N-4-
Sepreguntaba a un aritmético qué hora era

IH"mdid: son losj delos i delos ~de los ®<fe 21 !,0,-as.
Niuekora eraren efecto?
"rd«SMndn® f P oot " erg en linea
“>Mliodos 'os numei-artores, incluso el entéro v d'?ee'
4 "
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paes debajo en oird linea, lodos los denominadores, inclu-
so 1 {n." 110):

3, 5 7, 6, 24

4, 6, 12, 7, 1.

_ Esto supuesto, hagase el producto délos nimeros déla
primera linea y el de los nimeros de la segunda, y dividase
el primer produelo por el segundo.

Asi se obtiene por resultado 0, sacando los ente-

ros 7“2 ' reduciendo, 7

Luego eran las Y wei/i- .

Advertencia- Puede” simplificarse'la operacion, obser-
vando que: 1.” 7 debe ser evidentemente factor comunal
producto de los numeradores y al de los denominadores, y
por consiguiente nada impide que se suprima antes de etec-
tuarlas multiplicaciones; 2." lo mismo sucede con el tactor
6, y con el factor 12, que entra en el numero de los deno-
minadores y divide al mismo tiempo al numerador 24; y i’
nalmente con el factor 2, cociente de 24 por 12, que esta
también comprendido en el denominador 4.

Hedia, pues, la supresion de lodos los factores comunes>

resultara™, 6 6 7 como antes se encontro.

Esta clase de simplificaciones, que no deben descuidarse,
exigen cierta costumbre para poderlas hacer.

Otras aplicaciones.— los™i&\05 de un namero for-

man Iosl—2 0 la mitad del namero.
El tercio del quinto de un ndmero es igual 4 la décim-
quintaparte; la mitad de los es igual 4los g, etc.

Yaluacion aproximada de las -fracciones ordinarias.

135, Para completar la teoria general de las fracciones,
vamos & resolver una cuestién que tendra Utiles aplicacione»
y cuyo enunciado es el siguiente:;
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Dada una fraccion irreductible, cuyos términos sean

A(~stante grandespuraque sea dificil formarse idea clara de
suvalor, reemplazarlapor otra que se le aproxime mas 6 me-
m , pero cuyos términos sean mas simples. (Tales son las aue

Ilgneni)ord nominadores 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15,
. , eles

Sirva de primer ejemplo la fraccion

_ fiosfiyos, es decir, reeinpla-
“iia por otra fraccion cuyo denominador Sea 12.

Empecemos por observar que, valiendo la unidad * , ( 06-

10 110), los de la unidad valen los™  de 12 doza-
523x12

wo@oif8, i.%— " de dosavoso— r-— (ndme-
i'0 133). -

Si puesz%exefectUan las dos operaciones indicadas en la

0
<Aspiesion , 1a parte entera dei cociente espresara el

«nifiero de dozavos contenido en el numero propuesto
Ejecutada esta doble Operacion

523

12
6276 949
582 6

se obtienen 6 como parte entera del cociente; lo cual da -

9& 523 1 ) _
valor de con menos de N de diferencia.
Po'-que la parle despreciada en el resultado es la duodéci-
®paite de la fraccion que debia afiadirse'al cociente

"y por con5|gmente €S menor aue 1—2
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Sirva de segundo ejemplo la fraccion cuyo valor

1
se pide aproximado en menos de

Con arreglo & este procedimiento se tendra

3179
3179 * 8764 %20
8764 20
Efectuando la doble operacion indicada en™a’spresion
3179 encuentra por resultado dnal, 7 , luego
8764 * A
~Nes el valor de aproximado hasta

-7 0 l
136. En general, para transformar una fraccion ” de una

especie daday marcada por su denominador b, en otra de es-
pecie diferente, marcada por «, 6 bien, para sustituirle otra
fraccion que lleve por denominador el numero entero n:

Multipliquese el numerador de la fraccion propuesta por
n, V dividase el producto por el denominador.

Férmese en seguida un nuevo quebrado, que lleve por nu-
merador laparle entera, a' del cociente que resulte de la di-
vision, y por denominador, n.

La fraccion = es la fraccion buscada.

137  Advertencia.— Siempre que el denominador dela
fraccion que va unida al cociente obtenido, es mayor que el
duplo de su numerador (lo cual se reconoce a la simple visia],

N '

. | ., (]
puede concluirse que el error cometido sustituyendo - en vez

de|, esmenorque™dei, 6~ ,y sedice en esle caso, que

O es el valor aproximado, por defecto, 6 en menos, de la

L fl, , 1
fraccion R , & la cual no llega & fallar
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Si poi’ el contrario» el denominador es inferior al duplo
del numerador, es costumbre ofladir una unidad 6 la parte

. a'-hi
entera del cociente, resultando entonces------- que sera el

valor aproximado, per esceso, sobrandole menos de—.

Asi, como en el primer ejemplo, la fraccion 082 que
completa el cociente, tiene el denominador menor que el du-
plo de su numerador, debe tomarse ~ en vez de y en-
tonces se tiene el valor de la fraccion propuesta, aproximado

por esceso , sobrandole menos de —.
En el segundo ejemplo,’ el denominador de la fraccion

es mayor que el duplo del numerador; por consi-
) 7 . .
guiente — es el valor aproximado, por 'defecto, fallandole

menos de |,
a0 .
Hay mas todavia: en este caso el denominador es aun
7 -
mayor que el triplo del numerador; luego ;r*no difiere, en
a\)

wenoj, de la fraccién propuesta, sino en una cantidad wenor

Pe &5
Afadirémos finalmenlc que para abreviar, se dice algu-

nas veces: Determinar,en menos deﬁ el valor de una frac-

. a . . . .
cion”; y es muy.conveniente para evitar cualquiera equivo-

cacion, conservar en la memoria el significado de esta lo-
cucion.

O bservaciéon generad sobre tas fracciones.

138.  Digimos ai comenzar el segundo capitulo (n** 45),
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que esplicariamos cdmo son susceptibles de aplicarse & los
nimeros fraccionarios los piincipios relativos & los nimeros
enteros.

Ahora bien, resulta dé la naturaleza de los procedimien-
tos establecidos para el célculo de las fracciones™ que las cua-
tro operaciones fundamentales, que se efectian con esta clase
de numeros, se reducen, en Ultimo anélisis, & operaciones del
mismo género ejecutadas con numeros enteros.

Luego, todos los principios sobre la multiplicacion y la
division, que han sido objeto del primer parrafo del capitulo
segundo, se estienden igualmente & los ndmeros fraccio-
narios.

Por ejemplo:

El producto de dos ornas quebrados es el mismo, cual-
quiera me sea el orden en que se verifique su multiplicacion;

Multiplicar una fraccion por el producto efectuado de
otras varias, equivale U multiplicar una de ellas sucesivamen-
tepor todas las otras;

Se pueden multiplicar b dividir ron ins sjismo namero los
dos términos de una espresion fraccionaria cualquiera {nu-
mero 133) sin que el cociente cambie de valor;

y lo mismo los demas principios.

eAnélogamente se deduciria de la deiinicion (n** 46) de
las espresiones muaitipto y submualtiplo 6 duvisor € Un nl-
mero, que existen quebrados maltiplos y submdltiplos ¢ divi-
sores de otros quebrados, lo cual significa que la division de
la fraccion multiplo por la fraccion submultiplo da un co-

ciente entero.
* 1

Asi,}osqueibraldolsg‘, 8 6 sonmdltiplosde2 pues

él primero contiene & este seis veces exactamente, el segundo
cuatro veces y ei tercero tres. -

£n general, todo quebrado tiene por divisores & su mitad,
su tercio, su cuarto, etc.; de donde se infiere que el nimero
de sus divisores es infinito, lo cual no sucede con los ndme-
ros enteros si solo se consideran los divisores enteros.

Dos fracciones pueden también tener divisores comunes;

.. 37 . i .,
por ejemplo, » " »tienen por divisor comdn la fraccion

7 -
Ay lodos los submltiplos de esta; porque los cocientes re-
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... 35 7 7 , .
sultanles de dividir A po* A (segin la regla del mime-

ro 131, 3.®), son respeciivamcnle iguales & 5y 2, ndmeros
enteros. .

Luego, generalmente pueden establecerse con relacion &
las fracciones propiedades anélogas & las que hemos espuesto
sobre el maximo comdn divisor y sobre el minimo multiplo
de dos 6 mas numeros. Al fin del capitulo propondremos va-
rios ejemplos para ejercicio.

§ Il.— De 10s nameros complejos.

Colocamos aqui la teoria de los ntmeros complejospor sei-
una aplicacién inmediata de la teoria do las fracciones ordi-
narias.

Pero como las operaciones que exige, han perdido su im-
portancia después del establecimiento del sistema decimal de
pesos y medidas {*), nos reducjrémos & dar las nociones in-
dispensables para la resolucion de las cuestiones, que gene-
ralmente tienen por objeto la comparacion de las medidas an-
tiguas con las nuevas, y & las ﬂue se refieren particularmen-
te d la division del tiempo, & la division del circuloy & las
principales divisiones del termometro.

13 ICocionespreliminares.-—I1Q1iGs \n\o (n® 8) que,
para valuar las cantidades menores que la unidad principal,
se concibe esta unidad dividida en cierto niamero de partes
iguales, que se consideran & su vez como nuevas unidades.

En la teoria que nos ocupa, la unidad se divide al prin-
cipio en un pequerio nimero de parles iguales; estas después
se dividen en otras, y estas en otras, etc.

Asi, en la antigua moneda (francesa) la libra se dividia
en 20 parles iguales llamadas sueldos y €l sueldo en 12 par-
tes iguales llamadas dineros. Del mismo modo, la unidad de
Iccl)ar;giiud 0 la toesa se dividia en 6 pies, el pie en, 12pulga-

, etc.

j*) Asi dic© el autor reliriéndose & Francia : nosotros lo dejamos
para ser fieles en la traduccion, &4 pesar de no tener aun esfable-
"micb en el uso «ciierai el sistema de-i)Osos y medidas, .
N AT
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140. Cada arte, cada industria, cada pais subdividia &
su manera la unidad principal que le era propia (*).
El cuadro siguiente comprende la lista de las unidades
principales y de sus subdivisiones.

Cuadro de las monedas, pesos y medidas espariolas (" ).
MONEDAS.

Monedas efectivas de cobre.

1 ochavo. 2 maravedis.
1 cuarto. 4 maravedis.
2 cuartos. 8 maravedis.

Monedas efectivas de plata.

1 real de vellon. . 34 maravedis.

1 media peseta. . 2 reales de vellon.
1peseta. . . . 4 reales de vellon.
1 medio duro. 10 id.

1 duro 6 peso iuerle 20 id.

Ademas de esta moneda hay la llamada columnaria, y
consta de las piezas siguientes:

1 peselacoliimnaria. . . 5 reales de vellon.
1 media pesetacolumnaria. 2 id., 17 mrs.
1 real columnario. . . 1id. 8Va id.

Moneda de oro efectiva.

1 escudilo..eeeiiieiiies 20 rs.vn.
1 eSCUAO....ovveriire s 40 rs!vn!
1 doblon de & 2 escudos.............. 80 rs.vn.

1 doblon de 44 escudbse media onza. 160 rs.vn.
1 doblondeaSescudostonzadedro. 320 rs.vn.

(*) Para la historia 'y el origen de estas clases de medidas, véast?
l(Jjna obra de M. Saigey, titulada Traité de Métrologie ancienne et mo-
erne.
(") Hemos sustituido naturalmente las medidas, etc-, espafiolas &
las francesas que pone el autor. (iv. del TJ
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Adeliids hay oiras irregulares, y son las siguientes:

1 escudito de oro anterior alafio 1785 vale. 21 rs. 8Va nirs.
1onza de oro anterior al afio 1772. ... 321 rs., 6 mrs.

Por real decreto de 15 de Abril de 1848 se ha mandado
(lue la moneda que en adelante se acufie se componga de las
piezas siguientes:

DEORO. . —El doblen Isabel 5 duros é 100 rs. vn.
CE PLATA—EI duro. . . . 20 rs. vn.

El medio duro 6 escudo 10 rs. vu.

Ea peseta. . 4 rs. vn.

Ea media peseta 2 rs. vn,

El real............ JO décimas de reaE

COBRE—EI medio real. . 5 décimas.
Ea doble décima 2 id.
Ea décima. . . 1id.

Medidas de longitud.

1 vara. .. .. 3 pies.

1 Pibeiininn. 12 pulgadas.
1 pulgada..... 12 lineas.

I linea...coouvnnee, 12 puntos.

De aqui se inferira el numero de pulgadas, lineas y pun-
ios que tiene una vara: lo decimos aqui en esta sola clase de
niedidas para ejemplo de las demas.

Ea vara tiene 3 pies, y cada pié tiene 12 pulgadas; luego
P vara tendrd 36 pulgadas, y como cada pulgada tiene 12
meas, la vara tendrd 36 veces 12 lineas, es decir, 432 It-

y asi sucesivamente respecto de las demas unidades.

Medidas itinerarias.

Di grado medio de la tierra. . . 20 leguas.
Ea leQUA.....ocoiic, 6666 V3 varas.
EA VAl 3 pies.

En la marina se usan las siguientes:

Ea legua marina........o.... 3 millas.
Ea milla......ccoovviivniniinnns 10 cables.
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[Tl cable.....en, 111 brazas.
La braza......onnininnns 6 piés.

Medidas de superficie.

Para medir superficies se usan los cuadrados de las medi-
das longitudinales en la siguiente forma :

La legua cuadrada. 400000000 npiés cuadrados.
La vara cuadrada. . 9 piés cuadrados.
El pié cuadrado. . 144 pulgadas cuadradas.
La pulgada cuadrada 144 lineas cuadradas.
La linea cuadrada. 144 punios cuadrados.

Medidas agrarias.

La fanega de tierra de marco real. 12 celemines.

El celemin...coooceeeeen, 48 estadales cuadrados.
El cuartillo de ceiemin.............. 12 estadales cuadrados.
El estadal cuadrado..........ccooeuvriinnn. 144 piés cuadra
La aranzada.........ccoecvvevvvvienennn, " 400 estadales cuadrados.
La taliulla murciana.........cco.oo..u... 1600 varas cuadradas.

Medidas de capacidad para aridos.

La fanega............. 12 celemines.
El ceiemin................ 2 medios celemines.
El medio celemin. . 2 cuartillos.

La media fanega equivale & un voliimen de 2220 pulga-
das cubicas, y caben en ellas 60,25 libras de agua destilada-

Medidas de capacidad para liquidas.

La cantara.....vvnnnnn 8 azumbres.
La azumbre............vvvvviininn 4 cuartillos.
El cuartillo......cccooconvvrvirinnnns 4 copas.

Las medidas para el aceite estan arregladas al peso, y

La arrol)a. 4 cuartas 0 cuarterones.
La cuarta. 7Vi libras de aceite.
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Lalibra.. 4 panillas, 0 cuartas, 6 cuarterones (segin el
pais varia el nombre).
La arroba de aceite contiene 27,25 libras de agua.
Medidas de solidez.

_ Para medir la solidez se usan los cubos de las unidades
lineales 6 longitudinales en la forma siguiente:

La vara cubica. . . 27 pies cubicos.

El pié cubico. . . . 1728 pulgadas cubicas.
La pulgada cubica. . 1728 lineas cubicas.

En la marina:

Il_atonelada dearqueo, 6 952\52 pies clbicos de agua del mar.

El pié cubico de agua destilada pesa 40,8973 libras.

Pesos.
El quintal. 4 arrobas.
La arroba. 25 libras.
La libra. . 10 onzas.
La onza. . 16 adarmes.
El adarme. 36 granos.

Hay otras pesas especiales en la forma siguiente

. El marco....ccovvrivirinnnns 8 onzas.
La libra de botica. . . 12 onzas.
I 0] 1 /2 Sdracmas.
La dracma........cccovvernnn. 3 escrapulos.
El escrapulo.......cccon, 24 granos.
El tiempo.
Un siglo.in, 100 anos.

El @N0...coovvevcirii, 365 dias.
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[ (@, 24 horas.
La hora. @ .o, 60 minulos.
El minuto.........cooovvvvnnnn, 60 segundos, etc.

El afo bisiesto tiene 366 dias.

El ano se divide también en 12 meses desiguales; peropi
ra las cuestiones de interés de dinero y descuento se sude
considerar los meses de & 30 dias y el afio de 360.

141, Sentadas estas nociones, se llama ndmero conplgjo
todo namero concreio (nN® 2) que contiene al mismo tienmo
varias unidades principales de cierta especie, y una 0 m+
chas subdivisiones de la misma unidad.

Asi, 13 duros 17 reales 11 maravedises, 25 varas2 pe
7 pulgadas 6 lineas, 41 libra 13 onzas 9 adarmes 15 grancs,
63 dias 21 hora 53 minulos 29 segundos, son ndmeros cow
piejos.

8 duros, 17 varas, 23 libras, considerados aisladam
son nimeros incomplejos.

La resolucion de las cuestiones siguientes sirve de basei
Ials_cuatro operaciones fundamentales de los nimeros com
plejos.

142, Primera cuestion.— Dado un ndmero complejo
ducirle a unidades de su menor especie.

Sea, por ejemplo, 18 varas 2 pies 9 pulgadas 7 lineas.

Resulta del cuadro antepuesto que la vara vale 3
por consiguiente deberemos tener

18 v.2p.=18x3-1-2=54+2=56 pies.

Del mismo modo, como el pié vale  pulgadas " Ig'
dremos .

18v. 2p. 9pulg.= 56x124-9=672+9=681 pulgades

Finalmente, valiendo la pulgada 12 lineas, se deduce
18v.2p.9pulg.71in;=68Ix12+7=8172+7=8179lineaS’

Luego
18 v. 2 p. 9pulg. 7 lin.=8179 lineas.
Sea ahora 45 duros 13 reales 14 maravedises.
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ThAndremos siicesivamenle :

45 (i. 13 r.=45x20+13 = 913 reales,

Y
45(113 r. U m.::~-913x3-4+U=310424-14=31056mrs.

Regla general.— MultipligUese lo primero el ndmero de
unidedks principalespor el nUmero de veces que una de ellas
(segin el cuadro n." 140) contiene a la unidad de la primera
subdivisior™y  al producto afiadanse las unidades de esta pri-
marasubdivision que haya en el nimero dado;

MultipliqUese en sequida el resultado asi obtenido por el
ndnrero de veces que la tinidad de laprimera subdivision con-
tierefl la de la segunda, y al producto afiadanse las unida-
ks ck estd especie que haya en el nimero dado ;

Y asi sucesivaraenle, hasta llegar & la dltima subdi-
"ision.

Por este medio se hallaré:

lo" 12 libras 7 onzas O adarmes 3 granos.

ISlib. 7on.= I8x16+7=288-f'7 = 295 onzas,

181ib.7 on. Oad.= 295x16+0=4720 adarmes;

181lib.7on.0ad. 3gr.=4720x 36+3 = 169920+3 =
169923 granos.

23 horas 55 minulos 10 segundos 23 terceros.
23h. 55'=23x60+55=1380-f-55=14358
23 h. 55" 19"= 1435x60+ 19= 86119";
23h. 55" 19" 23" = 86119x 60+ 23=5167163"".

143, Segunda CUESTION— Reciprocamente, dado un nu-
"Vidacks pertenecientes & una subdivision de la uni-

7d principal convertirle en mimero complejo.
La regla que debe seguirse es una consecuencia evidente

"6iMue precede, y puecle enunciarse asi:

I"omiéncese dividiendo el nimero propuestopor el ndmero
Y~epresa (segin el cuadro n.® 140) cuantas veces esta con-
sModitiisioft dada en la inmediatamente superior, asi
~obtiene por cociente un niimero de unidades de esta subdi-
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Vision superior, y por residuo, las unidades de la subdivi-
sion dada, que deben entrar en el numero complejo bus-

cado ;
Dividase después el cociente obtenido por el ndmero (e

espresa las veces que su unidad esta contenida ensu inmedia-
ta superior: asi se obtiene un nuevo cociente que espresa
cierto, nimero de unidades de la tercera subdivision, y«»
nuevo residuo que espresa las unidades de la pendltima sub-
divisibn que deben hacer parle del ndmero complejo bus-

cado;
Asi se continUia basta llegar & las unidades principales.

Advertencia. Si se obtiene O para alguno de los residuos,
es sefial de que en el nimero buscado uo hay unidades de la
subdivision correspondiente, pero debe conservarse el lugar.

Apliquemos esta regla & los dos primeros ejemplos o

n." 142, _
Respecto del primero tendremos :

8179 lin. : 12= 681 pulg.H-7;
681 pulg. : 12= 56 pies 4-9;
56, piés ; 3= 18 v. 4-2 piés.
Luego
8179 Un.= 18V. 2 p. 9 pulg. 7 Un.
Para el segundo tendremos
31056 rars. : 34=913 rs.4-14 mrs;
913 rs. : 20=45d. 4-13 rs.
Luego
31056 mrs.=45d. 13 rs. 14 rars.

De un modo anélogo se tratarian los otros dos ejemplos.
144, Teiicera cuestlon.— Convertir un ndmero compii*
jo dado en nudmero fraccionario de launidad principal.
Esto es también una consecuencia de la regia del n* 142-
. Propongadmonos por ejemplo el ndmero 18 varas 2 piés 9
pulgadas 7 lineas.
Después de haber reducido & lineas este nimero, lo cual
da8179 lineas, se observa que segln el cuadro de! n.° 140>
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una vara vaio 432 lineas,06sea, 1 linea vate -*~de vara;lue-

, 8179
go8179 lineas valen de vara.

Del mismo modo hemos visto (n.“ 142) qae 45 duros 13
reales 14 maravedises equivalen & 31056 maravedises, y co-

mo el maravedi vale de duro (n® 140), tendremos

3I056TM'=369\53e’ddr0.

Regla GENERAL.— 5e empieza por reducirei numero com-
plejo propuesto a unidades de la infima especie que contiene;
ydespees se forma un numero fraccionario que tengapor nu-
merador €f nGmero obtenido, y por denojiinador el nimero
de unidades de dicha infima especie® que componen una uni-
dadprincipal.

Por esta regla se hallard para los dos ultimos ejemplos del
n" 142,

169923 -

12 libras 7 onzas O adarmes 3 granos = delibra.
5167163 5167163

23 lloras 55" 19" 23™ = Ao™,

0

0.. - D 5167163 5167163
3 horas 50" 19" 23" — 24x21600075184000

lomando el dia por unidad principal.

Cuarta cuesTion. — Reciprocamente, dado un nu-
merofraccionario cualquiera de la unidad principal de una
especie, convertirle en nUmero complejo.

Esta cuestion, que es la inversa de la precedente, exige
algunas esplicaciones.
*

. , 615
Sea, por ejemplo, el nimero <6vara, que se trata

A0 reducir & complejo de varas, piés, pulgadas, ele.
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Se comienza dividiendo 615 por 23 (n® 120), a fin dcsa-
catr el entero contenido en el nimero fraccionario: asi se ob-

tiene el cociente 26 y el residuo 17; por consiguiente puede
decirse que

615 17
de 1vara= 26 varas ~~~de mra;

es menester ahora valuar esta fraccion de vara en pies pul-
gadas y lineas. ’

., 17 .17
Como la vara vale 3 piés,™ de vara valdran de 3

, 17x3 B . -
P'cs, 0 m23 «e 1 pie: luego si multiplicamos 17 por 3y
dividimos el producto 51 por 23, el cociente entero 2 espre-
5
sa los;?.e5 y la fraccion correspondiente al residuo 5, es

«na fraccion de pié, que debe reducirse

liazonando sobre esta nueva fraccion como sobre la ante-
i"lor, veremos que ei residuo 5 debe multiplicarse por 12,y
el producto, 60, que resulta, dividirse por 23. Asi se obtiene

por cociente 2 pulgadas, y una fraccion correspondiente&f4

Repulgada, que debe reducirse & lineas.
Multiplicando del mismo modo 14 por 12, y dividiendo el
producto resultante 148, por 23, se obtiene por cociente 7 H

neas, y una fraccion de linea

Luego finalmente

615 , 7
-Ndevara=26 varasZpiés,2p<<|gadas71ineas&‘ode lirea.

El calculo se dispone en la forma siguiente:
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015 23
155
%7 26v.,2p.,2pulg.,71.—
51
5
12

60
14
J2

i6S
07

Regla general.— Para reducir un namero fraccionario de
una unidad principal cualquiera & nimero complejo: se sacan
‘Oprimero, Si es posible, los enteros contenidos en el nume-
ro; m se obtiene un ndmero de unidades principales fyue
puede ser 0); . ] Vi

Multipliqlese en seguida el residuo de esta divisién por el
nmero de veces que la unidad principal contiene & la de la
~prnera subdivisién, y dividase elproductopor el denomina-
dor del namero dado; asi Se obtiene un cociente que es el na-

unidades de la primera subdivisién, y un segundo

Wh jAANjPlkdese este residuo por el nUmero de veces que la
“mad delaprimera subdivision contiene a la de la segunda
JINtaaseel nuevo producto por el denominador del nimero
»««0; el tercer cociente asi. obtenido representa las unidades

subdivisiéon que deben entrar en el namero
loga” ' después se opera con el residuo de una manera ana-

(Irtilu- ~MSERVACION i.— Las operaciones que exigen las
bacion “AS'Us pueden servirse mutuamente de compro-

aplicando la regla del n." 145 a los cuatro nimeros
Clonanos del n.° 144, deben reproducirse los cuatro nd-

es complejos que les corresponden.
cuarto ejemplo,

cionpc HA®  encuentra la ocasion de emplear las modifica-
division, indicadas en el nu-

ai---m----- -
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Del mismo modo, puede comprobarse el resultado que se
refiere al ejemplo particular del n.° 145, por medio de la re-
«la del n® 144. Pero importa bien fijar la atencion en la ope-
racion gue se necesita para terminar la comprobacion.

La division de 615 por723 ha dado el cociente 26 varas 2

pies 2 pulgadas 7 lineas ™ Y se trata de reproducir el nu-

615’
mero

Siguiendo la regla del n® 144, tendremos por lo pronto
26v., 2p., 2 pulg., 7lins.= 11551 lineas,
7
numero de lineas & que se necesita afiadir la fraccion cu-
ya Operacion da (n.° 126, recip.)

265680
23

dividiendo ahora por 432, numero de lineas que tiene la, va-
ra, tendremos

de linea;

1432 0(0.-131,1.)

En esta Gltima espresion se ve que el numerador 265680
es divisible por 432 y da de cociente 615.

Dividiendo, pues, ios dos términos de la fraccion por
432, 0, 1o que es lo mismo, supri6rr11]i5endo, (n® 56) este factor

comun, se encuentra por altimo es el valor de 26

7
varas, 2 pies, 2 pulgadas, 7 lineas

147. Observacion |I.— LOS principios que acabamos de
esplicar, deberian ser suficientes para poder efectuar fascMfl"
tro operaciones fundamentales de la Aritmética en los nime'
ros complejos.

Para esto deberia adoptarse el método siguiente :

1® Transformar cada nuinero complejo en un solo nunC
ro fraccionario de la unidad'principal correspondiente;'”~'
gjecutar con estos ndmeros fraccionarios la operacionpropues-
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ta (segdn las reglas del calculo de las fracciones comunes), lo
cual daria por resultado un namero fraccionario; 3® conver-
tir este nUmero fraccionario en ndmero complejo, de la espe-
cie indicada por la naturaleza de la cuestion.

Sin embargo, los procedimientos directos dan lugar & ob-
servapiones importantes, y ofrecen ademas aplicaciones uti-
les para las teorias que hemos de esplicar mas adelante; por
cuya razon vamos a esponerlos tan sucintamente como sea
posible, por medio de ejemplos muy sencillos, & cuya imita-
cion podran después resolverse otros mas complicados.

Adicidn y sustraccion.

148. I.” A dicisn.— CologUense (como se hace con los nd-
meros enteros) los nimeros dados unos debajo de otros de mo-
o que las unidades de la misma especie se correspondan en
columna vertical, y tirese debajouna linea horizontal; después
Itagase la suma de todas las tmidades contenidas en cada co-
lumna, comenzando por la derecha.

Si, como sucede ordinariamente, la suma de las unida-
des contenidas en una columna eseede al ndmero que espresa
cuantas veces la unidad de la subdivision correspondiente es-
la contenida en la especie inmediata superior, dividase {nd-
mero 143) la suma obtenida por diebo nimero; asi se obtiene

residuo (que puede ser 0) el cual se escribe debajo de la
“hea horizontal y un cociente que se lleca para afiadirle & las
unidades de la columna siguiente; opérese del mismo modo

y después con la que siga, y asi sucesiva-

SusTHAceies.— el nimero menor debajo del

de modo gm se correspandan las unidades- de una

«isma subdivision 6. especie, Y tirese una raya por debajo de

ouo; después, réstense sucesivamente unas de otras las uni-

dadks de cada subdivision, empezando por la inferior,

o | en una de las subdivisiones, el nimero de unida-

ucsdel suslraendo es mayor que su correspondiente dd mi-

menilo, afadase (n.” 14) & este una unidad de la especie in-

cmata superior, convertida en unidades de la especie de

con esto se hace posible la sustraccion parcial;

elli. al pasar & la sustraccion siguiente, debe tenerse
dmtado de aumentar una unidad al nuevo suslraendo.
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Hé aqui algunos ejemplos en los cuales nos reduciremos &
presentar el cuadro de las operaciones:

Adicion.

-jdu.igrs. 24«  36avb. 14lib. 9on.I3ad. gdi. 6hr.32/ 14"

5 12 30 40 20 10 14 14 19 55 20
6 8 22 25 14 6 11 7 10 44 34
10 19 14 16 23 10 8 12 6 10 45
9 10 6 20 18 12 4 20 4 20 4

4Qdu. gts. 28mrs. 140a'-b-174%A. 2<*. 2@ 63*-23>"-42" bT

Sustraccion.

132dur.8rs. igmrs. 42v.2ps-iipui- 7ii- gdi. 7°-11'19"
75 19 14 18 3 4 11 5 18 42 54
s6dur-19rs. DMIS, 23"-2P'- gpul. 81l 0n'-12n 28' 25"

pruebas. 132 18 19 42 2 11 7 6 7 1119

Multiplicacion.

149, Para dar una idea clara de la manera de proceder

en esta operacion, nos propondremos la cuestion siguiente:

Determinar cuanto cuestan 69 varas 2 piés y 7 pulgadas
de una obra cualquiera de mamposteria, suponiendo que cada
vara cuesta 45 duros 11 reales y 23 maravedises.

Se concibe que si el precio de la vara es 5*M-11" y 23™" ",
el de 697"y una fraccion de vara, debe ser igual & 69 veces
dicho precio, mas una parte del mismo precio, indicada por
la fraccion. Luego es necesario multiplicar primero $*, 1I'®
y 23“" - por 69, y después por la fraccion de vara.
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Efectuemos sucesivamente estas dos muUipUcac iones.

5dr.,, 11rs.. 23 mrs.
69vr., 2p., 7pulg

345
Parte corresp. 410rs. . 34 10
a lreall 3 9
alrrars. 1 14 17
a emrs. O 12 6
&olpie. 1 17 7 3.2
PIe. "3
. . 2 24
a lIpie. 1 17 , 3. '\
A6pul. 0 18 30
‘36
. 17
a 1pul 3 ) i - v3g
23

390dr., Irl., 32 mrs..

Esplicagion.—Podria comenzarse, para multiplicar el mul-
tiplicando por 69, tomando 69 veces los 23 maravedises, des-
pués 63 veces los 11 realesy luego 63 veces los 5 duros,
reduciendo después todos los productos & un solo nimero
complejo, seqin la regla del n." 143; pero es generalmente
mas sencillo proceder del modo siguiente:
narszf comienza por multiplicar 5 por 69 en la forma ordi-

Después para obtener el producto correspondiente & ios
11 reales, se descompone el numero 11 en 10+ 1, es decir
en dos partes, de lascuales, la una es la mitad de la unidad
principal, y la otra la décima parte de dicha mitad.

Esto supuesto, el producto de 10 reales, 6 lo que es lo

1

>nismo, de - duro por 69, no puede ser mas que la mitad del

laismo 69 ; de donde resulta haber de considerar momenta-
«eamenit» el entero del multiplicador como si espresara uni-
oaoes de la misma naturalesa que el multiplicando , y haber
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de lomar la mitad, lo cual dd 34 duros y 10 reales que se co-
locan debajo del primer producto.

Ahora bien, como un 1 real, que es la otra parle, es la
décima parte de la mitad del duro, para tener su producto por
69, bastard lomar la décima parle del anterior; lo cual d&3
duros y 9 reales, que se escriben también como se ve en el
ejemplo.

Procederemos de un modo analogo con los 23 maravedi-
ses, los cuales se descompondran en que son la mi-
tad ge 1 real y 6 veces la décima séptima parle de dicha
mitad.

Para tomar el producto de 63 por 17 maravedises, toma-
remos la mitad del producto que nos dié 1 real; con lo cual
tendremos 1 duro 14 reales y 17 maravedises.

Ullimamenle, como 6 no es parte alicuota de 17 ni de 34,
no hay mas remedio para hallar la parte correspondiente &
dichos 6 maravedises, que tomar la décima séptima parle del
producto inmediato anterior y repetirlo 6 veces.

Pasemos ahora & la multiplicacién del multiplicando por la
fraccion, 0 mejor dicho, por las subdivisiones de la unidad
principal del multiplicador.

Primeramente observaremos que dos piés son I-1-1 ter-
cios de vara; por consiguiente si 1 vara vale lo que dice el
muUiplicando, para tener el valor de dos piés tendremos que
lomar la tercera parte de dicho multiplicando y repetirla dos
veces. Asi se ha hecho en la operacion, donde se ve dos ve-

ces repetida la cantidad 1 duro 17 reales? maravedises’%.
Pasando & las 7 pulgadas, descompondremos el 7 en 6+1,
es decir en -lpié y ;Lde dicho medio pié. Tomaremos, pues,
la mitad del dltimo producto obtenido y tendremos el valor de
las 6 pulgadas que sera 18 reales 20 maravedises’?-: y por

Gltimo tomando la sesta parte de esta cantidad, que sera

3 reales 3 maravedisesolgl,, tendremos el valor de la pulgada

que nos restaba. _
Falla ahora solo sumar todos los productos parciales em-
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pezando por las fracciones de maravedi, & cuyo fin deben
reducirse todas 4 un comin denominador.

Para esto, reflexionando sobre el modo con que se han
formado los denominadores, se conocera que lodos ellos de-
ben ser submultiplos del Gltimo obtenido que es 36.

En efecto, se tiene

36=6x6--3x12

Multiplicando, pues, los dos términos de cada uno de los
quebrados por el factor correspondiente se obtienen los nue-
vos quebrados, que en el ejemplo se ven al lado de los pri-
mitivos.

Se tira una raya por debajo de lodo: se suman los que-
brados; U la suma se sacan los enteros que contiene que son
2, los cuales se llevan para agregarlos & la columna de los ma-
ravedises; se sima esta segln la regla del n® 148, y lo mis-
mo sfe hace respectivamente con las columnas de reales y de
duros; hecho lo cual se obtiene el producto total,

390 duros 1 real 32 maravedises (2)(5;

150. Este método de multiplicacion, que se llama de las
partes alicuotas® S€ puede enunciar asi:

Después de haber multiplicado los enteros 6 unidades su-
periores de los dos factores (sin sumar los productos parcia-
les, si los hay), se descomponen las subdivisiones del multi-
plicando en PARTES ALICUOTAS de la unidad principal;y se lo-
man del entero del imilliplicador (considerado por el momen-
to como espresando unidades de la misma naturaleza que la
unidad principal del multiplicando) indica-
das por las diferentesparte”®alicuotas;

Del mismo modo, se défomponen las subdivisiones del
multiplicador en partes alicuotas de la unidad principal, y
unas de otras, y se toman de todo el multiplicando partes su-
cesivas, marccidas por esas diferentes partes alicuotas;

Por l]|tim0, se suman todos los productosparciales asi ob-
tenidos, empezandopor los quebrados ordinarios (UE los acom-
pafian.

151, Observacion. — De esta manera de proceder rcsul-
la evidentemente:
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1. ° Que en lodo el curso de las inulliplicaciones parcia-
les, aunque el multiplicador sea un nimero concreto”™ segun
el enunciado de la cuestion, su unidad principal y sus subdi-
visiones deben considerarse como numeros abstractos, que
espresan el nimero de veces que ba de lomarse el multipli-
cando, y quépartes bau de tomarse de este para obtener el
resultado apetecido, pero conservando siempre al multipli-
cando su cualidad esencial de ndmero concreto. Solo de un
modo ficticio, cuando se hace el producto de la subdivisiones
del raultiplicando por el multiplicador, es cuando se conside-
ra aeste como espresando unidades de la misma naturaleza
que la unidad principal del multiplicando;

2.  ® Que todos los productos parciales y el producto total
son siempre de la misma naturaleza del multiplicando (*).

Division.

Insistiremos poco en esta operacion, en que por lo gene-
ral es mas comodo seguir la regla establecida en el n® 147.

Consideraremos, sin embargo, sucesivamente los dos ca-
sos principales que pueden presentarse, empezando por el
mas sencillo rolativamenle & la ejecucion de los célculos.

152. Primer caso.— Cuando el dividendo y el divisor
son ndmeros complejos de la misma especie.

Por ejemplo, podra preguntarse: ;cuantas varas de cier-
ta tela podran comprarse con 72 duros 18 reales 17 marave-
dises, suponiendo que una vara cuesta 3 duros 7 realesy 12
maravedises?

0 bien: ¢cuanto dinero habra de payarse por 132 varas
3 palmos y Spulgadas de un trabajo cualquiera, en el supues-
to de que cada 2 varas y 3 palmos cuestan un duro?

Es claro que, para la resolucion de estas dos cuestiones,
se debe determinar cuantas vec” estd contenido el menor de
los dos ndmeros complejos en el™iayor; lo cual se consigue—
1. reduciendo (n.° 142) los dos nlmeros dados & unidades ce

() Ciertas cuestiones de Geometria, especialmente las que tienen
por objeto la medida de las super~ctes y de los volimenes, constitu-
yen una escepcion a este principio general ; pero esto procede de con-
sideraciones que no pueden tener cabida en este sitio.
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SUInfima subdivision 6 especie; — 2® dividiendo en seguida
uopor otro los nimeros enteros asi obtenidos.

El cociente es al pronto un simple ndmero abstracto, que
segun el enunciado de la cuestion, debe después espresar va-
ras, palmos, pulgadas, etc., en el primer ejemplo, y duros,
reales y maravedises en el segundo.

Si se reducen 4 maravedises los complejos

72 duros 18 rs. 17 mrs. y 3 duros 7 rs. 12 mrs.

se obtienen
49589 'y 2290 mrs,;

79589

Fo<:ua1 d4 el numero fraccionario tlebe conver-

tirse en complejo, segun la regla del n® 145.
Hecha la operacion, se obtiene por resultado inal

21 varas 2 palmos 5 pulgadas,

1294 -
A~ de pulgada que ordinariamente se des-

y una fraccion 5

precia.
Asi la respuesta al primer problema propuesto es

21 varas 2 palmos 5 pulgadas.

Del mismo modo reduciéndose & pulgadas los dos nume-
ros, 132 varas 3 palmos 8 pulgadas y 2 varas 3 palmos del
segundo problema dan

4787 pulgadas y 99 pulgadas;
donde se deduce el nimero fraccionario

4787
99

ie convertido en duros, reales y maravedises, da
48 duros 7 reales 2 maravedises,

fitl es la respuesta & la segunda cuestion.
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153, Segundo gaso.— Cuando el dividendo y el divisor
son de naturaleza diferente.

En este caso, ciialquiera que sea la cuestioa propuesta,
el cociente debe espresar unidades principales de la misma
especie gne el dividendo, puesto que (n.” 151) el dividendo,
considerado como un producto, ha de ser de la misma espe-
cie que uno de sus factores.

Pero entonces, el divisor complejo, siendo convertido
(n® 144) en un numero fraccionario de la unidad principal,
se transforma en un numero abstracto, por el cual debe™er
dividido el dividendo; lo que se hace {n® 132) multiplicando
a este por el nimero fraccionario invertido.

Ejemplo.— Se han construido 75 varas 2 piés Qpulgadas
de una obra que han costado 497 dxiros 17 reales y 14 mara-
vedises: se desea saber el precio decada vara.

Si fuera conocido el precio, multiplicandole por 75 varas
2 piés 6 pulgadas, debéria reproducirse la cantidad 497 du-
ros 17 reales 14 maravedises; luego (n® 27) es necesario di-
vidir 497 duros 17 reales 14 maravedises por 75 varas 2
piés 6 pulgadas.

Convirtienclo este dltimo nimero en fraccionario de la

. . 2
unidad principal (n® 144), resulta gzo
Multiplicando 497 duros 17 realesl4 maravedises por72,
por el método de las partes alicuotas (Nn® 149), se obtiene
35746 duros 14 reales 22 maravedises, cuya cantidad, divi-
dida por 2530 conduce al resultado final

2068

14 2 reales 1 i
duros 2 reales 19 maravedises 2530"

Asi, pues, despreciada la fraccion tendremos que el pi'®

ci6 déla vara son 14duros 2 reales 19 maraveeyses.

154, Primera observacion. — Concluyamos de aqui,

1® Que en toda division que haya de ejecutarse entre
nameros complejos, si los dos términos son de la misma eS
pede, el cociente se considera por lo pronto como un ndmero
abstracto, que después ha de espresar unidades y subdivisio'
nes de estas unidades, determinadas por el enunciado de
cuestion;
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Esle cociente debe ser el multiplicador en la prueba de la
Operacion pon medio de la muipHcacion.

2.° Que si por el contrario los términos de la division son
k especie diferente, g\cociente espresa necesariamente unida-
dks de la misma especie que el dividendo, mientras que el di-
visor, aunque complejo, debe ser considerado como un nd~
mero abstracto que hace el papel de multiplicador en la prue-
ba de la operacion.

Segunda observacién. — Hasta aqui no hemos indi-
cado mas medio que la division para probar la multiplicacion,
G reciprocamente (no hablamos de la prueba por 9 que solo
puede aplicarse & los ndmeros enteros.) Pero en la practica
Ok las operaciones con nimeros complejos suele ser mas c6-
modo, 1® en la multiplicacion, duplicar uno de los factores y
tomar la mitad del otro, multiplicando de nuevo los nume-
ros resultantes; 2® en la division, duplicar ambos términos.
Asi se evita el embarazo que causan las fracciones comunes
que acompafian ordinariamente & los resultados obtenidos.

Es evidente que esle medio de comprobacién puede tam-
hién emplearse en las operaciones de nimeros enteros. Pero
Bo pudimos mencionarle en el primer capitulo, porque se apo-
yo en principios que todavia no habiamos demostrado en-
tonces.

Ejercicios.

. 1 3 .
b Hallar un numero tal, que su -y ™ reunidos,

formen una suma que, disminuida en 139, dé 1279.

n. Un estanque puede llenarse por cuatro cafios diferen-
jos- Si solo estd abierto el primero, se llena el estanque en 5
boras; si el sequndo en 7j si el tercero en 9; si el cuarto en

«se desea saber en cuanto tiempo se llenara el estanque si
ostan abiertos & la vez los cuatro cafios.

. HE Suponiench que la poblacion de Asia son 390257000
babitanles; hallar las de Europa, Africa y América, sabiendo
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que la poblacion de Europa es los” de la del Asia, la de
_ 3 7 . .
Africa los ~ de los de esla misma poblacion, y la de
América solo 18
. 1 .
IV. ia marcubrelos — de la superficie total del globo.
- . : . 1(%1
La superficie de Asia esigual & e la de Europa; lade

Africa losy , la do América ios ladeOcceaniaios”;se

sabe ademds que la superficie de Africa son 2970000000
hectareas.
Calcular las de las otras parles del mundoy deducir la

superficie total del globo.

V. Demostrar que la suma de dos fracciones irreductibles
de denominadores diferentes no puede ser un ndmero entero.

V1. Demostrar que afiadiendo un mismo ntimero & los ds
términos de un nimero fraccionario, se obtiene un resultado
tanto mas aproximado & la unidad, emmas 6 en menos™ cua0'
to mayor es el nimero afiadido. Hacer ver que la diferencia
entre la unidad y el resultado puede ser menor que cualguier
cantidad dada.

VIf. Investigar el procedimiento para obtener el méxino
coman divisor de dos 0 de mas de dos fracciones.

Aplicacion & las fracciones 3 .19
p 4 [l 61 |'8 ] ﬁ '

yin. Investigar el procedimiento para obtener el minmo
maltiplo de varias fracciones.
Aplicarlo & ios quebrados

, 28
IX'.  ¢Cudl es el mayor multiplo de las fracciones ”

4 48 .,
y o9 » 4 1000007
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X. Multiplicar 19 duros 19 reales y 19 maravedises por
19duros 19 realesy 19 maraveaises, — 1®en el caso en que
el producto baya de espresar unidades de la misma especie
que los factores,—2." en el caso que el producto haya de es-
presa’ mras, pies y pulgadas.
XI. ;Cudl serd el precio de una pieza de tela de 23 varas
7
de vara, costando la vara & 35 reales 19 maravedises?

X1l Con 745 duros 11 reales y 20 maravedises se han
comprado 87 libras y 12 onzas de un género: se quiere saber
acorao sale la libra.



174 ELEMENTOS

CAPITULO V.

§ 1. De las fracciones decimales y de sus principales propie™
Hadks. — %11. Sistema decimal de pesos y medidas; su com
paracion con el sistema oritinorio.

8 |. DE DAS FRACCIONES DECIMALES.

156. INTRODUCCION— La manera mas comoda y sencilla
de subdividir la unidad Frincipal en el sistema ordinario de
numeracion es subdividirla en partes que van disminuyendo
de diez en diez sucesivamente; asi resultan fracciones gue tie-
nenpor denominador la unidad seguida de ceros; y que por
eso se llaman fracciones decimales.

Este método tiene la gran ventaja de referir inmediata-
mente, 6 por medio de transformaciones facilisimas, las ope-
raciones de quebrados a operaciones de enteros, como trata-
mos de cspiicar en este capitulo después que hayamos espues-
to la numeracion de las dichas fracciones decimales”™ es decir,
su nomenclatura y el modo de escribirlas en cifras.

157.  Numeracion de los decimales.— Asi como decupli-,
cando la unidad sucesivamente, se forman nuevas unidades
que van tomando los nombres de decenas, centenas, millares,
decenas de millar, etc., asi también de un modo”inalogo, aun-
que inverso, se ha concebido la unidad principal divididaen
diez partes iguales que se han llamado décimas; pta décima
en diez parles iguales que se han llamado centésimas [porque
la unidad principal contiene diez veces diez parles 0 cien par-
tes de ellas) ; cada centésima en diez parles iguales que se haii
llamado milésimas; cada milésima en diez parles llamadas
diezmilésimas; y asi se han formado sucesivamente las cuii’
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milésines, millonésimas, diezmillonésimasele., con lo
cual-teoeinos ya la denominacién de todas las especies de uni-
dades en que la unidad principal puede irse subdividiendo.

Respecto de la manera de escribir esas fracciones en ci-
fras, resulla del principio fundamental de la numeracion es-
crita de los ndmeros enteros (n.° 0) que, contando de derecha
aizquierda, tienen las cifras valores relativos que van cre-
ciendo de diez en diez; y por consiguiente contando & la in-
versa, de izquierda & derecha, van disminuyendo de diez
en diez.

Luego si & la derecha de un nimero entero ya escrito en
cifras se escriben mas cifras, teniendo cuidado de separar es-
las de aquellas por medio de un signo cualquiera, por ejem-
plo una coma, tendremos con solo eso representadas las par-
les menores de la unidad en la disminucién progresiva de
diez en diez, es decir, las décimas, centésimas, milési-
mas, etc.

Asi, el conjunto de cifras 24,75 espresara 24 unidades,
"decimas y 5 centésimas; 5,478 espresara 5 unidades, 4
decimas, 7 centésimas y 8 milésimas.

158. Propongadmonos enunciar en lenguaje ordinario el
numero... 56,3506,

Este nimero puede desde luego enuncirse asi : 56 unida-
wss, 3 décimas, 5 centésimas, 0 milésimas y 6 diezmilésimas.

Pero observemos que 3 décimas valen 30 centésimas, ¢

milésimas, OZ000 diezmilésimas; WIla misma manera,
o centésimas valen 50 milésimas, 6 500 diezmilésimas.

Luego el namero total se enunciara 56 unidades, 3506
a'iezmilésimes.

De modo que para enunciar en lenguaje ordinario un na-
iDero fraccionario decimal escrito en cifras, es necesario
fundar separadamente la parle entera, es decir, la que es-

ala izquierda de la coma, enunciar en seguida la parte
pe esta a la derecha como si espresara un namero entero, y
nfiadir al final del enunciado el nombre de la unidad de la
nitma subdivision decimal.

Asi, 7,49305 representa 7 y 49305 cienmuié-
mas.

Del mismo modo, 249,007056 se enuncia 249 unidades
y 7056 millonésimas.

Se puede también si se quiere comprender en un solo enun-
ciaclo la parle entera y la parle decimal.
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En efecto, tomemos por ejemplo el nimero 56,3506.

Como una unidad vale 10 décimas, 6 100 centésimas, 0
1000 milésimas, 6 10000 diezmilésimas, se sigue que 56 uni-
dades equivaldran 4 560000 diezmilésimas.

Y por consiguiente 56,3506 representa diezmilé-
simas.

De la misma manera 7 unidades valen 700000 cienmilési-
mas, por consiguiente el nimero 7,49305 vale 749305 cien-
milésimas.

Es decir, que hasta después de haber enunciado el nirrero
como si no hubiera coma, colocar al final del enunciado d
nombre de la dltima subclivision. Sin embargo, estd mas en
uso enunciar la parle entera separadamente (*).

159, Reciprocamente, propongamonos escribir en cifras
unafraccion decimal enunciada en lenguaje ordinario.

Sea la cantidad unidades, trescientas cincuen-
ta y cuatro milésimas.

Se escribe desde luego la parte entera 29; después, como
300 milésimas equivalen & 3 décimas, y 50 milésimas equi-
valen 4 5 centésimas, se pone la coma a la derecha del 29y
se escriben en seguida sucesivamente las cifras 3, 5y 4; re-
sultard ser

29,354

la cantidad enunciada. _ _
~ Del mismo modo ciento nueve unidades, dos mil fres diez-
milésimas, se escribiran

109,2003.

(*) Para enunciar la parte decimal, propondremos también otro
medio que en general suele ser mas cémodo en la préactica. Después
de enunciar la parte entera en la forma ordinaria, dividase mental-
mente la parte decimal en secciones de & tres cifras, empezando desi™
la coma (la Gltima seccion podra a veces tener solo una 6 dos cifras);
¢inandese en seguida cada seccion separadamente, afiadiendo oi
de cada enunciado parcial el nombre de la unidad de la especie desu
Gltima cifra.

Ejemplos.—El nimero 2,74986329 se enuncia: 2 unidades,
milésimas, 863 millonésimos, 29 cienmillonésimas.

14,0230000764 se enuncia asi; 4 unidades, 23 milésimas. 0 w"
llonésimas, 76 billonésimas, 4 diezbillonésimas.
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Propongamonos ahora escribir la cantidad ocho unidades
/rctiiiay milésimas. ’
Como 30 milésimas hacen 3 centésimas, y no hay déci-
mas en el enunciado, se escribe 8,037; es decir, que se po-
nea la derecha de la coma un cero para ocupar el lugar de
las «mmas y dar 4 las cifras que siguen su verdadero valor
IIEGLA GENERAL. Para escribii' en cifras una cantidad de-
cimal enunciada en lenguaje vulgar, se empieza por escribir
taparte entera, y se pone una coma; después se escriben & la
aerecha de esta coma sucesivamente las cifras que representan
las décimas, las centésimas, etc., que contiene el enunciado
maando de reemplazar con ceros los 6rdenes que falten.
isg no hay parte entera, es decir, si el nlmero propuesto
€5 una traccion propia, se escribe w/rOpara ocupar el lugar de
t 0 r ~  coftimwtt después, seglin acabamos de

Asi, diez y siete centésimas se representan por 0,17.
Ciento veinticinco i/iezmt/mmas por 0,0125.
Ooce mil doscientas cuatro millonésimas por 0,012204
lor ultimo, puede suceder que en el enunciado uo'sedis-
_ la parle decimal, en cuyo caso se es-
«ira la cantidad tomo si espresara unidades enteras, y des-
colocara una coma de manera que la ultima cifra de
unidades de la especie que marca el enun-

ipni* _escribir la espresion cuatro mil dos-
enias catorce centesimas, se escribe desde luego 4214; v co-

. . L
comi entre el 2 y el 1,]1%(?uees geiir’l(:fntemmas, se pone la

finim ipanera, doscientas cincuenta y tres mil vein-
losdcm i™~~  serepresentard por 25,3029; y asi

o _ a comprenderse ahora las ventajas
i“ejnoporciona esta manera de escribir las fracciones deci-

«« eii forma de fraccio-
“lerosSquebrado comun se compone de dos nu-
sobi-e otro, que son el numerador y d

parain S ®" 'os/iecimales el sitio de la coma basta
e fTf  denominador, que es igual & la unidad senui-

, ecimales hay, 0s decir, como
N'N«diiios hay & la derecha docia coma. y ’
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El numerador consla de todas las cifras que bay & la de-
recha de la coma, y si se considera el culero reducido ala es-
pecie del quebrado, es dicho numerador el mismo numero
propuesio™y suprimida la coma.
Asi, la cantidad 23,5037 puesta en forma de quebrado

BIGIRaRS BOFd 23 jq qq M8 7qqo0 * fa espresion 2,00409 es

. Y A9 finalmente 0,0002154equiva-
igual a 2 ~00000’ 100000

2154
~ 10000000

Reciprocamente, 2 53 "jzc%%

, se transforma en 2,003;

172049 17 9049,
10000

Estas Iransformaciones de fracciones decimales en que-
brados comunes, y viceversa, son de mucho uso en 0

Calﬂﬁof Variacion de lugar de ja vi rgu?a.—0 en una Xac-
cion decimal se corre la coma uno 6 mas lugares Mcia la de-
rechily ta cantidad se multiplica por 10, 100, 1000, etc.;Y
al contrario, corriéndola uno 6 mas lugares hacia lat*uw'
da, la cantidad se dividopor 10, 100, 1000...

Sea, por ejemplo, laespresion 153,07295.

Suponf/amis gue sé'corre (a eoma 3 luf/at'es hecia- la (ki
cha, lo que d& 153072,95: digo que la cantidad se ha hecho
1000 veces mayor. En efecto, la cantidad primitiva eia

jrual & ; cuando la coma ha variado de lugar, equi-
100000
vale 4 153%(2)95 , fraccion cuyo dcpominadoi;cs 1000 veces

menor que el de la otra-, luego [n." 111) la segunda es 1000
veces maYor que la propuesta. o
Por el contrario, si la coma se corre dos lugares hacia

izquierda, resulta 1,5307295, 6 bien iqoo0000'
yo denominador es 100 veces mayor que el de la propue®*
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15307295
00Uy nueva fraccion es 100 veces menor (Jue

la oiré.
, Se puede también demostrar esto observando que al va-
riar de lugar la coma, el mlor relativo de cada guarismo se
liace 10, 100,1000, etc., veces mayor 6 menor

Asi » comparando 153072,95 con 153,07295, se ve que
lacifra 3, que en estas espresaba unidades simples, espresa
afiora millares;h cifra 54 la izquierda del'3, que espresaba
decenas, _representa ahora decenas de millar; v asi de los de-
toas guarismos.

102. Ceros colocados & la derecha de una fraccién de-
CIMAL— Afadiendo un ndimero cualquiera de ceros & la dere-
dade unafraccion decimal, no se altera su valor

Asi, 2,415 es igual & 2,4150 6 42,41500, 6 &4 2,415000,
etc,..; en efecto, estas espresiones pueden (n® 1601 noner-

bajo la forma m

2415 24150 241500
1000’ 10000’ 100G00’ ™"

y bien se ve que las dos Ultimas fracciones no son mas que la

0 términos se han multiplicado por
100,1000,..., lo cual no altera su valor (n~ 112].
bwego,etc. A

AMNf'b.ien puede observarse que los ceros colocados & la

ios guarismos decimales no alteran su valor rela-

y como los ceros no tienen por si valor alguno, clara-

®que la fraccién no se altera por su adicion.

mM., DE VARIAS FRACCIOmeS DECIMALES A IN
cersa principio, que acaba de esfable-
P para reducir vanas fracciones decimales & que
van ' ««fimo mmero de cifras decimales, sin mudar de

0 en otras palabras, & tener un denominador comun.
"spresionP* f>t'dinariamente, para abreviar, esta ultima

I"nr pjeinpiQj las fracciones
12,407 10,25 | 7,0456 j 234

*juivalen & estas otras
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12,4070 10,2500 i 7,0456 123,400;

y bajo esta forma, todas tienen & 10000 por denominador

omdn. N
Establecidos estos principios, podemos pasar a esponer
las operaciones con fracciones decimales.

ADICION 'Y SUSTRACCION.

164. La suma de las fracciones decimales se efectla lo
mismo que la de nimeros enteros, después de haberlas
cido todas & un comdn denominadoryy teniendo cuidado
separar en el resultado por medio de una coma tantas cifrus
decimales como hay en el sumando que mas tenga.
Un solo ejempio bastara para aclarar esta regla.
Propongamonos sumar las cantidades

32,4056 ! 245379 1120476 t 9,38 14592375,

Escribo lo primero mii O & la derecha de la segunda canti-
dad, y dos & la derecha de la cuarta ; después coloco los ni-
meros asi preparados unos debajo de otros, de modo que las
unidades del mismo orden se correspondan, y efectio la suma
como de ordinario.

Hallamos por resultado 7584497, o bien, 32,4056
separando 4 cifras decimales 4 la derecha, 2493790
758,4497, porque lodos los sumandos espre- 12,0476
san unidades del orden délas fem tVtoifls. 9,3800

En la préctica puede omitirse el escribiirce- 499,237]
ros & la derecha de las cantidades que tienen 758,447
menor nimero de cifras decimales, teniendo
Unicamente cuidado de colocar en columna las
unidades de ja misma especie.

La resta de decimales se hace también del mismo modo qu«
la de enteros, después de haberlos reducido & un comunal’
nominador (N® 87).

Por ejemplo, restar 23,0784 de 62,09.

' Se escriben dos ceros & la derecha del 62,09, lo
62,0900; después se efectda la resta como de ordinario, te-
niendo cuidado de separar cuatro cifras decimales & la de
cha del resultado.
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Estos procedimientos estan fundados en

que, teniendo entre si las unidades de di- 72,0900
versos Ordenes en las fracciones decima- ”3,0784
les las mismas relaciones de magnitud que 39,0116
en los numeros enteros, debe verificarse fio oQnn
con las unidades que se llevan de las infe- ’
riores 6 con las (1ue se toman de las superiores en las opera-
ciones con aquellas, lo mismo que se verifica con las unida-
des que se llevan 6 toman en las operaciones con estos.

N

MULTIPLICACION.

160. Para efectuar esta operacion, se multiplican los dos
factores entre si sin hacer caso de la coma; y después de ob-
tenido el producto total, se separan & la derecha, por medio
%ieuna coma, tantas cifras decimales como hay en ambos fac-

ores.

Sea, por ejemplo, multiplicar 35,407 por 12,54,

Hecha abstracciéon de la coma, dan estos dos nimeros el
producto

44400378.

Separando ahora & la derecha de este nimero, tres mas
dos 0 sea cinco cifras, se obtiene

44400378

que es el producto pedido.
Para darnos razon de esto procedimiento, observarémos
gne las dos cantidades propuestas pueden ponerse bajo la forma
35407 1254, ,
1000 ~ 100

de donde se deduce, segun la regia de! n.* 129, el producto

35407x1254
1000x 100 '

hLinil!l’ necesario ; 1.“ multiplicar los dos mimoros,
ohMni j ~®™3CCion de las comas; 2.° dividir el producto asi
cnitio por JOOO0O, 6 sea por la unidad sequida de lanios
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ceros como ciftas decimales hay en ambos facloi-es, lo cual
Gijuivale & separar cinco cifras a la derecha del producto.

Asi queda juslificado el procediiuieuto.

De otro modo. Quitando la,coma en el multiplicando,
(jueda evidentemente multiplicado por 1000; pues antes es-
presaba milésimas y ahora espresa unidades principales, lue-
go en virtud de los principios del n" 57, el producto se ha
hecho por esta razon 1000 veces mayor; del mismo modo,
como quitando la coma en el multiplicando se le hace 100 ve-
ces mayor, se sigue que el producto se ha hecho también 10U
veces mayor; por consiguiente, por la supresion de las dos
comas se ha hecho este producto 100000 veces mayor; luego
para darle suJusto valor es necesario dividirle por 100000,
0 separar 5 cifras decimales & la derecha.

i hubiera un namero mayor 6 menor de cifras decimales
en ambos factores, se baria un razonamiento analogo.

Puede suceder que solo uno de los dos factores tenga ci-
fras decimales. En este caso se separan a la derecha del pro-
ducto tafiias cifras decimales como hay en dicho factor. La
demostracién es demasiado facil para que nos detengamos
en ella.

Por estas reglas se hallard que i ) )

1. ° el producto i/e4,0567 por 9,503esi.<7?m;a38,550820i;

2. ®elproducto de 4,0015 por 29 esigual & 110,0435;

3. ®elproducto de 0,03054 por 0,023 es 0,00070242.

Advertencia.  Ksle dltimo ejemplo merece lijar la ateu-
cion. Haciendo abstraccion de la coma en los dos factores, y
efectuando la multiplicacién, se halla por producto 70242
pero como hay c/nco cifras decimales en el multiplicando y
tres en el multiplicador, necesita el producto tener ockOf y
sin embargo no tiene mas que cinco.

Para resolver esta dificullad, observemos que debiendo
espresar el producto unidades del octavo 6rden decimal, bas-
ta escribir & la izquierda de 70242 un numero de ceros lab
que si se coloca en seguida la coma, la Gltima cifra de la tc-
recha ocupe el octavo lugar decimal. En este ejemplo se de-
ben escribir cuatro, incluso el que ocupa el lugar de los en'
leras; asi se obtiene 0,00070242.
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DIVISION.
Vaiiiacion del cociente en fmccion decimal.

1()6. Pueden presentarse Uos casos principales: ...

0 el dividendo y el divisor tienen el mismo ndmero do
cifras decimales; 0 tienen diferente nGmero.

En el primer caso, suprimase la virtjula en el dividendo
yenel divisor; y después, opérese con los ndmeros enteros
resultantes, en la forma ordinaria.

En el segundo, comiéncese por reducir los dos ndmeros
propuestos a tener el mismo numero de,cifras decimales
(n" 163); con lo cual el segundo caso queda reducido al
primero.

Primer caso. — Sea dividir 47,359 por 8,234.

Estos dos nimeros pueden (u." 160) ponerse bajo la forma

47359 82",
1000 000"’

de donde, dividiendo el uno por el otro, segun la regla de la
division de las fracciones (n® 131), se liene

47359 1000 47359x1000 47359
1000 X 8234 1000x8234 8234 "

suprimiendo el factor 1000, comini los dos términos.

Se ve, pues, ([ue el cociente pedido es igual al de los dos
nameros propuestos, hecha abstraccion de la coma; lo cual
juslifica la regla arriba dada.

También podria decirse: como .las dos fraceiones decima-
les tienen el mismo denominador (n.“ 163), si se suprime la
virgula, se multiplican los dos términos de la division por un
~ismo nimero 1000; luego (n* 61) el valor del cociente es

mismo, antes Y después de la supresion de la coma. o

U division de 47359 por 8234 da por parte entera del

cociente , 5, y por residuo, 6189; luego el cociente total es

6189
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167.  Valuacion del cociente en decimales.— Teoiendo bas-
tante grande sus términos la fraccion ordinaria que acompafia
hparte entera del cociente, es dificil valuarlaen su estado
actual, siendo ademas muy natural tratar de espresarla en
partes de la misma especie que los ndmeros dados, lo cual se
consigue por medio de la regla del n® 136: .

47359 8234
61890 5,7516395..
42520
13500
" 52660
32560
78580
44740
3570

Oespues de haber sacado la parle entera, 5, de! cociente,
para convertir en décimas el residuo, 6189, se multiplica
n.* 136) este residuo por 10, lo cual se hace colocando un O
a su derecha ; después se divide 61890 por 8234 ; el cociente
espresara décimasy se escribe & la derecha del 5, poniendo
en medio una coma-

A la derecha de! nuevo residuo, 4252, se coloca un O pa-
ra convertirle en centésimas; después se divide 42520 por
8234, lo cual da el cociente 5, que se coloca a la derecha del
anterior 7, y el residuo 1350, al cual se afiade tambien un
0; y asi sucesivamente hasta obtener el nimero de decimales
que parezca necesario segin el enunciado de la cuestion que
ha dado lugar & la division propuesta.

Regla general.— Para espresar en decimales el cociente
de la division do dos numeros decimales del mismo denomi-
nador, 0, lo que es igual después de suprimida la coma, ce
dos nimeros enteros cualesquiera:

Comiéncese por determinar la parte entera del cociente
(que puede ser 0), y pdngase & su continuacion uria virgula;

Cologuese un O a ¢a derecha del residuo, y dividase el nu-
mero asi formado por el divisor; después, escribase el nuevo
cociente & la derecha de la coma;
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Coloquese un Q aia derecha del nuevo residuo, y efectliese
hi division por el mismo divisor, escribiendo el cociente & la
derecha de los dos primeros;
Continlese asi hasta obtener el nimero de decimales pe-
dido.

168. Observacion sobre las aproximaciones.—En el ejem-
plo precedente hemos prolongado la operacion basta la sép-
tima cifra decimal inclusive, & fin de fijar las ideas sobre
los diversos grados de aproximacion que pueden obtenerse
por medio del desarrollo de un nimero en decimales.

Tomando por el pronto Unicamente las dos primeras ci-
fras decimales, tenemos el cociente 5,75, al cual falla menos
deO,0X, pues la parle despreciada es evidentemente menor
oe la unidad do este orden decimal.

Hay mas : como esta parte despreciada es inferior 40,002,

1
6 zT"v,. se infiere que 5,75 esprcsa el valor del co-
1000 " ouu a P

. 1
denle, fallandole menos de 500"
Ahora, si lomamos las tres primeras cifras decimales, ten-
dremos por valor del cociente 5,751, fallindole menos de
fi»fiOl; pues la parte despreciada, 0,00063..., es inferior &
0,001.
Pero aqui debemos hacer una observacién importante:
Como la cifra 6 es mayor que 5, resulta que 0,0006 es
pyor que 0,0005, 6 que media unidad del orden de las mi-
lésimas; luego, tomando 5,752 en vez de 5,751, por valor
del cociente, se comete un error, que & la verdad espor esce-
pero menor que el que se comete cuando se toma 5,751;
de modo que puede decirse que 5,752 espresa el cociente, no

solo aproximado hasta 0,001, sino hasta * 0,001.

En general, siempre que la cifra siguiente & la dltima que
lomamos es menor que 5, deben tomarse las cifras decimales
tNes como se obtienen; y entonces se tiene el valor del co-
cienie aproximado en menos de media unidad (e\ orden en
ue nos detenemos.

Si, por el contrario, la cifra siguiente es igual 6 superior
5»conviene aumentar una unidad & la Ultima cifra obteni-
a fin de tener un valor mas aproximado del cociente; c!
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error cometido es por esceso, pero es menor que media unidad
tlel orden en que se detiene la operacion.
Asi, en el ejemplo anterior, se tiene sucesivamente como
cociente de lii division propuesta:

5,752 por esceso, sobrando menos de Tuedia milésima,

5,7516 por'defecto, fallindomenos Ginediadiezmilésima,
5,75164]90r esceso, sobrando menos de media cienmilésima,
oylhiiS™Qporesceso, sobrandomenosde7nediami7/ovw«/na.

Para concluir afiadiremos que, cuando la operacién sede-
tiene en una cifra decimal cualquiera, el ultimo residuo obte-
nido hace conocer si la siguiente cifra del cociente debe ser
inferior, igual 0 superiorii 5, sin que para ello sea necesario
calcular dicha cifra.

En efecto, si el residuo es menor que* la mitad del divi-
sor, 5que es constante, la cifra siguiente debe ser menor
que 5.

Si el residuo es igual 6 superior & la mitad del divisor, la
cifra siguiente/lobo ser igual 0 superior & 5.

Asi, en el ejemplo que hemos puesto, la octava cifra de-
cimal debe ser menor que o, pon|ue el residuo en que nos
liemos ilelenido, 3570, es evidentemente menor que la mitad
del divisor 8234,

Esta observacion es el resumen de toda la teoria de jas
aproximaciones en la tia/«rtCion de los nimeros fraccionarios
en fracciones decimales.

’ 169. Segukdo CASO— lilsie caso se subdivide en otros
0s:

Pritieramente.—E| dividendo lleva mems cifras decime
les que el divisor.

Entonces, se escribe & la derecha del dividendo el nime-
ro de ceros necesario para que haya el mismo niimero de de-
cimales en los dos términos de la division; con lo cual la cues-
lien 6in otras modificaciones entra en el caso primero.

Por ejemplo, sea dividir 2,405 por 0,03497, ,

Afiadiendo dos ceros & la derecha del* dividendo, lo cuai
da 2,40500, suprimiendo después la virgula en ambos tér-
minos y efectuando la division de los dos numeros resuHH-
tes', 240500 y 3497, segun la regia del n® 166, se baila
valw del cociente, aproximado hasta 0,0001, la canlidae
68,7732.
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Eéle valor esla aproximado en menos, y no le llega a fal-

tar 70,0001,

En segundo lugar. — EI dividendo liene meas cifras deci-
mies que el divisor.

Entonces pueden emplearse dos procedimientos:

1" Sea c/iliidir 3,470456 por 1,027.

Observemos (pie si suprimimos la virgula en el divisor,
locual le hace 1000 veces mayor, y si /a corremos en el di-
videndo tres lugares liacia la derecha, lo cual equivale tam-
bién (n™ 101) & hacerle 1000 veces mayor, el cociente de la
division de los dos nimeros resultantes sera el mismo (n® 01)
que el de los nimeros propuestos.

Con esto la cuestion queda reducida & dividir 3470,456
por 1027.

3470456 1027
“3804  3,379217
81 35
i) 466
~2230
1760
7330
141

Después de hallada la parle entera, 3, del cociente y el
residuo 389, en lugar de poner, como en el n.° 167, un 0 &
su derecha, se baja la cifra 4 que espresa décimas, y so cfec-
lUa la division que da el cociente, 3, el cual se coloca & la
derecha del primero, separandolos con una coma; después al
lado del residuo 813, se baja la cifra 5, que espresa centé-
simesy asi 60 continda hasta bajar todas las cifras decimales
que quedaban en el dividendo.

Ilegados al residuo 223, se coloca un O &'su derechay se
continua la operacion como en el primer caso.

Se ve, pues, que este modo de proceder consiste en sur
PNimir la coma en el divisor, teniendo cuidado de correrlaen
ol dividendo tantos lugares hacia la derecha como cifras de-
stinales tiene el divisor : hecho lo cual se procede con los hu-

resultantes lo mismo que en el primer caso, conia
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Unica diferencia, de ?ue en lugar de poner desde luego ceros
a la derecha de los diferentes residuos, se debeq ir bajando
todas las cifras decimales que quedan en el dividendo.

2."  Volvamos al mismo ejemplo, empezando por escribir
. la derecha del divisor 1,027, tres ceros, es decir, el nime
ro de ceros necesario para que los dos términos tengan el mis-
mo nimero de-decimales.

Entonces tendremos que dividir 3470456 por 1027000.

' 3470456 |
389456 3379217

81356
9466
2230

1760

7330’

141

A lin de determinar la parte entera del cociente, s prin-
cipia por aplicar la regia dada en el n® 38 para la division
de nameros enteros, y relativa al caso en que el divisor ter-
mina en ceros.

Asi se obtiene el cociente 3,y el residuo 389456.

Ahora para hallar la cifra de las décimas, se observa que*
segun el princifiio del n®60, en lugar de colocar un oa la
derecha del residiio> lo cual serja multiplicarlo por 10, se
puede suprimir eI ultimo O 0 la derecha del divisor, lo cual
divide & este por 1

Asi se tiene el couente 3, que espresa las décimas del co-
ciente buscado, y el residuo 81356.

Del mismo modo, en lugar de colocar un O & la derecha
de este nuevo re5|duo se suprime otro O en el divisor, y s
divide 813563por 10270 aplicando también si se quiere la
regla del n®

Asi se obtiene el nuevo cociente 7 y el residuo 9466.

Suprimiendo ahora el Gltimo O de la derecha del divisor,
d_ia/idirzeén?)os 9466 por 1027 ; lo cual da el cociente 9 y el re-
Si

A partir do este residuo se sigue la regla del n® 167 para
obtener mas cifras decimales.
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Este segundo procedimiento es evidenlemenle menos sen-
cillo que el primero, y si le bemos espueslo, ba sido Unica-
mente para tener Ocasion de esplicar como MNdig procederse
cuando hay que poner ceros & la derecha de los residuos de
uma division, cuyo divisor termina en uno é varios ceros.

170. Casosparticulares.~"0i\ aquellos en que s0/0 m«o
délos términos de la division que ba de efectuarse, tiene ci-
fras decimales.

Por ejemplo, cuando sea necesario dividir 51,47876 por
849, 6 bien 3145 por 23,479.

En el primer caso, se procede con arreglo al primer mé-
todo indicado en el n.° 169, en el articulo que empieza: en
segundo lugar.

En el segundo caso, se suprime la coma en el divisor, y
seafiaden al dividendo tantos ceros como decimales bay en
el divisor; lo cual equivale & multiplicar los dos términos
por un mismo ndmero. Estos casos son sumamente sencillos
y no necesitan mayores esplicaciones.

propiedades de las FRACCIONES DECIMALES PROCEDENTES DE
FRACCIONES ORDINARIAS.

\

Conversion de las fracciones comunes en fracciones decimales.

171, Hemos visto (n.° 167) como nos conduce el calculo
a convertir un quebrado comln en quebrado decimal ;» esta
Operacion constituye una parte esencial de la teoria de la di~
ce las fracciones decimales.
Pero aqui haremos una observacion importante que nos
servird para la esposicion de las propiedades de las fraccio-
decimales, que pasamos & establecer.
Esta observacion consiste en que, en lugar de colocar ce-
essucesivamente a la derecha de los diferentes residuos, que
obtienen aplicando la regia del n.° 167, para convertir en
decimales un ndmero fraccionario, se pueden colocar desde
;W lodos los ceros a la derecha del dividendo, efectuando
Y division del nmero resultante, por el divisor teniendo cui-
dado de que la virgula ocupe, en el cociente obtenido el lugar
PCle corresponde.

Para darnos cuenta de este sequndo modo de proceder,
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. , , ., 13
propongamonos converlir en decimales la fraccion Ay haga-

mos un cotejo de los dos modos de ejecutar la operacidn.

m T 13000000 147
360 i 0,276595 "Mo 0,276595
"370 “iiTo
280 280
~450
270 270
"35 “35

En el primer procedimiento, después de escribir un cero
en el cociente para ocupar el lugar de la parle entera, se afia-
de un cero al numerador 13, de la fraccion, para obtener las
décimas ; después se agrega un cero & la derecha del residuo
de la division para obtener las centésimas; y del mismo modo
se procede con los residuos siguientes hasta obtener en el co-
ciente millonésimas, por ejemplo, de modo que el nimero to-
tal de ceros bajados de esta manefa es el de seis.

En el segundo procedimiento se multiplica primero el
morador 13 por 1000000, es decir, por la unidad seguida de

seis ceros_é/ se efectta en seguida la division. N
Es evidente que el cociente asi obtenido solo difiere del

obtenido por el primer procedimiento en ser 1000000 de ve-
ces mayor : se le reducird, pues, a su verdadero valor divi-
iliéndole por 1000000, 6 separando con una coma seis cifra?
decimales hacia la derecha.

Fracciones deamales de niimero limitado 6 ilimitado de cifras
. decimales; fracciones periodicas.

Ahora vamos & establecer las propiedades que sirven pa-
ra demostrar que la operacion, cuyo desarrollo acabamos of
completar, puede conducir & fracciones de un ndmero htni’
lado 6 ilimitado de cifras deermafes, y que la inspeccion sola
del denominador de la fraccion ordinaria que debe convertir'
se en decimal, basta para caracterizar esas dos clases de trae-

cibnos* . »
172.  PiuMERA PROPIFHAD.— Todn fraccién ordinaria cuyo
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denominador 710 contiene mas factores primos que 25 {fac-
tores de la base 10 de! sistema decimal) elevados respectiva-
7)mted derlas potencias, da lugar & una fracciéon decimal
e mlrmero 1imitado de cifras decimales.

Sea, porejemplo,lafraccidncayo denominador

contiene los factores 2 y 5, elevados el unoala 4.“y el otro
%IaSG.* potencia; siendo A un ndmero entero primo con
y 5.

Digo que esta fraccion coman convertida en decimal, dara
logar a una fraccién de un nimero limitado é igual 4 6, de
cifgasSdecimaIes, siendo 6 el ma”or de los esponentes de 2
y de 5.

En efecto, concibamos que, para hacer la conversion, se
na comenzado, segun la observacion del nimero precedente,
por multiplicar el numerador A por 10** 6 100D0OO.

Como 10, Gsea 2*x5®, es esencialmente divisible por
2 x5®, su 7ndUiplo A x 1000000 también lo sera (n.” 63); de
donde se infiere que el cociente de la divisidn de este produe-
lo por el denominador de lafraccién propuesta es un nimero
entero; pero este cociente no es evidentemente otra cosa mas
que el resultado de la conversion de la fraccion comin en
traccion decimal, multiplicado por 1000000; luego sera ne-
cesario dividirle por 1000000 6 separar 6 cifras decimales
haciala derecha para obtener este resultado.

Por consiguiente en este caso la conversion de la fraccion
ordinaria en fraccién decimal dé lugar & un nimero limita-
do de cifras decimales é igual & 6.

“El mismo razonamiento'se aplicaria evidentemente & cual-
quier otro producto de las potencias de 2 y de 5, que con-
el denominador carg, esclusion de lodo otro faclor;7nm(?.

Euego, etc. ,

Asi es como las fracciones

7 13 11 317
8’ 25" 40" 1250
cnaies pueden ponerse bajo la forma

7 13 1 317
52' 2*x5" 2x.V"’
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convertidas en decimales, producen los resultados:

0,875 i 0,52 10,275 j 0,2536.

La primeray la tercera dan lugar & tres operaciones, la
segunda & dos v la cuarta & cuatro.

Sea ahora dividir 71,34 por 0,00375: segun la regla ge-
neral de la division de las fracciones decimales, tendremos
que dividir 7134000 por 375.

Pero 7—1?;47050—0 equivale a 2—371%%0—0 , por la supresion del
factor 3 comun & los dos términos.

Aqui observamos que 1000 es divisible por 125, 658y
da por cociente 8; luego el cociente de 2378000 por 125 de-
be ser entero é igual a 2378x8, 6 19024,

173. Reciprocamente, se podria proponer pasar de uma
fraccion de ndmero 1imitado de cifras decimales a la fraccion
ordinaria de donde trae su origen.

El medio de resolver esta cuestion consiste evidentemen-
te: 1.“ en formar una fraccion cuyo numerador sea el nume'
ro decimal dado, y que tenga por denominador la unidad se’
guida de tantos ceros como cifras decimales hay en dicho n(-
mero; 2® en reducir el quebrado comdn resultante & su nC
fior espresion.

Por ejemplo, sea el nimero 3,475.

. . , 347 -
Este numero equivale & 3475 (n® 1GO); suprimiendo en

139
los dos términos el factor comin 25 (n® 68), se obtiene

que serd la fraccion pedida.

Tratando del mismo modo las fracciones decimales, del ni*
mero precedente, se obtendriau resultados analogos.

174, Segunda propiedad. — Toda fraccion comuin, cuyo
denominador contiene uno G varios factores primos diferentes
de"2y de 5, pero que no entran al mismo tiempo en el nune-
rador da lugar & una fraccién decimal de un'ndmero ce ci’
[ras decimales itimitado Ginfinito.

Ademas, esta fraccion decimal ei pericdica, €S decir,
que al cabo de cierto nimero de operaciones, se reproducen
las mismas cifras constantemente y en el mismo orden.

En efecto, segun la observacion del n.° 171, seria nci"?"
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sario para que el numero de las cifras decimales fuera limi-
tado, que el denominador de la fraccién propuesta pudiera
dividir al numerador sequido de un ndmero, limitado de ce-
ros. Abora bien, la nuiUiplicacion dcImimeradorpor 10,100,
1000, no puede introducir mas factores primos, que 2 v5
elevados & cierta potencia; por consiguiente, los factorespri-
woique se suponen existir en el denominador sin entrar en
el numerador, tampoco se hallaran (n.° 93) en el producto
uel numerador por una potencia cualquiera de 10. Luego
cualquiera que sea el niamero de ceros que se coloque & la
derecha del numerador, no se podrd obtener un producto
~Zactarente divisible por el denominador; y por consiguien-
le, las operaciones se continuaran al infinito.

Bigo ademas que la fraccion sqvi periédica.

En efecto, como cada residuo que se obtiene aplicando el
procedimiento de la conversion en decimales, es siempre me-
nor que el divisor, os evidente que, cuando se hayan hecho
« lo mas TANTAs operaciones como unidades hay en el divisor
"ENos UNA, se debera volver & encontrar uno de los residuos
ya obtenidos. Escribiendo entonces uii cero & la derecha de
este residuo, se tendrd un nuevo dividendo parcial que sera
e que el correspondiente al residuo reFetido; Yy, COMo
eidivisor es constante, el nuevo coci(3iUey el nuevo residuo
seran también los mismos que los procedentes de la division
~~yprmer dividendo repetido, por el divisor; vasi sucesi-

amenic.

Be donde se sigue que ciertas cifras del cociente deben
‘Opro(jucirse£90meVa»/e??/O y Gji <I mismo orden.

Luego, efc.
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Scan, por ejemplo, las fracciones

5 19 23 428

50 190 37
W 0,714285 1714285.. 50 0513 | 513
30 130
20 "19
m
5
230 148 428
0,15 1540 1540 1130 13| 587301
800 1850
im 2750
800 2300
950
"A00
185

En el primer ejemplo, donde tenemos 7 por divisor, lij
sido necesario ejecutar, 6 6 7— 1, operaciones antes do que
se repita algun residuo. _

En el segundo ejemplo, se ha reproducido un residuot
después de tres operaciones, & pesar deque segun el divisoi,
debian haberse efectuado 36. ) .

En el tercer ejemplo, han bastado cinco operaciones pJ
ra«iue uno de los residuos se reprodujera y el periodo se nw
nifestara.
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Finalmente, en el cuarto ejemplo, se ha manifestado el
periodo inraediatanieiUe clespiies de la octava operacion.

Pero lo que importa observar es que, en los dos prime-
ros ejemplos, el primer periodo comienza inmediatamente
después de la virgula, mientras que, en los otros dos ejem-
plos, no comienza sino después de la segunday después de la
primera cifra decimal.

I%I periodo es 540 en el tercer ejemplo, y 587301 en el
cuarto.

Fracciones periddicas peras y 'sxmiK?,.— Determinacion de la
fraccion generatriz.

175. La observacion final del nimero precedente mani-
fiesta que deben distinguirse dos clases de fracciones decima-
les periddicas, a saber:

1. ° Las fracciones periédicas puras que son aquellas cu-
yo primer"mof/o comienza en su primera cifra decimal ;

2. * Las fracciones periodicas mistas, que son aquellas
cuyo \ivmav periodo esta precedido de una ¢ de varias cifras
decimales.

Esta distincion nos conduciria a establecer otras varias
pfoi)icdades mas 6 menos curiosas; pero nos reduciremos U
esplicar la que debe proporcionarnos H medio de retroceder
desde imrt fraccién decimal periddica & la fraccion ordinaria
fiue le (li6 origen, llamada fraccién generatriz, operacion
analoga 4 la que hemos hecho en el n." 173 respecto de una
fraccion de numero rimitado de cifras (lcciniales.

Dejaremos para el capitulo octavo la espUcucion de las
deméas propiedades.

.176. Tercera propiedad.— 7'oda fraccion periodica pura

PAUTE ENTERA, cs equivalente & un quebrado comun, que
tienepor numerador uno de los periodosy por denominador
tinndmero compuesto de tantas cifras, 9, escritas unas en
pos de otras, coma cifras tiene el periodo.

Sea, en efecto, la fraccion periddica

0,513513513..,

Fo_lesignemos por N el numero de que procede, sea el que
iuiera ; tendremos

)] N= 0,513513513..;
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mullipliguemos los dos miembros de esta igualdad por 1000,
lo cual en el segundo miembro se hace {n." IG i), avanzando
ia coma tres lugares ala derecha ; asi resalla

N x 1000= 513,513513
0
@ Nx 1000-=513h-0,513513513..,

de donde se deduce, restando miembro & miembro la igiia'-
dad (1) de la igualdad (2),

Nx 999=513;
luego
513
N" 999
Z.C.B. I
Sea ahora la fraccion periodica
D) IN=0,714285714285..;
multipliqguemos los dos miembros por 1000000, tendremos
) N X 1000000=714285,714285...;

de donde, restando la primera igualdad de la segunda

Nx 999999 = 714285;
luego
714285
999999*

: . _ 13
Reduciendo & sm menores términos las fracciones  y

714285 . . .
999999 > inmediatamente por la supresién de algunos

factores comunes™ que, como el 9, estén a la vista,'ya sea
por el procedimiento del n.° 123, se oblendrian, como puede

comprobarse, los quebrados ’lgy 3délos dosprimerosejem-
los del n.M74.
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Asi se encuentra esplicado el medio de pasar de una frac-
cién periddica pura Sin parte entera & la fraccién gene-
ratriz.

177.  Cuando la fraccion periédica tiene una parte ente-
ra, se determina del mismo modo la fraccion generatriz,
aungue empleando un artificio de calculo.

Sea, por ejemplo, la fraccion 8,26732673...
Segun lo dicho antes, tenemos

2673
9999

~ Para reducir esta espresion a un solo nimero fracciona-
rio, se observa que

8 X9999:= 8X (10000 — 1)= 80000- 8;

8,26732673..=8

luego
2673 80000 —8-h2673 82665
9999 9999 9999
y por consiguiente
82665
8,26732673.. = gqqq

Reduciendo esta Ultima fraccion & sus menores términos,

835 - .
se halla que es la fraccion generatriz.
Este resultado puede comprobarse, haciéndola conver-
sion en decimales:
835 101
8,26732673...
A 680

La fraccion periddica asi encontrada es la misma pro-
puesta.
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178. Finalmenle, se puede pedir la fraccién generatriz
de una fraccién periédica mista.
Sea, por ejemplo, la fraccién 3,-45891891...
Multiplicandola por 100, tendremos

3-45,891891..;

ahora bien, segun el numero precedente, el valor de esta es-
presion es

891 , 3-45X {1000 — 1)+89i 3455-46
999 999

Pero como se ha multiplicado la fraccion propuesta por
100, sera necesario, para reducir este resultado a su verda-
dero valor, dividirle por 100; y asi se tendrd (n.° 111)

345546
99900 °

numero fraccionario que, reducido & su menor espresion, se
convierte en

6399

Tainos la fraccion generatriz de la fraccion periddica mis-
ta 3,45891891..., como puede comprobarse aplicando el pro-
cedimienio del n® 167.

Citaremos como nolables los ejemplos siguientes:

0,01234.5679012345679..~ i0|'

0,987654320087654320..= 81"
Segln hemos dicho antes, dejamos para el octavo capitu-

lo el examen de otras varias propiedades de las fracciones pC'
riédicas tanto puras como mistas.
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8. |L —NUEVO SISTEMA DE PESOS Y MEDIDAS.

Allora estamos ya en disposicion de apreciar la ventaja
que lleva el célculo de las fricciones decimales al de los que-
brados de cualquier especie, y dejuzgar cuan importante se-
ria establecer un sistema de pesos y medidas que estuviese en
relacion con el sistema decimal. Asi lo han conseguido los sa-
bios & costa de muchos esfuerzos, venciendo los obstaculos
queoponian la ignorancia y las preocupaciones. Empezaré-
mos por dar & conocer la nomenclatura de este sistema,’ que
ba recibido la denominacion de sistema métrico (*).

Medidas lineales 6 do lonr/itud.

1"9. La unidad de longiluti, que lleva el nombre de me-
tro, €S la dieztnillonésiina parle de la distancia del polo al
ecuador, contada en el meridiano que pasa por Paris.

En virtud'de operaciones ejecutadas y comprobadas con
la mayor precision, se ha visto (pie el melro valuado en pies,
pulgadas y lineas, es igual a 3 pies, 7 pulgadas, 0,805 li-
ncas; valor aproximado hasta milésimas delinea.

Para designar las medidas mayores y menores que el me-
Iro, se ha convenido en emplear las palabras (sacadas del
griego y del latin):

3URIA, KILO, HEGTO, DECA, DECI, CENTI, MILI,
fine sigtiilican :
diez mil,mil, dento, diez, déoimade, cenUsimade, milésimade,

y que acompafian a la palabra metro.
Asi se ba formado el cuadro siguiente :

Miridmelro 6 medida de diez mil metros.

KiUhnptro mil metros.
llecférmetro cien metros.
Decametro ...diez metros.

M etiio unidad principal.
Decimetro décima de metro.
Cenliinetro centésima de metro.
Milimetro milésima de metro.

fura laiulcligeiicia cmiipleU» ele algunas espresioties que usa-
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Advcrlencia.  El miridmetro y el kilimeiro son las medi-
das ilinfoarias atlopladas actiialnienle; el miridmetro es mi
poco monos de doble de la legua ordinaria, y el kildmetro un
hoco menos de la quinta parte.

3iedidas de superficie.

180. La unidad natural de las superficies es el melro
cuadrado; pero cuando se trata de grandes superficies agra-
rias, se loma por unidad un decametro cuadrado, es decir,
un cuadrado que tiene por lado un decametro, 6 sea diez me-
tros; esta unidad se llama area.

Los maltiplos del area y sus subdivisiones se designan
por medio de las palabras miria, kilo, liecto..., deci, centi...
(mipleadas en el n.1 94,

Asi. Jliria-area 0 miriarea significa diez mil areas,

Kilo-area 6 kilarca mil éreas,
Jlecto-area 0 hectarea cien areas,
Deca-Uirea O decarea diez areas.
_Area unidad principal,
JJeciarea décimo de area,
Centiarea centesimo de area,
Miliarea milésimo de area.

Adycrlencia. La miriarea, hectarea, area ycenlidroa son
las Unicas medidas usadas; la hectarea vale poco mas ¢ me-
nos lanoga y media, y reemplaza 4 esta medida; la cenliarea
no es otra cosa (jiic el metro cuadrado.

Medidas de volumen.

18!.  La unidad de volimen es el metro cabico; os decir,
un cubo (6 dado) que tiene un metro de lado. Los mdltiplos
y snimiultiplos del metro cdbico no lian recibido en general
denominaciones particulares; sin embargo, la 1000.“ parte
del metro cabico se llama decimetro clibico, porque en i‘fecto
es un cubo que tiene un decimetro de lado:Ja 1000000. “ par-

i'‘ctnos en el curso de esta nomenclalura, nos vernos obligados & i'C
lenrnos & la UeonuHria.
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le (lei metro cubico so llama también centimetro ctbico, por-
<uo es un cubo (|{ie tiene un centimetro dolado, otc...

Aigimas veces la unidad principal 6 metro clbico Ioma el
nombre de esterio (*).

Medidas do capacidad para los liquidos y los granos.

182. La unidad de capacidad es el decimetro ctbico, (Juo
se llama ritro. Sus mdltiplos y submultiplos mas usados son
los jsiguientes:

llectodtrod medida de cien litros.

Decalitro.......cccoovvnnn, diez litros.

Litro s unidad principal.
DeCilitro......coocovivviviiinnn, décima de litro.
Centilitro.. . ... centésima de litro.

Adoertencia.  El litro reemplaza al cuartillo para los Ii-
quidos, y viene & valer el doble.

El hectolitro reemplaza la [anega para los aridos, y vale
poco™menos del doble.

El kilélilro, que tiene la capacidad de un metro cubico, y
ol naridlitrOy casi nuuca»se usan.

Pesos.

183. La unidad de peso es el de’un centimetro cubico de

destilada y en su maximum de densidad , que loma el
nombre de gramo.

Su equwalenma en adarmes es 0,05G, es decir, poco mas
+nnmdio adarnic?.

niale™ Mui el cuadro de sus multiplos y submultiplos deci-

Miriagramo, que vale diez mil gramos.

fCilogramo........ mil gramos.
Uectégramo....... Cien gramos.
Decagramo. . .. . diez gramos.

G ramo....... unidad principal.
Decigramo..  décima de gramo.
Centigramo..............c...... centésima de gramo.

Miligramo.  milésima de gramo.

bi-1 i nuestro sistema métrico legal no so lia adoptado esa Jpala-
meu sistema primitivo.
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Advertencia. El kilogramo es la unidcUl usual de peso, y
vale poco mas de dos libras (*).

Monedas.

18i. La unidad decimal monetaria no se ha cslableoiiio
en Espafia, habiéndose limitado el Gobierno & prescribirla
nueva division del real que hemos notado en el capitulo pre-
cedente al tratar dé nuestro sistema coimin de pesos, medi-
das y monedas {**).

185. Tal es la esposicion de la nomenclatura dodas nue-
vas medidas: con solo eso pueden ya conocerse las ventajas
de este sistema sobre los antiguos.

1. ° Es uniforme y sencillo, porque las unidades principa
les y sus subdivisiones siguen siempre entre si la ley del sis-
tema decimal de numeracion; y ya se sabe cuan facil es d
calculo de los quebrados decimales.

2. " Es fijo, invariable y susceptible de ser adoptado e
todos los paises, porque no pertenece & ningun clima ni mi-
cion en particular.

{*) Los sabios U quienes se debe el sisloma decimal de jwsos Y
medidas, idearon al firincipio tomar por unidad de peso* el de ua
decimetro cubico <le a*ua destilada, porgue este peso, que corres-
ponde a | Alsiid(7ra70 actual, era muy pro[)io para roetnplazar la uni-
dad antigua, ¢ sea la libra; le habinn dado el nombre da grave, pero
no tardaron en reconocer los inconvenientes sisuienles;

sos empleados en las artes y en el comercio.

2® Los submuiti])los eran el decigrave, el centigrave y el mai-
grave. Como este Ultimo poso no es otra cosa que el gramo actual, y
equivale & 20 granos, poco mas 0 menos, es muy superior & los gae
se emplean en pesos un poco delicados; por consiguiente era necesa-
rio formar nuevas subdivisiones, tales como el diezmiligrave, cien-
miligrave y millonigrave. Los sabios discurrieron dar. un noiniu
particular al miligrave, y liabian formado una unidad secunclarj'
llamada en el idioma on ([uc so form6 la nomenclatura gravel, y
aqui dedujeron el decigravet, el centigravet y el miligravet. Sin eiii-
bargo, la regularidad de la nomenclatura estaba destruida. La
no ofrece estos inconvenientes, y comprende lodos tos pesos de
nos servimos ordinariamente.

(") ror un real decreto de oslo ano, se ba dispuesto que ia uin-
dad monetaria espafiola sea el encado que valdra lo rs. vn.
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Todas las medidas proceden de iina Frimiliva, el metro,
jluese ha tomado de las dimensiones del globo, lin Francia
liasla las monedas tienen su enlace con esa medida, porque el
[rareo, que es la unidad monetaria, pesa cinco gramos, Y el
iramoesol peso del centimetro cibico de agua destilada (*).

Operaciones sobre las medidas métricas.

Insislirémos poco en las cuatro .operaciones fundamentales
< la Aritmética aplicadas al nuevo sistema de pesos y niedi-
liis; fiiesto que, segun la nomenclatura, toda coleccion de
bondacks principales// do subdimsiones de dichas unidades,
pueden espresarse por medio de una fraccion decimal, con-
“irliendose por consiguiente todas aquellas operaciones en
operaciones con fracciones decimales, consideradas como nu-

hias'™ fus cuales hemos dado ya reglas

Nos pro?ondremos sin embargo algunas cuestiones relali-

a la multiplicacion y & la divisién, porque de ellas toma-
'memosmotivo para hacer algunas observaciones importantes,
relativas & los calculos de aproximacion.

MidtipUcacion.

ISG.  PuiMEUA CUESTION.— Se desea saber culinlo valen 35
wiroi y 429 milimetros (lo cual se escribe 35*"-,429) de cier-
© cuesta 10 realesy 76 céntimos

Sliillipliciinilo 19,78 por 35,429, 6 mejor 35,429 por
+Wo, se obtendra un producto que, espresado en reales, dc-
™jos 'y cenlimos, serd el valor buscado.

7 pa abstracto es 700,07704; luego 700 reales y

Tomin A 700'®-,07, 6 mas exaclamenle (n." 168)
es el coste de los 35 -429.

Algunas veces la fraccion de metro esta espresada por un

precision de hacer algunas aUeraciones en el

"enes ~ otros puntos si hemos do acomodarle al uso de tos jo-

Sstarfi | pais: escusamos decir que nada variamos de lo
(N. del T.)
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quebrado comin y en este caso la operacion puede ejecutarse
de dos maneras.

3
Segundii CUESTION— ¢, Cudl es el coste de 23 metros y ~
de cierta tela 4 8 reales y 23)5 céntimos el metro?
1 "— La reduccion de-4 decimales da 0,75; y lac

tion queda reducida & mulliplicar 8,25 por 23,75, 6 2375
por 8,25; lo cual d& 195,9375; luego 195" -94®- es el valor

de los 23"-t' de lela valor aproximado basta - centésiSi por

esceso (n.° 168).
2. "—También se puede proceder del modo siguiente :

8,25
233/,

24 75
1650

189,75
por V-2 4,125
por Vi- 2,0625

1959375

En esta operacién, después de haber formado ol producto ca
las dos partes enteras, se ha tenido el cuidado de sumar los
dos productos parciales, y de poner inmediatamente la coma
en el lugar correspondiente, & fin de evitar todo error en la
colocacion de este signo en el resultado final.

En seguida hemos multiplicado 8,25 por

tomando primero la mitad de 8,25, lo cual ha dado 4,125» y
después la mitad de esta imiaJ*obleniendo 2,0625.

Hecho esto, lo hemos sumado todo y hemos llegado aire*
sullado 195,9375, como por ol primer procedimiento.

El Gltimo modo de operar es preferible, principalmen;ji'
cuando la fraccién ordinaria no puede convertirse en un
mero limUado de cifras decimales. .

1
TEacEUA CUESTION—T7/a//ar el valor de 89m_fT suponte

do que el metro cuesta 447"5-,19.
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Procedamos primeramente por medio de las parles ali~

cuotas
4719
89" /i2
424 71
3775 2

419991
porVi2. 23,595
por 11,7975
por 2/12 7,8650

4243,1675
luego 89™- i cuestan 4243"®-17 aproximado Imsla céntimos.
De otro morfo. — Empezando por convertir en decimales
el quebrado— , se encuentra 0,9166...; de modo que seria

necesario miiliplicar 89,916666... por 47,19 :

89,91 89,916 89,9166
4719 4719 4719
8 09 19 8 092 44 8 0924 94
8991 8991 6 8 9916 6
629 37 629 412 629 4162
3596 4 3596 64 3596*664

424285 29 4243,136 04 42431643 54

Miste cuadro ofrece tres operaciones distintas, ejecutadas:
= con dos cifras decimales en el nnilliplicando ; 2.° con tres;
* CON cuatro; y se ha visto que esta Ultima Unicamente es la

4Ue da la aproximacion en menos de un céntimo,
dph.  ‘dificultad aqui estd en saber cuantas cifras decimales
A nvygrse en el multiplicando, para tener seguridad de

i1 el grado de aproximacion exigido por la naturaleza
r, mientras que, por la primer manera de ope-
Diio/? un resultado completo, en el cual pueden des-
A 'menos decimales,

salvi. * 'dcesle caJJitqu, espondremos un medio directo de
esta dificultad ; pero el primer medio es preferible; al
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menos con relacion a las aproximaciones que pueden exi-
girse. g . : . .

Advertencia. También podria reducirse el nimero inislo

1 . . -
89 — ~iiwmero fraccionario, mulliplicando el resultado por

4719 (n® 129); pero el empleo de osle medio seria en gene-
ral mas complicado que la operacion por partes alicuotas.

Division.

187. Cuarta cuestion.— Se hacomprado por
una hacienda de 23 hectareas 9 areas y 25 centidreas
(6 231-,0925° g; se desea saber & cOmo cuesta la hecUirea.
Para esto basta dividir 83719,25 por 23,0925; y el co-
ciente valuado en rea/a, y céntimos, representara d
precio de la hectarea.
El resultado asi obtenido es 2625"®-,38..

19
Q uinta CUESTION. — 28 kilogramos de kilogramo (e

cierta mercaderia han costado 519'*-,35, y se quiere saoer
cual es el precio del kilogramo.

Primer modo de operar. Segundo modo.
19_691 190 24
N 24 2220 0,79166
519%3 160 51035 2811)
2077 40 IG 231 45 TsdiS
10387 0 1 1300
1246440 601 “206"
'5554 18,038 19
26 40
5670
~Ti2

La primer manera de opei‘ar consiste en reducir priinf‘®

elinimero misto 28 —22 a fraccionario, mitJtJplicando despu™

J
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., 691, ]
519,35 por la fraccion inveiikla (n.” 131); hallando asi

por resultado 18,038. .
En el segundo modo, se ha-comertido en decimales la

19
fraccion —, lo cual ha dado 0,79166...; después se ha divi-

dido 519,35 por 28,79, tomando solo en cuenla las dos pri-
meras cifras decimales del divisor; y asi se ha obtenido por
cociente 18,039.

De donde puede inferirse, sequn una y otra operacion,
ue el frecio del kilogramo de la mercancia comprada es
8"*-04.

Advertencia. Es de notar que en la segunda operacion,
ha sido suficiente dejar dos decimales en el divisor para ob-
lener la aproximacion suministrada por la primera; pero no
siempre*sucedo asi, por lo cual habria sido mas conveniente
para mayor seguridad, tomar «na cifra mas, aumenlandola
%%UYngzunidad, y asi habriamos tenido por divisor el nimero

Mas adelante trataremos sobre la aproximacion de los co-
cientes en las divisiones.

Eslos ejemplos bastan para manifestar como debo proce-
derse cuando hayan de multiplicarse-ii de dividirse entre si
iiumeros , relativos al sistema decimal de pesos, v
»edidas.

Conversion de las nntif/uas medidas métricas tj vice-versa.

Ea comparacion de los dos sistemas ha perdido ciertamen-
Y so importancia, desde que el sistema metrico esta inatula-
do usar como esclusivo (*); sin embargo, como todavia en-
cuentcji su utilidad en iniclias circunstancias, vamos & espo-
Acna de una manera sucinta, reduciéndonos & las medidas li-
~edes y superficiales, & 10s pesos y & las monedas.

nJo'i. nutor, reiiriéndosc :isu pais : sabido os quo en el
wtro no cs lodavia esclusivo et uso del sistema niétrico deciirml.
del TJ m
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Medidas lineales.

188. Sabemos (n.° 1-i0j que el mclro vale 3,5889221 pies
de Burgos t luego si dividimos este nimero por 3, que sn
los piés que tiene una vara, hallaremos el valor del metro ea
varas. Hecho asi resulta que e! metro vale 1,1963073 varas,
es decir, 1 vara y 19C3073 diezmillonésimas de vara, valor
que se diferencia del verdadero en menos de tma diezmillo-
nésima. Ueciprocamenie, dividiendo 3, ndmero de piés quo
tiene la vara, por 3,5889221, nimero de piés que conlieim
el metro, se halla 0,8359056, que es el valor del metro en
varas con la misma aproximacion.

Resulta, pues, que

@ r-0*"-8359056, 6 1"-=0 '«-,836,
con menos error de un niilimetro.
2 1963073, 6 196,

con monos de una milésima de vara de error.

189. Las espresiones (1) y (2) bastan para la conversion
de un nimero complejo de varas en metros y subdivisiones
decimales del metro; y reciprocamente, de un nimero cual-
quiera de metros y subdivisiones decimales del metro en wn
ndmero complejo de varas.

Sea, por ejemplo, convertir 85 varas 2 pies Qidf/adns
en metros y subdivisiones decimales de metro.
Puede seguirse el método de Espartes alicuotas:

0,8359056

85'- 2nj- 61
4 179.5280
66 872448

71,0519760

Parle correspte. & 1 pié. . 02786352
id. a 1pié. . 02786352
id. aGpulg.. 01393176

1
71,748.5640
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Dospues de baber formndo los dos producios parciales del
multiplicando por el entero 85 del multiplicador, liomos lie-
€00 la suma, y liemos separado por medio de una coma las
siete primeras cifras de la dereclia. Se hace asi para evitar
después la posibilidad de equivocar la colocacion de la coma
en el resultado final.

En seguida liemos procedido & la formacion de los pro-
ductos correspondientes & los 3 pies y 6 pulgadas del multi-
plicador, tomando primero el lerdo del multiplicando que es
naturalmente el valor dew« pié, y repitiéndole dos veces se-
gun se ve en la operacion; y tomando después la mitad del
valor de un pié para tener el valor de Jas 6 pulgadas.

rinalmente hemos hecho ia suma de todas estas partes v
neraosoblenidoqueSS"-, 2P-,6P“* equivalen 4 71" -,748564.

Para comprobar este resultado podrian convertirse las
«0"-, 2P- (P¥s i pulgadas, y dividir el resultado por 43,067
que son las pulgadas que tiene un metro.

Asi se obtendrian 71'-, 7486, resultado que solo se dife-
rencia del anterior en menos de una diezmilésima.

sea convenir 71™-74S6 en varas, pies Yy

Para esto no hay mas que multiplicar el nimero dado'de
melrosj subdivisiones decimales de metro por 1,1063, que

el nimero de varas que el metro contiene.

Hecha esta mulliplicacion y despreciados los tres ultimos
"*ecimaies se obtiene el producto 85,83285, el cual espresa
jnvaras y fraccion decimal de vara el valor del nimero da-
«0 de metros y subdivisiones decimales de metro.

lefiemos, pues, que

71"m 7456-2:85°83285,
menos de una cienmilésima de error.

~*Mora nos falta convertir la fraccion 0,83285 en pies y
Pgadas, para lo cual se procede del modo siguiente:



2i0 eu:mem'os

0,832
3

2,49855 2 pies
12

99710
4 9855

598260 6 pulgadas

se multiplica lo primero la fraccion dada por 3, que es el n(-
mero de piés que tiene W vara, y se obtiene 2,29850, es de-
cir, 2piés y una fraccion depié que debe valuarse en pulga-
das. lara esto liemos multiplicado dicha traccién por 12, nu-
mero (le pulgadas que tiene el pié, y hemos obtenido el pio-
duelo 5,98260, es decir, 5 pulgadas y 0,982 de pulgada,
por lo cual tomamos en nimeros redondos 6 pulgadas.
Resulta, pues, por ultimo que

71%-7486= 85" .. .2"-.

que es precisamente la cantidad del primer ejemplo, con lo
cual (juedan reciprocamente comprobadas entrambas opera-
CiODGS«
19 Casos particulares. — |.® Siendo el pié hjererfa
parle de la vara, es igual & la tercera parle de 0,8359009 i

sea o
1 pié==0,2786352,

es decir, en nimeros redondos, 28 centimetros con cortisima
diferencia. o _ _

Siendo la pulgada la duodécima parte del pie, vaUlia
metros la duodécima parle del valor de este, 6 sea

1 pulgada = 0,0232196,

es decir, proximamente "iZ milimetros.

Para bailar el valor de la linea se dividirla por 12 ese
lor de la pulgada, y so veria que la linca vale un poco men®
UQU milimetros. i

2~ Reciprocamente, considerando ahora los muUipm
del metro, tendremos
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1 decamelro  11»-963073,
1 hecléinetro= HO"-,63073,
1 kil6fiieiro = 1196'-3073]
1iitiriainelro= 11963/-073;

se ve puGs, que el iiiiridraetro vale algo mciws de 2 Unuas

espano as de a 6000 tiam ‘{~piés: y queel kilomeEm viene
' 3igo TWhiics de la quinto, parte de la inistna legua.

Medidas de superficie y medidas agrarias.

“H (pues solo puede demostrarse en geo-
meiria) que para valuar ia superficie de un cuadrado, cg
necesario uiiilUplicar por ii mismo el numero que espresa el
va orirg?d%lé/ado en unidades principales v subdivisiones dii

cin*-1'? ~1:"el valor delatara cMadrada en metros
JiUl ados, segln las correspondencias oficiales publicadas en
Anuario aslrononiico, es 0*"-,6987.
obtenerse multiplicando por si mismo el
nuil... h- fi«®§®«o sabemos. es 0.8359056;
-«Vijiiultiplicacion da por producto 0,69873817210136

I'-ndremor*” solamente seis cifras decimales de este producto,

lv.oad.~Qm . cuad.~59g73g.

sea 69 decimetros cuadrados, 87 cenlimetros cuadrados y
caad,-n!r"\T . P«e’go fine (n.* 180) el de?imetré
naaiadoes la centesima parte del metro cuadrado; el centi-
asien diezmdésima parle del metro cuadrado, ¥
| sucesivamente.
Reciprocamente, multiplicando porsi mismo el valor del
nero en varas, que es 1,1963073, se obtendra el valor del
i'emma varascuadradas; pero del producto loma-
nos solo las cuatro primeras cifras decimales y tendremos

Jm . cuad. Av. cuati.

seim[h”~" decimal, que acompafia & este valor
Pordm.Q" ®« P'®s.cuadrados, seria menester multiplicarlin»
le f1] iI”® cuadrados que tiene una vara; y lue-

3Ccion de pie que rcsiillara se podria valuar en pul-
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gadas cuadradas, mulliplicandiia por 144 quo son las pulga-
das cuadradas que tiene un pié cuadrado.
192. 2.°— Busquemos ahora el valor de la fanega agra-
ria en hectareas y reciprocamente. . A -

Para esto recordemos que, teniendo la fanega de tieira
576 estadales cuadrados, y cada estadal 16 varas cuadradas,
la fanega tendrd 9216 varas cuadradas.

Pai'a valuarla, pues, en hectareas, habremos de convei-
lir en metros cuadrados las 9216 varas cuadradas, y el pio-
ducto habremos de dividirlo por 10000 que son los metroa
cuadrados que tiene una hectéarea.

Hecha esta operacion se hallara que

ifang. =0"®°M\-,6440.

Reciprocamente para valuar la hectarea en fanegas, ha-
bremos de convertir en varas cuadradas los 10000 menos
cuadrados que tiene la hectarea, dividiendo el producto por
9216 que son las varas cuadradas que contiene una bmega.

De un modo analogo se procederia si se quisieran valuar
estadales cuadrados en areas 0 areas en estadales cuadractos.

Pesos.

193. La libra castellana equivale & 0"V'«?-4601 ; y i'eci-
procamente eUi%/'amo equivale 42*~-,1735.

La onzaequivale 4 282""'*-7558; y el gramo a 0°"*-,0d4»-
el adarme equivale & is*-"-,7972 ; y reciprocamente el gramo
equivale & 0" ®-,5564. .

Con estas equivalencias es muy facil convertir unas |
didas en otras, y valuar caso necesario en subdivisiones u
la unidad principal las fracciones decimales resultantes,
creemos necesario poner ejemplos, puesto que con .
se procederia en la misma forma gne se ha hecho con las
dades lineales {n." 188). .

194, (Este parrafo’le consagra el testo original a las lu
nedas francesas, esplicando la conversion de libras en /
eos y vice-versa: En Espafia no tenemos, segln antes se
dicho, moneiias relacionadas con el sistema rnétrico; pm
#siguiente nada tenemos que poner en sustitucion al testo) ~

Aqui concluye, hablando pro|)iainenle, la

cotejo de las medidas usuales con las del sistema metrico
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cimal; pero sin embargo, nosotros vamos a afiadir algunas
nociones sobre las divisiones ele! circulo y del termémetro®
como enlazadas & las teorias precedentes (*)'

De las dos divisiones del circulo.

195. En Geometria Se delinc la circunferencia de circu-
lo, diciendo que es una linea reentrante y cerrada, cuyos
punios lodos estan & igual distancia de otro punto, que se
llama centro del circulo 6 de la circunferencia.

Antes de la reforma dcl sistema de pesos y medidas, el
circulo, 8 mejor dicho, la circunferencia se dividia en 360
parles iguales llamadas grados, cada grado en 60 partes
iguales llamadas minutos, cada minuto en 60 segundos, cada
segundo en 60 terceros, etc.; de aqui la denominacion de de-
cimal dada & esta division.

En el mismo sistema, se supone la circunferencia dividi-
daen 400 partes iguales llamadas grados, cada grado en 100
parles iguales llamadas minutos, cada minuto en 100 segun-
dos, cada segundo en 100 terceros, etc.

(') El autor ha omilido ea el texto tratar de las UDidndes de uo-
fumenydelas de capacidad para aridos y liquidos: anosotrosnos ha
parecido oportuno poner aqui por nota las principales equivalencias.

Medidas de volumen.

, El pié cubico valuado en decimetros cubicos es igual & 21.6325: re-
ciprocamente el decimetro cubico equivale & 0,0462 pies cubicos.—La
yam clbica equivale & 05841 metros cubicos; y el metro clbico a
7121 varas cubicas.

Medidas de capacidad para liquidos.

El cuartillo equivale & 0,5042 litros; y el litro & 1,9835 cwarii-
Uos—La cantara eiiuivole & 1,6133 decalitros; y el decalitro 4 0,6198
<j(tniarns.

La libra de aceite equivale & 0.5025 litros; y el litro & 1,9900 li-
ycs de aceite.—La arroba de aceite equivale a 1,2563 decalitros; y el
“ecoiifro 4 0,7960 arrobas de aceite.

Medidas de capacidad para aridos.

El celemin equivale &4 46251 fiirosryel litro & o,2162 celemi-
fanega equivale a 0,5550 hectolitros; y el hectolitro 4 1,8018

I"Yeges
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De donde resulta el nombre de division centesimal dada
a este segundo modo.

Esto supuesto, como en los usos ordinarios, y particu-
larmente en los célculos de la marina, se emplea mucho mas
frecuentemente la primera division que la segunda, importa
saber como puede convertirse un nimero complejo de la di-
vision sexagesimal en medidas centesimales, y reciproca-
mente.

Para esto, observemos, que segin lo dicho, la cuarta
parle de la circunferencia {que siempre se llama cuadrante)
estd dividida en 90 grados sexagesimales y 100 grados cente-
simales; de donde se sigue que 1 grado sexagesimal vala

100 1 . .
0-52 de grado centesimal; y reciprocamente uno de es-

tos vale 90 (’J3 de uno de aquellos.

De aqui se infieren las dos reglas siguientes:

1, “ Para un ndmero de grados, minutos, se-
gundos, etc., sexagesimales en un nimero de grados, minu-
tos, segundos, etc., centesimales.

Reduzcase el nimero dado & un solo ndmero fraccionario
de la unidad principal, multiplicando este nimero fracciéna-

. lo _ .
rio por 4— Yy convirtiendo en decimales el producto resultanle.

lista fraccion decimal espresara en grados centesimales Y
sus subdivisiones el nimero propuesto; es decir, que la paj'~
te entera representara (os grados, y la parte decimal dividida
en secciones dedos cifras, representara sucesivamente ios
minutos, segundos, ele., centesimales.

2.“ Reciprocamente, para transformar un nimero dado
de grados, minutos, segundos, etc., centesimales en un nu-
mero de grados, minutos, segundos, etc., sexagesimales,

Réstese del ndmero dado, que puede espresarse por una
fraccion decimal, la décima parte del mismo nimero.

La parte entera del resultado representara el ndmero do
grados sexagesimales; y solo faltara, convertir la parte deci'
mal en «iimi/05, sc9*«doi, etc., siguiendo un procedimiento
analogo al del a.° 189.

Ejemplo.— Sea el nimero WX grados bd minutos 17«"'
gnndos de la division sexagesimal, que para abreviar se re-



DE ARITMETICA. _ 215
presenta por 34“ 59' 17", el cual se quiere convertir en gra-
dos, minutos, segundos, ele., centesimales.

34°59'17" 12595 7 3240-
60 125957 10 125957-" 75 38875617
2099' 3600 ~ 9" 3240 ~N7
60 "A Q)
125957 1820
2000
560
2360
92

Esta labia contiene tres operaciones dislintas:
1215!;57!761 conversion-Qi segundos in.“ 142), lo cual d&

10
)2 |3 (le 125957 pofque produce,
. . 125957
después de reducida, 3240

3.“ Einalinente, la division de 125057 por 3240, 6 mas
bien de 12595,7 por 324.

Siendo 38,875617... el resultado de esta division, con-
cluimos que

34“59'17"==38¢"-,875617, .
0seglin notacién convenida
34"59'17" = 38s"-87™-56"-17"-.

Reciprocamente, —Sea co/iueriiV 38*"-87"*-56®17"' en gra-
dos, minutos, segundos, etc., sexagesimales:.

38,8756170
3,8875617

34,9880553
60

59,283318
60

’ 16,99938
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Después de haber restado de 38,875617 la décima, parte
de este nimero y haber obtenido el resto 34,9880553, se ha
multiplicado por 60 la parte decimal de este resto, lo cual
ha dado 59,283318, cuyo producto también se ha multipli-
cado por 60, hecha abstraccion de la parte entera, habiendo
asi llegado al resultado 16,99908, 6 sea 17.

Luego,

38g>'-87" -56®-17'-= 34"59'17";
lo cual comprueba la primera operacidn.

Con este eJIempIo basta para comprender lo que deberia
hacerse en cualquiera otro.

De las dos divisiones principales del termometro.

196. Solo vamos & ocuparnos de los dos termdmetros mas
conocidos que son el de Ueaumcr y el Centigrado.

En el primero se concibe el intérvalo giie media entre el
punto de congelacion del agua y el punto de ebullicion dividi-
do en SOparles iguales llamadas grados de lieacmiir; yen
d segundo, se concibe el mismo intervalo dividido en 100
partes iguales llamadas grados centesimales.

De donde se sigue necesariamente que cada grado de

Ueaumur vale A grado centigrado; y reciproca-

emente, cada grado centigrado vale ~ de grado de Ue.auimir!

Ademas, es cosa generalmente admilida que las fraccio-
nes de grado se espresen en uno y en otro caso en fracciones
decimales; de modo que no hay cosa mas facil que transfor-
mar unos en otros.

1. " Para convertir un nimero decimal de grados de Roau-
mur en grados centigrados, es necesario afiadir al nlmero
dado la cuarta parte i propio.

LI resultado de la adicion es el nimero buscado.

2. " Para convertir un numero decimal de grados centesi-
males en grados de Reauinur, réstese del numero dado la
(iuinla parte del mismo, y se tendra el nimero buscado.

Asi, por ejemplo,

39S 4716-=39,4716-hl),86797493-"« 3395;
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reciprocamente,

497-%3395=49,3395 —9,8679= 398-«-4716.

Del mismo modo,
[19s'=-23076=119,23076—23,84615”7958" -38461;
958*-38461=95,38461+23,84615=-1198- 23076.

lite.

IVETODO AlIlIEVIADO PARA LA MULTIPLICACION CON UNA APRO-
XIMACION DADA

197. Terminaréraos este capitulo con la esposicion de un
método' abreviado para obtener el producto de dos numeros
con una aproximacion dada, método cuya utilidad hacen re-
saltar suficientemente las operaciones-anteriores. -

Hemos visto en efecto que, para valuar las antiguas me-
didas en nuevas, 6 reciprocamente, hay que multiplicar frac-
ciones decimales do gran namero de cifras, aunque porlo
comdn solo se necesita tomar en cuenta un corto nimero de
ellas en el producto.

Importa, pues, tener un medio de obtener el producto de
dos nimeros decimales cualesquiera con el grado de aproxi-
macion que exige el enunciado de una cuestion, sin necesi-
dad de calcular todos los productos parciales que supone el
pt'ocedimionlo ordinario dela multiplicacion.

liste medio os el que constituye el meétodo abreviado que
Pasamos & esponer.

Sea, por ejemplo; valuar en menos de una milésima el
pi'oducto de los dos nameros.

84,0783647 y 72,46538.

Se conseguirla evidentemente el objeto deseado, si pudié-
samos formar un nimero que contuviera todas las milésimas
y loiias las unidades de 6rdenes superiores, contenidas en el
Pi'oducto total.

fisto es precisamente lo que se consigue operando en la
¢'ma que vamos & manifestar:
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‘acion propuesta. Prueba de la operacion.
84,0783647 72465380
8 356427 746387048
588 548548 579723040
16 815672 28986152
3 363132 507257
504468 57972
42035 2173
2520 434
672 28
6092,77047 4
6092,7706N

Se comienza por colocand mulliplicador debajo del inui-
Itplicando, escribiendo sus cifras en un orden inverso, (e
imuio (jue la cifra 2 de sus unidades simples se encuentra de-
bajo de la cifra de las cieninilésiwns, es decir, debajo de la
eilva que ocupa el segundo lugar hacia la derecha de a(|uella
ruyo orden indica el grado de aproximacion exigido: después
la cifra 4 de sus décimas, bajo la cifra de las diezmilésimas
<lel niulliplicando; la cifra 0 de las centésimas bajo la cifra
de las milésimas; y asi sucesivamente.

Por medio de esta disposicién, cada cifra del multiplica-
dor corresponde & la cifra del multiplicando, cuyo produelo
DOi- el primero da cienmilésimas.

Asi, la cifra 7 de V& decenas del mulliplicador, corres-
ponde 4 las cifras de las millonésimas del multiplicando, por-
que (iecc/m multiplicadas por millonésimas producen cien
milésimas.

Del mismo modo, si hubiera centenas en el multiplicador,
se colocaria su cifra debajo de las diezrnillonésmas del niui-
liplicando.

Hsio supuesto, se multiplican sucesivamente todas las ci-
fras fiel miilliplieando empezando por la derecha, porcada
una de las cifras del multiplicador, no teniendo en cuentaen
cada operacion parcial, las cifras del multiplicando, que estan
colocadas & la derecha de aquella por la cual se multiplica; y
los productos (considerados como resultantes de la mullip?
cacion de dos numeros enteros) se colocan unos debajo ce
oti'os de modo <jue sus unidades simples estén en una uism
columna vertical. So suman en seguida lodos estos producios»
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y & ia derecha de la suma, se separan cinco cifras decimales,
cuyas (Jos Ultimas se tachan.

La parte & la izquierda de estas dos ultimas cifras es el
VKODICTO FEDIDO.

Para darnos cuenta de este modo de proceder, y conven-
cemos de (pie asi se obtiene Agrado de aproximacion deseado,
hasta observar que en cada multiplicacidn parcial, no tenien-
do en cuenta las cifras del multiplicando, que estan & la de-
recha de la respectiva cifra del multiplicador, se desprecian
muchas cienmilésimas, cuya suma puede llegar & dar diezrni-
Iésimes de error. Pero admitiendo que por término medio se
cometa un error de 5 cienmilésimas en cada multiplicacion
parcial, se ve que se necesitarian diez multiplicaciones par-
ciales, y por consiguiente, diez cifras en el multiplicador, pa-
ra que el error cometido fuera de. 50 cienmilésimas, 0 de 5

.’y 20 cifras en el multiplicador, para que el
error se elevara @ 5x2 6 10 diezmilésimas, 6 una sola milé-
SIN|e

198, PiilL'EBA DE LA oPEiuGioN. — Para comprobar el re-
sultado obtenido, hé aquilo que conviene hacer en la préactica;

Se loma el multiplicador por multiplicando, y reciproca-
mente, segin indica ia operacion del nimero precedente; y se
dispone el nuevo multiplicador como en la operacion primili-
"<, efectuando las multiplicaciones parciales del mismo mo-
do, salvas algunas modificaciones que es necesario indicar:

Se ha colocado un O 4 la derecha del 7iuevo multipli-
cando, 4 iin (le que la ultima cifra 8, del nuevo mulliplica-
«_({‘ tenga su correspondiente en la multiplicacion por dicha
cifra:

2. “ Seha lachado la primera cifra & la izquierda, 7, del
Joliiplieador, porque segln la regla antes establecida no de-
be dar lugar & ningln producto parcial;

3. * Kii cada multiplicacion parcial, d\producto de la ci-
h'a del multiplicador por la cifra superior que le corresponde
moinediatamente, se ha tenido el cuidado (y esto es imporlan-
®)ck agregar las unidades que se llevarian del producto por
dicha cifra, de la cifra que esta & su derecha en el multipli-
cando. e

Asi, en la multiplicacion por la cuarta cifra 7 del multi-
plicador, se han afiadido al producto de 5 por 7, 6 35, las 2
lenidades que se llevarian del producto de la cifra 3 que esta
ilnmediatamente & la derecha del 5 por el mismo multiplicador 7.
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AndiogamtiiUe, en la operacién inmediata posterior, d
producto do 6 por 8, se han afiadido las 4 unidades, que %
habr{an llevado del producto de 8 por 5 6 40, y asi sucesiva-
mente.

4. Por ultimo, al llegar & la cifra 7, que se ha tachado
en el multiplicador, se le ha multiplicado mentalmente por la
cifra 7 que estd & su derecha en el multiplicando, y se hall
1scrilo d(3bajo del producto precedente las 4 unidades que s
llevan de este producto mental.

Esta ultima modificacion ofrece dos ventajas; la primera,
atenuar mucho los errores cometidos; y la segunda dar liigai'
a conocer si debe aumentarse una unidad & la cifra en-que s
ilctiene la aproximacion , & lin de obtener un resultado mes
exacto.

Kn el ejemplo que acabamos de presentar, hemos hallado
que son 47 las dos ultimas cifras de la operacidn primitiva,
mientras que por Vaprueha, hemos hallado 60. Todas las de-
mas cifras son las mismas.

I>uego 6092,771 es el valor del producto pedido con me-
nos (le media milésima de error por esceso.

lié aqui otro ejemplo un poco mas complicado :

Sean los dos nimeros

1307,510300896472 'y 256,10978641,

cuyo producto quiere obtenerse aproximado hisla cienmilé-
simas.

Operacion propuesta. Prueba de la operacion.
1307,51030089647/ 256,1097864100
14 687901052 2-74698 0030157031
2015 020001792 NG 1097864100
653 755150445 76 8329359230
78 450618048 1 7927685048
1 307510300 1280548932
117675927 25610978
9152570 768329
1046008 2048
78450 230
5228 15
........... 130 334866,1838W

33486'6,18388»« m
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Fl-resultado pedido es aqui 334866,18389, al cual falla
menos de una cienmilésima.
Apliquemos el procedimiento que acabamos de esplicar &
los ejemplos de los 186, 189 y 191
Calcular con menos de 0,61 de error el producto de
los niimeros

8991666.. y 47,19,

Disponiendo estos numeros segln el procedimiento, y lo-
mando en cuenta cuatro decimales en el producto, se obtiene
4243165T; luego el producto pedido es 4243 reales 16 cén-
timos como en el n.° 186.

y Hallar el producto de 0,5130740 por 47,1984 con
cittco decimales exactos.

Se obtiene 24,21627.ff9', como en el n® 189.

3® Multiplicar 1,949036 por «i mismo y obtener e! pro-
ducto con seis decimales.

Resultado; 3,79874132' como en el n.” 191,

199. Observacion. — Fsle procedimiento puede aplicarse
igualmente al célculo aproximativo del producto de dos nu-
meros en/eroi, compuestos de un gran numero de cifras.

Ejemplo.—Se \ue, el producto de 470256497 por 2305687
con menos de un millén de error:

470256497,00
78050 32-

940512994 00
141076949 10
2351282 45
282153 84
37620 58
3291 75

1084264291 62 1084264292

Tendremos seguridad de obtener el producto con la aproxi-
ilacion deseada, teniendo en cuenta las centenas de millar y

decenas de anillar, es decir, calculando en el producto dos
cifras mas que el nimero de ellas pedido.

Para eslo, se dispone el muiliplicador debajo del multipli-
cando, escribiendo sus cifras en un orden inverso, y de nia-
jera que la cifim 7, de sus unidades simples, caiga bajo la ci-

de las decenas de millar del multiplicando ; entonces, la
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cifra 8 (|q las decenas del imilliplicador cao naluralmoDio bajo
la cifra de las unidades de millar del multiplicando; v asi res-
pectivamenlo las otras cifras. Mas como las cifras de centenas
de millar y de millones (H\ multiplicador londrian cifras
correspoiulienies en el multiplicando, se ba suplido esta falta
con dos ceros, que se han colocado & la derecha de este, v
que se suponen representar décimas y centésimas.

Hecho esto, se ejecutan las operaciones parciales como en
el namero precedente; y se llega al resultado 1084264-29162,
cuyas dos Ultimas cifras deben ser lachadas ¢ suprimidas, ob-
teniéndose por Ultimo

1084264292

que es el namero total de millones ((uc se obtendria siguiendo
el procedimiento ordinario.
Del mismo modo se hallaria que el nimero de decenas ck
contenidas en.el producto 3780954x68574 es igual
4 17992.
Advertencia. En el capitulo octavo esplicaremos un méto-
do abreviado para obtener el cociente de la division do dos
nimeros decimales con una aproximacion dada.

Ejercicios.

\ Ina propiedad rural de 0i0'/" fanegas ha c(istadi>
146500 reales: se desea saber: 1." el nimero de hectareas y
areas que contiene; 2® el precio de cada hectérea.

Il Un arco de circunferencia contiene 47719'30" (divi-
sion antigua): se desea saber su valor: 1.” en segundos sexa-
gesimales; 2." en segundos centesimales.

HI. Un camino de hierro cobra por el trasporte de io*
carbones 0"®-,388 por tonelada (de 1000 kilogramos) y po*
kilometro. Se paga ademas un derecho fijo de 7“s-,50 por wa-
gon que contiene 3240 hectéyramos. (A cOmMo costaran
28275>@®™\65 comprados al precio do 825 el hectolitro, y
transportados en el camino de hierro & la distancia ce
15™""™* 97, pesando 82 kilogramos el hoclélilro de carbén?
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IV. A volumen igual, pesa el agua 773 veces masque el
aire: se quiere saber el peso de 945"~ 479 de aire.

V. Segln la ley francesa, un franco debe tener 5 gramo's
(le piala; una moneda de 5 francos, que solo pesa 24sr-A4G7,
¢tiene el peso debido? y si no lo tiene ;cudnto ha perdido ?

vi. Un platero funde 3 kilogramos de plata que contienen
undmmo de cobre, con 5 kilogramos de plata que contienen
un octavo de cobre. ¢Cudl es la cantidad de cobre que hay en
el metal asi obtenido?

Vil.  ¢Cuadl es la capacidad de un vaso que contiene agua,
siendo el valor de su peso 2 monedas ded 5 francos, 3 mo-
nedas de 1 franco y 1 de 20 céntimos?

VIII. A valor igual, la moneda de oro pesa 15,5 veces
menos, y la de cobre 40 veces mas que la de plata.

Se pregunta: icuanto pesan 1000 francosen oro; 2." cuan-
tas monedas de oro de &'20 francos se necesitan para hacer el
pe?Jo de un kilogramo; 3.” cuanto pesan 100 francos en
cobre.
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CAPITULO V.

Formacion de las potencias y eslraccion de las raices
segundas y terceras.

PRIMERA PAUTE.

SEGUNDA POTENCIA O CUADRADO, Y RAIZ SEGUNDA O CUADRADA DE
UN NUMERO.

lociones y principios preliminares.

200 HOI‘ﬂOS V|St0 (n.° 45] que Ia segunda potencia Ch
un ndmero es el producto de este ntmero midliplicado por it
mismo, 0 Aproducto de dos factores iguales & tiicho nimero,
y que, reciprocamente, la raiz cuadrada 0€ UN namero &
un segundo nimero que, multiplicado por si mismo, 0 eleva'
do & la segundapotencia, da por resultado el nimero pro-

uesto.

P lista SEGUNDA POTENCIA y la SEGUNDA RAIZ sii dcsigiiaii laiD'
bien con los nombres de cuadrado Y 0€ raiz cuadrada.

Asi el cuadrado de 7 €549; reciprocamente, 1a raiz cue-
drada 0e 49 es 7. , A

Del misrao modo, 12 tiene por cuadrado, 12x 12 ¢ 14a:
reciprocamente, 144 tiene por raiz cuadrada 12.

Los CUADRADOS de \ai nueve primeros nimeros enteros
bailan en la tabla de Pilagoras (n.° 18); y los cuadrados (jo
las diversas potencias de 10, se forman (n® 20) duplicando
el nimero de ceros.

La fonnacioji del cuadrado de un ndmero no exige
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fJU6 la aplicacion de las reglas de la viulUplicacioii ’ pero no
sucede lo mismo con la estraccion dé la raiz cuadrada, quUe
llene por objeto :

J)ado un ndmeroy hallar otro, que multiplicado por si
mtsnoy reproduzca el ndmero propuesto.

Esta cuestion no puede resolverse sino por una operacion
esencialmente distinta de las espuestas hasta aqui; y es ade-
més de grandisima importancia en la Geometria v en el Al-
gebra.

Eos diez primeros numeros enteros '

1, 2, 3, 4 5 6 7, 8 9' 10,
tienen POr cuadrados
> 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100;

por consiguiente los nimeros de la sequnda serie tienen por
raices cuadradas [0S nUmeros de la primera.

A la simple inspeccion de estas dos séries de nimeros
se conoce que; entre los nimeros enteros do una 6 de dos Ci-
iras, solo hay nueve que son cuadrados de 0tros nimeros en-
ieros, y que todos los dem&s tienen por raiz cuadrada Un nd-
mero entero, mas anaparte de la unidad.

Asi, 53, que estd comprendido entre 49 y 64, tiene por
RAIZ cuadrada, 7 mas anaparte de la tmidad. Del mismo mo-
do, 91 tiene por raiz cuadrada 9 Mas una parte de la uni-
W ; etc.

. Los nmeros 7, 9,,... se llaman las partes enteras de las
fQices cuadradas de 53, 91, etc.

201. Numeros inconmensurables.— Tratando de valuar la
parte de la unidad (UE debe afadirse a la parte Eltera de
ta raiz cuadrada de un nimero, se va & parar a la Rronosi-
dion siguiente;

Un ndmero entero que no es el cuadrado de otro ndmero
é\)r(g%ll’[%y no puede tener por raiz un ndmero fraccionario

En efecto, para qUE UN namero fraccionario eucto, tal

como -, pueda espresar la rai cuadrada de un n(mero en-

seria necesario que el producto” x 0(n." 129) ",
"oera igual & un NUMero entero.
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Pero oslo es imposible; porque supongamos (como siem-

pre es permitido] que la fraccion ~ sea irreductible, 6en otros

términos, que oy 6 sean primos entresi : @y  serdn tam-

a_
bien (0."*92) entre si, Y por consiguiente ® no pue-

de ser igual 4 un nimero enteuo.

Luego, etc.

De aqui se sigue que la raiz cuadrada de un ndmero en-
tero que no es el cuadrado de otro ndmero entero, no puede
medirse exactamente por medio de la unidad ;'en consecuen-
cia, se llama nimero inconmensurable 6 irracional, por 0po-
sicion al ndmero que puede medirse exactamente por meilio
déla unidad y que se Illama nimero conmensurable o ra-
cional,

Asi las raices cuadradas de 7, 28, 65, nimeros de unao
de dos cifras, diferentes de los nimeros ele la série arriba
puesta (n® 200), son NUMEroS inconmensurables o irracio-
nales.

Para representar esta clase de nimeros, se conserva, de-

lante de las cantidades que los originan, el signo radical Z
(n." 45), indicador de que debe estraersc la raiz.

Se escribe, pues; V7, \/28, y se dejan los numeros
bajo esa forma. _

(Tratadndose de la raiz cuadrada, se omite el colocar den-
tro del signo el Indice de la raiz.)

No podiendo eslraerse exactamente las raices cuadradas
de los nimeros?, 28, 65, se dice que estos ndmeros no son
CUADRADOS PERFECTOS; y las PARTES ENTERAS de SUS rajecs -,
5, 8, son las raices de los mayores cuadrados contenidos en
estos nimeros, 0 en otros términos, las raices cuadradas de
dichos nimeros aproximadas hasta en menos de una unidao*

202. El examen atento de las dos séries de nimeros
(n®200) ensefia también que la diferencia antre dos utme'
ros consecutivos UQ la segunda série es lanio mas considera-
ble, cuanto mayores son sus raices; y Si Se sacan esas mrB-
RENCIiAs, se advierte que sigilen una ley constante.
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Asf se tiene:
100 — 81 = 19=2 veces 9/-1
81 —64= 17= 2 veces 8-f-3
64 — 49= 15=2 veces 7+ 1

De esta observacion se deduce la*proposicion general si-
guiente que vamos & demostrar:

La diferencia entre los cuadrados de dos nimeros enteros
conseculicos es igual al duplo del menor de dichos ndmeros
fms una unidad.

Sean, en efecto, 0 y «+ 1 dos nlmeros enteros consecu-
tms; aplicando la regla del n.* 48 y observando que el cua-
arado de 1es 1, tendremos

(a+tl)2 6 (a+1) (a+i] = a*+ axI+lxa + I,

de donde
(a+1f-=na5+2fl + |

espresioiies que difieren de  (cuadrado de a), en la cantidad
2a-i-t; lo cual justifica la proposicion enunciada.
Asi, la DIFERENCIA de los cuadrados de 348 y de 347 es
lgual & 2 veces 347 mas 1, 6 4 695.
, De donde se sigue que entre los cuadrados de esos dos
nameros tiay 694 nimeros que no son cuadrados perfectos.
Establecidas estas nociones, pasemos & las operaciones de
eslraccion de la raiz cuadrada de un numero.

8§ E Estraccion de la raiz cuadrada de un numero con

MENOS DE UNA UNIDAD DE ERROR.
Estraccion de la raiz cuadrada de un ndmero entero.

203. Como la raiz cuadrada de un namero entero puede
ser (n* 201) un ndmero conmensurable 6 inconmensurable,
nosotros Nos proponemos abora buscar esa raiz si el nimero
propuesto es un cuadrado perfecto, 6 la parte entera de esa
laiz, 6 en otros términos, cstraer la raiz del mayor cuadrado
contenido en un ndmero entero, 6 bien también estraer la raiz
elrz?grrada de un ndmero entero con menos de una unidad de
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Si el nimero dado solo tiene una 6 dos cifras, su rai%a
la PARTE ENTERA de SU raiz se obtiene & la simple inspeccion
de las dos séries de numeros del n." 200.

204. Segln esto, solo debemos considerar los ndmeros
que tienen mas de dos cifras.

Comencemos por observar que la raiz de lodo nimero en
tero compuesto de mas de dos cifras, tiene necesariamente
mas (le una cifra, y porconsigiiienic contiene decenas y uni-
dades.

Ahora bien, si designamos por a y 6 las decenasy las
unidades de la raiz, el numero propuesto, sea el que quiera,
puede representarse por la cspresion {a-hbf, la cual, desar-
rollada con arreglo al principio del n® 48, da por resultado

ati~ab~{-ba+ b~ ¢

de donde se sigue que:

El cuadrado de un nimero compuesto de decenas y unida-
des @NN\QQtres partes distintas, 4 saber: 1. el cuadrado de
las decenas; 2® el dobleproducto de las decenas por las uni-
dades; 3.* el cuadrado de.las unidades.

205. Sentado esto principio general, sirva de primer
ejemplo estraer la raiz cuadrada de 6084:

6084 78

49 148

1184 8

118 4 1184
0

Constando este numero de mas de dos cifras, pero siendo
mas pequefio NQII000, cuadrado de 100, su raiz (la pala-
bra raiz se loma aqui para abreviar, tanto para espresai; la
raiz exacta, como para espresar la parte entera de la raiz),
no puede tener ni mas ni menos de dos cifras, es decir, gae
contiene decenas Yy unidades.

Si pudiéramos, pues, descubrir en 6084, el cuadrado de
las decenas de la raiz, obtendriamos facilmente estas decenes;
pero como el cuadrado de las decenas no puede dar menos de
centenas, es claro que debe bailarse integro en la parte 00
del namero dado, & la izquierda de sus dos Ultimas cifras,
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parte que ademas puede contener centenas y millares proce-
dentes de los otros términos, términos del cuadrado.

Abora bien, el nimero 6U estd comprendido entre los dos
cuadrados perfectos 49 y 04; por consiguiente, 6000 & su
vez esta también comprendido entre 4900 y 6400, que son
los cuadrados de 70 y 80; lo mismo sucede con el nimero
Bropuesto 6084; luego 7 es la cifra de las decenas que se

uscaba.

Asi, la RAIZ PEDIDA coDsta de 7 decenas y de un namero
de unidades menor que 10

Hallada ya la cifra 7 de las decenas, se escribe & la dere-
cha'del nimero dado, separandola de él por una raya verti-
cal; después su cuadrado 49 se resta de 60, lo cual da 11 de
resto, & cuyo lado se bajan las otras dos cifras, 84.

El resultado, 1184, de esta primera operacidon contiene
todavja {n." 204);

El dobleproducto de las decenas por las unidades y el
cuadrado de las unidades.

Ahora bien, decenas multiplicadas por unidades no pue-
den dar en el producto menos de decenas; por consiguiente la
ultima cifra 4 no puede pertenecer al doble producto de las
ckcenas por las unidades; asi, pues, este doble producto se
baila contenido en la parte de la izquierda ,118, que se se-
para del guarismo 4 por medio de un punto.

buego, si después de haber duplicado las decenas, lo cual
da 14, dividimos 118 por 14, el cociente 8 es la cifra de las
unidades, 6 una cifra mayor que la de las unidades.

Este cociente no puede ser menor que la cifra de las uni-
dades porque como 118 contiene el dobleproducto de las de-
cenas, 14, por las unidades, es preciso que de esa cantidad
pueda restarse el producto de 14 por la cifra en cuestion; pe-
mo puede ser mayor, porque 118, ademas de aquel doble pro-
ducio,oﬁuede contener también decenas procedentes del cua-
drado de las unidades.

Para comprobar si el cociente 8 espresa las unidades, bas-

escribirle & la derecha de 14, lo cual d& 148, y después de-
bajo de si mismo, multiplicando luego 148 por 8. Si 8 es en
electo la cifra de las unidades, se forman de este modo evi-
dentemente, |.** el cuadrado de las unidades; 2." el doble pro-
ducto de las decenas por las unidades.

Efectuada esta multiplicacion, resulta el producto 1184,
adinero igual al resultado de la primera operacion; reslan-
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dolé (le dicho resultado, queda O de resto; luego 78 es la
RAIZ PEDIDA.

En efecto, de las operaciones precedentes resulta, que de
6084 se han restado sucesivamente el cuadrado dé 7 decenas
6 de 70, mas el doble producto de 70 por 8, mas iinalinenle
el cuadrado de 8, es decir, las tres parles que entran en la
composicion del cuadrado ele70+8 0 78; v como el resto es
0, se infiere qué 6084 es el cuadrado de 78, y por consiguien-
te es (N® 201) uUN cuadrado perfecto.

Sirva de segundo ejemplo el nimero 841:

841 29

4

44.1 T'Og

41—
0

Hallandose este nimero comprendido entre 100 y 10100,
su raiz se compone también de dos cifras 6 de decenas y uni-
dades.

Se probaria como antes, que la raiz del mayor cuadrado
contenido en 8, parle &la izquici‘da de las dos cifras que des-
ggadluego se separan, es la cifra de las decenas de la raiz pe-

ida.

El MAYOR cuadrado contcnido en 8 es 4; luego la raiz es
2, lacual se coloca & la derecha del nimero propuesto; des-
pues se resta 4 de 8,dy se obtiene el resto 4.

Bajando al lado de este resto la seccion siguiente 41, se
obtiene 441, namero que contiene todavia el doble produelo
de las decenaspor las unidades™ mas el cuadrado de las imi-
dades.

liariamos ver ahora, como se hizo en el primer ejemplo,
que, si se separa la Ultima cifra de la derecha, 1, por medio
de un punto, y se divide la parle de la izquierda, 44, por 4,
duplo de las decenas, el cociente es la cifra de las unidades, 0
una cifra mayor.

Pero aqul el cociente es 11,y es evidente que no puode
haber mas de 9 unidades simples, pues lo contrario, seria su-
poner que la cifra hallada de las decenas no era la verdadera-

Debemos, pues, ensayar la cifra 9: para esto, se esenmo
el 9 4 la derecha de 4, duplo de las decenas, y después deba-
jo de si mismo, y se multiplica 49 por 9. Esta mulliplicacioD
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da el producto 441, que es igual al resultado de la primera
Operacion: por consiguiente, 29 es la raiz pedida, y el nu-
Mero propuesto es Un cuadrado perfecto.

Reflexionando sobre el procedimiento que acabamos de
seguir para estraer la raiz cuadrada de un numero de tres
0 cuatro cifras, se ve que consta de dos operaciones prin-
cipales :

P La PRIMERA consiste, después de haber separado las dos
Gltimas cifras 4 la derecha, en estraer la raiz del mayor cua-
drado contenido en la parte de la izquierda, y en restar de
ella dicho cuadrado.

Lsla raiz espresa necesariamente las decenas de la raiz to-
tal; porque el cuadrado de esta raiz seguida de un cero, y el
cuadrado de la misma raiz aumentada en una unidady segui-
da también de un cero comprenden evidentemente al nimero
propuesto.

La SEGUNDA Operacion consiste, después de haber bajado
las dos cifras & la derecha del resto, y separado por medio de
tin punto la dltima de ellas, consiste, digo, en dividir tapar-
te de la izquierda por el duplo de la cifra hallada.

El cociente es la cifra de las unidades, 6 una cifra mayor;

Y para asegurarnos si es la cifra buscada, se forma el
cuadrado de dicho cociente, y el producto del duplo de las
decenas por el mismo cociente. Si la suma que se obtiene es
igual 6 inferior al resultado de la primera Operacion, se tiene
seguridad de que el cociente espresa  unidades, y entonces
se escribe a la derecha de las decenas; en el caso contrario, se
disminuye el cociente en una 6 mas unidades.

Advertencia. No es posible poner desde luego en eviden-
cia el cuadrado de las unidades: porque este cuadrado da en
general (n.° 200) decenas ([t Se combinan con las que proce-
den del doble producto de las decenas por Jas unidades; de
c"odo que es imposible determinar de una manera precisa en
ntié parle del numero propuesto se encuentra el cuadrado de
lus Unidades.

Sirva de tercer ejemplo el nimero 3719:

371 9

12
119

La raiz del mayor cuadrado contenido en 37 es G, cifra
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que se escribe & la derecha del nimero dado; se resta el cua-
drado de 6, 6 36, de 37, lo cual d& 1, & cuyo lado se baja la
seccion 19, separando por medio de un punto la Ultima cifra
de la derecha.

Se duplica d cifra 6 hallada para la raiz, después se ten-
dria que dividir por 12 la parle que esta & la izquierda de la
dltima cifra; pero como aqui el dividenifo parcial 11 es menoii
que el divisor, debe concluirse que la raiz no tiene unidades
simples, \NiGlo que, si solo tuviera una, pociria restarse de
119 el producto de 121 por 1; lo cual es imposible.

Se coloca, pues, un O & la derecha de las seis decenas,
tendremos que la raiz buscada es igual & 60, quedando un re-
siduo igual & 119.

De aqui se sigue que el ndmero propuesto no es un cua-
drado PENFECTO, y que 60 es la raiz del mayor cuadrado
contenido en dicho nimero, 6 en otros términos, la rais del
mMismo NUMEro con menos de una unidad de error.

El residuo es lo que se deberia rebajar del nimero pro-
puesto, para que el nimero resultante fuera cuadrado per-
fecto; €S dicho resto y debeser Ghefecto (n.° 202) me”orqub
el duplo de 60 mas 1.

Veremos mas adelante como puede valuarse aproximada-
mente la parte de la unidad que debe afadirse 4 la parte en-
tera de la raiz.

206. Pasemos 4 la eslraccion de la raiz cuadrada de un
namero de mas de cuatro cifras.

Sea 56821444 e! nimero propuesto;

7538
49 145 1503 15068
~782 5 3 8
725 725 4509 120544
5 71.4
4509
120 54.4
12054 4
0

Como el numero propuesto es superior & 10000, su raiz
d_?be ser mayor que 100, es decir, debe tener mas de ds
cifras.
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Pero, cualquiera que sea su nimero, puede siempre cou-
siderarse la raiz como compuesta de dos parles distintas: de-
caesy unidades simples. (Por ejemplo, 5367 es igual &4 5360

536 decenas, mas 7 miidades).

Desde luego, el cuadrado de esta raiz, ¢ sea el numero

propuesto, se compone de tres parles, & saber:
cuadrado de las decenas, mas el doble producto de las
cbcenas por las unidades, mas el cuadrado de las unidades.

Ahora bien, el cuadrado de las decenas da por lo menos
centenas; luego la dltima seccién, 44, no puede formar parte
de él'; luego diclio cuadrado debera hallarse en lo que queda
ala izquierda.

Ahora digo que si se busca la raiz del mayor cuadrado
contenido en 568214, considerando & este ndmero como Si
espresara unidades simples, se tendra el nimero totar de las
decenas de la raiz pedida.

Efi efecto, sea a ia raiz del mayor cuadrado contenido en
5G8214; es claro por el pronto que la raiz pedida tiene &
lo menos un nimero a de decenas, puesto que a”xI00 puede
restarse de 56821400, y con mayor razon , do 56821444,

Ademas, la raiz buscada no podria tener {a-h 1) decenas;
porque siendo 2+ 1) mayor que 568214, (a-i-1)2x 100 es-
cedei 56821400 al menos en una centena, y por consiguicn-
le es mayor que 56821444,

1-uego finalmente, la raiz pedida se compone de a decenas
Olas cierto nimero de unidades menor (Jiie 10; y queda la
cuestion reducida & estraer la raiz cuadrada del numero
068214, considerado por un momento como espresando uni-
dadks simples.

Hazonando sobre 'este nimero como sobre el nimero pro-
puesto, vendremos & parar, para obtener las decenas de su

a estraer la raiz del mayor cuadrado contenido en la
que esta a la izquierda de 14, es decir, en 5682; y pa-
ja oblener las decenas de esta nueva raiz, es necesario tam-
hién hacer abstraccion de las dos Gltimas cifras 82, y estraer

raiz del mayor cuadrado contenido en 56.

Eslraigamos, pues, la raiz de 56; tendremos 7; escribi-

esta cifra & la derecha del nimero propuesto, separando-
p por una raya; restamos de 56, el cuadrado de 7 0 sea 49,
®cualda 7 de resto, & cuyo lado se baja la seccion siguien-
®I (porque ahora es necesario determinar la segunda cifra
®la raiz dei mayor cuadrado contenido en 5682). Separan-
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«lo la iillima cifra & la derecha de 782, y dividiendo después
78 por 14, duplo de la raiz hallada, ss obtiene por cociente
5, que se escribe & la derecha de 14, lo cual da 145 ; sees-
cribe también 5 debajo de 145; se multiplica 145 por 5, yd
producto 725 se resta de 782. Las dos,cifras halladas, 75,
representan ahora la coleccion de las decenas de la raiz (e
nimero 568214.

Pai'a obtener las unidades, se baja al lado del resto 57, la
seccion 14, lo cual da el nimero 5714, cuya Gltima cifra
separa. Dividiendo 571 por 150, duplo de la raiz hallaihi, &
obtiene el cociente 3 que se escribe & la derecha de 150, o
cual d& 1503; se escribe también el 3 debajo de 1503, ®
multiplica 1503 por 3, y el [irodiicto 4509 se resta de 5714
753 representa entonces el numero total de las decenas déla
raiz pedida.

Finalmente, para obtener la cifra de las unidades, se ba-
ja al lado del resto 1205, la Gltima seccién 44; después*, lii-

"ciendo abstraccion de la dltima cifra, se divide la parte de In
izquierda 12054 por 1506, duplo de la raiz hallada: se ob-
tiene el cociente 8, que se escribe & la derecha de 1506, lo
cual da& 15068. Multiplicando 15068 por 8, y restando d
producto de 120544, se obtiene cero por resto.

Luego 7538 s la raiz pedida.

Para comprobar esta operacion, basta multiplicar 7538
por si mismo, segun las reglas de la multiplicacion.

207. Heula general. — Sise han comprendido bien les
diferentes partes de la operacién que acaba de esplicarse de-
duciremos de ellas con mucha facilidad la regla siguiente.

Dividase el nimero dado en secciones de a dos cifras, em
pezando por la derecha; la ultima seccion de la izquidaa
PUEDE tener una sola cifra; tracense & la derecha del ninero
dos lineas, una vertical y otra horizontal, dispuestas cono
para la operacion de la division ;

Hecho- esto, /?ara obtener la paniERA cifra de laraiz, es
traiyase la raiz del mayor cuadrado contenido en la primero
seccién déla izquierda;

Escribase esta primera cifra & la derecha de la raya ver-
tical , férmese siicuadrado, réstese de la primera seccion ck
la izquierda y bajese a la derecha del resto la seccion si-
fjuiente;

A fn de obtener la segunda cifra de lai‘aiz, sepéresepf
medio de unpunto (a Ultima cifra de la seccion bajada;



DE ARITMETICA 235
mex el duplo de laprimera cifra de la mis, y escribase de-
bejo ck la rayaliorisontal; dividase por dicho duplo laparle
pe queda a la izquierda de la cifra separada, tenioido cui-
dacb de rebajar el cociente a 9 si por acaso resultara mayor;
escribase este cociente & la derecha del nimero formado por el
duplo de la primera cifra de la rais; multipligUese el nime-
ro resultante por el mismo cociente; ensayese & ver si es posi-
be restar el producto obtenido, del primer resto seguido de
lasegunda seccidn, y si esta sustraccion no es posible, dismi-
ndjese al cociente el nimero de unidades necesario para que
pueda efectuarse.

Escribase la segunda cifra de.la raiz, asi encontrada, &
laderecha de ja primera, y bajese a la derecha del resto de la
ultima sustraccion la seccion tercera;

Para obtener la tercera cifra de la raiz, hagase abso-
lutanente la misma serie de operaciones que para obtener la
SEGUNDA, separando por medio de un punto la Ultima cifra de
latercera seccidn bajada , dividiendo la parte que queda a la
i~uierda, por el duplo del nimero que forman las dos pri-
meres cifras de la raiz, y operando sobre este cociente como
sobre el anterior;

llagase lo mismo para obtener las cifras siguientes de la
Maiz, las cuales se iran escribiendo sucesivamente cada una a
la derecha de la precedente, hasta que se hayan bajado todas
las secciones del nim'bro dado.

KI niimL'ro propuesto es 6 no es cuadrado perfecto, se-
SiiR (jue el residuo final de estas operaciones es cero 6 es di-
ferente de cero.

208. Observacion.— 1.* De la naliiraloza misma del pro-
cedimiento resulta que el nimero de las cifras de la raiz es
“geal al nimero de las secciones hechas en el ndmero dado; lo
cual ademas puede demostrarse directamente.

2" Se ha observado ya (n.” 205, 3®*ejemplo) que cnan-
<Del nimero dado no es cuadrado perfecto, el resto debe ser
“Yorque el duplo de la raiz mas una unidad. Segim el mis-

principio, el resto de cada operacidnparcial debe & lo mas
@rigual,al duplo Gt\ nimero formado por las cifras déla

bailadas hasta entonces, porque este nimero mismo, ha-
blando con propiedad , es la raiz de la joar/edcl nimero da-
-k que le corresponde, considerada como espresando unida-
des simples.

fie este modo puede conocerse, en el curso de la opera-
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Clon, sj una cifra hallada para la raiz estd mal determimda'i

aumentarse en una 6 mas unidades.

3. Es evidente (fue, para hacer id prueba de la opera
cién, es necesario mulliplicar por si misma la raiz hallada, y
Sl hay algln residuo”™ afiadirle al producto, para reproducir
el numero dado; todo lo cual es consecuencia de la definicién
misma de la raiz cuadrada.

_209. Otra OBSEavACloM. — Puede suceder, en la aplica-
cion del procedimiento & ejemplos particulares, que (k-snues
de haber bajado una seccion y separado por medio de un pun-
to la ultima cifra de su derecha; se reconozca que la parle
restante a la izquierda es menor que el duplo del nimero for-
mado por las citi'as halladas de la raiz. Esto es sefial segura
de que la raiz pedida no tiene unidades del orden siguiente d
de la ultima dira obtenida; se pone, pues, entonces un Oen
ia raiz, a lin de conservar & las cifras precedentes su valor
relativo, y después se baja la seccion siguiente, conlinuaiulo
la operacion por la regla general.

De este modo se encuentra :

V17698849 = 4207, exactamente.

210. Manera de obtener la raiz con menos de media uni-
dad de error.— Hemos visto que, cuando un nimero entero
no es cuadrado perfecto, la aplicacion del procedimiento da la
raiz con menos de una unidad de error. Pero de la inspeccion
misma del resto comparado con la raiz, se deduce el medio
de obtener siempre esta raiz con menos de media unidad CB

error, sin tener necesidad para ello de prolongar mas la ope-
racion.

Sea, por ejemplo, estraer las raices cuadradas de los ni-
meros

697685 y 18308009;

se obtiene por resultados,
835 con elmio 460;
4278 con el resto 6725.

Estos restos son, el uno menor, y el otro mauor que las
PARTES ENTERAS dc ias laices correspondientes.
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Digo pues que, en el primer caso la raiz obtenida, 835,
€SPresa (en menos) la raiz buscada, faitandole menos de me-
dia unidad, y que en el segundo, la raiz-obtenida mas 1, 6
4279, da EN MAS la misma aproximacion.

1 -
En efecto, sean a y a -h ’A, dos nimeros que difieren en-
ire s en media unidad.
Si se desarrolla el cuadrado » segun el princi-

pio del 11° 48 y las reglas dadas para las operaciones con los
ljuebrados, tendremos

1 1
a-H - -h2a.~-hj ~ —ha—h4,
espresion que prueba que la diferencia entre el cuadrado de
« namero Yy el cuadrado de otro nimero que escede al pri~
Wero en media unidad es igual a dicho primer numero aumen-

1 . .
tadoen  De aqui se sigue, que si a representa la parte*en-
teiia de la raiz de un numero, y r el residuo de la operacion,

la RAIZ TOTAL, serd inferior 6 superior & a -h  segln que r

1
inferior 6 superior da-h-, 6 simplemente & a, puesto

Quea y r son necesariamente nimeros enteros. Esta raiz es
ademas necesariamente menor que a-M .
Luego, los numeros a 6 a-M, segln los casos, difieren
Ce la raiz total, UNO en menos, ¥ OIr0 en mas ; Pero siempre
una cantidad menor que media unidad.

L. C. D. D

Mi'accion de la raiz cuadrada de un ndmero fraccionario
<mmenos de una unidad 6 media unidad de error.

Cuando ha de estraerse la raiz cuadrada de un ku-
ero fraccionario COMpPUEsto de un entero y de un quebrado,
j retiene solo necesidad de la parte entera de dicha raiz, 6
*Potros términos, cuando solo se quiere eslraer la raiz con
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MENOS DE UNA UNIDAD, O (lo MEDIA UNIDAD DE ERROR, UO flOy W
cesidad'ik liacer caso de la fraccion.

En efecto, si el entero del nimero misfii dado no esun
cuadrado perfecto, diferencidndose necesariamente en merm
de una unidad los dos cuadrados consecutivos que le compren-
den (ti.* 202), dicho ndmero misto estad también comprendido
entre aquellos dos cuadrados, y por consiguiente su rah esta
comprendida entre las de los dos cuadrados, 0 en otros tér-
minos ) tiene la misma parte entera (UE la raiz del entero.

. 11 .
Asi, 47 — se halla comprendido entre los dos cuadrados

consecutivos 36 y 49; y por lo tanto su raiz estd comprendida
entre G y 7, raices de dichos cuadrados, 0 bien, tiene por
PARTE ENTERA G, 0 mismo quG la raiz del entero 47.

Si el ENTERO fuera un cuadrado perfecto, el nimero total
tendria por parte entera de SU raiz la raiz misma de diclio
ENTERO, pues estarla comprendido entre este cuadrado yol
cuadrado inmediatamente superior.

Caractéres particulares de un ndmero entero que no es
cuadrado perfecto.

212. Muchas veces se reconoce, & la simple inspeccion de
un numero entero, que no es cuadrado perfecto; y esto pue-
de ser Gtil en la préctica de la estraccioii de la raiz cuadra
da. lié aqui los signos principales :

1. * Ningln ntmero terminado en 2, 3, 7, 8, puede S
cuadrado perfecto.

Porque, segln la composicion del cuadrado de un nime-
ro que tiene mas de unacifra (n.“ 204), las unidades sinples
(le dicho cuadrado no pueden evidentemente provenir mes
que del cuadrado délas unidades de la raiz; y la tabla de les
cuadrados de los /meue primeros nimeros (n.° 200) nianiiles'
ta que ninguno de ellos lennina en 2, 3, 7, 8.

“ Ningan ndmero terminado en el guarismo 5 puede 9
cuadrado perfecto, a 7io ser que la cifra de sus deceixas sea™

También esto es una consecuencia de la composicion del
cuadrado de un nimero de mas de una cifra.

En efecto, las dos primeras cifras del nimero propuesto
no pueden ser producidas mas que por-el cuadrado de las
unidades simples, pues, siejndo 5 la cifra do estas imidades,
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producto de las decenas por el duplo de 5, 6 por 10, espresa
necesariamente centenas. Pero el cuadrado de 5 es 25; luego
e nimero propuesto debe terminar en 25 para poder ser cua-
drado perfecto.

“ Un ndmero terminado en un solo cero 6 en un mi-
rrero IMPAR cualquiera de ceros, nopuede ser cuadrado per-
fecto.

Porque, si la raiz fuera exacta, no podria menos de ser
un nimero terminado en uno 6 varios ceros; y su cuadrado,
0seael producto de esta raiz por si misma deberla n® 200)
terminarse en dos veces tantos ceros como tuviera la raiz, es
decir, en un niimero/?ar de ceros; lo cual seria contrario al
enunciado de la proposicion.

4. ° Siun ndmero es divisiblepor un tactor primo d, No
pueck ser cuadrado perfecto, si no es divisible por el cuadra-
dod-, de dicho factor.

En efecto, la rai%, si pudiera ser exacta, deberia contener
d factor d; y multiplicAndola por si misma, se obtendria un
ploducto, que contendria necesariamente al factor  ; lue-
go, etc.

Asi, j)or ejemplo, todo namero par debe ser divisible por

para que puetla ser cuadrado perfecto.

Del mismo modo, lodo nimero divisible por 3, debe ser-
lo también por 9, para ser cuadrado perfecto.

Advertencia.  Estos diferentes caracteres no son, hablan-
docon propiedad, masque signos pero muchas
"e0es pueden servir para evitar calculos inatiles.

Aplicacion de la teoria de la rais cuadrada a la invesligacion
de los factores primos de un numero.

213. La estraccion de la raiz cuadrada de un nimero en-
ifiro en menos de una unidad proporciona el medio de obtener
unaespresion distinta de la del ii." 100, como limite de los
~says para la invesligacion do los divisores primos de un
Gomero.

Ks facil ver en efecto, que el menor nimero primo que,
Offiado por divisor de una division cuyo dividendo es el nu-
lero propuesto, d& un cociente fraccionario menor que dicho
Ivisor, es precisamente el ndmero primo inmediatamente
mr(ijoré la raiz del mayor cuadrado contenido en el nume-

ado.
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La PARTE ENTERA do la raiz cuadrada de un nimero &
por consiguiente el limite de los ensayos para la investigacion
de sus factores primos.
Se llega directamente & esta espresion por una demostra-
cion enteramente analoga & la del n.* 100; ya nos ocupare-
mos otra vez de ella en el capitulo 8®

§11.— EsTRACCION de la RAIZ cuadrada POR, APROXIMACION,
DE UN NUMERO ENTERO O FRACCIONARIO.

Estraccion de la raiz cuadrada con un grado de aproxima-
cion determinado.

Cuando el nimero cuya raiz cuadrada se pide, Nno €s cua-
drado PERFECTO, siempre es posible obtener un valor de esta
ralz tan aproximado como Se quiera.

214. Valuacién aproximada de la raiz cuadrada en uni-

dades DE UNA ESPECIE CUALQUIERA— Diido uii nuiiiero cual-
quiera, determinar su raiz cuadrada en menos de una fraccion

-, siendo nun nimero entero; 6 en otros términos, esprcsar

la raiz cuadrada de un nimero por una fraccion que tengad
nuamero N por denominador y que solo difiera de la raiz toa

en una cantidad menor aue

[Rsla cuestion es analoga a laque se tratd en el n." 136
relativa a la valuacion aproximada de las fracciones.]
Sea a el numero dado (enteroo fraccionario); siempre puer

de ponerse (n.“ 135) bajo la forma axm y si después ce

haber efectuado el producto espresado por ax«3, se deter-
minael ntimero entero que contiene dicho producto ; y en e
guida se busca la parte entera a' do la raiz cuadrada

nimero entero, haciendo abstraccion de la fraccion que pue'

de acompaiiarle (n® 211), digo que 2 serd la raiz pedida-

En efecto, de estas diversas operaciones resulta,
axn” estd comprendido entre a"\y (a'-i-i)"; luefo también

axn- a'+l
— ~ esta comprendido entre —a Y ( ) por Cousr
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, «@ . , .,
guienle, la raiz cuadrada tle (TX 0 tie estd también

comprendida entre los dos nimeros

a' a'+ i

. . . . , X
cantidades cuya diferencia es igual &

an J

.r l -pe .
Asi pues, —y n o difieren de s/asino en una can-

lidad menor que  pudiendo ser n un nlmero tan grande

cotno Sé quiera.
215, La aproximacién Que proporciona una U otra de
estas dos fracciones podra también (n.* 210) ser espresalia por

sea en menos, Sea en mas, segun que el residuo de la
cpeiacion ejecutada con \axn” sea inferior 0 superior & la
«a PAIITE ENTERA obtenida en la raiz.

ejemplo.— Se pide la rais cuadrada del numero
43 1
3799y, en menos de  {*).

Este nimero puede ponerse bajo la forma

AX1000
(40)2 « (4Qi2

o'efectuando la multiplicacion de 22404 por 1600, lo cual

@ Usamos esta espresion abreviada que equivale & decir que la
~2 buscada ha de diferenciarse de la verdadera en menos de 4—0
fN. del TJ
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(14 35846400, y después la division de este producto por 59,

se obtiene el cociente
0

607566

La PARTE ENTERA de larad cuadiada de este Gltimo ndmero,
hecha abstraccion del quebrado es

779 con el residuo 725.

, .19
Luego 0 19— esel valor de en menos de

i (n.° 210): porque el residuo 725 es menor que 779, par-

TE ENTERA de ~607566.
Del mismo modo se hallaria que

\v/“3 aproximada hasta L es igual él—z diferenciandose de
i) 15 15

la verdadera en menos do %0 (en menos);

37 aproximada bastai esigual & 61, , dfe
iA oW uU 60

renciandose de laverdadera raiz en menos de m  (en menos).

216. Valuacién aproximada de la raiz cuadrada en &
cimales.— El nimero cuya raiz cuadrada se quiere estraer
puede ser un namero entero ~ 6 una fraccion decimal 6 wn
quebrado comun; deberemos, pues, distinguir tres casos,
esplicarémos sucesivamente.

1
Primer caso.— Sea oa/war \/4759 en menos de 1000

Conforme & la regla del nimero precedente, es necesan
multiplicar &n5” por (1000)", 6 1000000, lo cual equival®®
escribir seis ceros & su derecha, y después es necesario ci'
traer, en menos de una unidad, la raiz cuadrada del nimei
resultante.
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APero si se observa que, seguin la regla general del
fi.> 207, debe la operacién comenzarse repartiendo el nime-
roen secciones de & dos cifras, comenzando por la derecha™
se comprenderd que por el pronto es inGtil al colocar los seis
ceros a continuacion de 4759, y que bastara ir bajando una
seccion de dos ceros 4 la derecha del resto de cada operacion

parcial.
listo supuesto, lié aqui como debe procederse;

68985

12.8
8

t 17 90.0
759 60.0
C9 775

Después de haber estraido, con arreglo al procedimiento
ordinario la raiz del mayor cuadrado contenido en 4759, o
Cual da el resto 135, se escriben dos ceros & su derecha, se-
pfirando el Gltimo de ellos, y operando después en la ~rma
ordinaria.

Siendo 1179 el resto de esta nueva operacion, se le afia-
den también dos ceros, el Gltimo de ios cuales se separa,
operando también en la misma forma que antes.

Obtenido el resto 7596, se escriben & su derecha los i/of
fluimos ceros, y hecha lo operacion se encuentra 08985, que
sera la parte entera de la raiz.

Aijora es necesario dividir esta parte entera por 1000, 6

tres cifras decimales ix su derecha, con lo cual por
'fhimo se encuentra

68,985 06 mas hien 68,986,

il'ie sera la raiz pedioa, diferenciandose de la verdadera en
~snos de media milésima, puesta que el resto 69775 es ma-
onque la parte entera de la raiz (véase el n® 210).
Advertencia. Segiin este modo de proceder, que consiste
> escribiendo las secciones de dos ceros & medida que se
AjlY'ccesitando, podria omitirse e! fijar de antemano el gra-
de aproximacion; cada seccion de dos ceros, que se colo-
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ca & 'a derecha del reslo de una operacion parcial, suminis-
tra una nueva aproximacion.

Podria también suceder que el ndmero dado fuera cwa-
drado perfecto, lo cual no se conoceria sino después .de ha-
ber aplicado la regla ordinaria de la eslraccion de raices;y
entonces serian enteramente inutiles los ceros que se hubie-
ran escrito de antemano.

217. Regla GENERAL— Para valuaren decimales la rai?.
cuadrada de un namero entero, concibanse escritos a la dere-
cha del NnUMero dos veces tantos Ceros como cifras decimales
debe tener larais; estrdigase, en menos de una unidad, la
raiz cuadrada del ndmero resultante, teniendo cuidado ¢k
colocar las secciones de a dos Ceros a la derecha del ninero
propuesto, sifuere necesario, 6 de los restos sucesivos; y des-
pués finalmente, separese con una coma a la derecha de lo
raiz obtenida, el nimero pedido de cifras decimales.

Siguiendo esta regla, se hallara.

Vi

14142136, aproximada hasta medm diezmillonéshna
(en mas);

Vt

2,64575, aproximada hasta media cienmilésima (n
menos);

V227 — 15,0665, aproximada hasta media diezmilésima

(en menos);
vA98437= 313,747, aproximada hasta media milésima &}
mas).
218. Segundo CASO.— La regla para la eslraccion de la

raiz cuadrada de unafraccion decimal es consecuencia inme-
diata de la regla precedente.

Comiéncese por hacer par el nimero de cifras decingles,
sino lo es, locual se hace, sin alterar (n.” 162) el valor dd
nimero dado, afiadiendo un cero & su derecha; esto se hace,
a fin de que su denominador siendo entonces 100, |000®
1000000,..., pueda ponerse bajo la forma

(102, (100)2, (looo)s

hagase en seguida abstraccion de la coma, y opérese signid”
do la regla del nimero precedente.

]
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Tomemos por ejemplo el numero 7,14056. Este nimero
equivale & 7,140560.

Ea parte entera de la raiz cuadrada de 7140560 es 2672;
luego la raiz pedida es 2,672 en menos de una milésima.

Aqui el numero de cifras decimales de la raiz esta indica-
do por el numero de decimales que tenia el numero pro-
puesto.

Si se quisiera una aproximacion mayor, bastaria (n.” 2!6)
escribir & la derecha del resto de la operacién ya ejecutado,
una seccion de dos ceros, después a la derecha del resto de
la nueva operacion otra seccidn de dos ceros; v asi sucesiva-
mente.

Por este medio se oblendria que la raiz pedida, aproxi-
mada & menos de media cienmilésima, es 2,67218.

Algunas veces por el contrario el numero de cifras deci-
males del nimero dado es superior al duplo del nimero de
decimales que se piden en la raiz.

Entonces deben suprimirse, & la derecha del nimero, las
Ultras sobrantes del duplo, operando en seguida con la parte
que queda U la izquierda de las cifras suprimidas.

Esto es consecuencia necesaria de que la cifra de las déci-
«wj de la raiz debe corresponder & las dos primeras cifras de
m derecha de la coma en el nimero propuesto; la cifra de las
mesrnas & las dos cifras siguientes; y asi de las demas.

. 1repongdmonos hallar laraiz cuadrada de 0,27934 apro-
ximada hasta centésimas.

Suprimiendo el guarismo 4, tenemos 0,2793, cuya raiz
cuadrada aproximada hasta centésimas es 0,52.

. Eaccifra siguiente de la raiz serla suministrada por la sec-
cion 40 millonésimas, etc.

219. Tercer caso.— Ea operacion que debe hacerse para
jaiuar en decimales la raiz cuadrada de un quebrado comn,
se deduce de las dos precedentes :

Comiéncese por convertir la fraccion ordinaria en frac-

O« decimal (n** 171) prolongando la operacion hasta obtener

svecii tantas citras decimales como quieran tenerse en la

desHUés se opera con la fraccion resultante en la forma
3Qles esphcada.
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Asi

N23 + p = v'23,866660 = 4,885, en menos de 0,001;

del mismo modo
\l}ioz N0,73684210 = 0,8568, en menos de 0,0001.

Hé aqui nuevas aplicaciones de la valuacion de las raices
cuadradas en fracciones decimales:

vA31027 = 5570, en menos de 0,001;
/0,0100i = 0,10004, en menos de 0,00001 ;

Vlzgz 1,967, en menos de 0,001;

Vll = 0,856, en menos de 0,001.

Adveiiencia. E| desarrollo en decimales de la raiz cua-
drada de un numero que no es cuadrado perfecto, conduce
siempre & una serie infinita de cifras decimales, de donde al
pronto parece poderse inferir que la fraccion decimal deberia
concluir por hacersejumod/co (n." 174); pero nunca sucede-
ra asi; porque, si eso pudiera ser, como toda/raccio» perio-
dica, es equivalente (n"® 176y 178)auna/raedon ordinana,
resultaria que un namero, inconmensurable por su naturale-
za, seria igual & un nimero conmensurable; lo cual implica

contradiccion.

Consideraciones sobre la estraccion de la rai% cuadrada de im
mndrero fraccionario.

Hasta aqui hemos espueslo los medios de valuar las rai'
ces cuadradas de los nimeros, bien sea exactamente, Si €s
posible, bien sea aproximadamente, en unidades de una espe-

cie determinada.
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Pero, cuando se trata de estraer la raiz cuadrada de una

fraccion en particular, ocurre mucbas veces que no se fija de

antemano el grado de aproximacién, en cuyo caso hay nece-
sidad de esta%lecer otras regias.

220. Del procedimiento indicado en el n® 129 para iwm/-
twlicar un quebrado por otro, resulta que el cuadrado de una
fraccion, que no es mas que el producto de la fraccion por si
misma, es igual & otra fraccion CUy0S términos son respecti-
vamente los cuadrados de los términos de la fraccion pro-

puesta.
Asi,
/3y_3 3__9 [/71V 49 izy 289
v5/* 5n~5% 25" U-ai" 144 6/'
y en general

Lueio j'oeiprocamente

L/ *Ain 7
vas 5 V14 12 v3e“ 6

De aqui se concluye que, para estraer la raiz cuadrada
de uA quebrado CUYOS tErmin0s SON cuadrados perfectos, €S
ftecesai'io estraer la raiz cuadrada de cada uno de los térmi-
cos, formando después una nueva fracciéon que tenga por
numerador la primera raiz, y por denominador la segunda.

Ademas de la definicion misma de la multiplicacion se
deduce también, que el cuadrado aq UNA fraccién propiamen-
Ndicha €S SIEMPre menor que su raiz, PUesto que €S una
parte de la fraccion marcada por la fraccion misma;

luego reciprocamente, la raiz cuadrada de una fraccién

ROpPIAPNTE DICHA ¢S mayor que su cuadrado.

Asi, por ejemplo,

V/9. 3 15 9

- 5 numero éio
'Woo7 s 49

\/TU~i2 ~ 144> NUMEro mayor que ;

>/036 = 0,6 = 0,60 mmaro mayor que 0,Zb5.
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221. Pero, por lo comln sucede que los términos de [a
fraccion no son cuadrados perfectos; y entonces hay que con-
siderar dos casos principales, segun que el denominador eso
NO €S CUADRADO PERFECTO.
Examinemos sucesivamonte cada uno de estos casos.
Primeramente. — Solo el denomihador es cuadrado.

Sea ia fraccion 144

Convengamos Eor el momento en aplicar & esta fraccion
la regla antes establecida para el caso de ser cuadrados per-
fectos los dos términos.

Tenemos en menos de una unidad™y v/ 44=12;

LT ., L
lo cual da la fraccion ~ » pudiéndose probar facilmente, co-

— g
rao en el n." 214, que V53esla comprendida entre 129 %
es decir, que cada una de estas fracciones espresa la raiz pe-

1
dida en menos d e ~, la primera por defecto y la segunda

.2
porescrso. Esta puede reducirse & ~, quebrado del cual p0'
demos formarnos idea muy ciara.

. : 253
Sea ahora el nimero misto 12 que se reduce al frac-

13053
Clonarlo Tendremos

\/5053= 71, en menos de una unidad;
vNO0' =20

lo cual da

V 253 71 11

Regla general para el caso en que el denominador €S tn
CUADRADO PERFECTO:
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Estraigase la parte entera de la raiz cuadrada del nu-
merador, y la raiz exacta del denominador; y después for-
mese una nueva fraccion, que tenga por numerador laprime-
raraiz y por denominador la segunda.

Advertencia. — Muchas veces en la practica no se hace
mas que indicar la eslraccion de la raiz cuadrada del nume-
rador, y entonces se tiene, por ejemplo,

. /a _\a
Vv

dejando para mas tarde el efectuar la operacion indicada en
el numerador.
222.  En segundo 1ugar.—EIl denominador noes cuadrado
perfecto, siendo como quiera el numerador.
Este caso puede reducirse al precedente por medio de
una simple transformacion que consiste en multiplicar por el
denominador los dos términos de la fraccion.

Sea 3 el quebrado propuesto. Tendremos

19x23
23 (23):
de donde
L4190 M37T 20 1
23~ 23+ o &N menos db o
mismo modo

25x 48 /1200 34 n
(48" 48 48 24

Elsta Gltima fraccion que solo difiere de A8 0 ?)ren —1 ,

Aspresa la raiz, diferencidandose de la vcrdadei'a en menos
de i
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223. La lrasformacion que acabamos de indicar, es al-
gunas veces susceptible de una modificacion.

Fgr ejemplo, — puede ponerse bajo la forma

fraccion cuy9|.denominador contiene el factor 16, que es
CUADRADO PERFECTO ; por consiguiente es claro que multipli-
cando los dos términos solamente por 3, liaremos cuadrado
PERFECTO al denominador.

Asi resulta
25 25X3 75
48" 16~>T9 144"
de donde
\Il6 8 , 9
Va 12« 12 » 12
-3 o
12y n2'° i i’ espresan la raiz pedida apro-

ximada hasta — » primera en menos™y la segunda en nes.

321
4320*
El denominador, descompuesto en sus factores primos,
equivale &
25x33x5, 0 2ix3"x2x3x5;

y si se multiplican los dos términos de la fraccion por 2x3>"
5, 6 30, tomara la forma siguiente: !

Sea ahora la fraccion

2321x30 2321x30 69630
2'»x34x5"™ " (23x32x5)2 ® (360)2*
Luego
2321 \/69630 263
4320 360 3N
en menos de

360*
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Ad\Jerteuia. — Esta modificacion consiste, segin se vé
facilmente: 1.« en descomponer el denominador en sus facto-
resprimos; 2.° en multiplicar los dos términos de la frac-
dnpor el producto efectuado de las primeras potencias de
los factores primos cjue entran en el denominador con una
potencia de grado impar.

Pero, si ofrece la ventaja de simplificar los calculos, tiene
iambien el inconveniente de proporcionar menos aproxima-
cion que la que resulta multiplicando los dos términos de la
fraccion por el denominador integro.

Asi, en el Gltimo ejemplo, se tendria

2321 2321x4320 10026720
4320 (4320)' (4320)s

de donde se deduciria

/2321 /10026720 3166
4320 ~ 4320 4320

fraccion que solo se diferencia de la raiz pedida en una cau-

: 1 1 : .
lidad menor quez.g_u, en lugar de 0i0 ' que se obtiene apli

uo
cando la modificacion antes indicada.

Esta modificacién sin embargo suele ser util en las apli-
caciones, porgue muchas veces se deja bajo la forma de ope-
racio/i indicada la raiz cuadrada del numerador de la frac-
cion que sella modificado.

-14.  OnsenvACioN. — La condicion de hacer cuadrado
rEiiFECTo el denominador de la fraccion propuesta, debe cura-

indispensablemente, antes de proceder & la estraccion

Cela raiz de los dos términos.

Eorque supongamos, por ejemplo, que se quiere aplicar

' . 219 . ,
AUna fraccion tal como -ig-s%r, la regia del n®221; Icndria-
mos

"219 V219 U
V 530 V530 23*
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14 B i
Kste resultado, serd realmente un valor aproximUdo

de la raiz pdida; pero no puede apreciarse el grado de su

*aproximacion, pues siendo incompleto el denominador, no
esfaia la unidad dividida en un nimero determinado de par-
les iguales; mientras que, por medio de la preparacion indi-
cada, la unidad se encuentra dividida en un numero exacto
de partes jguales, de las cuales debe tomarse un nimero
mayor 6 menor, marcado por la parte entera de la rai%cH
numerador.

Esto esplica porque, cuando se trata de fracciones deci-
males, es necesario siempre hacer paii el nimero de las cifras
decimales (n® 218); & fin de que el denominador sea cua-
drado perfecto.

Cumplida de antemano esta condicion por cualquier que-
brado, cuya raiz cuadrada quiera sacarse, puede esteiiderse
a todas las fracciones la regla del n® 220, que solo se di6 en-
tonces para el ¢aso de Ser cuadrados perfectos 10S dos térmi-
nos de la fraccion.

Para extraer la rai% cuadrada de una fraccion, empié- "
cese por hacer cuadrado perfecto €l denominador; y después
estraigase la raiz cuadrada del numerador y del. denomina-
dor de la fraccion trasformada.

SEGUNDA PARTE.

FORMACION DEL CUBO V ESTRACCION DE LA RAIZ QUBICA
DE LOS NUMEROS.

Nociones y principios preliminares.

225. Se llama cubo 6 tercera potencia de un numero, ‘1
producto de tres factores iguales al mismo nL'Jmero,Iy
cubica braiz tercera de un numero, el ndmero que, elevado
al cubo, 6 a la tercera potencia, reproduce el nimero po*
puesto.

La formacion del cubo de uu ndmero entero 6 fraccious-
rio se reduce por consiguiente & dos multiplicaciones succsi'
vas que se efectlan segun las reglas establecidas.
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los diez primeros nimeros son

1, % 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10;
y sus cubos

1, 8, 27, 04, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.
7
n

Por ejemplo, el cubo de 7, ha de ser igual 4 7 x 7 x 7,
por consiguiente diremos, 7 x 7 son 49, y 49 x 7 son 343;
lo mismo hariamos con los deméas nimeros.

Reciprocamente, los nimeros de la segunda serie tienen
por ratees clbicas & los nimeros de la primera.

Se reconoce, & la simple inspeccion de estas dos séries
de nmeros que entre los numeros enteros de una, de dos,
o(leim cifras, solo hay nuece que son cubos perfectos; cada
nno de los otros tiene por raiz cdbica un nimero entero mas
una parte de la unidad.

226. Esta parte de la unidad no puede espresarse por
numero alguno exacto.

Porque, admitamos por un momento que un ndmero en-
tero N tenga por raiz tercera exacta & un nimero fracciona-

Wo tal como - ; en este supuesto, seria necesario que ele-
vando al cubo el numero  pudiera reproducirse el nimero

unterd N. Pero esto es imposible, porque "X~x~déapor re-

(& . a i
X y como siempre puede suponerse que ™ es un nu-

mero fraccionario irreductible, se infiere que ay b son pri-
‘wos entre si; luego {n.” 92) también lo son y by por,
-

consiguiente  es un numero fraccionario irreductible, que

uo podra en manera alguna ser igual al nimero entero N.
Como esta demostracion se aplica & un nimero entero
cwoijMtera, se infiere que las raices clbicas de los nimeros
VEros que no son cubos exactos de otros ndmeros enteros, No
Pneden obtenerse exactamente, y son por lo tanto (n.®201)
ir"CONMENSURARLES O IRRACIONALES.
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2217, Adai como para descubrir el procedimiento de la es-
traccion de la raiz cuadrada de un nimero entero cualquie-
ra, hemos tenido necesidad de fundarnos en la espresioli el
cuadrado de la suma de dos nimeros (a-H 6), asi también,
para la estraccion de la raiz cubica, es indispensable conocer
la composicion del cubo de la misma suma [a-f- b).
Para esto recordaremos que ya en el n® 204 hemos visto
que
0 (fl-i-6) X («+0) — a™~h2ab -t- b®
Si se multiplica este resultado  -mlab +
a-t-6

segln las reglas dadas (n." 48) @ -t- 20"A ~h apn
-+ta0H -h 2ab” -h

tendremos, simplicando. . . . . . -hdaH + -hP.

w Luego
(tt4-63=  + 3a"A-h3ab™-hbK

228. Hagamos en esta formula 6= 1; tendremos
fa~h1)3=x= | 3jj2n 3" .

de donde se deduce
(@a-h )3 — a3 -f-3fl-h 1;

lo cual manifiesta que la diferencia enlre los cubos de ds
ndmeros enteros consecutivos, es igual al triplo del cuadrado
del nimero menor, mas el triplo del mismo ndmero, mas ua
unidad.
Asi la diferencia entre el cubo de 90 y el de 89 es
igual &
N3X(892+ 3X89-h1= 24031

Con arreglo a esto puede juzgarse cual sera el intervalo
que separa a dos cubos perfectos consecutivos, cuando sus
ralees lomadas en la série natural de los numeros son nime-

ros un poco considerables.
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. — ESTRACCION DE LA RAIZ CUBICA DE UN NUMERO EN
MENOS DE UNA UNIDAD.

Extraccion de la rais cubica de un ntimero entero.

229. Si el mimero solo tiene tres guarismos a lo mas, su
mz clbica se obtiene inmedialamenle & la simple inspeccion
ile Jos cubos de los nueve primeros nimeros.

_AsiJa raiz cubica de 125 es exactamente 5; la raiz cu-
hica de 72 es 4, mas una parte de la unidad, 0 sea 4, en me-
nes g una unidad.

La raiz cUbica de 841 es 9, en menos de tina unidad; por-

e 841 esta comprendida entre 729, cubo de 9, y 1000
d°de £ come E

? nimeros 4 y 9, partes enteras de las raices cubicas
ile 72 y 841, son las raices de los mayores cubos contenidos
en los dos nimeros dados.
230. CoDsideréraos un nimero de mas de tres cifras.
oea, por ejemplo, 103823 el nimero propuesto:

103.823"
64 p
AN 48 47
398723; 18 47
384 329
192 188
2304 2209
48 47
18432 15463
9216 8836
110592 10.3823

luego 48 es demasiado grande.

Hallandose el nimero dado comprendido entre 1000,
oo de 10, y 1000000, cubo de 100, su raiz clbica ha de

componerse necesariamente de dos guarismos, es decir, de
Noeres Y unidades.

Designemos por a las decenas y por b las unidades; lefi-
aremos ?n 227)

103823 (a-i-bf~  -h 3(1- +m
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Donde se ve (;ue el cubo de un nimero compuesto de de-
eenas Y unidades, contiene el cubo de las decenas, mas el tri*
pie producto del cuadrado de las decenas por las unidades,
mas el triple producto de las decenaspor el cuadrado de las
unidades, mas el cubo de las unidades.

Esto supuesto, como el cubo de las decenas no puede dar
unidades de orden inferior al de las de minar, se intiere que
las fm Gltimas cifras de-la derecha del nimero no pueden
pertenecer & dicho cubo; deberd pues hallarse en la parte W
que queda & la izquierda {después de separadas las otras ci-
fras por medio de un punto).

Ahora bien, siendo 4 la raiz del mayor cubo, 64, conte-
nido en 103, debe ser 4 la cifra de las decenas de la raiz
buscada; porque 103823 estd comprendido entre 64000
0 40)3y 125000 6 (50)3.

Luego la raiz estd compuesta de 4 decenas, mas cierto nu-
mero de unidades menor que diez.

Hallada la cifra de 1as decenas, restemos Su cubo, b4,
de 103; queda 39, 4 cuyo lado se escribe la seccion 823, re-
sultando el numero 39823; en el cual se contienen todavia el
triple producto del cuadrado de las decenas por las unidades,
mas las otras dos partes antes enunciadas.

Ahora bien, el cuadrado de un nimero de decenas N0
puede dar unidades de orden inferior al de centenas; luego
el tripte producto del cuadrado de las decenas por las «mafl-
des No puede hallarse mas que en las tres cifras, 398, que
quedan, después de separar con un punto las dos pnmeras
de Igodregfrco ?ado podemos formar el triplo del cuadrado e
las 4 decenas, 10 cual da 48; luego, si dividimos 398 por 4S,
el cociente 8 serd la cifra de las unidades de la raiz, o un nu-
Mero mayor; porque las 398 centenas contienen, adem” dei
triple producto del cuadrado de 1as decenas por las unidades,
las centenas procedentes de las otras dos parles.

Para comprobar si no es demasiado grande la cifra 8, po-
driamos, como en la raiz cuadrada, formar por medio de e
cifra 8 y de la cifra 4 de las decenas, las trespartes del cuoo
contenidas en 39823; pero en general es mas sencillo el ele-
var 48 al cubo. i

Hecha esta operacién, encontramos 110592, numero w«'
or que 103823; por consiguiente la cifra 8 €S demastaa

grande.
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Formando el cubo de 47, se obtiene 103823 ; luego el nd-
filero propuesto es un cubo ieufecto, CUya raiz clbicaes 47.

Advertencia. — No se puede comenzar por buscar la cifra
de las unidades; porque, como el cubo de las tinidades puede
dar (n®225) decenas y centenas, estas decenas”™ estas
centenas Se encuenlran confuudidas con las que provienen de
las otras parles del cubo.

lié aqui el cuadro de los calculos para el nimero 47954,

47954 36

27 7
209.54 37 36
37 36
259 216
111 108
47954 1369 1296
46656 37 36
1298 9563 7776
4107 3888
60633 46656

luego 37 es demasiado grande.
F1 namero propuesto no es cubo perfecto, y su na_zz* en
'«ea0s de una unidad, es 3G; en otros términos, la raiz*det
~mjor cubo, 46656, contenido en 47954, es 36, quedando un

'taiduo de 1298, segln se ve en la operacion.
-31.  Propongdmonos ahora esiraer la raiz cubica de un
“dinero de mas de seis guarismos, por ejemplo, 43725658:

43.725.658 352
27

27
16 7

43725
42875

850 6

43725658
43614208

f'esto...... 111450

35
35

175
105

1225
35
617
3675
42875

352
352

704
1760
1056

123904
352
247808
619520
371712

43614208
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Cualquiera que sea la raiz buscada, tiene necesanamenie
mas de una cifra, y puede considerarse como compuesta do
unidades y de decenas solamente, pudiendo tener vanas ci-
fras el numero de las decenas.

Ahora bien, el cubo de las decenas da por lo menos miila’
res; asi pues, este cubo_se encuentra
cifras que quedan & la izquierda, después de sepaiai las tres

AT "aliorl que si se estrae la raiz del mayor cubo con-
tenido en 43725 considerado como unidades simples, se
drd élmmcro total de las decenas de la Pcdida.

En efecto, sea a la ral/, tiel mayor cubo co™ *
43725; por lo _pronto se inhere cliie la rai/. J
lo menos un ndmero a de decenas, puesto que a'j< 1000 pac
de restarse de 43725000, g aforliori, de 43 /20bo8.

Ademas, la raiz no podria tener {u-HI) decenas; pu‘l
siendo (a+1)» ma)(Jor t\m 43725, 100»
mayor que 43725000 al menos en un millar, y poi lo tan
ba de ser mayor que 43725658.

Luego la raiz pedida se compone de a decenas, mas ciu’
numero'de Mmi/af/ei MENOB que DIEZ. A,,.ni7cl-
Con esto queda la cuestion reducida a eslraei la laiz

bica de 43725; v como este nimero ip ¢ _mas ‘
su raiz ha de tener mas de una, es decii, lia de coiis
decenas Y unidades. i.. ires

Para obtener las decenas, es necesarlo Ne
ultimas cifras, 725, y estraer la raiz del mayor cubo come

(Ya se ve lo que deberia hacerse si todavia este nimei®

tUV|%rIamrg§a/%PewggsC8”{gﬁléo en 43 es 27, cula %, e
cifra espresa las decenas de la raiz de 43720 \ ¢?
centenas de la raiz total). Restando "f

obtenemos el resto 16, a cuyo lado debe n

la primera cifra,‘7, de la seccion siguiente, i25, lo cua

AFormando el triplo del cuadrado de las 3

710
cnentra 27 millares; y si dividimos IG" f

es la cifra de las unidades de la raiz de 437-0, o u )
mavor. Es facil conocer aqui que el cociente, 6, "~ Al

demasiado grande; por consiguiente es necesario
cifra 5, y para esto elevar 35 al cubo; lo cual da po
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(adii 42875, namero que, reslaclo de 43725, da el resto 850.
Este resto es evidentemente menor que
3x (3B)"-h 3 X 35-f-1,
porque el solo cuadrado de 35, segin & ve en el cuadro de
operaciones es igual & 1225,

Asi pues, 35 es la raiz del mayor cubo contenido en
43725; y por consiguiente es el ndmero total de decenas de
la raiz buscada.

Para obtener las unidades, se baja al lado del resto 850
hprimera cifra, O, de la Ultima seccién 658, locual d& 8506;
se forma aparte el triplo del cuadrado de las 35 decenas (lo
cual es facil, porque en la comprobacion de la cifra prece-
dente, so formd ya el cuadrado de 35); después se divide
8506 por dicho triplo; y el cociente, 2, se ensaya elevando
352 al cubo.

Asi se obtiene, 43614208, resultado menor que el nime-
ro propuesto; y restandole de este, se llega al residuo final
111450.

Luego 352 es la raiz clbica de 43725668, con menos de

ioia unidad de error.
, 232, Uegla general. — Para estraer la raiz cubica de un
oUmero entero en menos de una unidad, dividase el nUmero
ensecciones de a tres cifras, comenzando por la derecha: la
Ultima seccion de la izquierda podra ser que tenga solo una 6
s cifras.

(EI numero de las secciones es igual al nimero de las
cifras de la raiz).

Jlecho esto, estraigase la raiz del mayor cubo contenido

laprimera seccion de la izquierda, y se tendra la primera
cifra de la raiz; réstese el' cubo de esta cifra, de la primera
~ecion

A la derecha del resto se baja laprimera cifra de la iz-
9jierda de la segunda seccién; el ndmero asi formado se di-
sickpor el triplo del cuadrado de la ptrimera cifra de la raiz;

escribe el cociente U (a derecha de esta cifra, y se eleva al
ciiéo el ndmero que forman las dos.

¢ como sucede generalmente el cubo obtenido™ es mayor

el conjunto de las dos primeras\secciones del nimeropro-
P"csto, dismindyase el cociente en una 6varias unidades, para
M lasegunda cifra, hasta obtener un cubo quepueda res-
tarse del conjunto de las dos primeras secciones.
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Efecluada la sudlraccion, se baja al lado del reslo lapri-

mera cifra de la izquierda de latercera seccion; y se dmdeel
nuevo iitmero asi formado por el triplo del cuadrado del nu
mero que forman las ¢los cifras halladas de la raiz, ti co-
ciente, SI yo ES DEMASIADO 0ilANDE, €Sdectr, siesta lercera ci-
fra de la raiz debe ser tal que escribiéndole a la derechaj e
las DOS PIUMEIIAS ciniAS DE LA iiAiz, y elevando al cubo el nu
mero resultante, se pueda restar este cubo del conjunto de
tres primeras, secciones. » - s

Hecha esia nueva sustraccion, se baja a la derMm od
resto laprimera cifra de la izquierda de la cuarta seccioi, J
se continta la misma serie de operaciones hasta bajar todos
las secciones.

Siguiendo estas reglas, se enconti‘ara ;

V487i9 = 78, con el resto 8697 ;
791632508641 = 4508, con el resto 20644129;

N32977340218432 = 32068 exactamente.

233 Primera observacion. — La regla general,
acabamos de enunciarla, dice que, para comprobar si *
cifra obtenida en la raiz no es domiasiado yrande,
rio escribirla a la derecha de la parle hallada, y eUvai
CUb(fIgl\/msjmeé(r)nkgg?&I)tao F% medio de comprobac\l/é(ﬁ, Hb‘aﬁo
al usadu en el procedimiento de la raiz cuadrada y aii'e
sisle en formar las tres partes que quedan todavia en e
junto de las secciones, hasta entonces tomadas en con»ul™
cion, después do haber restado de ellas el cubo de las

Pero el primer medio nos parece muy preferible poi va
rlaiéazgg%, obtener una nueva cifra de la rai/, se Hréregsna
conocer el triplo del cuadrado de la raiz hallada ; y
formar el cubo ile esta raiz, ha sido necesano No
al cuadrado, es facil tener el triplo de este i“nadiad ¢
triplo se encuentra también formado, siempre que una
cifras de la raiz es igual & 3);
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*2® Como la elevacion al cubo consisté en dos multiplica-
ciones ordinarias sucesivas, pueden aplicarsele comodamenle
la prueba por 9y otras anélogas;

3/ Cuando se emplea el segundo medio, no por eso pue-
de omitirse el comprobar la raiz total por medio de la forma-
don de su cubo; comprobacion que forma parle esencial del
primer medio.

234, Segunda observacion. — iMuchas veces, en el curso
de las operaciones, se llega & presumir que una cifra que debe
ensayarse, es demasiado grande; y entonces se disminuye
desde luego en una 0 mas unidades. Pero, elevando al cubo
el primero formado por las cifras halladas do la raiz, segui-
das de la nueva cifra que se creo buena, y restando este cubo
de las secciones consideradas hasta entonces en el ndmero
propuesto, se puede obtener un resto muy grande que baga
sospechar, si serd demasiado pequefia la Ultima cifra hallada.

El medio de cerciorarnos es ver si el resto es igual 6 ma-
yor fjue el triplo del cuadrado de la raiz hallada, mas el tri-
plo de la misma raiz, mas una unidad.

Si aa sucede, es necesario afiadir una 6 mas unidades &
lit altima cifra.

230. Tercera observacion. — Aqui también, como en ol
cuadrado (n.° 212), se puede reconocer & la simple vista de
Ift'cifra que termina un ndmero dado,.si este nUmero es cubo
FERFECTO.

Se demostraria también del mismo modo que alli :

Que un ndmero entero terminado en ceros, cuyo nu-
fucro no sea multiplo de 3, nopuede ser cubo perfecto ;

2® Que cuando un ndmero es divisiblepor un factor, no
puede ser cubo perfecto, si no es divisible por el cubo de di-
do factor.

~draccion de la raiz cubica de un ndimero misto en menos de
una unidad.

Cuando ha de eslraorse la raiz cibica de un ndmero
uiisto y solo se necesita la paute entera de dicha raiz, 6 en
wos términos, cuando ha de estraerse la raiz en aienos pe

Unidad, N0 €S menester tener en cuenta al quebrado.
En efecto, si el entero del nimero misto dado, no es cubo
/7277 Mf~¥enciando.sc necesariamente en mas de una uni-
228) los dos cubos consecutivos que le comprenden,
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dIChO namero /oiaMambien debera naliarse comprendido en-

tre los mismos dos culos; y por consiguienle , su raiz cubica
esta comprendida entre las de los dos cubos, 0 en oli os lermi'
nos, tiene Ia misma varte entera que Ia raiz cubica del en-

el ENTERO fuera cweo perfecto, el nimero mixto jendria
POr PARTE ENTERA dc SU roiz cUHca, la raiz wiswio del ente-
ro, porque estarla comprendido entre este cuboy el cubo in-
mediatamente superior.

§ 11.—EsTUAGCION DE LA RAIZ CUBICA POR APROXIMACION DE
UN NUMERO ENTERO 6 FRACCIONARIO.

Estraccion de la rail clbica con un grado determinado ct
aproximacion.

Cuando el nimero cuya raiz clbica se pide no es crao
PERFECTO, siempre es posible obtener un valor de su raiz, «»
apzr%xmado como se quiera. ,

Valuacién aproximada de la raiz cubica en un
DES DE cualquier ESPECIE.-Propongamonos €n f «eral €S-
iraer la raiz cabica de un namero cualquiera a {fentero ojruc

cionario) en menos de una fraccion - [véase el n.” 135).
El nimero a puede ponerse bajo la forma

aX

y si se designa por r la raiz del mayor cubo co”enido m
ax~i~ es decir la raiz cibica de iix1i~ en menos de una un

dad, el nlmero —3 — , § a, estara comprendido cntic ~Si
(r-m)3

3_
Luego también 'Ja se hallard comprendido entre

r r-hl
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ypor consiguienle, - 6 espre$anlaraiz peaida, en me-

DB de una fraccion, designada por  pudiendo ser nun nd-

mero lan grande como se quiera. o )
~ Asi pues, para eslraer la raiz tercera ¢ clbica de un nu-
Diero con un grado de aproximacién espresado por la frac-

cion

Se multiplica el ndmero por el cubo del denominador de
lafraccién; se estrae la parte entera de la raiz ciibica delpro-
ducto, y se divide el resultado por el mismo denominador.

Primer ejemplo.— S€ pide la raiz clbica de 15, en me-

nos de —.
12
Tenemos
15 X 123= 15X 1728 = 25020
ahora bien.
a
vA25920 = 29, en menos de una unidad;
luego
29 A 1
V/15 12 02 menos de

. 8
Segundo EJEMPLO.—jEs/raej'/fli*fliSCMOicai/e 3 7

KSde~.
20
Tenemos por lo pronto
37 8\ , 489x8000 3009233'
2hora bien

\/300023

|
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6 (n." 236)

v~300923= 67, en menos de una unidad;

luego

/ 8 67 , N7 1
VAAi3 = 4) "3

Del mismo modo se hallarla

238. Valuacic’)'n aQroximada de la haiz cubica en deci-
males.— La aproximacion en decimales es consecuencia déla
regla precedente.

3

Propongamonos valuar v‘ié en menos de0,00\.

Es necesario para esto {n® 237) multiplicar 25 por el cu-
bo de 1000, 6 por 1000000000, es decir, colocar nueve ceros
4 la derecha de 25, lo cual d4 25000000000. La raiz cubica
de este nimero es 2924, en menos de una unidad; luego
2,924 es la raiz pedida, diferenciandose de la verdadera r«

menos de

, En general, para valuar la raiz cdbica de un ndmero en
tero en decimales, se escriben a la derecha del mimergi™™
VECES tantos ceros, como cifras decimales se quieran enlara "
se estrae, en menos de una unidad, la raiz cubica del ru
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numero, y se separa a la derecha del resultado el nimero pe-
dido de cifras decimales.

Advertencia. Aqui se puede lanobien, como en la raiz
cuadrada (n® 216), dejar de escribir por ei pronto todas las
secciones de tres ceros, colocandolas después sucesivamente,
?meplida que se quieran obtener nuevas cifras decimales en
a raiz.

239. Guando el ndmero propuesto es fraccionario, hay
que considerar dos casos, seqiin que sea decimalo quebrado
comn.

Primeu caso.— Sea estraer la raiz cubica de 3,1415, en

1
mencs de 7-77.
100

Como, en virtud de la regla del n*¥ 237, es necesario
multiplicar e\ niamero dado por (100)®4 1000000, basta evi-
dentemente para esto, escribir dos ceros & la derecha de
3,1415 y suprimir después la virgula, lo cual d& 3141500.

La6raiz cubica de esto niUmero, en menos de una anidad
es 146.

Luego 1,46 es la raiz pedida en menos de

Si se quisiera otra cifra decimal en ia raiz, bastaria colo-
car & la derecha del resto obtenido, una nueva seccion de
tres ceros, continuando en seguida la operacion.

Regla GENERAL. Para estraer la taiz cubica de una frac-
cion decimal con un grado determinado de aproximacion, ha-
dase de modo que el numero de cifras decimales sea «ripie
aLe el numero de decimales que s» quieran en la raiz (lo cual
se consigue colocando & la derecha de la fraccion propuesta
un nmero conveniente de ceros); suprimase la coma; estrai-
ise después la raiz cubica del nimero resultante, en menos
e una unidad, y separese & lcuderecha de la raiz hallada el
uinero pedido de cifras decimales.

Giiandcrse trata de un quebrado coman , se le convierte lo
VTimero en fraccion decimal (n.° 171), prolongando la opera-
~Nonhasia tener en el cociente «. .. -.... tantas cifras deci-
"ales, como se quieren tener en la raiz: después se opera co-
wo en el caso precedente.*
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lié¢ aqui nuevas aplicaciones :

~79= 4,2908, en menos de 10000’

V3,00415 =1,4429, en menos de J qqqq;

RO00T0T = 0,10, enmenos de

3

—4 = 0,824, en menos de

Consideraciones sobre la eslraccion de la vais ciibica de m
nUmero fraccionario.

240. Aqui, lo mismo que en la raiz cuadrada, deben dis-
lingiiirse varios casos (véanse los n* 220" siguientes)

O los dos términos son cubos perfectos ; 6 el denoniinadoi
solo es cubo perfecto; 6 bien el denominador no es cubo per-
fecto, siendo como quiera el numerador.

En el primer caso, puesto que tenemos

/ayY a a a_*"
\b)
tendremos reciprocamente

3
17 a
Vi-s

de donde se sigue que, para estraer la raiz cubica de
fraccion, cuyos dos términos son cubos perfectos, es
rio y basta estraer la raiz clbica del numerador, y la del de'
nominador, poniendo la segunda por denominador & la
mera.

Asi

/H29_ 9

V27 3 3 Vs 5 Ve«
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a. o .
Seguisdo caso.—Scania fraccion propuesta, siendo ay

hnlmeros enteros cualesquiera.
3

Designando por a' la parte entera de v‘_«, tendremos
3
V& 6
valor aproximado que se diferencia del verdadero en menos

ckuna fraccion

Si solo se quiere dejar indicada la Operacion que debe
efectuarse en el numerador, se tendra

3 3

\/E _v‘é
AN

Tercer caso.— Cuando el denominador no es cubo per-
fecto, se multiplican los dos términospor el cuadrado del de-

nominador; y con el resultado se opera, como en el segundo
caso.

Sea, por ejemplo, la fraccion ~ cuya raiz cilbica se

pick.
Tendremos
19  19x576 10944
(203 ~(24)3™
A9 ~0944 22, 11 , 1
lcdondey * = 247r=24" " menos de
En general,
3 _ 3 3
/a 4
3

designando a' la parte entera de
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Adverl&ncia.  Esta Irafitonnacion admite raodificaciones

gnéldogas & las que se bun Ueclio tratandose de la raiz cua-
rada.

Asi, en el ejemplo anterior Y , como 24 es igual 0 2"x3,

se ve que basta mulliplicar los dos términos por 3" para que
el denominador se baga, cabo perfecto, con lo cual se tendrd
19 19x9 171
24 W (2x3)3" ' (Of °
de donde

6

V 24

/|7—| = 5— en menos (’:J%a~
6 o 6

~ w

Propongamonos abora el nimero 21 %2

Tendremos

A 13 1525 1525 15253 4575
~W ~ 2370 (233 O
lo cual da

> A

13 v/4575 16 2 1
\/21 79 6 é’ = 2-3, cir menos de 'é<.

Esto basta para bacer ver lo que deberia practicarse en
cualguiera otro ejemplo; la consecuencia a que se va a parar,
es aijui, coino en la raiz cuadrada, que para estraer la raiz
clbica de una fraccion, es necesario estrner la raiz cubica de
cada uno de los términos, después de haber hecho, por cual-
quier medio, cubo perfecto al denominador.

Observacion general sobre las estracciones de raices.

241, No podemos en este tratado elemental esponer los
procedimientos de la osfraccion de las raices de grado supQ"
rior al tercero, porque estan fundados en la composicion de
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una polencia cualquiera de la suma indicada de dos caiUida-
les, cuya formula 6 espresion exige, para demostrarse com-
pletamente, nociones de AI?ebra bastante eslensas.

Pero los principios esplicados en la esiraccion de las ral-
ees cuadrada y cubica, bastan para hacer presentir que,
cuando se trata de la estraccion de las raices de cualquier gra-
o, si el nimero propuesto no es potencia perfecta 6U grado
Ce la raiz pedida, en cuyo caso la raiz es un nimero incon-
mcnsurable, siempre es posible al menos opjoxiniarnos & di-
cha laiz de modo que el error cometido sea menor que cual-
pier cantidad dada,

‘Por consiguiente, en los calculos numéricos, nada impide
equiparar esa clase de ndmeros & nlmeros conmensurables,
puesto que siempre se les puede concebir reemplazados por
niiineros conmensurables que difieran de ellos tan poco como
requiera.

Terminaréraos lo concerniente & las eslracciones de raices
esponiendo la proposicion siguiente, que tendremos ocasion
de recordar en el capitulo 7.

Consiste en (jue las raices cuartas, octavas, décimas-ses-

y en general todas aquellas cuyo indice es una potencia
de 2 espresada por 2", pueden obtenerse por medio de es-
ﬁac;iones de raices cuadradas sucesivas; de modo que se
tendra

------ 9.

4 _
\'a=\'\ia, \la~ \a

En efecto, segun la definicion dada en el n.° 200, a es el

pi‘'oduclo de dos factores iguales a su raiz cuadrada, v";?pc-
fc esta raiz es también & su vez el producto de. dos factores

‘guales & su raiz cuadrada \'sia-, luego a es el producto de
owfliro factores iguales & sjyja-, por otra parte, también

4_
‘gual (n." 45) a) producto de cuatro factores iguales & Va. Por
“Muiisiguicnte

ya— \J\a

Hazonando del mismo modo respecto de Va, so diria: a
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ps"e? produelo de dos factores iguales & su rak cuadrada; es-
ta al producto de dos factores iguales a su raiz cuadrada]
esta Ultima al producto de dos factores iguales a su raiz cua-
drada; por consiguiente, aes, & la vez, él producto de odo

factores iguales & 'Js!ai y el producto de ocho factores igua

8_
lesa \ja
Luego

ya= Vv/v/ii

Del mismo modo se demostraria que

NarVAVs/v'a;

v asi sucesivamente : luego la proposicion es general.
En el oclavo*capltulo daremos aplicaciones de esta propo-

sicion, y espondremos ademéas medios abreviados paia la ¢
traccién de raices cuadradas en particular.

Ejercicios.

I.  ;Cuantos decimetros cuadrados, ceniimeiros cuadis-
dos, niiiimetros cuadrados bay en el cuadrado de 4-] vn

I1.  Hallar la suma de los cuadrados de 0“-,69 | 1 '
3>«-,029, y valuar el resallado en metros cuadrados, deeme

tros cuadrados, Gic. Jurainn
ToSo cuadrado impar da 1 por residuo de su diu

Hallar la espresion general dcl cuadrado de la d|fe

rencia de dos nimeros.

V. Si un nimero par es la suma de dos cuadiados su
lad es también la suma dedos cuadrados.—Caso particula
(:Lue Ios dos cuadrados son iguales.

Si un nimero entero divisible por 5 es la sumade
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cuadrados, su quinta parte es también la suma de dos cua-
drados.

VII.  Cuando hay Danos ndmeros, formados cada uno de
ellos por la adicién de dos cuadrados, el producto de todos es
también la suma de dos cuadrados.

VIH. Hallar, aproximada basta miésmaSy la raiz clbica
del cociente de la division de 429 por el cuadrado de 2,59.

IX. Dado un nimero entero, averiguar si es la diferen-
cia entre dos cubos perfectos consecutivos, y determiuar di-
chos cubos.

X. Demostrar que un nimero entero no puede ser cubo
i)er_fecto: 1."si, siendo 2 0 6 la cifra de las unidades, es par
acifra de las decenas; 2 si, siendo 4 U 8 la cifra de las uni-
dades, es impar la cifra de las decenas; 3.° si, siendo 5 la
cifra de las unidades, no es ni 2 ni 7 la cifra de las decenas.
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CAPITULO VI.

§ I las razones y proporciones y de sus principales pto-
piedddes.— 8§11. Resolucion de las cuestiones que de ella
dependen y de algunas otras usuales.

242, INTRODUCCION. — IIh el diacui-so de la esposicion
las diversas operaciones de la Ariiinélica, hemos visto que es-
tas operaciones dan lugar & dos clases principales de cuestio-
nes, a saber: 1.“ las que tienen por objeto demostrar la exis-
tencia de ciertas-propiedades pertenecientes & numeros conO'
cidos y 'dados; 2." las que tienen por objeto hallar ciertos nix
meros por el conocimiento de otros unidos & los primeros con
relaciones determinadas.

Las cuestiones de la primera clase, que generalmente he-
mos designado con el nombre de principios © proposiciones
cuando las hemos presentado como ejercicios, se llaman tam-
hién teoremas. Si basta aqui no las hemos designado con es-
te titulo, es porque las otras denominaciones nos han pareci-
do mas adecuadas al orden de ideas que hemos adoptado para
iniciar & los principiantes en la ciencia matemaética.

Las cuestiones de la segunda clase, que no son sino apli-
caciones particulares de las reglas y de los principios, & las
cuales en general hemos conservado el nombre genérico de
cuestiones y que son el objeto principal de los ejercicios colo-
cados al fin de cada capitulo, se llaman probiemas.

Los PROBLEMAS que hasta aqui hemos resuelto 6 jpropuesto
eran faciles de resolver, porque los dalos eran sencillos, y
porque las relaciones entre las cantidades conocidas y las can-
tidades desconocidas, estaban, por decirlo asi, en evidencia.

Pero no suoede generalmente do esc modo ; por lo comdn,
slis enunciados son tales que, para llegar a la solucién, se ne-
cesita una operacion bastante dificil que consisle en descubrir

de
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A ddlerniimr la serie de operaciones que deben ejecutarse con
ios nimeros dados y conocidos para llegar al conocimiento de
los nimeros buscados: esta Operacion constituye el anatisis
el problema;

Sin embargo, existe una clase de cuestiones, cuya reso-
lucion puede someterse & reglas fijas y ciertas; y estas son en
particular aquellas en que se consideran cantidades rRoroR-
CIONALES.

La mayor parle de estas cuestiones son precisamente las
"ue nacen de las necesidades generales de la sociedad, en lo
tocante &4 los intereses comerciales, industriales, financie-
ros, etc., sea de las particulares entre si, sea de las naciones
y de su gobierno; se conocen generalmente con los nombres
e rexjla de tres, regla de interés, regla de descuento, regla
¢ compafiia, regla de aligacion , etc.

Para llegar facilmente & su resolucion , comenzaremos por
esponer la teoria de las razones y las proporciones.

Y .- -DE LAS RAZONES Y PROPORCIONES Y DE SUS PRINCIPALES
PROPIEDADES.

De las razones.

243. Cuando se comparan dos cantidades entre si, se pue-
de tener necesidad de saber cuanto escede la mayor & la me-
"or, 6 cuantas neces la una contiene & la otra 0 estd contenida
enella.

De aqui resultan dos especies de razones entre los ndme-
ros comparadas ; una que se llamaba razén aritjietiga, y Otra
f}LE so llamaba razén geométrica.

Pero estas locuciones estan casi abandonadas, habiéndose
eonvenidd en sustituir 1a palabra diferencia & la denomina-
giot de razon aritmética, para espresar el resultado de la
eomparacion de dos ndmeros por sustraccion, consagrando
eespecialmente el nombre de razen al resultado de la compa-
racion de dos nimeros por medio de la divisisn.

Ln lodo el discurso de este capitulo, solo trataremos de
lit i*azon considerada bajo este GUltimo punto de vista.

Asi, la razén de dos cantidades cualesquiera es el resul-*
"o 6 el cociente de la division do dichas cantidades ¢ de ios
humeros que las espresan.
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Esta razén puede ser un numero entero, 0 un numero
fraccionario™ mayor 6 menor que 1,

. . 2 4
« Por ejemplo, la razon de 25 a % es 04 yladeba

6 1
24 es™o-.

_ , , 7% .25 .
Del mismo modo, la razén de 75 &4 18 es 0-"; ylaae

184726 18 o0

Por lo demas, en este sentido hemos entendido basta aho-
ra el resultado de la comparacion de una cantidad cualquiera
con su unidad [véase el n.° 1);

En la teoria de los nmeros complejos, la razén de la uix-
dadprincipal 4 una de sus subdivisiones 6 de dos subdivisio-
nes entre si, es el nimero de veces que la una contiene & la
otra;

En la comparacion del sistema decimal de pesos y medidas
con el sistema comun, la razén del metro & la vara, 0 dela
libra con el kilogramo, 6 reciprocamente, etc., es el cociente
de la division de dos nimeros espresados en unidades 0 partes
de la unidad de la misma especie.

244, La razdn de dos cantidades concretas (n.° 2) supone
siempre que las cantidades son de una misma especie, pues no
se pueden comparar entre si cantidades de especies diferentes.

Pero la razén en si misma, segun su definicion, es esen-
cialmente nUmero abstracto, porque espresa cuantas Veces
una de las cantidades contiene & la otra, 0 esta contenida en
ella. ,

Las cantidades que deban formar la razén se llaman lss
dos términos de la razén ; el que se enuncia primero se llamo
antecedente, y el otro , consecuente.

Estos términos son propiamente hablando el numeradory
el denominador de la espresion fraccionaria que se obtiene
indicando la division de las dos cantidades, cuya razon s
busca.

24 16 i
Asi, en las razones espresadas por -"624 :8,N 00d A7

18 612;18, 25, 56, i2, son los aniecedentesj 8,27, 18 sin
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consecuentes (le las Ires i'azones, cuyos valores efectivos

De las proporciones.

245, Cuando la i'fljso« de dos cantidades comparadas en-
tre si es igual & tarazon de otras dos cantidades, se dice que
estas cuatro cantidades estan enproporcion, 6 que son pro-
porcionales.

JJna PROPORCION es por consiguiente la espresion de la
igualdad dedos razones, 0 la espresion de dos razones iguales.

Por ejemplo, la razon de 48 &4 12 es 4y la de 36 4 6 s

también 4; tenemos, pues, la igualdad — = :048; 12—

36: 9; y los cuatro numeros 48, 12, 36y 9 se dice que es-
tan en proporcion.
Muchas veces es mas comodo presentar la proporcion ba-
jo la forma
48 112 .. 36 . 9;

y entonces se enuncia de la manera siguiente;
48 es & 12 como 36 es &4 9.

los dos términos 48 y 36 de la proporcion asi escrita se
llaman los antecedentes de la proporcidn; los.términos.12,y.9
son los consecuentes, porque en efecto, el primero y el. tercer »
términos, 48 y 36, son los antecedentes de las dos razones,
3si como el segundo y cuarto son los consecuentes.

El primero y el Gltimo términos, 48 y 9, se llaman es-
TaEMos;.el segundo, y el tercero, 12 y 36, se llaman medios

1a_PROPORCION.

Propiedad fundamental.— LaS proporciones todas
gozan de una propiedad que puede servir de hase para la re-
solucion de los problemas cuyos enunciados contienen carili-
“acks propoi‘cionales.

Esta propiedad consiste en que:

Dn toda proporcion el producto de los estrefiios es igual al
Producto de los medios.

Sea la proporcion

1) 24 :18 20 : 15,

|
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2d 90
en la cual una y otra ra/on jgY se. reducen al numero

fraccionario
Digo que debemos tener

* 24x15= 18x20.

En efecto, la propiedad seria evidente, si tuviéramos la
proporcion

@ . 24 24 2 20 : 20

(quese llama proporcion idéntica, lo mismo que lo seriaosla
48 : 48 :: 48:48). 0

Para reducw [a proporcion (1) & la proporcion (2) baS|a
evidentemente multiplicar cada consecuente por la razén co-

man ~; pero de este modo uno de los medios y uno de los es-

Iremos se encuentran multiplicados por un mismo ndmeio,
luego (n** 57) lo mismo sucede con el producto de los estremos
y el producto de los medios; y como hecho esto los dos F®'
ductos resultan iguales, se infiere que los productos priinih’
lo eran también t.D.D.
247, RECIrnOCAMENTE— 5i cuatro nimeros enuNiGiaaos U
m escritos en cierto orden son tales, que el producto del prime-
ro por e\ultimo es igual al del segundo por el tercero, estos
ndmeros forman ufia proporcion en el orden en que esta
enunciados b escritos.

Porque sino hubiera proporcion entre estos cuatro nu
ros, seria necesario, para hacer al segundo y al cuarto ic
pecIivamenIe |”\Wd(55 al primero y al tercero, mulliphcai
cada uno por un numero diferente, que espresaria, el uno
razon  primero A segundo Yy el otro la razon del
cuarto; y como los dos productos serian enlonces iguales,
sultaria que no lo eran antes de la multiplicacion, lo cual se-
ria contrario al enunciado de la proposicion.

Luego, etc. ly

248. " Otra demostracion de la propiedad fundamema’ ]
de su reciproca.
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{Empleamos las le'lras para hacer mas concisos y genera-
les los razonamientos).
Sean a, b, ¢, d, cuatro nimeros en proporcion, de modo
Que se tenga

] ] .
a:b c:d oblenb d

Si se multiplican los dos miembros de esta igualdad por
bxd, producto de los dos consecuentes resulta

axhy™d cxbxd
b nn d *

_ Suprimiendo en cada miembro ci factor comdn & los dos
términos de la fraccion , se tiene

flxd = ¢cx0;

luego el producto de los eslremos es igual al de los medios.
Reciprocamente, sean cuatro nimeros a, b, c, d, tales que
se tenga

axd = bxc.

_ Dividamos los dos miembros de esta igualdad por bxd,
pi‘oliuclo de un factor del primer miembro por un factor del
segundo; tendremos

ax.d bxc L a ¢
osmiphficando,

y por consiguiente
a:b:c:d

Luego, los cuatro nimeros forman una proporcién cuyos
i"sTREjios son los factores del primer producto dado, y los me-
los factores del seyunao producto.

249. Primera consecuencia. — En toda proporcién pue-
cambiarse: i1 0s medios entre si; 2." los estrefiios entre

Jb' 3." los medios con los estrefiios, sin que en ninyuno do es-
ios casos deje de haber proporcion entre los cuatro ndmeros, en
orden en que resultan nuevamente escritos. Porque es evi-
~eilc que todas estas mudanzas en nada turban la igualdad
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de los dos producios que dan los estremos y los medios de la
proporcion primitiva; y puesto que, en las nuevas espresio-
nes el producto del primer nimero por el ultimo permanece
constantemente igual al producto del segundo por el tercero
hay siempre proporcion entre los cuatro nameros, después
de efectuadas las mudanzas.

Sea, por ejemplo, la proporcion

1 48 : 36 ::72 :54
(€]
cuya razén comudn s

Tendremos:
Cambiando los medios,

2 48 ; 72 -i 36 : 54,
cambiando los estremos,

3) 54 :36 72 :48;
poniendo los medios en lugar de los estremos,
4 36 :48 ::54 ;72

En las espresiones (2), (3), (4), el producto del segundo
namero por el tercero es

36x72 6 48x54,
y el producto del primer nimero por el altimo,
48x54 6 36x72.

~ Pero estos producios son iguales, en virtud de la
cion (1); luego (n." 247) estas tres espresiones son tamuien
proporciones.

La razon comdn es ™ en la proporcion (1), » en la

porcion (2), ~ en la proporcion (3), y ~ en la proporcion (i)-

Advertencia. También se podria en cada proporcién
vertir el orden de los términos de cada razon; pero es
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conocer que se recaeria en alguna de las proporciones ya obte-
nidas, 6 bien que solo se habria logrado invertir el orden de
les razones en una de ellas.

Asi, la proporcion (1) se convierto por la inversion de los
términos de cada una de sus razones, en

36 :48 72 ;54

proporcion idéntica U la (4).
Operando lo mismo con la proporcién (2), tendremos

72 :48 54 : 36,

proporcién equivalente & la (3) puesto que arabas pueden po-
nerse bajo la forma de dos igualdades que solo diiierenen que

primer miembro de la una es el segundo de la otra, y re-
N .

250. Segunda consecuencia —  toda proporcion se pue-
de MULTIPLICAR O DIVIDIR, por una parle un estremo y por otra
un medio, por un mismo numero, Sin alterar la proporcion;

Lo cual significa que habra proporcion entre los cuatro
numeros resultantes.

Porque siendo iguales los dos productos de los estremos y
délos medios de la proporcion dada, los nuevos productos
resultaran de la multiplicacion 6 de la division de un estremo
yde un medio por un mismo.namero, Seran también iguales;
luego (n.° 247) habra siempre proporcion.

Dejamos para el séptimo capitulo la esposicion do otras
propiedades de las proporciones, siendo las que acabamos de
osplicar las Unicas necesarias para la resolucion de los pro-
blemas que se refieren 4 esta teoria.

S II.— RESOLUCION DE LAS CUESTIONES DEPENDIENTES DE LAS
CANTIDADES PROPORCIONALES.

Regla de tres.

251.  Una multitud do problemas concernientes al comer-
o, & la industria, & la banca, etc., comprenden en su euun-
oiado nimeros ligados entre si por relaciones susceptibles de
ser espresadas por medio de proporciones; y entre estos nu-
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raeros, unos son conocidos y dados, otros son desconocidos f
deben determinarse.

Esto supuesto, se designa con el nombre de regla de tres-
la operacién por cuyo medio,

Dados TRES términos de una proporcion Cuyo cuarto €S
desconocido ('), se trata de determinar este cuarto término.

Ahora bien, de ser el producto de los eslremos iguél al
de los medios en toda proporcién, resulta necesariamente que,
para obtener el valor clel término desconocido,

Es necesario, si es un estremo, «iviair €l producto de los
medios por el estremo conocido;

y Sl es unmedio, «iviair el producto de los eslremos por
el medio .conocido.

Asi, sean las dos proporciones

24:9 32 :a; 4536 : c: 24
Como en la primera debemos tener,

24xa: = 9x32,
resultara
9x32
24 24
en la segunda tendremos
36X a ==45x 24,

de donde se deduce
45x24 *1080 _

36 36
Las proporciones entonces son
24 09 . 32:12; 45:36 ;. 30:24;

30.

, . 5
la ra%on comdn es i en la primera y ~ en la segunda.

Pasemos ahora 4 la resolucion de algunos problemas res-
pecto de los cuales los del n." 41 pueden ser considerados co-
mo casos particulares.

252. Primer problema.—Se€ plde el coste de 384
mos de derla mercaderia, suponiendo que 25 kilogramos os
ella hayan costado seiscientos cincuenta reales. A

{* Es costumbre designar, en la resolucién de los problema.0'"®
cantidades desconocidas con las Gltimas letras del alfabeto, V'
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Analisis. -* Puesto que 25 kilégj-amos cuestan G50 rea-
les, es claro que 2, 3, 4 ,... veces 25 kilogramos deben cos-
tar2, 3, i,...veces mas ; asi, los dos nimeros dados de ki-
logramos estan en la misma razén que Sus precios respec-

,Luego, si designamos por x el precio desconocido de los
384 kilogramos, y consideramos por un momento, cOmo nu-,
meros abstractos & los tres nimeros dados y & a:, tendremos
la proporcion
® 25:384::650:a:
de donde'(n.° 251)

384x650 249600

x= SR S5 1ol

con lo cual concluimos que los. 384 kilogramos de aquella
mercaderia deben costar 9984 reales.

Adver/encta. — Antes de buscar el valor jr, por medio do
la proporcién (1), puede simplificarse *esta observando que los
mecedentes, €s decir iin estremo y un medio son, divisibles
por 25 {n.° 68), factor que puede, suprimirse [n.° 250), re
sultando

1:384:; 26 :iC, dedonde &= 384x 26~ 9984

Es muy conveniente aprovccliar semejantes simplificacio-
nes siempre que se presentan

0 tro METODO de resotucion. — Sl 25 kllogramos cuestan
Y reales, un solo kildgramo debe coslai“ 25 veces menos, 0

1 65
Ade 650 reales, es decir reales.

Luego, 384 kilogramos costaran 384 wveces mas, 0

650 X 384; lo cual, hechos todos los calculos, da 9984 reales.

Segundo problema. — 135 hombres han gastado 20 dias
para hacer cierta obra; se desea saber cuantos dias gastaran

hombres para hacer la obra misma.

Anatisis. — Si cierto ndmero de hombres ha necesitado
-0 dias para hacer la obra supuesta, es claro que un numero
de hombres, 2, 3, 4 ,... veces mayor, necesitara 2, 3, 4 ,...
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veces menos tiempo, siendo todas las demds cosas iguales;
luego, cuantas veces el primer nimero de hombres, 135, esta
contenido en el segundo, 300, otros tantos el nimero de dias
necesario al segundo nimero de hombres, 6 sea el nlmero
buscado, x, estara contenido en el nimero de dias necesario
al primer nimero de hombres.

Tendremos, pues, la proporcion

135 :300;: a;; 20,

6 poniendo los medios en lugar de tos estrenos (ir.” 249), &
lin de tener & x como Ultimo término

300:135::20:a:,
de donde

135x 20 2700 _
300 300 -

luego los 300 hombres lian necesitado 9 dias para hacer la
obra convenida.

En la segunda proporcion se habrian podido suprimir,
1® el factor 15 comln & los dos términos; 2.” el factor20
comun & los dos antecedentes, con lo cual so habria converti-
do en esta otra

1:9:: Ira?, dedonde ;c=9.

9;

0 tro modo de resolucion. —-Si 135 hombres han gasta-
do 20 dias en hacer la obra, es claro que un solo hombre ne-
cesitaria para hacerla 135 veces mas tiempo 6 20 x 135,y
300 hombres necesitarian un nimero de dias 300 veces nenor
que 20 X 135, es decir

20 X 135 2700
300 = -300 = ®

RAZONES DIRECTAS E INVERSAS.
253. Antes de tratar problemas mas complicados, deDe'

mos dar & conocer algunas denominaciones a que da lugaf *
consideracion de las cantidades proporcionales.
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Eli loda caostion cuyo enunciado contiene cuatro ndiuo-
rs proporcion, dos de estos nimeros son de cierta espe-
cie,y los otros dos de otra especie distinta; pero cada uno de los
lérniinos de esta segunda especie esta ligado intimamente, por
las condiciones del enunciado, con uno de los términos de la
primera. .

Asi es como, en el primer problema del n. 252" dos de
ios cuatro numeros espresan pesos de cierta mercaderia, y los
oiros dos son los precios respectivos de dichos pesos.

Asi lambien, en el segundo problema, donde se trata de
(ics nimeros de hombres y de dos nimeros de dias, estos es-
presaii los tiempos respectivos que deben emplear los dos nu-
meros de hombres en hacer la misma obra.

Por esta razon se ha convenido en llamar cornesponaien-
TEs los dos Iérminos do especies diferentes, ligados entre sf
por el enunciado de la cuestion.

Por ejemplo, en el primer problema, los precios se llaman
los comiiispoNDIEINTES de los kilogramos, y vice-"ersa, l0s nu-
meros (lo kilogramos son [0S correspondientes de [os precios
(jue deben costar. '

Del mismo modo, en el segundo problema los nimeros de
dias SON 10S corresponaicnces € [0S NUMeros de obreros, y
vice-versa.

Esto supuesto, se dice que hay relacion directa cutre los
mimcros de la primera especi'e y los de la segunda, ¢ bien,
fi"e los cuatro nimeros son directamente proporcionales,
»cuando, siendo en efecto proporcionales, se reconoce ademas,
gue aumentando @ disminugendo un ndmero, aumenta Odis-
MINUYe sii corresponaiente; Y SE dice por el contrario que
ii3y RELACION INVERSA; O qu6 los cuatro ndmeros son inver-
samente (0 reciprocamente) proporcionales, cuando, aumen-
tando 0 disminuyendo cada nimero, disminuye 6 aumenta su
correspondiente.

El enunciado del primer problema ofrece el ejemplo de
ona relacion directa; porque cuanto mas kilégramos de mer-
caderia hay que pagar, mas considerable ha de ser*el precio.

Pd segundo problema da lugar & una relacién inversa;
porque cuantos mas hombres hay para hacer una obra, me-
"05 dias necesitan.

, Si [~relacion es directa, y se quiere escribir la propor-
cion bajo la forma
atb «c:d.
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es necesario que uno do los nimeros y su correspondiente for-
men los dos antecedentes, y 10s otros los dos consecuentes; en
otras palabras, que cada nimei'Oy su correspondiente formen
un estremo y un medio.

Por el contrario, si la relacion es inversa, uno de los nu-
meros y su correspondiente deben formar los dos estrenos,
mientras que el otro nimero y su cor.respondienle forman les
dos medios.

Cuando se escribe la proporcion bajo la forma equivalen™
te {n® 245) dedos fracciones{;rwii/es

C

es necesario en el caso de una relacion directa, que uno de
los nimeros y su correspondiente formen los dos términos de
la primera fraccion, 6 los numeradores de las dos fracciones,
formando los otros numeros los dos términos de la segunda
fraccion, 6 los denominadores de las dos fracciones: y, end
caso de una relacion wvem, que cada nimero ~ smcorrespon-
diente foimicn, bien sea el numerador de la priraem fraccion
y el denominador e la segunda, bien sea el denominador Gi
la primera y e! numerador de la segunda.

Advertencia.  Todas estas distinciones en la manera de
escribir IaSJoroporciones resultantes de los enunciados (le les
problemas deben tenerse muy presentes, sopefia de cometer
graves errores.

254, Se dice también, cuando una relacién es directa,
que una cantidad de cada especie estd €n uvazon directa (B
su correspondiente;y si la relacion es inversa, que cada con-
-lidad estd en razen inversa de Su correspondiente.

AS|’, por ejemplo, dos fracciones del jiisho denominador
estan en razon directa de sus numeradores.

Porque se lia visto (n.” 111) que, si el numerador se lig*
m doble, triple, cuadruple, 6la mitad, e\ tercio, el cuarto.....
de lo quiera, la fraccion so hace doble, triple, cuadru'
pie,..,., 0 dos, tres, cuatro.... veces menor de lo que era.

Por un razonamiento analogo se probaria que dos fruc'
dones de igua1 Numerador estan en razén inversa de sus de-
nominadores.

Cuando las fracciones tienen nuraeradoi'cs y denomina®'
res diferentes, se comienza por reducirlas al mismo denouu
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nedor 6 al msmo numerador; y la cuesUon queda con esto
reducida & «no de los casos precedentes.

l)e aqui se va & parar & una nueva locucién que consiste
en decir que las fracciones dadas estin en razén compuesta,
directa 6 inversa, de los dos productos del numerador de la
primera por el denominador de la segunda, y del numerador
de la segunda por el denominador de la primera.

Para justificar esta locucion considerémos, por ejemplo,

las dos fracciones' R y4

Ueduciéuidolas & un comin denominador, se obtiene

3x11 4x7
TX1NT7x11°

y estas dos fracciones estan en razon directavg 3x 114 4x 7,
0(e334a28 - ) _ )

Si por el contrario las reducimos al mismo numerador,
resulta

[ 3x4 3x4
7x4 N 3x 11

en cuyo caso la razén de las dos fracciones es inversa, 6 igual
alade3x 1147 x4, 0de 33 428; como antes.

Pero se ve que los dos términos de esta razon son, el uno
d producto del numerador de la primera fraccion por el de-
nominador  la segunda, el otro el producto del numerador
de la seqgunda por el denominador de la primera.

Por consiguiente, esta razén compuesta s en cierto modo
ni resultado de la multiplicacién de dos razones simples, que
son directas 0 inversas una de otra, segTln los casos.

255. Aplicaciones. — Como aplicacion de lo que acaba-
ifNs de decir, debemos indicar el medio de hacer entrar en
calculos de proporcion ciertas superficies y ciertos volmenes,
porque hay una muUriud de cuestiones en que son necesarias
semejantes valuaciones numéricas.

Supongamos que deben compararse entre si las estensio-

?cs superficiales de dos piezas de tela, una de las cuales
enga

2
24 molros de larga por ™ dé ancha,
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y la otra

17 metros de larga por ~ de ancha.

Por un razonamiento analogo al hecbo en el n.° 252, &

2
reconoce facilmente que 24 metros de largo por ~ de ado
2
equivalen 4 24 x " de largo por 1 de ancho.

Del mismo modo, 17 metros de largo por ~ de ado

5
equivalen &4 17 x - de largo por 1 de ancho.

Por consiguiente, supuesto que las anchuras son ya las
mismas, la razén de las eslensiones superficiales es igual ai
de las dos longitudes; cuya razon sera

2 5
24X 3-17X-,

24x2 17x5 , 24x2x4 3x17x5
A 3 m 4 09 3x4 3x4

6 bien, simplificando,
64 : 85.

Sean ahora dos rollos de papel pintado, uno de los cua-
les tenga

4
15 metros de largo por r de ancho,

y el otro
19 metros de largo por g de ancho.

La razdn de las eslensiones superficiales de los dos

seria
15x4:19x?,
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15x4 19x7 ,15x4x8 19x7x5
5x8 5x8

6 simplificando,
96 : 133

Concluyamos de aqui que, siempre que el enunciado de
una cuestion da lugar a la comparacion de eslensiones super-
ficiales, para reducirlas & la unidad de anchura, es necesario
formar el producto de la longitud por la anchura, y comparar
en seguida las dos cantidades resultantes.

Respecto de los volGmenes, nos bastara lomar un ejemplo
para determinar la marcha que debe seguirse.

Sea determinar la razén en metros cuabicos de las esten-
siones de dos muros de mamposteria.

Suponemos que el grimero tiene

60 metros de largo por- de metro de gruesoy 3 metros UQalto;
y ¢l segundo,

125melros de largo poere metro de gruesoY” metros de alto.
Razonando como antes hicimos, hallaremos que, respecto
flel primer muro, es como si tuviéramos 60 x 3 metros
largo por 1 metro de gruesogl metro de alto; y respecto

tlel segundo 125 ~ ~ ~ ~ Jaetros de largo por 1 metro de

Smso y 1 metro de alto. En otras palabras, los dos muros
“eben contener,
3

el 1.“, 60 X - X 3 metros cubicos;

7 .
el 2% 125 X g X ? metros cubicos.

4 OILuego la razon las dos eslensiones en volumen es igual
e

BOX?X3é125x-7X9,
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0 de
60x3x3x4 . 125x7x9

16 16

6 bien finalmente, de 48 4 175.

Donde se ve que, para obtener el volumen de los dos mu-
ros espresado en metros ciibicos, basta hacer para cada uno
de ellos el producto de lo largo por lo grueso y por lo alio, 6
como se dice en Geometria, elproducto de las tres dimensio-
nes, hecho lo cual se encuentra facilmente In razon de, las
obras ejecutadas 6 que deben ejecutarse.

Jtegla de tres compuesta. — Método general de iicauccios
k LA UNIDAD.

256. Muchas veces el enunciado de una cuestion encier-
ra mas de cuatro ntmeros entre los cuales hay que eslablecei
razones sea directas, sea inversas; y de aqui han nacido les
denominaciones de regla de tres simpie ¢ compuesta, direcm

Estas denominaciones se derivan del modo de resolucion
& que se refieren, y que es una aplicacion de la teoria de les

se ha reemplazado ese método por atro
[lamado de REDUCCION A LA UNIDAD, que vamos & csplicar
iMievas cuestiones, haciendo antes observar que el segunoo
modo de resolucién de los problemas del n. 252, no es nmes
que un caso pnriicw/ar del mismo. . qaa
257. Tercer PROBLEMA. — Se han necesitado 180u un

iros de pafio de * de metro de anchopara vestir 500 hoir

7
hres; se desea saber el nlmero de metros de pafio de ~ dean'

cho necesarios para vestir 960 hombres.
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Tabla de los calculos.

Rancho
1800 IH.(HIIS_I
" 960
X
8
5m. larg.
1800 x 2 lancho500hombr.
7
NXo- 960
1800 X 5*'- .
lancho ibombr.
4 X 500
X X 7
960 X 8 1 1

ax7 1800 x 5
960 x 8 4 x 500 m

Analisis. — Despues de haber dispuesto en dos lineas,
‘6.W numéros que comprende el enunciado, contando entre
~los el numero de metros buscado, x, se razona de la mane-

Siguiente:

luego

1800 metros de largo por 2 de ancho, y x metros por -,

1800x 5 XX7

lo mismo que 4— ' —8— ™" N metro de ancho

255).
fi**iben pues estos nimeros en otras dos lineas, con-
naudd"“~  nameros 500 y 960, y después se sigue razo-

g 1800x5
P G8lo que con----- — metros de largo por 1 metro de

se han podido vestir 500 hombres, mi solo hombre se

"estwa con 1800 x5
4 x 500"

mismo modo, si con —”— metros, se han podido ves-
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XXI
tir 960 hombres, uno solo se. vestira con g A

presion y la de arriba so escriben en otras dos lineas debajo

APero”Ins'Vs Gltimas espresiones acabadas de obtener re-
nresentan unay otra, la cantidad de tela necesaria para ve-
Ur un solo hombre; por consiguiente son iguales. Luego te -
dremos

irXx 7 _ 1800X5
8 x960 ~ 4 X500 °

0, reduciendo al mismo denominador y suprimiéndole des-

pues,
iex 7X 4X500= 1800 x 5x 8x 960.

Diviviendo los dos miembros de la igualdad P~ ~

tiplicador de x, simplificando después por la f
feSea comunas y efectuando las operacones que .esullen

indicadas, tendremos

1800x5x8x960 36X 960 _ 34]?;60_ - 2
. N - /
X 7 X 4 X 500

lo cual significa que se gastaron 4937 metrosy ™ para ve

960 hombres.
Comprobacion.

1800 x A reduce evidentemente 044" ; por otro lak
4 X 500

34560

7 8X960
El nimero 4| 6 4" 50 esprese en ambos casos la can >

.., 3456 ...
se reduce también a 0a4r,

mtcada (lia, han gastado 57 dios “onepE e
metros de largo por 7 de ancho y 3 I
BUNTA cuantos dias f i larf

horas al dia para abrir un canal de 2900 metro
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\2de anchoyh de profundidad en un terreno 3 veces mas di-
ficil que el primero.
(Esta cuestion es una de las mas complicadas que pueden
proponerse.)

Tabla del calculo.

500bo«n-12>'®F 57**-{1800 x 7 x3x 1)*%
860 10 X (2900x 12x5x3)

ids./1800 X 7x3x1

-liiom. lhor.
V 500x 12x57
/2900x 12%x5x3:
1 1 a AOxi0 ~

2900x 12x5x 3 500x 12x 57

luego 860x10 " 1800 x7 x 3x |
2900 x 12x5x 3 x 500 x 12 x 57
860x10x1800 x7 x 3x 1 *

Andlisis. — Ante todas cosas y con arreglo al n® 255, es
liecesario convertir en metros cubicos las dos obras, la ya
gjecutada y la que va & ejecutarse; lo cual se hace multipli-
cando entre si sus respectivas dimensiones.

Ademas, como, segun el enunciado, el terreno es 3 veces
~os dificil de cavar que el primero, si se espresan por 1y 3
w dificultades relativas, conviene introducir en los dos pro-
ductos mencionados, los factores 1 y 3 que en cierto modo
pgeden equipararse-A una cwar/a dimension, resneelo de cada

Esto supuesto, después de haber colocado, como en el pro-
blema anterior, en dos lineas diferentes, lodos los nlmeros
comprendidos en el enunciado, y haciendo razonamientos
ccieramenic iguales & los hechos en la resolucion del tercer
IIDObIema formaremos dos nuevas lineas que represen-
aran:

La una, el trabajo hecho por 1 hombre solo, en 1 hora
yeni dia;

La otra, el trabajo hecho por 1 hombre solo, en 1 hora y
cn X dias._

Ahora es claro que estas do? cantidades de trabajo deben
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eslar en razon directa ile los dos numeros de dias empleados
en ejecutarlas: tendremos pues la igualdad

2900 x 12x 5x 3 _1800x7 x 3x 1
860 x 10 " 500 x 12 x 57

de donde se deduce (n.° 131)

2900x 12x 5x 3 500 x 12 x 57

X— 860X 10 " 1800x7x 3x 1'

2900 x 12x 5x 3x 500 x 12 x 57
O 860 x 10 x 1800 x 7 x 3x 1

y si se ejecutan todas las simplijicaciones y en seguida se efec-
tian los calculos indicados, se obtiene finalmente

ol

51 ,
es decir que los 860 hombres necesitan 549 dias y a pro

ximamente |6 de otro dia para abrir el segundo canal.

259. Los problemas precedentes bastan en nuestro jui-
cio para enterar al lector de la marcha que debe segmrsj5
cuando se emplea el método llamado de reduccién a laumm,
método que tendremos ocasién de aplicar & otras reglas uue-
riores dependientes de la regla de tres. .

Pero creémos Util, para terminar todo * foncernien”
esta, volver & considerar ios resultados de jos dos u
problemas a fin de deducir de ellos algunas consecuencia
sobre el uso de las razones directas 0 inversas.

El analisis te\ problema del n." 257 ha conducido a un
primera espresion del ndmero de metros buscado.

1800x5x8x960
X = 7 X 4 X 500

Si ahora retrocedemos al enunciado de la cuestion g
buscar en él los términos correspondientes™ de cada esp
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V separamos por medio del signo x las diferentes razones de
cada término & su correspondiente, podremos poner la espre-
sioD anterior bajo la forma

5 8 960
isod“ 4~7~ 500

6 bien bajo esta otra (h® 131}

0
X 4 960
Tro 7~ 500"
8

Reflexionando sobre la composicion del producto indicado
en el segundo miembro, se vé que el sequndo factor, que es
el de los dos numeros de hombres que deben vestirse, estd en

razén directa con los dos numeros de metros de pafio,

mientras que el primer factor de dicho segundo miembro, 6
sea la razon de ios dos anchos, es inversa respecto de la ra-

zon indicada, KQ(UU; por consiguiente esta razén, que se 1a-

ma compuesta (n.“ 254), es igual al producto de las razones
los dos numeros de hombres y de las dos anchuras, direc-
ta respecto de los hombres, é inversa respecto de las an-
churas.
Y en efecto, cuantos mas hombres hay que vestir, mas
lela se necesita; pero cuanto mas anchura tiene la tela, menos

debe tener de larga, para que la cantidad de tela sea la
misma.

ha espresion de x obtenida en el problema del n.® 258,

2900 X 12 X 5 X 3 X 500 x 12 x 57
860 X 10X 1800X 7 X 3X 1

y puede presentarse bajo la forma

X 2900 12 3 500 12
57 1800 A~ 7/~ 3717860~ 10"
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ilonde lambien se ve que la razon dé los dos nimeros de
dias necesarios para la ejecucion de los trabajos es igual al
producto de las razones de los nwneros correspondientes de
cada especie, directas respecto de las dimensiones de los ca-
nales y de la (lificuliad del terreno, pero inversas respecto de
los ndmeros de trabajadores y de las béras diarias de tra-
bajo, : :

De aqui podria concluirse esta especie de regia generat
para resolver cualquier cuestion cuyo resultado contenga
razones:

Formese un producto de todas las razones directas o in-
versas, de los nimeros correspondientes de cada especie, es-
ceplo aquella en que entra la incégnita; y después ipalese
este producto a la razon entre la incdgnita y la cantidad ce
su misma especie.

Asi se obtiene la espresion de la igualdad de dos razones,
donde facilmente se sacara el valor de ¢r, cuidando sin em-
bargo, de no efectuar los calculos indicados sino después de
todas las simplificaciones, que & simple vista se descubran.

Recordaremos ademas que (n® 253) las razones seran di-
rectas 6 inversas, segin que en el analisis del problema ha-
yamos visto que & mas corresponde mas, 6 & menos, mencs;
0 por el contrario &mas corresponde menos, 0 & menos, Nes.

REGLA DE INTERES SUHPLE.

260. Se llama interes simpie de una suma de dinero,
el beneficio resultante del préstamo que se hace de dicha su-
ma durante cierto tiempo; la cantidad prestada 6 colocada se
”ama capltal

El interés de una suma depende del importe del capital,
del tiempo que dura el préstamo 6 la colocacidn, y de lo que
se llama el tanto de interés, 6 sea el beneficio que produce
una suma determinada y constante en un espacio de tiempo
también determinado. r 40

Ordinariamente, el tanto de interés es el beneucmque
deben producir 100 reales colocados durante 1 afio.

Este tanto, que puede considerarse como una especie de
unidad de interés, es de pura convencién entre el prestador
v el tomador; depende generalmente de la abundancia o (|c
la escasez de ios capitales. Hay sin embargo en el comercio
y en la banca ciertos limites (fijados, ya por el uso, ya
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ialey) mas alla de los cuales, no puede elevarse el tanto de
interés sin pasar & ser usura. )

Es evidente que los intereses de dos capitales coiocados
durante el mismo tiempo, deben ser proporcionales & dichos
capitales, y que los intereses de un mismo capital son tam-
bien proporcionales al liempo que dura el préstamo ¢ la colo-
cacign.

De donde resulta que la re/jla de interes no es mas que un
caso particular de la regla de tres: asi, las cuestiones que a
ella se retieren, deben tratarse del mismo modo que las pre-
cedentes.

261 Primer ejemplo. — Se desea saber el interes de uel
sura de 4500 reales, colocada durante 2 afios y 5 meses, a

razon de 7 reales por cada cien reales al afio 6, por abrevia-

Clon, 4 7 p. 0

Este enunciado equivale & este otro:

Si 100 reales producen 7 reales en 1 afio, 0 12 meses,
¢cuanto deberan producir 4500 reales en 2 afios y 5 meses,
0sea 29 meses? ) A .

Los nameros pueden disponerse en la forma siguiente:

100 12¢ 7"
4500 29“
de donde 100 X 12
X
4500
X
Las calidades yjjooTFg’

P que produce 1 real en 1 mesy deben por consiguiente ser
‘guales; tendremos pues

X 7
4500x 29 100x 12’
lo cual da
4500 X 29 X .7 45x29x 7 15 x29 x7

100x12 12
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0, efectuando los célculos y reduciendo & decimales,

a= 76r , 25

Tal es el interés de 4500 reales colocados al 7 p. / du-
rante 2 afios y 5 meses.

Comprobacion.

1000 12
4500"  29™ 761" 25
, 007 _ .
1. 1200 1 - 0,005833.. ;

76125 76125 76125 A
4800x29 = 45x 20 7 1300 7 0.005833..

Segundo ejemplo. — S€ desea saber el interés de unasu
ma de 2524* 65 colocada durante 8 afios y 7 meses al 4|
p. %.

y o

100" 12™ 4" 50

2524 .65 31 X
1w 4,50
1200
X
252465 X 31
2524,65x31x4,50  252465x31 X 4,5
1200 12

0 efectuando los calculos,
[E= 293,4905325.
Asi, el interés pedido es 293" ,49 en menos de un céntimo.

Comprobacion.

450 00450
1200 12 =i 0,00370,
293,49 29349
= 0,003749.

2524,65x31 7949175
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262. En general, designemos por a un capital prestado
durante un tiempo t, & razén de i por y por | el interés
dei capital a.

Tendremos
1000
a t 1
i
1 1 60 " interés de  por 1 ano,
, I
| 1 ..W/»
luego
I
rtxi "100°
Y por consiguiente,
| = ax/xi aXiXt
100 100

Esta espresion de i es lo que en matematicas se llama una
formula, porque representa, en términos simples y concisos,
las operaciones que deben ejecutarse en cada caso particular.

Hace pues las veces del enunciado de una regla; pero es
necesario observar que el tiempo t puede ser muy bien un
namero fraccionario de. la unidad afio, llevando por denomi-
nador bien sea el numero de meses, bien sea el nimero de

comprendidos en el ano.

N

Por lo demas, presentada bajo la forma =

*e traducirse en la re?la siguiente:

Para determinar el interés 1, mullipliquese el capital dado
por el tanto de interés en 1 afo, Yy dividase €l producto por
HIO, buscando después espartes alicuotas, (N® 150], el re-
"Ollado para el tiempo t.

Apliquemos esta regla al segundo ejemplo.
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Tendremos primero

252465 X 4,5=11360,925,

y dividiendo por 100......cc.cccccevvvirren. 113,60925

buscando en seguida el interés de. N e

se hallara primero para 2@......... 227,21850™
después para 6 ... 56,804625
después para 1 ... 9467437

293,490562 0 293749

que es el mismo resultado de antes. _

263. Este segundo modo de operar es particularmente
preferible cuando se trata de determinar el interés de una su-
ma en ci&to nimero de dias, como sucede muchas veces en
la banca y en el comercio.

Propongamonos determinar el interés de 1748 reales 19
céntimos en 113 dias & razén de 44 p. o al afio (que
simplificar supondremos de 360 dias, dando 30 dias & cada
mes).

%e puede comenzar por multiplicar 1748,19 por 474»s*
guiendo el método de las partes alicuotas; y después, ces-
componiendo 113 en 60 ~ 30 -H 20 + 3, apUcarémos de
nuevo el método de la multiplicacién de las partes alicuotas
a la multiplicacion del primer producto obtenido, por las di-
ferentes parles de 113.

Cuadro del célculo.

1748,19
4n4
6992,76
V2 874,095

Vi 437,0475
8303,9025
y dividiendo por 100  83,039025
para a0"@» 13,839837
30 6,919918
20 4613279
3 0,691992

26,065026
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(Para 20 dias, se.ha tomado el tercio del producto hallado
para 60, y para 3 dias se ha tomado ia décimaparte del pro-
ducto hallado para 30.)

Asi, el interés de 1748,19 en 113 dias, es 26“,086.

Facilmente se reconocera, aplicando al mismo ejemplo el
primer procedimiento, cjue el que acabamos de seguir es mas
esgedito. ) ) o

64. Advertencia.—  ciertos tantos de interés, en lu-
sar de referirse al capital 100, suele variarse el capital cuan-
does parte alicuota de dicho 100, representando por 1 el in-
terés correspondiente & cada parle alicuota.
~Asi sucede cuando el tanto por cieijto es 10,6 5, 6 4,
02f; en cuyos casos se dice respectivamente que el dinero
% ha dado al décimo, 6 al 20“, ¢ al 25", 6 al 40“ (*).

265. La formula (1) del n." 262 comprende implicita-
freiiie las soluciones de cuatro problemas generales dife-
rentes.

1. “ Conociendod a, tel, hallar al.

Lsie es el problema resuello en los varios ejemplos pues-
tos hasta ahora.

2. “ Conociendo al,\. é\, hallar & a.

3. “ Conociendo a I, ayt, hallar &\.

4" Filialmente, conociendo 6 a, | e, hallar 6 t.

Propondremos como ejercicios, al fin de este capitulo,
varias aplicaciones de estos diversos problemas; y nos limila-
i'émos por ahora, 4 poner un ejemplo del cuarto, tratdndole
por los dos métodos que hemos espucslo anteriormente:

Una suma de 2524 65 haproducido 293" 49- &razén
a2 P. Vo AL ANO: se desea saber cuanto tiempo habra es-
7acbprestada dicha suma.

n Este parrafo es realmente intraducibie en el original, porque
serefiere & formulas vulgares en Francia que no tienen equivalentes
finnuestro pais: por decir algo y no alterar la numeracién del testo,
oemos traducido esas pocas lineas, usando denominaciones poco
Acostumbradas entre nosotros. (N. dei T.)
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Primer método.

i 00 {ario
252465 1 293,49
4,50
1 100
. 294,49
252465
/29349 100 29349 29349000

1 2524,65” 4i5~ 252,465x" 11360925
29349000 11360925
6627150 oafios ‘fineses

reduccion a meses 12
79525800

9325
La fraccion despreciada es menor que 0,001 de rres.
Segundo método.
252465

10098,68
PAra | v 1262325

11360,925
0 dividiendo por 100, . . 113,60925 intereses de 1 afio;

y como segln el enunciado, 293,49 es el interés de

para obtener el tiempo buscado, es necesario dividir

29349000 por 11360925, como antes.

HEOLA DE DESCUENTO.

266. Descuento es la parte que se desquita del irmport”®
de una letra de comercio, que no es pagadera sino al cabo de
cierto tiempo™ y que se quiere cobrar antes del vencimiento.

El descuento se hace ordinariamente & tanto por ciento a

afio, y eso es lo que se llama tanto de descuento.
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El banquero es el que paga la letra anticipadamente.

Es facil reconocer que la regla de descuento, se compren-
ceen la regla de interés, con la diferencia de que en esta el
tomador esta obligado & devolver al prestador la suma pres-
tada y ademas el interés correspondiente; mientras que en el
descuento el poseedor de la letra solo debe recibir el esceden-
Fentre el importe de la leti'a y el descuento que se le hace
por causa del anticipo del pago.

Primer ejemplo. — Se quiere descontar a razén de 4,80
p. ®al afio una letra de 875> ,49, pagadera & los 18 meses.

Primer método.

1000 12®»  4' 80

875,49 18 X
1 j “ descuento por ypor 1*®
id.
t 87549 X 18 '
luego
X _ 480

875,49x18 1200’
e donde
480x875,49x18 40x 87549x18
1200 1000000

Uefectuando los célculos, x = 03,035280 = 63,04.
Asi pues, el descuento que ba de hacerse & la letra es de
63 reales y 4 céntimos.

Importe de la letra. . . 875" 49
Descuento.............co.vvvnn, 63 ,04
Diferencia..............co.o.... 812 ,45

Euego el portador de la letra solo debe recibir del ban-
quero 812 reales y 45 céntimos.
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Comprohacion.

100 12 4,80
875,49 18 63,04

4 80 48
200 12000 - 0,004
63,04 0304 . 6304

87549x18  87549x18 * 1578882 004

Segundo método.

Imporle de la letra 875,49
descuento por ®y por ®® A

700 392

3501 96

4202,352
dividiendo por 100 4202352
descuento por Jafio gmeses
"aQ 42,02352
gmESES 21,01176

63,03528 corno arriba.

Este ejemplo basta para hacer ver que hay identidad, bajo
el punto de vista de los célculos, entre las dos reglas de inte-

rés y de descuento.

La cuestidn siguiente vamos & tratarla solo por el segundo

método.

Segdndo ejemplo. — Descontar una tetra de 3478"»"
pagadera & los 286 dias, siendo el tanto de descuento 6 2-5

en 360 dias.
Comencemos por descomponer el ndmero 286 en

[80-i-90-h10-t-5H-1.
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Eslo supueslo, hé aqui el cuadro del calculo;

3478,19
6,25
I 7390 95
6 9563 8
208 6914
descuento por 360 217,3868 75
180 108,6934 37
90 54,3467 19
10 6,0385 24
5 3,0192 62
1 0,6038 52
172,7017 94
importe de la letra 3478,19
descuento 172,70

suma que debe recibirse ~ 3306,49

La Operacién podria probarse™ volviendo & hacer la mis-
ma Operacion con el duplo de 3478,19 y dividiend.o poi 2 el
nuevo resultado. ]

267. La generalizacion de la regla de descuento condu-
ciria & la formula
axe Xi

) = 100 "

enlacuale, E designan los descuentos para 100 reales v
para el imporlo de la letra; dichos signos reemplazan a it
de la formula del n.” 162.

También se podida, a consecuencia de la formula (2) es-
tablecer los enunciiulos de cuatro problemas generales, ana-
legos & los del nimero 265; pero dejamos todas las aplica-
ciones para el fin de este capitulo.

268. Existe oira regla de descuento de la cual no pode-
ncos menos de hablar; porque aunque generalmente no se usa,
parece mas racional, y sobre todo mas justa con relacion al
doe quiere descontar en papel.

[In ejemplo bastard para dar una idea de este segundo

oiodo de descontar. I, ~mn
No siendo pagadera sino a 15 meses tina letra de Io
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realeSy un banquero consiente en abonarla mediante un des-
cuento de 4,60 p. °/0. Se desea saber cuanto debe recibir d
propietario de la letra.

Andlisis. — Admitamos por un momento, que 4,60, que
es aqui el tanto de descuento, sea también el tanto de interés
(le una cantidad que se prestara.

Ks claro que el poseedor de la letra deberia recibir es este
dm una cantidad que, colocada al interés de 4,60 p. ®d
afio, durante 15 meses, le produjera, reunidos el capital y los
intereses, el valor del importe de su letra.

Ahora bien, siendo 4,60 el interés de 100 reales al afio,

en 15 meses serd 4,60 -f-j de 4,60, 6 sea 5,75-
Lo cual prueba ya, que 100 reales colocados ahora, pro-

ducirian & los 15 meses 105*',75, reunidos el capital y los
intereses.

Por consiguiente, ,1”pagaderos dentro de 15 me-
ses equivalen @ 100 pagaderos & la vista; luego 1 solo
real pagadero dentro de 15 meses equivale 4 - pasade-

100,75 " °

ros & la visja, y por io tanto finalmente, 1500 reales pagade-
ros a los \b meses pueden estar representados por

100x1500 , 15000000
105,75 10575

pagaderos a la vista.

De (londe resulta que el poseedor de la letra deberia reci-
bir dei banquero una cantidad de 1418,4397, por el inmporte
de su letra descontada.

£n efecto, si se calcula, segun la regla de interés, apli-
cando el sequndo método por ejemplo, lo que deben produ-

cir 1418'74397 al cabo de 15 meses, a razén de 4°,60 3
ario, se obtiene

_ |=--8",5603
cuya cantidad sumadacon  1418M397
da 1500™,0000

que es e! importe de la letra.
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irace dbarlllu™M (qué

lo cual da 86725
cuya cantidad restada 1500
14137

que es lo que entrega at poseedor de la letra.

Bin ~ esceso de 86*',25 so-
nr.nA sea 4769, que el banquero beneficia, no as
Wd ﬁieT IlorSI}gO% regles importe de a fetrs © (')rrlgeurgs %EAIIP'
p" A p» looT'0 S ;

Este beneficio que se atribuye el banquero, aparle del
Eo I dereclio, por causa del anUcipo del
folia. PO- el tenedor de la

P judicar los inlereses del que presenta & descontar un efec-

ymenf"?" "' 9 descuento m
erti _ i'derés; pero la dificultad
a proporcionar e! uno al otro en los casos que ocurriesen

nerallni! \i"prmera regla esta ge-
vV S fnr .. . «Onoda
L. Pi-af'ca- Ademas es negocio de convenio

Mo . . la_letra Z este consligue de
uos modos la ventaja de realizar inmediatamente el”valor

"y letra para atendera sus necesidades.
Vfioa PV'® séptimo capitulo las cuestiones de interés

?‘ﬁaniente, el conocimiento F;/«'J uesg3 ngeﬁsp?éﬁlégaé%rﬁ%éé’mi

fientas sobre el Estado y Seguros.

‘bienes' ‘A's'iones que se refieren & las opera-
o sobre ios .S>-
Ngli fto o . aplicaciones muy sencillas de la

Aganni pasarlas en silencio, v vamos
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PftiMERA CLES-TION ~ Una persona posee U)0 francos de

renta sobre el Uslado en popel V*“/oy
el capital jqnécanlidad debe recibir.

Puesto que so tiene 4 Va 4 -Ti'ancos por 100fiancos, 1soM

tranco es la rentdVdk 10 . - 8 —g °luego 400 francos cx-

presan la rentad e XX 400 es decir ?°$08888,888

Lucro lo persona debe recibir 8888,89 ( ).
SioSnu* CUESTION. - (Qué oauM Aw™
en papel ilel 9 p«/,, 0 45, para tener una renta de 12w

silo reales producen 3 reales, 1solo reatsera el inte-

rés deV ,y 12000 reales serdn el interés de  x 12000, 0

«er 1.000 «
necesario emplear 180000 reales en papel del 3 p. /foc

“ "t ceux CUESTION. - Con 130000
papeI5udees'to3 (Bie«/49C reaies r?r(ﬁ?uéeng 3°de tenia, |1 Ss ¢

oto
debe.\ producir Y 730000 reales deberan prodac-'

130000 veces , 6 sea 7959718 de renta.

Pero como los cupones de las laminas no
fracciones de real, debera el capital
se convenientemente para )
con arreglo a las cantidades de interes expresadas en

'Ae*AEmiéndasc también que el calculo estd
tener en cuenta 10S derechos del agente be cambio, P

(M liemos dejado este ejemplo en francos n
texto, porque sabido es que en Espafia no tiay papel a! 4 /-
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que por necesidad legal interviene en estos casos entr« el
comprador y el vendedor.

cileJde rehsv -

Primera GDESTION. — Una casa valuada en 150000 reales
esta”egwada, mediante una prima deO\i5pori000 reales
a (mo. Se desea saber el importe del Seguro. »

Puesto que 1000 reales exigen una ;?nwa de C 15 re-
algira“" "t '8« «.00015; y 150000 reales

0,00015 X 150000, o sea 22*5;
Pliego el Importe de ia prima tola! es

22S50.
tiz " "l««02,Se,0btenrtraelvaior de
Tenemos
. m 180000
0,0002 " - = 00000.

~«ego la casa vale 90000 i-eales

Siendo 6 p. % el tanto de seguro, los aseguradores deben

Cobigy [iAg pria de 250000 X 6
(etf 100 ' ~si™n 15000 reales; pero

40000 reales do la averia; luego en defini-
ele 16s'Sgm-adm-es 25000
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HECL\ mi COMPANIA- |

0-n  La regla llamaLia de compaTda tiene por objeto
Hemrtir entre varias personas asociadas para «n nefjocio
/ «ganancia d la PEamoA resulte

*Lto gSalmentc admitido (y es,cosa »'emas conforme
i la cauidadj que la parle U¢ ganancia 0 tq perdida  cada
socio es- 1 "proporcional & su puesta, cuando los tiempos o0

iguales. cuando las puestas y *cs I'cmpos so®

diferenteX las parles son proporcionales a

puestas voi' los tiempos, puesto qrue _

por los tiempos respectivos, se reducen a haber esiat

cadas durante el mismo tiempo. _ i
Asi pues, la cuestion considerada bajo el P"olo

mas general, equivale & repartir un numero dado en parte

direccamence Proporcionales a otros o
Trataremos primero algunos ejemplos paiticulai
primer PROBLEMA. — Trespersonas se asociaronpaia

m lpesr co« igual trabajo en la gestién; pero pomendo

primeral™000 reales, la segunda 22540, y la N

Al ende un aAo ganaron 12000 reales: se desea sabci oato

-trnTinjanonoi« totcl se 1Laconseguido”
las ires puestas 6 capitales reunidos, se
dichos capitales ante todas cosas, para “oduci la
que ha podido producir un real, y por co>isiguiuji
Corresponde & cada una de las tres cantidades
La suma de dichas cantidades es 6-3140 icates.

mos pues razolnar del modo siguiente. . 10000 realce;
63140 reales han dado una ganancia ~dc™l ;0

luego 1solo real liahrd debido producir ‘lo ga"»"""
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12000 18000000

15000... m63110 7 -~ 3 2850,807
12000 27048000

22540... 63110 " ) 6314 - 4283,813
12000 30720000

25600... 63110 ) 6314 4865,378

11999,998

Asi pues, el primer socio debe recibir 2850"\81; ci se-
gundo, ASSSASI; y el lercero 1865”38,

Kn efecto, sumadas estas tres cantidades reproducen ia
ganancia total.

segundo proriema. — Unparticular comicnsa un ne/focio
con un capital de 25000 reales.

cinco meses Mas tarde, queriendo ampliar su empresa,
interesa & un capitalista que le proporciona 40000 reales.

seis iueses 0ESPUES de este préstamo primero, encuentra
otro capitalista que le proporciona 60000 reales.

Al cabo de 4. afios, se disuelve la comparfiia, habiendo
realizado una ganancia de 80000 reales: se habia convenido
ademés que el antedicho parlicular, quedando solo encargado
k las operaciones, recibiria tinaprima de b p. * del benefi-
cio total, sin contar la parle proporcional al capital por él
aportado.

Se desea saber la parte de cada socio.

La primera operacion que debe ejecutarse, es la de re-
bajar de los 80000 reales ganados, el 5 p. ®0, 6 sea la vigé-
sima parle de ese nimero, que son4000 reales, los cuales
corresponden al empresario por \Xdprima estipulada.

Quedan 76000 reales que repartir entre los tres socios
proporcionahnente 4 los producios de sus capitales puestos
Ppr los tiempos respectivos, durante los cuales han permane-
cido en la empresa.

Ahora bien: 1." 25000 reales colocados durante 24 me-
ses, equivalen & 25000 x 24, ¢*sea GOOOOO reales colocados
durante 1 mes;

, 2" 40000 reales colocados durante 19 meses, equivalen
760000 reales ;
60000 reales colocados durante 13 meses, equivalen
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4 780000 reales; y con esto la cuesiion queda reducida al
primer problema.

Después de haber liecho la suma de las tres puestas, lo
cualda 2140000 reales, se obtienen sucesivamente las tres
partes del modo siguiente:

Primera Parle. . A""~x600000=""29g" =21308411

& locual es necesario afiadir 1os 4000 rs. de la prima..4000

25308411
Segunda parle.. . x 760000=" 5776000 726990 654
200000 214
5868000 _
Tercera parte.  “qqqq x 780000 54 =27700,934

79999,999

Luego estas parles son respectivamente
25308542; 26990" ,65; 27700 ,93.

Adverlencia. El medio de hacer la prueba de la operacion
total se ofrece & la imaginacion naturalmente: consiste eni«-
mar todas las partes obteniaas; y la suma debe ser igual a la
Aawancia que se repartia.

272. Sea en general, un nimero cualquiera, a, (Jue se
quiere distribuir en parles proporcionales & otros nimeros
dados, i», C,..

Hagase lo primero la suma de los nGmeros m, n, p, Gv*
y después multipligliese sucesivamente por cada uno de estos
ndmeros la razon

m-hn-\~p-\-g-
Asi se obtiene

axm fl X « 4xp
«it n-t-p-i*... " m-t-n-t-p4-..."  m+ n-t-p-i* -

fracciones que, teniendo el mismo denominador, estan noce"
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sariameiito enlfe si (U® 254) en la razdn directa de sus du-
iogj-adores 0 & causa del faclor comin  que se puede supn-
mif, eu la razén directa de los numeros m,

Guando los nimeros m, n,p,..- son fraccianarm,ee
inienza por reducirlos al mismo denominador, con lo cual la
cuestion se reduce & la anterior. [

Dislribuir 360 en cuatro parles que sean entre si <"mo

2 7 11 17
los numéros 3> g » j2'

Estas fracciones, reducidas al luinimo comin denomina-

_ 64 84 88 51
dor {n.° 115) se convierten en

Luego las cuatro partes deben ser rcspcclivaiuente pro-
porcioiiales & los nimeros 64, H4, 88, 51.

Siendo 287 la sumadQ estos cuatro ndmeros, tendremos
siicesivamento:

360 23040
para la primeraparte, X 04 — "N T 80,28
360 .- 30240 _
para la segunda parle, AN AN _Tg37 = 10537
360 31680
para la tercera parte, X 88 = A
360 18360
para la cuarta parte, -“gy x 51 = "28" —
360,00

273. Las contribuciones percibidas anualmente & nombre
del Estado, se determinan por medio de la regla de compariia.
La co«/>i6meio» territorial, por ejemplo, después de ha-
berse fijado en su totalidad, se distribuye entre las provincias
en razon directa de la renta territorial de cada una; después
cada cupo provincial se distribuyo anadlogamente entre las
mimicipalidades de cada provincia; y por Gltimo cada cupo
municipal se reparte guardando la misma proporcion entre
los %ropietarios del suelo.
274, Las cuesliones siguientes se enlazan mas 0 menos
direclamentc con ja regla de compafiia.
Tercer probiema. ©* S€ quiere repartir una suma de
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36000 reales entre -+ ro personas, de modo que la segunda
tenga aos vocos tantocomo laprimera; que la tercera tenga,
por si sola, tanco cOmo las dos primeras juntas; y por Ulti-
mo que la cuarta tenga «-<s v.c.s tanto como la tercera.

Llamemos ¢r & la primera parle; la segunda, seguQ €
enunciado, serd 2x; la tercera, -h x, 6'6x: yh cuarta,
3« X 3, 0 9x.

Las cuatro parles liabran de ser proporcionales a los nu-
meros x,”™x,Zx,9x,b, suprimiendo el factor comln x, &
los nimeros 1, 2, 3, 9.

La cuestion por consiguiente entra en el caso del n.°272.

De este modo se obtiene para las cuatro partes:

36000 . 36000

primeraparte. — x 1,0 2400
36000 , A 72000 _
segunda parte.............. 15 X2 0 —5 - 4300
36000 108000
t e, =
ercera parte 15 3.0 15 7200
cuarta parle................. 3610500 X 9, 0-324000 = 21600
15 36000

Cuarto problema. — Una persona al morir deja cuatro
herederos, y ha hecho este singular testamento:
El;?nwcro debe percibir el 6.° de la herencia total, €

2 4 1 .
segundo los ~, el tercero los * y el Gltimo el A : la herencia

total son 20000 duros. Se desea saber qué es lo que en reali-
dad corresponde & cada heredero.

Analisis. — Si la suma de las cuatro fracciones fuera
igual & 1, las condiciones del testamento se cumplirian fécil-

mente: no habria mas que lomar sucesivamente el g, ius

2 4 1
5 »losg,yelg de20000 duros.

. . . 12 4 1 .
Pero si reducimos las fracciones « » )r/ ' o al mismo
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denominador, se halla 1? 36 4030
90 ' 90 ' 95 ' 90"’

%2?1r e 5% » resullado mayor que 1; donde se ve que en esla

forma no habria herencia ni aun para los Ires primeros.
Pero si se reflexiona sobre el enunciado de la cuestidn,

se comprendera gne las intenciones del testador eran que sus

bienes se distribuyeran proporcionalmente a los cuatro nd-

meros o . o 9 »8’ Y P®* consiguiente a los nimeros lo,

36, 40, 30.

Por consiguiente este problema entra igualmente en el
caso del n.” 272. Al fiu de este capitulo se encontraran otras
aplicaciones de la regla de compariia-

Pondremos también aqui dos reglas usadas en las opera-
ciones comerciales, y conocidas con tos nombres de regla
CONJUNTA 6 de CAMBIO, y regla de aligacién.

UECLA CO.NJUNTA O DK CAMBIO.

275. Esta regla tiene poi' objeto determinar la relacion
las monedas de dos paises™ conociendo de antemano las
daciones de estas monedas con las de otros paises.

Se llama regla conjunta, porque consiste en reducir & una
sola razén, por via de multiplicacion, varias razones dadas,
70 dondej'esulta una razén, compuesta.

Los dos ejemplos siguientes bastaran para dar una idea de
®ia regla y del modo de practicarla,

Primer ejemplo.
Suponiendo que

francos valen..........viennnn. 39 chelines de Inglaterra;
p chelines de Inglaterra............. 8 florines de Alemania;

florines de Alemania.............. 9 ducados de Jlamhurgo;
*6diicados de Jlamhurgo............ 43 rublos de Pusia;

desea saber 2500 francos cuanto valdran en rublos de
msia.

=Advertencia. — Hacemos notar que los ndmeros ai'riba
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puesios no son las espresiones exactas de las relaciones entre
las diversas monedas; cuyas relaciones ademas, seglin se sabe,
estan sometidas & variaciones, dependientes de los cambios de
unas plazas de comercio con otras.

Anatisis. — DeSignemos por a, ¢, C, d, e, los valores tr+
trinsecos (*) de las cinco monedas que entran en el enuncia-
do, y por X el nimero de rublos que se necesitan |)ara for-
mar 2500 francos; tendremos evidentemente, con arreglo a
enunciado, las sisuienles igualdades:

48a= 396,
13 ¢ = 8c,
50 ¢ — 9</,
15d= 43(,
xx.e = 2500 a,

de donde, multiplicando estas igualdades miembro a inicin-
hro, y suprimiendo los factores comunes a, b, ¢, d, e,

48x13x50xI5Xij? = 39x8 x 9x43x2500.

Luego
_,39x8x9x 43x 2500

X* TsxISx 50x15 04 rublos

Cuidese muebo de no efectuar los calculos indicados en d
numerador y en el denominador, sino después de babor s
primido los factores comunes & los dos términos.

Hé aqui como en la préctica se ejecutan estas simpliuea-
ciones.

1. ..2...16..48a= 39b .13 .1
1. . .13 8c ..1
1..50c=" 9i/. .3

1. .. 5 ..15d= 43¢
Xc= 2500a 50...5

Después de haber dispuesto unas debajo de otras
co igualdades, como antes se hizo, se comienza por digvssh
los factores comunes a, b, ¢, d, e.

{* Se llaman vai.ores intrinsecos los valores jle
(le monedas, referidas & una misma unidad, por ejemplo en esV
al FRANCO.
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Sesuprime en sequida el factor 3, comin 4 48 y 39, lo
cual dé los cocientes respectivos 16y 13,

Se suprime también el factor 8, comin 4 16 y 8, lo cual
da los cocientes respectivos 2y 1.

Asi se continla, hasta babor suprimido lodos los tactores
comunes & los primeros y segundos miembros de las igualda-
des; y hecha toda siraplilicacion, se llega al resultado

3 X43X5= 645

Estas operaciones piden un poco de costumbre; pero no
sondificiles. Es necesario para hacerlas con claridad tachar
cada uno de los nimeros (jue se dividen por un faclor, escri-
biendo en su linea el cociente correspondiente.

Segtmdo ejemplo.

Un fabricante francés quisiei'a hacer pasar « féndres,
gin desembolsar nada tina suma de 1200 libros esterlinas,
precio de las primeras materias que ha comprado; no tenien-
b relaciones comerciales con dicha plaza, recurre a un cor-
responsal suyo de San Petersburyo, el cual a su vez recurre
6 un corresponsal de Jiambiiryo, y este & otro de Madrid. Se
desea saber, en francos, la suma pagada por d fabricante
francés, atendidos los cambios de una plaza con otra.

Se supone que segun el curso (lela época,

26 libras esterlinas valen. 165 rublos de Itusia;

75 rublos........cc.ccoeviriinins 26 ducados de llamburgo;
ducados de liamhurgo. duros espafioles;
12 duros esmfioles. . . . 65 francos.

Designando por a, b, ¢, d, e, los valores intrinsecos de las
monedss, v por x la suma buscada, tendremos las igualda-
“@Bsiguientes :

1. 26a=1656. 11,
1. . 5.75b=26(. 1,
1.  .10..20c = A2d... 21,

1 12d=65e.. 13,

"TxC= 1200a.. 100.,10:
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le donde se suca, efectuando las reducciones en la forma in-
dicada arriba,

30030,

que sera la suma en fuancos, pagada por el fabricante
francés.

276. Estaregla, hablando propiamente, no es mas que
un caso particular de la regla de los quebrados de quebra-
dos (N® 12d).

En efecto, volvamos al primer ejemplo:
Decir que 48 francos valen 39 chelines de Inglaterra,

equivaled decir que 1 franco vale » del chelin. Del mismo
modo, si 13 chelines valen 8 fiorines de Alemania, un che-
lin valdréifé del florin de Alemania; y por consiguiente, 1

39 8 . . , S
franco vale E‘s de Ig del florin de Alemania. Asi también,

9
50 florines valen 9 ducados de Ilamburgo, 1 florin valeg®

del ducado de Ilamburgo; y por consiguiente 1 franco vale

39 8 .
los ~ delos ~ de los ~ de un ducado de ilamburgo.
Continuando este razonamiento, bailariamos que

2500fr.=2500 veces Ioslfod e Iosm delo SO/EJ de los i\od ¢l nblo-

Luego (n® 134),

39x8x9x43x2500,, ,,
fr-= 48x13x50x15

espresion hallada anteriormente.

DE LA REGLA DE ALIGACION.

277. Las cuestiones que pertenecen & esta regia son <5
dos especies:
0O licnc poi’ objeto hallar el valor medio de varias class
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, coiwcieiido el nimero y el valor particular de eada

clase ' . . .

0O bien lienc por objeto determinar las cantidades de cada
clase de cosas oue deben entrar en una mescla 6 atigacion,
conociendo de antemano el precio 6 el valor de cada especie, y
el precio 0 el valor total de la mezcla.

Solo nos ociiparéinos de la primera clase de cuestiones,
porque la segunda corresponde enteramente al Algebia.

["RIMER EJEMPLO.— un vcndedoT de vino ha mezclado Vi-
NoS de diversas calidades, a saber; 250 arrobas a 16 reales
(aarroba, 180 arrobas a 22 realesy 200 a 30 reales: se de-
sea saber & yué precio resulta la arroba de mezcia.

Empecemos por observar que

250 arrobas 4 16 reales importan............... 4000 rs,

180 arrobas & 22 reales importan............ 3960

y 200 arrobas & 30 reales importan. . . . 6000
Luego el total valor de las tres cantida-

tlades de vino reunidas, SE€ra............... 13060 rs.

Si ahora hacemos la suma de los tres nL'Jmt_eros de arrobas,
tendremos que son 630; con lo cual la cuestiéon quedara re-
ducida & esta otra : , ,r o

arrobas de vino cuestan 13960 reales; ¢ a como sale la

* Pa’ra obtener este precio, basta dividir 13960 por 630, y
d cociente 22 reales y 15 céntimos, sera el precio pedido con
una pequefiisima diferencia por el residuo despreciado en la
division. . J o1l
egla gencrar.-Para obtener el precio de la um%iad de
mezcla, es necesario, |."" multiplicar el precio de la unidad
de cada especie que se quiere mezclar, por el miinero de uni-
dades de la misma, sumando después todos los productos;
2.° hacer la suma de los nimeros de unidades de las dife-
rentes especies de cosas; 3.” dividir la suma de los produc-
tos, 6 sea el precio total, por la suma de los nimeros de
(nidades. . i

Segundo ejemplo. quieren fundir juntos 23 kilogra-
@5 de plata ii 820 milésimas de ley; 14 kilogramos a 910;
y 19 a4 845; se desea saber el titulo de la ateacisn de los
tres lingoles. .

Advertencia. compronder este enunciado, es noce-
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sano saber que en el uso de la plateria, el oroy la plata es-
térE) siempre combinados con otros metales, tales como d
cobre.

Esto supuesto, se dice que un lingote de oro 6 de plata
tiene tal titulop tal g-rado de leUy cuando en un peso deter-
minado, por ejemplo, en im kilogramo, contiene tal peso de
oro o de plata puros.

9
Asi una barra Uene la ley de cuando en t kildgramo

de dicha barra hay — de kilogramo de plata 6 de oro puro.
Asi también, una barra tiene ih ley do 825 milésimas, cuan-
do en 1 kifégramo, contiene do plata 6 de oro puro.

Ahora resulta del enunciado que

1. " 24 85™NA . hacen 23 x 8250 18975

2. " 14 49100, 14 X 9106 12740

300N A BA5 19 X 8456 16055
56 47770"

buogp, los .56 kilogramos aleados contienen 47"-77 de
plata pura.
Asi, la ley do la barra 6 lingote resultante estard espie-

47,770 ) )
sada poi , 0 sea 0,853; es decir que el lingote re-

sajtanie de la aleacion de los tres primeros tiene la lev do
853 mlésimas.

Teucer ejemplo.—Ac han empleado 500° trabajadores, c
¢0s cuales 160 cobraban a 8 reales diarios, 200 & 6'rs., y 140
a5 rs.: se desea saber a como salen en cada dia uno con dfi'o
los trabajadores.

isfitrab. ¢ grs. cuCStart. . . . 1280"®
20> A B L1200
140 A o 700

500 31807
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Luego, si d pago do 'jOOgltrabajadores ha cosiacFo
3180 rs., el de iiiio solo costara 0 sea 6\®-36.

278. Valores liedm y medidas m e d ia s .determina-
cion dé los valores medios de varias cosas de valores diferen-
tes, es un caso particular de la primera especie de regla de
aligacion. ) )

e llama valor medio de varias cosas cuyos valores parti-
culares son conocidos, la suma de los valores de dichas co-
sss, dividida por la suma de tantas unidades como cosas hay,
dmas sencillamente, dividida por su mimero.

Asi, en el caso de haber solo dos cosas, el valot' medio es
la de sus dos valores.

CoAUTO EJEMPLO.—Se ku repelido culitro veces la opera-
cion de medir la longitud de un parque. La primera vez se
hall6 que tenia de largo 250™-,430; ;a segunda, 250™-,69%;
latercei‘a, 249" -,750; por dltimo, la cuarta, 251"-158. Se
ckesea saber la Iongltud del parque.

Puesto que, no resultan conformes las redidas de- las
cuatro operaciones, es claro que el dnico medio de respon-
der 4 la cuestion es buscar la medida media entre las cuatro

La suma de estas es 1002,042; Cuyo resultado dividido
por 4 d& 250,5105, que sera la medida media.

Ve algunos problemas que, sin depender de regias rijas v
GENERALES, pucdcn rcsolversc aritmeticamen te.

279. En las cuestiones precedentes los medios de llegar &
la solucion buscada son lijos y generales, es decir, suscepti-
bles de aplicarse 4 todas las cuestiones de la misma especie.
Pero pueden proponerse otros muchisimos, que solo en pai te
se enlaxan con estas, 6 .que no dependen de ellas en maneia
alguna. En este caso-, solo el AW ra suministra métodos se-
garos Y directos de resolucién. Sin embargo, vamos a mani-
festar como puede tratarse esta clase de cuestiones sin mas
auxilio que el razonamiento, 6 en otros términos, como pue-
den resolverse aritméticamente.

Recordemos que resolver ¢ analizar un problema, es
(n"242) tratar ile descubrir, reflexionando sobre su enun-
ciado, en las relaciones establecidas entre los ndmeros ore
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forman parte de él, la série de operaciones que con ellos ce-
ben efectuarse para sacar los valores de los ndmeros desco-
nocidos.

Primer problema.—Se pide un nlmero cuya mitad, ter-
cio, cuarto y dos séptimos reunidos, formen una suma igual
al ndmero 575.

Comencemos por notar que lomar sucesivamente la mi-

tad, el tercio, el cuarto y los ~ de un ndmero, y sumar des-
pués todas estas parles, equivale & multiplicar dicho nimero
. 112 . 115

por la suma de las fracciones -, es decir
Ahora bien, puesto que el producto del nimero buscado, por
debe ser igual & 575, resulta de la definicién de la di-
vision, que dicho nimero es igual al cociente de 575 dividi-
do por 115 y por consiguiente (n.” 131) a 575 x 84

Efectuando el calculo indicado, so encuentra finalmente
ser 420 el nimero buscado.

Comprobacion. 420
la mitad 210
el tercio 140
el cuarto 105
el 7." 60
el 7+ 60
Total. . 575

Segundo problema.— Se piden tres ndmeros cuya sinma
sea igual & 96, y que ademéas sean tales, que el segundo es-
ceda al primero en dos. unidades, y el tercero esceda en4 a
la suma de los otros dos.

Por lo pronto es evidente que si se disminuyera el segun-
do nimero en 2 unidades, se baria igual al primero, y que
si se disminuyera el tercero en 2-1-4 6 6 unidades, se hanu
igual al duplo del primero; por consiguiente, la suma de los
tres nimeros, después de hechas esas dos sustracciones, se-
ria igual al cuadruplo del primer namero.
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Ahora bien, la diferencia de 96 &4 2 -H6 o sean 8, son 88;
donde se ve que

elprimer nimero es'igual al cuarto de 88, 0.................... 22
luego el segundo es igual 4224-2 6
y el tercero Serd 22 X 2 4*6 O...ovcnrriiinnnens sovvvisssssssnnnnnnns

Comprohacion.................... A 96

Tercer problema.—Se emplean tres obreros para hacer
cierta obra: el primero la haria soto en 12 dias, trabajando
10 horas por dia; el segundo en 15 dias, trabajando 6 horas
por dia; el tercero en 9 dias trabajando 8 horas por dia. Se
pide, i.° en cuanto tiempo haran la dicha obra los tres obre-
ros, trabajando juntos; 2.« qué parte hara cada uno; 3® qué
ganara ccuia uno, si el total de la obra se paga con 108
duros.

SOLUCION.~Observemos, que segun el enunciado, el pri-
mer trabajador baria solo la obra en 12x10, 6 120 horas;

luego en 1 hora baria de la obra.
Rl segundo la baria en 15x6, 6 90 horas; luego en 1

hora haria ~ .
El tercero la baria en 9x 8, den 72 horas; luego en 1

hora baria

Luego los tres trabajando juntos, harian en 1 hora

120+ lo+ 4 = 7 ¢ .
. . . 1
Ahora bien, si necesitan 1 hora para hacer ~ delaobra

claro que gastardn 30 horas para hacer la obra en-
tera ' ' S
En este supuesto, como én 1 hora hace el priineT’ obrero

1 1 3 .
en 30 horas hara 30, . Del niismo in6-
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1
do el segundo hard en 30 horas,~ ~ ~3" 42

t ,
limo, el tercero hara en 30 horas, »# x 30, 0" .

~Ahora ya no queda mas que saber lo i[ue gana cada tra-
bajador en razon del trabajo que hace. Para esto basta distri-
buir los 108 duros en partes proporcionales & los tres que-

brados”, — , 6 mejor,a los tres nimeros3, 4, 5; lo
cual da [n.” 272}

N y 45

que seran las ganancias respectivas de los obreros.

Las diversas cuestiones (jne acabamos de resolver perte-
necen al género de aquellas que muchos autores tratan por la
regla llamada de faisa posicion, simple 6 compuesta.

Ejercicios-.

1 Un buque solo tiene viveres para 19 dias, y sin em-
bargo estd obligado & permanecer 25 dias en el mar.; Se pre-
gunta & cuanto debera reducir la racién ordinaria.

I 20 obreros trabajando durante 15 dias, 10
(lia, han abierto un foso de 65 metros de largo por 2™-,30 de
ancho y O®-,75 de hondo. Se pregunta cuantos dias necesua
ran 36 obreros, trabajando 12 horas al dia, para abrir m
foso de 200 metros de largo, 3 de anchoy 1,25 de honao,
graduandose la dificultad del primer terreno & la del segunuo
en la relacion de 3 & 4.

[1. ¢Durante cuanto tiempo habva estado en casa cic
banquero un capital de 3000 escudos para producir al
pielario un interés de 1325 escudosy 50 céntimos a raz

¢Cudl es el tanto de descuento do una letra de 250"
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escudos pagadera & 18 meses, por la cual se lia pagado una
cantidad de 1860 escudos 45 céntimos?

V. Cuatro socios han puesto el mismo capital en una em-
presa : el primero dejo su dinero en ella durante 8 meses, el
segundo durante 7 meses, el tersero durante 10 meses, vy el
cuarto durante un afio. Se quiere repartir la ganancia de
1800 duros, proporcionalmentet capital puesto, aumentado
en cada caso con el interés de 4 p. Vo-

V1. Se quieren repartir 60000 reales entre tres personas,
de modo que la segundatenga dos veces tanto como laprime-
ra, menos 2500 reales; y la terceratenga tres veces tanto co-
mo primera menos 5000 reales. ;Qué loca & cada persona?

VII.  Se funden 2 kilogramos Ue cobre & 6 reales ; 7 kilo-
gramos de zinc & 3"-,50, y 9 kilogramos de antimonio & 7
teales. ;Cuadl es el precio del kildgramo de la aleacion?

Vili. Se pregunta & una persona cuanto dinero tiene en el
bolsillo, y responde : si & la cantidad que tengo se afiadiera el

los vy los™ de la misma, tendria 175 reales. ;Qué.cart-
lidad tenia?

I b
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CAINXIILO vu.

§ |. Complemento de la teoria eleinental de las proporciones
y principales propiedades de las equidiferencias.——p H- *
las progresiones por diferencia y por cociente.  § I1l. dk los
logaritmos y de su aplicacidn a la resolucion de algunas ciies-
tionesque dependen de las cantidades proporcionales.

280  iceroaeccion. — Kn el capilulo procoilonte, hemos
indicado que, de la comparacion de dos cantidades entres),
resultan dos clases de razones, razones por diferenciay ra-

NS zlﬁ'\éﬁ'é)%emos considerado las de fa segunda (égBe
cie, asi como también las proporciones que de ellas proc®
den, Y nos hemos reducido entonces a esponer las propieda-
des que pueden servir para la resolucion de las cuestiones que
comprenden espresiones de razones iguales. ,

Aqui vamos ahora & completar la” leona elemen al de ia=
proporciones que hace un gran pppel en el estudio de la ieo
metria, Y €N Seguida espondremos las principales propiem
(les de las equidiferencias a que dan lugar las razones
primera especie. Los principios que vamos a esplicar deneu
servir de base & las teorias do las progresiones y de i0s lu
GARITMOS.

1— Complemento de la teohia elemental de las propor-
ciones v PRINCIPALES PROPIEDADES DE LAS EQUIDIFERENCI

De las proporciones.

Comenzaremos por recordare!Jorincipio _ di
enlaza & la propiedad fundamental de las proporcione y
‘reciproca, a saber que:
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Toda mudansa puede operarse en una proporcién, sin
dejar de existir proporcion, entre los ndmeros resultantes de
ella, con tal que dichos nimeros estén siempre dispuestos de
tal modo que el producto del primero por el dltimo sea igual
al producto del segundo por el tercero.

Insistimos en este principio, jorque suministra un medio
seguro de reconocer la exactitud ¢ falsedad del enunciado de
una proposicion relativa & las Iproporciones.

Pasemos ahora & esponer las principales propiedades que
deben afadirse & las anteriormente esplicadas.

281, primera propicaaa.— Kn toda proporcion, la suma
¢la diferencia de los dos primeros términos es al segundo,
como la suma 6 la diferencia de los otros dos términos es al
cuarto.

Asi en la proporcion

72 24 4515,
se tiene, por adicion '
72-H24 :24::45H-15; 15,

Y, por sustraccion
72— 24 : 24 ;. 45— 15 : 15,

proporcién cuya exactitud seria facil probar efectuando el
producto de los estrefiios y el de los medios.

Pero para darnos cuenta de esta propiedad de un modo
general, es decir, independiente de lodo ejemplo particular,
oasla notar, que anadiendo 6 quitando a cada antecedente su
consecuente (n." 245), no se hace mas que afiadir o quitar
Uaunidad a cada una de las razones; y como las razones
primitivas eran iguales, las razones resultantes, también
h son.

Be la proporcion

72 =1=24 : 24 :: 45 == 15 : 15,

{=fcsc pronuncia mas 6 menos), se deduce, mudando de lu-
gar los medios (n" 249)
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72d=24 :45+15;:24: 15;
pero ya teniamos

) 72: 24 . 45: 15,
0 bien
72 .45 . 24 : 15;
luego como la razon 24 :15 es comdn a la primeray a la
tercera de estas proporciones, tendremos necesariamente

72zi=24 ; 45=b 15 :: 72 : 45,
0 bien
72=i=24 : 72 .. 45=+=15 : 45,

Por consiguiente puede decirse también que en toda pro-
porcion, la suma 6 la diferencia de los dosprimeros es al , - -
mer TErRMINOo COMO la suma 6 la diferencia de los dos Ultinos
es.ai TERCERO; enunciado que podria comprenderse en uno
solo con el enunciado primitivo de la propiedad.

Advertencia.— L9 parte de este Gltimo enunciado, que cor-
respondo & la palabra diferencia, parece suponer que cada
antecedente es mayor que su consecuente, como sucede en la
proporcion tomada por ejemplo. Pero si tuviéramos

16 :48 32 :96,

seria necesario de antemano mudar de lugar los medios y les
estremos (n** 249); lo cual daria

48 ; 16 :: 96 : .32;
y entonces podria decirse
48=fcl6 : 16 96d=32 ; 32,

proporcion cuyo enunciado seria el mismo que el enunciado
primitivo. Por consiguiente la propiedad es siempre verdadC'
ra, en el sentido en que se ha fijado.

282. Segunda propiedad.— En toda proporcion ,
0 la diferencia de los antecedentes es & la suma 6 la diferencia
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de los consecuentest como uno cualquiera de los antecedentes
es & stt consecuente.

Tomemos la primera proporcion del n.” 281,

72 ;24 45 : 15,

y mudemos los medios de lugar ; tendremos
72 45 :: 24 : 15,

nueva proporcion & la cual puede aplicarse la propiedad pre-
cedente, resultando

72=i=45 : 45 24=+rl5 ; 15,
6, mudando los medios,

72=i=45 ; 24=+=15 45 .15, 6 ::72;24,

y esta proporcion, traducida al lenguaje ordinario y compa-
rada con la proporcidn primitiva, da lugar evidentemente &
lanueva propiedad tal cual la hemos enunciado.
Consecuencia |.—ENn toda proporcion, la suma de

los antecedentes es & su diferencia, como la suma de los con-
secuentes es & su diferencia.

Si, en la Gltima proporcién acabada de obtener, conside-
ramos sucesivamente los signos superiores y l0s signos infe-
riores, resulta

72+45 24+ 15 :: 45: 15,
72—45 :24—15 45: 15;

luego, & causa de la razon comln 45 i 15,
72+ 45 :24+ 15; ;72 —45 ;24 —15,
0, mudando de lugar los medios

72+ 45:72- 45:;24+15; 24— 15,
I. C. I). D

284. Consecuencia U.~lUiunasériede razones MiALES,
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la suma de todos los antecedentes 6 de cierto nimero de ellos
es &la suma de sus consecuentes, como cualquiera de los an
tecedentes es & su consecuente.
Sea la série de razones iguales

84 :56 :: 75:50::72 :48 :: 45 : 30 :: 36: 24.

Aqui la razén simplificada s -j .

Considerando primero Unicamente las dos primeras razo-
nes, tendremos la proporcion

84 :56;:75:50;
de donde, en virtud de la propiedad del n.° 282, sacamos

84H-75 : 56W-50 75 : 50-

Pero como 75 : 50 ;: 72 : 48, podremos poner 72 : 48
en vez de 75:50, y tendremos

84-f-75;56 + 50::72:48;
de donde, aplicando de nuevo la misma propiedad,
84+ 75+72 ;56+ 50+ 48 :: 72 :48,
0 bien también
84+ 75+72 :56+ 50+ 48 :45; 30;
y por consiguiente,
84+75+ 72+ 45 :56+ 50+ 48+ 30 ::45 :30;

y asi sucesivamente.

Los antecedentes que se suman pueden ser en ndmero
cualquiera, con tal que se haga al mismo tiempo la suma de
los respectivos consecuentes.

Puede también decirse que, en una série de razones igua-
les, la pirerencia entre la suma de varios antecedentes y m
suma de oiros varioSy esa la airerencia entre lasuma de los
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consecuenles de losprimeros y la suma de los consecuentes de
los segundoSy como un antecedente es a su consecuente.

Eh efecto, en virtuel de lo acabado de decir, tenemos .

84+ 75-1-72 :56+50-h48;: 72 : 48,
A 45+36: 30+ 24;:45:30;: 7-2: 48;
de donde, & causa de la razon comln 72 : 48,
84+75+ 72 :56+ 50+48 :: 45+ 36:30+ 24 ;

y, aplicando la parte de la propiedad de! n.” 282, que cor-
responde al signo inferior — |

84+ 75+ 72) — (45+ 36)" (56+50 + 48) — (30+ 24)
{45 +36) : (30+ 24),

o045 30-

Aplicacion a las fracciones ordinarias.—Sea una série do
fracciones iguales

12 e 3
56 49 28 14

las cuales forman una serie de razones iguales, cuyos nume-
radores son los antecedentes, y los denominadores ios conse-
(cuentes.

Déla proposicion precedente resulta que, si hacemos la
30ma de todos los numeradores O de varios deellos, y después
ksuma de los denominadores correspondientes, se formara con
estas dos sumas una nueva fraccion equivalente & cualquiera

las fracciones propuestas.

Asi se tendra

24+ 21 24+21+ 12 24+ 21+ 12+6 3
56+ 49""56+49+28 "'56+49+28+14"“ 7"

lo cual puede comprobarse ejecutando los calculos.
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Del mismo modo tendremos

24—12 12 3 24— 6 18 3

24—21 3
42 r

56 —49 “ 7' 56-28 28 7’ 56-14

Estos resultados concuerdan con el modo de simplificar

lasfracciones, indicado en el n® 124, ) _
285. Tercera propiedad.—  Se tienen variasproporcio'

nes, Yy se multiplican ordenaddamenle, es decir, término d tr-
mino, los productos resultantes formaran también pro-

porcioni _
Sean las proporciones

3:8:;12:3217:15:; 28 :60140:12:;:50:15

pueden ponerse bajo la forma

3
8' 32
7 27
15 60
12

12 15+

Si se multiplican entre si respectivamente las fracciones
que componen ios" primeros miembros, y las fracciones que
componen los segundos miembros, de estas igualdades, se ten-
dran necesariamente jorof/Mc/os iguales; y resultara

3 7 40 12 28 50
8. 15. 12. 32. 60. 15

0, aplicando la regla de la multiplicacion délas fracciones,

3x 7 x40 12x 28 x 50
8x15x12 “ 32x60x15’

6 bien por ultimo,
3X7x40 :8x15x12 :: 12x28x50 : 32x60x15.
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Las fracciones que componen los dos miembros de la 61-
lima igualdad> hechas todas las simplificaciones, quedan en
efecto reducidas &

proporcion idéntica.
T . , . .
La razdn proviene, segln se ve, de la muUipUcacion

de otras tres razones pertenecientes cada cual & una propor-
cion diferente; es por lo lanio una razon compuesta, en el
sentido que hemos atribuido (n.“ 254) & esta denominacion.

286. Conmsecuencia.— 9l CUAtrO niiineros estan en propor-
cién, sus cuadrados, sus cubos, sus cuartas, sus quintas,...
potencias forman también proporcion.

Esta consecuencia no es evidentemente mas que un caso
particular de la proposicion precedente: basta suponer que
todas las proporciones, que se multiplican entre si término &
término, son idénticas.

También puede decirse: sea la proporcion

: r a c '
a-.b-.-.c-.d, 0

Puesto que las fracciones A son iguales, sus cuadra™
dos, sus cubos, etc., son también iguales y se tiene

oV a a a /aV «
h [bj -bAbA'b-V -

Oaalogamenlo

cV c
d.
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luego

= 6 an™bNy.on-.d\.
ANz ), 6 «3:6-.-.03:</3;

y asi sucesivamente.
Obsérvese que esta demostracion no supone otra propie-
dad de las proporciones, mas que su misma definicién.
Reciprocamente, la misma proporcion

7 i , a ¢
a\b\c aJ, 0 ¢ ~o»

Vi -v'Whv'i
de donde apiicando las reglas establecidas en losn.'*® 224 y 240

para la eslraccion de las raices cuadradasy cubicas de las
fracciones,

da

_ 3 3 I 4
Va sic 'Ja W Ja G
/5

3 3 3

Ja:Jb:: Je :Jd: Ja: Jo:: Je : Jd\..

Luego, las raices cuadradas, clbicas, cuartas, gquintas.»
de CUATRO niimeros en proporcion forman también propoT"
don.

287. Observacion.—Cuando ios nimeros a, b, ¢, d, nosod

cuadrados6cubosperfectos,hscim\khaQd Ja, Jb, Je, Jd,1
3. 3_3_3

Ja, Jb, Je, Jd, son nimeros irracionahles ¢ inconm\ensura’
bles, y por consiguiente varaos & parar & la consideracion oc
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las razones entre numeros inconmensurables, razones que en
general son también inconmensurables.

En este caso se tratard de saber si pueden atribuirse a
proporciones de esa especie todas las propiedades anterior-
mente establecidas.

La respuesta no puede menos de ser afirmativa, si se re-
cuerda lo dicho en el n"* 241, 4 saber: que un numero irra-
cional (m puede reemplazarse siempre, mentalmente, por un
nimero fraccionario exacto que no difiera dél ndmero pro-
puesto sino en una cantidad tan pequefia como se quiera y pu-
diendo, por consiguiente, lomarse de tal modo pequefia, que
no deba tenerse cuenta alguna con el error comelido”™al des-
preciarla, y entonces las razones se suponen establecidas en-
tre los nimeros conmensurables sustituidos & las cantidades
ITTGCIOitatcS *

En cuanto & las razones entre numeros fraccionarios
exactos, es facil conocer que siempre pueden ser reemplaza-
das por razones entre nimeros enteros.

Por ejemplo, la razén de siendo (n." 243) el co-

ciente de la division de ésas dos fracciones, equivale (u.” 231)
3 11,33

. - , “o ‘ 31
Del mismo modo, la razén de 3-h g a ‘f—4- 0 de

38 . .31 23 ,953
agj,equivalea

Asi, pues, todas las propiedades demostradas acerca de
las proporciones para el caso de ser los términos ndmeros en-
teros, son siempre verdade7'os, cualquiera que sea la natura-
leza de dichos términos. m

(') Aqui no puede tratarse sino de nimeros irracionales proceden-
tes de las estracciones de raicescuadradas y cubicas; poro se concibe
lee la observacion puede eslenderse U todos los nimeros irracionales
»»Uininistrados por estracciones de raices de cualquier grado, y en
tjicneral, &4 toda clase de numeros irracionales, de que encontrare-
mos nuevos ejemplos hacia el fin de este capitulo.
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DE LAS EQUIDIFERENCIAS.

288. DefiiMCiones.—Cuando la diferencia de dos nime-
ros es igual & la diferencia de otros dos, se espresa esta pro-
piedad con la palabra equidiferencia.

Una equidiferencia es por consiguiente la espresion ce la
igualdad de dos diferencias.

(Se llamaba en otros tiempos proporcién aritmética, como
se llamaba/?ro;90mo» geométrica la igualdad de dos ravored
geométricas.)

Sean cuatro nameros a, 6, ¢, o\ tales que a esceda ib, o
sea escedido por b, en la mima cantidad que c escedC id,6
es escedido por d.

Estos cuatro nimeros constituyen una equidiferencia,
puede escribirse de dos modos:

17 a.b :c.d;
9~ e —d 6 b—a=d—c,

seglin se tenga
a>6, ¢c>d, Obien a<;, c<d.

Bajo hprimera fo.rma, se enuncia comomna proporcion;
a saber:aesd b comooesau.

El primero vy el tercer término se llaman los antecedentes,
y el segundo y el cuarto se llaman los consecuentes de dichos
antecedentes.

Finalmente,io mismo que en las proporciones,vel prime-
roy el enal to términos son los' estrémos, y el segundo y d
tercero son los medios de la equidiferencia.

En cuanto & la segunda forma, las denominaciones prece-
dentes pueden conservarse, mientras se tiene

a~>b c>d.

Pero al contrario, en el caso dé ser a< U, c<d, comoin
equidiferencia debe escribirse

b—and —c¢,
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para que su enunciado lenga un senlido en arilmélica, deben
inyertirse aquellas denominaciones; es decir, que los que se
llaman antecedentes deben llamarse consecuentes, y recipro-
camente, convirtiéndose los estrefiios en medios, y vice-
versa.

lin las proporciones, no hay necesidad de hacer esta dis-
tincion, porque las razones que la constituyen pueden ser,
ARITMETICAMENTE, maijores 6 menores que la unidad.
289. Primera propiedad.—  toda equidiferencia, lasu-
(le los estremos es igual & la de los medios.
Sea la equidiferencia

47.19:63.35;
digo que debemos tener
47-h35= 19-f-63.
En efecto, si tuviéramos
47.47:63.63

(equidiferencia que se \hndi idéntica), la proposicion seria
evidente, porque los estremos serian entonces respectivamen-
te los mismos que los medios.

Ahora bien, para reducir la equidiferencia & .este estado,
Itasta afiadir & cada consecuente la diferencia comdn, 28, que
existe entre el primero y el segundo términos, y entre el ter-
teroy el cuarto: y supuesto que después de esta adicion de

mismo nimero”echa & uno de los medios y & uno de los
estrefiios, la sum~e los medios es igual & la suma de los es-
~ens, se infiere que eran también iguales antes de aquella
«idicion.

Advertencia.—Si se tuviera la equidiferencia -

7.24 :19.36,

Misiaria, & fin de conservar la misma demostracién, afiadir,
ttoja & los dos consecuentes, sino & los dos antecedentes, el
Nismo ntmero 17, para hacerlos iguales & sus consecuentes.

290. Segunda propiedad. — Recipi-ocamente, si cuatro
ttimeros, escritos en una misma linea 6 enunciados en cierto
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orden, son tales, que la suma del primero y del dGltimo sa
igual & lasuma del segundo y clel tercero, los cuatro ndnreros
forman una equidiferencia en el orden en que eslan escritos
6 enunciados.

Porque sino linbiera equidiferencia, es decir, si la dife-
rencia entre los dos primeros nimeros no fuera igual & la di-
ferencia entre los otros dos, seria necesario para hacer los
consecuentes iguales 4 sus antecedentes, afiadir a cada conse-
cuente (6 & cada antecedente) un ndmero distinto; y como des-
pués de esta adicion, las dos sumas serian necesariamente
iguales, resultaria que antes de la adicion, dichas sumas ro
eran iguales; lo cual seria contrario al enunciado de la pro-
posicion. o )

291, consecuencia.— (N toda equidiferencia se puede
(como en las proporciones): 1® trocar los medios entre si;
2." poner los medios en lugar délos estremos, sin que deje ce
existir la equidiferencia.

Porque es evidente que después de estas.diversas mudan-
zas, la suma del primero y el Gltimo términos no deja de ser
igual & la del segundo y el iemro; luego, en yirliid (le la re-
ciproca precedente, subsiste siempre la equidiferencia.

Asi, volviendo & la equidiferencia

47.19 :63.35,
de ella sé deducen sucesivamente
4763 :19.35

19.47 ;35.63 "
m63 . 47:35.19"7

292. Equidiferencias y proporciones continuas.— Sucede
algunas veces que en una equidiferencia, los dos medios 0
iguales, como Ien esta,

75.49 :49.23

‘aqui la diferencia comin es 26). _ !
En este caso, la equidiferencia recibe el nombre de &
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{iiferencia continua, yes costumbre poneria bajo la forma

f 75m49.23,

y se enuncia asi: como 75 esa 49, 49 es a~'o, 6 simpleraen-
te, 75 es & 49 es a 23.

Del mismo modo, puede haber una Cuyos we-
dios sean iguales, por ejemplo
48 : 12 :: 12 : 3.

Entonces toma el nombre de proporcién continua, se es-
cribe

H-48:12; 3,

y se enuncia diciendo;

como 48 esd 12, 12w & 3; 0 simplemente 48 es a 12
esa 3.

En toda equidiferencia continua, la suma de los estrefiios
es DOBLE del término medio (n** 289) ;

Luego este, que entonces se designa bajo la denominacion
de meoio oirerenciac (antiguamente medio proporcional arit-
mético) , tiene, por espresion de su valor, la cemi- suma de
los estrenos.

En toda proporcion continua, el producto de los estremos
esigual al cuaaraao del término medio (N® 246) ;

Luego este, que se llama meaio proporcionar (antigua-
mente medio proporcional geométrico), tiene, por espresion
desuvalor, la rai: cuaaraaa del producto de los estremos.

De aqui podemos concluir que, siempre que un problema
da lugar a una equidiferencia continua entre dos nimeros da-
dos, considerados como estremos, Yy un tercer nimero deseo-
tocido que ha de formar los dos medios, es necesario, para
obtener el término medio, formar la<cni-sum. délos dos es-
Iremos.

Si la relacion suministrada por el enunciado del problema
s una proporcion continua, cuyos dos medios forma el nu-
mero desconocido, es necesario multiplicar los dos estremos
entré si, y después estraer larai: cuaaraaa de! producto.

f® De la equidiferencia continua

a. X: X.b,
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se deduce
a-if-h
2a:— a-f-6, dedonde x— ~

2.* De la proporcién continua
a: X X b,
se saca
XX.X 6 x"=ay(h-, de donde x = s/axh.

Por ejemplo, la equidiferencia 64.a :a:. 36 da

+
N 64+ 36 50:

y por consiguiente
64.50 :50.36; diferencia comun 14.

Del mismo modo, la proporcion 64 :a :: a: 36 da
a:=\/64x36 = /2304= 48;

por consiguiente

4
64 : 48 ::48 : 36 ; razén comin

Advertencia.—'fimos creido conveniente reunir en nninis-
mo numero lo concerniente al medio diferencial y al neato
proporcional entre dos numeros, & causa de la comparacion
inmediata que puede hacerse de ellos.

El uno se obtiene sumando los dos nimeros dados y alu-
diendo la suma por 2; el otro, multiplicando los dos numeros
entre si y estrayendo la raiz segunda 0 cuadrada del pro-

No tardaremos en ampliar esta clase-do consideraciones.
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§ li.— De LAS pRoaRESIiOM;s por diferencia y por
COCIENTE.

Progresiones por diferencia (6 ariiinéticas.)

293, Detiniciones.— S8 11a0i@ proouesion por airerencia,
una serie de nimeros talos, que cada uno escede al que ie
precede 6 al que le Sigue en UN numero constance que Se lla-
me razon ¢ diferencia de la progresion.

Asi, sean las dos séries

T 2. 5. 8.U.1417.20.23.26.29..,
-60555045.40.35.30.25.20....

En la primera, llamada progresion creciente, cada térmi-
no escede ai que le precede en el nimero constante 3, que es
por lo tanto la i'rtsoii de la progresion.

En la segunda, llamada decreciente, cada término escede
jtl que le sigue, en el nimero constante 5; de modo que 5 es
larasofide la progresion.

V  Para escribir una progresion por diferencia, se coloca 0i-
tinariamenle & la cabeza el signo f , y después se pone w
punto éntrelos términos consecutivos.

Esta notacion estd fundada en que, hablando con propie-
dad, una progresion por diferencia no es mas que una serie
de equidiferencias continuas (n.° 292), en las cuales cada tér-
mino es a la vez antecedente y consecuente, esceplo Gprime-
"0 que solo es antecedente, y el Gltimo de los términos consi-
derados, que solo es consecuente.

ha progresion se enuncia asi:

Ciymo®es a5, 5esa8, 8es hll,;, Gsimplemente: 2
« &h, esd8, es'd \\, es a....

294, primera propicaaa.— EN toda progresion por dife-
rencia, un término cualquiera es igual al Primero mas s menos
lanias veces la razdn como términos hay delante de-ét, se"glln
Ile la progresiones creciente bdecrecienfe:

Sea en general la progresion

Ta.b.c. d.e... i.k. i

y sear la- razon de esta progresion.
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Segln la Uelinicion, lendremos sucesivamente
1. En el caso de una progresion creciente”

b= a-\-r,

c= b-hr—a-~r-{-r = a-h*r,
d=Crhr= a-\“*r-\-r=a-4-3r,
e=d + r==rt-i-3rH-r=a-+'4r,

luego si n designa el nimero total de términos hasta I inclu-
sive,
@ /=a+(ii—1Nr,

formula que, traducida al lenguage ordinario, equivale al
enunciado de arriba en lo relativo & la primera especie de
progresmn

2® En el caso de una progresion decreciente,

b=a—r,
' r=a—r—r==4—2r,
d=c—r=b —r—r=a —2r—r=a—3r,

y por Gltimo
2 /-a —m—t)r.

Se vé que estas dos formulas pueden servir para-deter-
minar un término cualquiera en la série, sin necesidad de
calcular todos los precedentes, puesto que basta conocer el
primer término a, la razonr y el nimero fii-de los términos
comprendidos desde el primero basta el que quiera- for-
marse.

Sea, por ejemplo la progresion r2 .5.7 .U .
dremos, para el vigésimo término,

/=2-f-19x3 = 59;

.. ten-

para el sexagésimo.
i=i=24-59x 3=179.
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Del mismo modo, en la progresion *-80.74.68...., ten-
dremos, para el duodécimo término,

(=80 —11x6=14.

295. Observacion.—Tal es la naturaleza de las progre-
siones por diferencia, que cuando una série de términos de
esta especie esta escrita, nada impide considerarla como prin-
cipiando en un término cualquiera, a' por ejemplo, y termi-
nando en otro término

Aceptado esto, puede desde luego aplicarse a los dos tér-
minos & y i'lo acabado de decir con relacion al primer tér-
mino a, y al Gltimo término I de la progresion propuesta; de
donde se sigue que, si se designa por n'el nimero de los tér-
minos comprendidos desde a' inclusivamente hasta /' exclu-
sivamente , tendremos

si la progresion (t%ocrcciente,

y L} s
I'Ya'—n'xr, 4 Gdecrccxmte.

296. Segunda propiedad.— lin toda progresion por dife-
rencia, la suma de dos términos, tomados a igual distancia
de los estrefiios, es constante é igual & la suma de los es-

iremos. ) .
Volvamos, en efecto, & la progresion general

fa.b.c.d...i -k.l,

y llamemos x ¢ y dos términos cualesquiera de esta série, pe-
ro de lugares relativos tales, que el uno, x, tenga un nimero
p de términos delante, y el otro, y, tenga el mismo ndmero do
femmos detras.

En virtud de la observacion precedente, tendremos

x=a~hp>~r, y I=y-h-p'i<r, 0 = pxr;
de donde se deduce, sumando miembro & miembro la prime-
fay la tercera igualdad,
x-hy—a-hl,

pues los dos términos y — py-rsQ dostrtiyen.
Luego, etc.
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Asi, soa la progresion

N2.7.12.17.22..47.52.57 62.

~Si se considera el término 17 que tiene 3 delante y el tér-
mino 47 que tiene 3 detras™ se reconoce que

174-47=2-h62~04;
del misDio modo
12.-h52= 24-62= 64.

Admrtencia.— NioUdi también deducirse esta propiedad de
la demostrada en el n.° 289" acerca de las equidiferencias.

En efecto, los cuatro términos a, x, y, I dela progresion
son evidentemente tales, que x escede & aen la misma canti-
dad pxr, que I escede & y ; asi estos cuatro nimeros forman
una equidiferencia & la cual es aplicable la propiedad dei
n.° 289.

297. Consecuencia.—Cuando el ndmero de los términos
que se consideran en una progresion es impar” el término del
medio es igual & la semisuma de los dos estremos.

En efecto, dicho término es el medio diferencial fn® 292)
de una equidiferencia continua cuyos estremos son los de la
progresion.

298. Tercera iRoriEDAD.— La suma de los términos ck
unaprogresion por diferencia, es igual al producto de la su-
ma de los estremos por la mitad del ndmero de los laminos,
6 al producto de la semisuma délos estremos por el ndmero
de los términos.

Consideremos otra vez la progresion general

Q ~a.b.c.d...i.k.I,

y escribamos esta série de términos debajo de si misma, pero
en un orden inverso; tendremos

) -l.k.i...d.c.b .a.

Esto supuesto, sumemos término & término estas dos séries, y
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designemos por 2S la suma total de los nimeros que las com-
ponen ; se halla

t-(t-he)4-(A+&) + (i+ f)m

Ahora bien, todas las sumas parciales colocadas entre pa-
réntesis son iguales entre si é iguales & a+1 (n.° 296); lue-
go si designamos por n el ndmero de términos de la primera
progresion, tendremos la nueva igualdad

25=={a4-/tt,
y por consiguiente,

lo cual demuestra que la sujna S de los términos de la pro-
gresién dada tiene por valor numérico UNa espresion que, en
lenguage ordinario, puede enunciarse de tres maneras dife-
rentes, siendo las dos dltimas conformes al enunciado.

Segln esto se ve, que para obtener la suma de un name-
ro cualquiera de términos 0€ Una progresion por diferencia,
basta conocer e\ primer término, el ditimo y €l namero de
términos; y ya en el n* 294 se di6 el medio de hallar el a1-
timo término, conociendo elprimero 1a ra%on y €l namero de
i0s términos.

Sea, por ejemplo, la progresion

f3.7.11.15...,

en la cual se pide la swtna de los 60 términos primei'Os.
Tendremos de antemano

Z= 3-h59x4-=239;
y por consiguiente,
(2394-3)x307242 x 30= 7260.

_ Del mismo modo obtendriamos, llegando hasta el 100° ter-
mino,

1°;734-99x4="399; 2.° 8= 402x507"20100.
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299. Casos particulares de la espresion de la sema de
UNA PROGRESION POR DIFERENCIA.— |OMEMOS para aplicaciones
particulares de la formula que da el valor de S, la série de los
nimeros naturales Y la de [0S nameros impares, a sabei:

1.2.3.4 5.1,
f1.35.7.9..2«-1.

Observemos que, en la primera série, el aitimo término”
es necesariamente igual al nimero n de términos considera-
dos, y que ia segunda d&, en virtud de la formula (1) del
n® 294,

—1)="1+ 2h—2=2»—1.

De donde se deduce, para espresion de la suma S,
le S= (I+ «)x -~ =
2. S= (2n-1r-0)| = )0

Esta Gltima espresion es particularmente notable porque
la suma S es igual al cuadrado del namero de l0s términos que
se consideran. )

Asi, la suma de los 12 primeros términos es 144; la su-
ma de los 20 primeros es 400; la de los 30 primeros, 900.

300. Inserciénae medios diferenciates ENEre dos name-
rospaDos.— Propongamonos insertar entre dos nimeros dados
ayour ndmero m de medios diferenciales.

Asi se llaman otros nimeros que deben formar unapro-
gresién por diferencia CON l0S nUmeros a v considerados
COMO estrenos de dicha progresion.

Por lo pronto es evidente que si conociéramos la ra%on r
de la progresion buscada, todo estaria determinado, pues
bastaria, siendo a<u por ejemplo, ir anadiendo al primer
término, la razon, dos veces la razon, tres vecesh razon, etc»
para ir obtenlendo sucesivamente eI segundo, el tercero,,
cuarto, €le., términos de la progresion, ¢ sea el primero, €
segundo, el tercero, etc., medio diferencial.
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Ahora bien, llamando n el nimero do términos, inclusos
lsdos a y & lo cual d&d n=wi-+-2, tendremos (n® 294)

67ad-(n—I}xy= a+(w+I)xi';
Cedonde
6 —tt=(w4-Dxr;
y por consiguiente
b— a
m-hl'

Asi pues, larazén buscada €S igual al cociente de la divi-
sion de la diferencia de los dos nimeros dados por el nimero
de términos que se quieren interpolar mas uno.

Una vez conocida la razon, los diferentes términos de la
progresion se obtienen facilmente y son

a 2(&—0) 3i&—a)
-a .a m_hl.aH- m,i-.a-f m
[La formala (1) del n.” 294. a+(ji - Dx/-, sustitu-
yendoen ellam-h 1y ,envez den—1yr, secon-
"Nerle en
/=a+[m-)-I]X = a-ho - ;
Cocual comprueba el valor hallado para r.]

Sea, por ejemplo, interpolar ocho medios diferenciales
GDtre ios nimeros 3 y 48.
Tendremos desde luego |

~9donde
f 3.8.13.18.23.28.33.38.43.48,
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i)el mismo modo ballariamos, siendo w — 50,

48— 3 45 15

51 51 17’
de donde
-3.37 410].5y .48, 0 xol.
17 17T 17 AR VAR ¥
Advertencia.~Caso particular : m = | da

b—a
m-h\=2: de donde r= 2

luego el medio &t/erincio/que puede interpolarse entreayies

b—a 2a-hb~a a-hb
a-1 2 = T *

(Véase el n." 292)

301. Cuarta propiedad.— Si entre dos términos, corse-
cutivos, & partir del primero, y hasta el Gltimo inclusive, si
interpola un mismo numero de medios diferenciales, todas ks
progresiones parciales de este modo formadas constituyen ua
sola y mismaprogresion, cuya razon es la de una cualquiera
de  progresiones parciales.

Sea la progresion

a.b.c.d...i .k.l,

que para lijar las ideas, supondremos creciente, y propon-
gadmonos interpolar sucesivamente m medios diferenciales en-
tre a y 6, después ehtre 6y c, después entre cy d..., y
ultimo entre ¢ y

Para la primera progresion tendremos,

_ h—a
"7 e 1

para la segunda,
c—h

m -f-r
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irala lercera.
d

771-h1l"
y asi sucesivamente. y
Pero, segun la definicion misma de una progresion por

diferencia,

b—a=;¢—b—d—c...;.
cedonde

b—a c¢c—b d—c

wi-f-l - m-n\ wH-1

Luego, por el pronto todas las progresiones asi formadas
tienen la misma razon.

Ademas, es evidente que cada ultimo término 6, ¢,d, etc.,
déla primera, segunda, tercera, etc., progresion parcial es
al mismo tiempo el primero de la progresion siguiente.

Luego, etc.

302. " Observacion.— Aqui debe hacerse una observacion
importante, y es que lafraccion que espresa la razon de cada pro-
gresion parcial, tiene un numerador constante, y que su deno-
minador puede suponerse tan grande como se quiera; de don-
de se sigue que se puede concebir aquella razén menor que
ioch cantidad dada, asignando* al nimero m de los medios
diferenciales que deben interpolarse, un valor suficientemen-
fe grance.

Por ejemplo, sean a= 0,6 = 7 ; tendremos

siendo m = 9, 6—a= 10’
. _ 1
siendo m=99, b—a T

y asi suGcsivamente.
Progresiones por cociente (6 geométricas.).

303. Se llama progresion por cociente UNa série de tér-
INinos tales, que la relacién de un término cualquiera al que,

precede es constante en toda la estension de la série.

Esta relacion constante, que existe entre un términoy el
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que inmedialamenle le precede, se llama la hazon de la pro-
gresion. o )
Sean las dos séries de numeros
2, 4, 8, 16, 32, 64,.",

256, 64, 16, 4, 1, i,...;

de la primera se deduce la série de razones iguales,

4 8 _
2'"4 " '8 e
y de la segunda
64 16 4 1
256 “ 64" 16 4

La RAZON puede ser entera 6 fraccionaria, mayor 6 meor
que la unidad, segln que la progresion es creciente ¢ decre-
ciente.

Las progresiones por cocienle se escriben asi :

—2:4 ;8 16:32:64..,
N256 :64:16:4:1:1...,

y se ertMncian como las progresiones por diferencia, siendo
el Unico caréacter distintivo de su escritura el nimero de pun-
tos puestos entre los términos.

Una progresion juor cociente no es mas que una serie e
proporciones continuas (n.° 292], en donde cada término esa
la vez antecedentey consecuente, & escepcion del primero que
solo es antecedente y del Gltimo que solo es consecuente.

304. Primera propiedad.— En toda progresién por CO-
ciente, un término cualquiera es igual al producto del prmicr
término por una potencia de la razén cuyo esponente esig"™™
4 tantas VECES la unidad como términos naya antes de.ei

Sea, en general, la progresion

~a \o\c\d e\ \...i:h\Il-
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y (lesignemos por " la razon de un lénnino al (jue le pre-
cede.
Tendremos necesariamente, segin la definicion,

b—ax.q, c=6xy=ax.g'", ax?’®, .
c=ax5'S..;

luego, designando n el numero total de los términos hasta el
término /inclusive, se llega & la formula

O [=axy""*,

enla cual, segin hemos dicho antes, g es> 0<C1, segun
que la progresion es creciente 0 decreciente.
Tomemos, por ejemplo, las dos progresiones

—2:6:18:54:...,
3 3

En la primera, la razén es 3, y el octavo término serd
2 X3 =2 X2187= 4374,
el 12® término serd
2 X3%-=2X2187 x 81 = 354294.

En la segunda, cuya razon es un medio, el 10® término
serg,
/1

\ 1 3
12x(-) =12 X512"128"

vigésimo término sera,

1 3

12xilV = 12x 1024""NANE D 4 A 131072*

305. segunda propiedad.— EN toda progresion por co-
ciente, el producto de dos términos cualesquiera”~tomados a
yo/ distancia de los estremos, €S constante € igual al pro-
“Ucio de los estremos.

Sean a éy dos términos que tienen, el uno un nimero;)
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de términos delante de é1, y el otro el mismo minierd p de
términos detras. £ evidente que los cuatro ndmeros a, x, y,1,
de ios cuales el segundo es igual & axqp, y el cuarto es igual
a ?2/x"p, forman entre si una proporcion, cuyos estrenaos son
a, /, y cuyos medios son x, y*; luego (n.° 246)

Xxxy = axl.

lista propiedad comparada con la del n® 296, maniOesta
que lo que es la adicion relativamente a la progresion por di-
ferencia, €S la multiplicacion, relativamente & la pi-ogresioii

por cociente. » .
Mas adelante tendremos ocasion de sacar partido de esta

comparacion.

Tercera propiedad.— Para obtener la suma délos
términos de una progresion por cociente, es necesario, i la
progresién €S creciente, multiplicar el Gltimo término por la
razén, restar del producto elprimer término, Y después di-
vidir la diferenciapor la razén disminuida en una unidad; y
Si la progresion es decreciente, restar, por el contrario del
primer término el producto del Gltimo por la razén, deS-
pUéS dividir la diferencia por la diferencia entre la unidad ¥
la razén.

Sea en efecto la progresion general
\b\c'd:e:f..:k I,
la cual puede ponerse (n® 304) bajo la forma
Na-.axq'.axq’-.axgM.axg”™...axgh~" axg N~ e

Designando por -S la suma de los n primeros términos,
pongamos-

1 {~ = a-~axg-\-axg-~"axq™+-...
b

y después multipliquemos los dos miembros de esta igualdad
por o\ con locual resultard

i“"xg=axg-\-axg™axgq”-t~...
® i -}-ax7”-" -HaX 9.
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Eslo supuesto, si la progresion es creciente, se resta la igual-
ded (2) de la igualdad (2), y se obtiene
*

Sxy—S 6(n."49) Sx(*—1}= iix5 — a,

observando que en la sustraccién, todos los términos de los
sequndos miembros se destruyen uno & otro; & escepcion del
liltimo término a'xg”, de la serie(2), y del primer término a
Ce la série (1).

Deduciremos pues

) S=

a-xgt—a
g-1

Si la progresion es decreciente,  resta, por el contrario, la
igualdad (2) de la igualdad (2); lo cual da

S—SM 6 .Sx (I~ B)==a—ax7 ;

y por consiguiente,

a—axg"
W_

Finalmente, reemplazando en una y otra de las dos esprc-
fiones 3y (4), ox 9'“ ~por su valor I (n.” 304) se llega & es-
as otras

ly.qg—a
@ 5% 9.1

a—/x9
§= 1-9 °

lue, traducidas al lenguage ordinario, dan lugar al enuncia-
tbarriba puesto para la suma de los términos de unaprogre-
sinpor cociente.

Advertencia.— Esta doble espresion es (til especialmente
@ la resolucion de las cuestiones relativas al interés com-
puesto.
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Volvamos & las dos progresiones del n® 30i:

N2 :6:18 :54
3 3

-12:6:3:-: j:

El oclavo término de la primera Uene por valor /=4374;
luego la suma de los ocho primeros términos, sera

N 4374x3-2 13120
3.1 - = - -

= 6060;
del mismo modo, el duodécimo término es 354294; luego

= 531440.

3
El décimo término de la segunda /=

X

ANt 12872 12x256-3

8 3069 R
§ = oo 1087 = Th§ =-24-"28

8009 J
(Como 128=2" la conversion déla fraccion '

males puede hacerse exactamente ("® 172), y se halla

$-=23,9765625).
Anélogamente, el vigésimo término es

13
ANMOA13107-2 3145725 .,  ___
--------- - 131072 * M [HOA

Se vé facilmente que la parle laboriosa dei calculo en esia
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clase de cuestiones, es la deienninacion del valor numérico
(iel ultimo término & que se llega.

307. INTERPOLACION DE MEDIOS PROPORCIONALES ENTRE DOS
NUMEROS DADOS— Propongdmooos interpolar entredds niime-
ros iy hwi minierd m de medios proporcionales, es decir, m
ndmeros que formen unaprogresion por cociente con los ni-
meros a y U considerados corno estrefiios.

Tenemos, como en las progresiones por diferencia

(0." 300),
de donde n— -

Pero de la formula (1) del n® 304, se deduce
h=d'Kg™-" de donde =
iuego tendremos (N® 45), para razon de la progresion,

mi t

Tua vez determinada la razdn, resulta sucesivamente

mH fntt

Caso particular.—Sei

m= i; dedonde m~ 1=wh-1=%2.
Tazon es igual & luego el medio proporcional Unico
i"np por valor

*= [IXVAj=ax \/27~ (n”224).
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y por consiguienlo

X = -X vitax6= \/flx6,
a

comﬁ en el P 202, . s /va
0 insislimos mas en eslo de los medios proporciona s, a
causa de la imposibilidad en que estamos por ahora, de es-
tender las aplicaciones mas alla de la eslraccion de una lai
cuagrada U cubica, . %ﬁ « «r«

In"embargo, no podemos menos de establecer una pro
piedad analoga & la establecida en el n.® 301, con relacion a
las progresiones por diferencia. .

308. Coarta pROriEDA0— , entre todos los iermno

consecutivos, tomados de dos en dos, desde el primero basta
el altimo inclusive, se interpola un mismo numero de mmedics
proporcionales, todas las progresiones parciales asi formatias
constituyen una sola y misma progresion por cociente.

En efecto, puesto que se obtiene la razon para cada una
de estas progresiones, eslrayendo una raiz del grado maro

dopor m-H1I, de los cocientes jguales esta la-

zon es la misma para todas; y como ademas, )

la progresion dada, empezando por h forma el ultimo tcnn>
no de una progresion ya obtenida y <\primero de la

sion que sigue inmediatamente, resului que todas estas p
gresiones necesariamente forman una sola.

i; 1ll.— de 1os logaritmos y de su APLICACION A LA RESO-
LUCION DE ALGUNAS CUESTIONES QUE DEPENDEN DE LAS CAN

TIDADES PROPORCIONALES.
On”eii y definicion de las tablas de logaritmos.

309. La analogia que existe entre las propiedades de
progresiones por diferencia y las de las progresiones
dente, analogia fundada en que las adiciones,
multiplicaciones y divisiones, en las unas, correspon
multiplicaciones, divisiones, formaciones de potenciasj
i.norinnp.c dfi rmices pn las otras, conduio a algunos <
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iiTiiiginar molodus (Iti simpliicacioti para los célculos numéri-
cos mas complicados.

Estos métodos so apoyan en la existencia de ciertas ta-
blas conocidas con el nombre de iavias ab 10gariiaios , CUYa
invencion generalinenlo se atribuye al sabio escocés NcrEil.

No pdiliendo, en este libro elemental, esponer los medios
de que se valio para llegar & la construccion de semejantes
labias, vamos & lo menos, & ensayar el modo de hacer com-
prender, por medio de algunas sencillas consideraciones, co-
mo habrian podido formarse, en rigor y salva la longitud de
los célculos.

De la propiedad del n.* 301, resulta que, designando r la
rajso« de una progresion por , cuando entre cada
dos de sus términos consecutivos se baila interpolado un nd-
mero m de medios diferenciales, la razon de la progresion to-

lid estd espresada fraccion que puedenmncebirsé

*~nor que cualquier cantidad dada, cuando se asigna & m un
valor suricientemenle grande.

Luego, si se loma por punto de partida una progresion tal
como

fOr2r.3r.4r5?'..,

~tiene 0 por primer término, y si despnes se forma una
"crio de progresiones parciales por el medio arriba indicado,
se obtiene una progresion total

2r 3r
O 1 mw meM TN W 1
2r r
r'f'ﬁ]_m L2 2r H'“Vv_ﬁ Cey

s términos van aumentando por intérmlos ifjuales tanpe-
corno se quiera, desde O basta un limite mas 6 menos
8'itnde, segln la eslensi.on de la progresion primiliv.a.
., De mo(jo que, comenzando en O es una série casi continua
I'numero.s, que, sin embargo conservan la propiedad de estar
progresién por diferencia.
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Tomemos ahora una progresién orecieme por cociente,J
ijue principie por la unidad:

q: | “f ey

designando q la razon, ¢ sea la relacion conslaiUc do un lér-
mino cualquiera al que le precede.

Si entre lodos los términos consecutivos de esta sene, se
inserta un numero M de medios proporcionales, se obtie-
ne (n® 308) que la rason constante de cada progresién pai-

m

cial es igual ady/y.

Esto supuesto, para estar seguros de que ton la progresion
total asi formada sucede.como con la progresion por diferen-
cia obtenida anteriormente, es decir, para estar seguros
que aquella como esta constituye una sene casi continua ut

nameros, seria necesario poder demostrar que puede

hacerse tanproximo a la unidad como se quiera, siendo un
namero constante, y dado & priori; pero recibiendo Mun va
lor suficientemente grande.

No podemos probar esto directamente, porque no conoce-
mos todavia el medio de eslraer una raiz de cualquier ¢eu’y

Perché aqui, & lo menos, una manera indirecta de ue-
mostrarlo. . ol

Sea 4759 un ndmero tomado al azar en la seno naim-n
de los numeros 1, 2, 3,4, 5, 6,...; y propongamonos estraci
de é1, raices cuadradas sucesivas.

Se halla
>/4" = 08 en menos de una unidad,
V V4~ 6{n"241) v68-+-7TT= g, Id.
8
V'4759 V4759 —V 8-i-. .m=2, Id

W4759,o N4T59=AA 2 -h ... =], id

Y asi sucesivamente.
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Aqui se ve desde luego con qué rapidez van decreciendo
las partes enteras de esas ralees cuadradas sucesivas.

En cuanto a las parles decimales, decrecen también inde-
finidamente, sin que por eso el resultado final deje de ser
mayor que la unidad ; pero la diferencia entre este resultado
y la unidad se comprende que es susceptible dé llegar & ser
MENOR QUE CUALQUIER CANTIDAD DADA. -

Establecida asi la proposicion respecto délas ralees cuyos in-
dicesson2,4,8,16,..., 02,2* 2" 2's..., debe suceder lo mis-
mo respecto de toda raiz del grgg\o m-hi, es decir, respecto

de toda espresion do la forma * /N ; 'siendo N un nUmero

cualquiera mayor que 1. _ ) o
_I*on(uc necesariamente se tiene segun la significacion
misma de la palabra rais

iKH

S/N < VAN,

designando 2" la potencia do' 2 inmediatamente inferior
aw-t-1.

fiero i/N puede diferir de \,por esceso, tan poco como

se quiera, luego con mayor razon ha de suceder lo mis-
m+i
mo &

VALK

Podemos considerar pues como sulicienlemenle probada la
posibilidad de la existencia de dos Progresiones creciences,
unapor cociente, y pjincipiando por 1, cuyos térniinos sean
entre si tan poco diferentes como se quiera, y otra por dife-
rencia y principiando por O, cuyos términos también difieran
unos de otros tan poco como so quiera.

Adeerlencia.— Todo nimero N conmensurable 6 incon-
inmsurable y mayor que 1, sino es uno do los términos mis-
mos de la progresion por cociente, se baila necesariamente
comprendido entre dos de dichos términos, los cuales pueden,
uno U otro iiulifereilemcnte, sustituirse & N, pues por hipé-
Icsis estos términos nb difieren entre si, sino en unacaji*diltl

fior que cualquier cantidad dada.
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310. GEiaNinioN de 1as tabras de LOCAiuTMas. — Nada
mas facil ahora quo (lofinir mia Tabla de loffnriimos, cuales-
quiera giio sean por otra parte, los medios que se hayan em-
pleado para conslrnirla.

Es una Tabla que contiene;

Por unaparle, lodos los nimeros enteros, comprendidos
desde t hasta un limite determinado, por ejemplo 100000,
considerandose esos nimeros como términos de una progie-
sion por cociente, en-la cual ocupan un lugar dado;

Por otra parte, enfrente de estos numeros, los términos
de una progresion por diferencia y que principia por 0, cu-
yos términos se llaman entonces tos logaritmos de aquellos
nimeros. ) ]

El' LOGAIUXMO de. un nimero determinado es por consi-
guienle el'término de la progresion por diferencia™ que ocupa
en (din el mismo {ugnr que el namero dado en la progresion
por rocienle. .

Un ndmero y su logaritmo se llaman entonces lcrmtnos
correspondientes en (lidias progresiones.

Siendo los términos 1y 0, el uno el prinw' termino de a
progresion por cociente, y el otro el primer termino de a
pi'ogresion por diferencia, se viene & parar & esta especied(i
proposicion, que recordaremos muchas veces en adelante: el
logaritmo de 1 es 0, 0 para abreviar,log. 1= 0.

{Nos serviremos habitualmente de las tres letras iniciales
loa., seguidas de un punto, y del nimero representado, sea
en cifras, sen por una h'lra, para escribir de una manera
abreviada el logaritmo del numero. Sin embargo, algunas
veces, solo emplearemos la primera letra 2.)

311, osservacion.— Aunque la Tabla, (al como a(aba-
mos d(* definirla, no conliene mas quejos logaritmos de los
nimeros enteros, puede concebirse que todo namero mayor
quela considerado como parte de la progresion poi
cociente, cuya formacion liemos espHcado, se encuentra com-
prendido en ella & I6menos implicitamente con el termmo
cony.9tion(¢2(?Hic de la progresion por diferencia. o

Veremos ademas en adelante, como, por medio de los |0’
garitmos de los nimeros enteros, se obtienen los de lo» ni
meros fraccionarios mayores que la unidad.

Las fracciones propiamente dichas tienen también *
logaritmos; pero la determinacion de estos supone nocion
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eslrafias & la Arilmélica elemental, donde no se consideran
masque numeros absolutos.

Indicaremos sin embargo el medio de h”er aplicacion de
las labias & cuestiones en que figuran numsSros fraccionarios
menores que la unidad.

Propiedades generales de los logaritmos.

Después de haber manifestado, sino el verdadero medio,
al menos la posibilidad de construir unas Tablas de logarit-
mos, vamos 4 establecer las propiedades generales en que se
fundan las simlolificaciones que el uso de las Tablas propor-
ciona en los calculos numérico’, haciendo observar que agui
UMCAMEME consideramos los logaritmos de niimeros mayores
que la unidad.

312, Primera propicaasa.— El logaritmo del produceo de
dos ntmeros s igual 4 la <u~. de los logaritmos de los dos
factores.

Sean A y B (siendo A<B), dos nimeros lomados al azar
en la progresién por cociente que principia por 1, cuyos tér-
minos difieren entre si en una cantidad menor que cualquier
cantidad dada (véase la ndvert. del n”* 309) y designemos por
P, al término de esta progresion, precedido de tantos térmi-
nos comenzando por B inclusive, como términos hay antes
de A, en la misma progresion.

Asi se tienen cuatro nimeros,

1, A,B y i\

en los cuales 1y P pueden suponerse los estrefiios de una
progresion que acaba en el término P ; de modo que A y B,
siendo dos términos situados & igual distancia de los cslre-
mos, forman los dos medios de (na proporcion cuyos estre-
fiiosson 1y P.

Les es por consiguiente aplicable la propiedad del n® 246,
y se llene

IxP = AxB, 6 P=--AxB.

Por otro lado, lomemos en la progresion por diferencia
(n." 310) los logaritmos correspondientes & los cuatro mime-
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ros 1, A, B, V, logaritmos que, segua la notacion indicada en
el mismo ndmei'o podremos espresar por

log. i* 60, iog. A, log. Ii, log. B.

Estos cuatro nimeros forman evidenteinento una equidi-
ferencia, cuyos esiremos son O y log. B, y los medios I(". A
y log. B; por consiguiente.tendremos {n° 289)

O+log. P, 6 log. I*=log. A-Hog. Ii.

Pero de esta igualdad, & causa de la relacion P= AxB,
se deduce
log. (AxB)=log. A+ log. Ii.
Luego etc.

313. CONSECLENCLv.— El lofjaritmo del raoDCcro de im
numero cualquiera de factores es igual &4 la suma de los lor
garilmos de los diferentes factores.

Llamemos A, B, C, D,. ., los nimeros dados.
Segun lo acabado de decir, tendremos

log. (AxB)=log. A+ log. B.
Ahora, como A xJix C= (AxB)xC, resulta
log. (AxBxC) = log. (AxB)-hlog. C,
0 poniendo en lugar de log. (Ax B), su valor log. A-i-log. B
log. (AxBxC) = log. A-hlog. B+log. C.

Analogamente, siendo AxBxCxD lo mismo que (AxBx C)x Bi
se ballai‘ia

Jdog. (AxBxGxb)="log. A4-log. B4-log. C+log. D;

y asi sucesivamente,

314. Segunda propiedad.— ./ Iogaritmo del cociente
tina division es igual a la diferencia entre el logaritmo del di-
videndo y el logaritmo del divisor.

[Aqui ¢! cociente, lo mismo que el dividendo y el divisor,
se suponen magores que la unidad.]
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Sean D el dividendo, d el divisor, y ? el cociente de una
division,
Como tenemos D= i;xy, resulta
log. D= log. rf-t-log. q.
de donde se saca

log. g= lug. D — log. d.
L. C. D. D.

315. Tercera propiedad.—;7 logaritmo de una potencia
cualquiera de un ndmero es igual al producto del logaritmo
¢kl ndmero por el ESPOMEKTE h  lapotencia.

En efecto, A*" es io mismo que A XA xA XA x...; luego

log. A"»=log. A-Hlog. A+log. A+ log. A-h..—Ilog. Ax 41,
0 bien )
log. A"™=mxiog. A.

316. Cuarta propiedad.— EI logaritmo de una raiz de
«« grado cualquiera de un nimero es igual al cociente de la
division del logaritmo del ndmeropor el indice de la raiz.

Designemos por R la raiz de un ndmero A; en vir-
tud de la definicion del n*' 45, tendremos

A=U«, dedonde (n™ 315) "log. A=?iX log. R ;

y por consiguiente,

— log. A
log. U 6 log. VA= —

L. C. V. p.

317. observacion.— De estas dos Ultimas propiedades,

“deduce una demoslracion sencilla de algunos principios
‘uiporlanles del calculo de las espresiones aféelas del signo
"adical V., V'

I’ s'A; =VA»"
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En efecto, tenemos por lo pronto (n® 315)

Cx;m—mx log. r\]/’G\;
pero (n."“ 316)
log. VA = '- 7
luego
log. O x)™=".,0.A.

Por otro laclo, las mismas propiedades dan

"= log. A" wixiog. A m
log. _log A wixiog. / == —xiog. A.

_\m n___

GJkJ Y > tienen el mismo

logaritmo'en el mismo sistema); luego son necesariamente

iguales en valor numérico y pueden reemplazarse una por
otra.

mX»

0o y/>= Sjs;
porque tenemos, por una parte

n
i/"/" log. VA log. A:»  log.
- N =

log. v A = ATr -z ir5 "
y por otra
«X« |
log. 0g. A ,
mx.n
tny.n

luego las dos espresiones V. "iy V * | que tienen €
mismo logaritmo, son numéricamente iguales.
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Generalizando se enconlraria, que

n mMX«XPX?
\I\/\y'qﬁ VA,

puesto que los logaritmos de estas dos espresiones tienen por
valor

log. A
M XN xpyiq

Por su razonamiento anéalogo se probaria

((A")"/™= A~ APA

{/s0s (le las propiedades generales de los logaritmos para la
simplificacion de los calculos numéricos.

318. Abora se concibe el uso que puede hacerse de ios
logaritmos para simplilicar toda especie de calculos. Las re-
glas que deben seguirse se deducen esplicilamenle de las
propiedades que acabamos de demostrar.

1. * Para formar el producto de varios factores:

Tomense en la tabla los logaritmos de dichos factores; ha-
dese su SUMA, y después busquese & qué numero de la Tabla,
cormpoiii/c esa suma; el nimero asi hallado es el producto
pedido; _

De este modo el resultado de una muitipticacisn Se obtie-
ne por medio de una adicisn.

2. * Para hacer una division:

Toémense en la Tabla el logaritnio del dividendo y del di-
"isor; réstese el segundo del primero, y busquese el numero
correspondiente & esta diferencia de logaritmos;

Asi se obtiene el cociente de la «ivisis» por medio de una
SUSTRACCION.

3. “ Para formacién de potencias :

Tomese en la Tabla el logamtmo del nimero que quiere
elevarse & una potencia dada; nwitipliquese este logantnio
por el esponenle de la |)Olencia; busquese después & que nu-
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mero corresponde ese protluclo, y el nimero asi hallado es la
potencia pedida.

La multiplicacion de un nGimero por otro que ordinaria-
mente no tiene mas que una 6 dos cifras 4 lo mas, basta por
consiguente para dar el resultado de la multiplicacion de m -
rios nimeros iguales.

4® Para extraeh una raiz de cualquier grado de un nl-
mero:

Tomese el logaritmo del nimero, y dividasele por el in
dice uqo raiz; después en la Tabla & qué nlmero
corresponde el cociente; y ese numero es la miz pedida,

Cna DIVISION muy sencilla basta por consiguiente para
dar el resultado de wdlextraccion de miz, cuahjuiera que
*Sea SU grado.

Asi se ve que donde principalmente se hace notar la ven-
taja del empleo de los logaritmos es en la extraccion délas
raices.

Puestas estas reglas, debemos, antes de aplicarlas, hacer
conocer la disposicion y las propiedades particulares de las
Tablas usadas ordinariamente.

Disposicién y propiedades particulares de las Tablas b
Logaritmos migares.

319, La construccion de las Tablas de logaritmos llama-
dos logaritmos migares 6 logaritmos de Biuggs, del nombre
del primer autor de una Tabla de esta especie, esta fundada
en el sistema de las dos progresiones

~ 1:10: 100 ; 1000 :10000 ; 100000
-~0.1.2.3 . 4 . 5

la primera de las cuales esta formada por las diversas poten-
cias de 10, Uas<?del sistema decimal, y la segunda no esotra
cosa que la série natural de los nimeros.

Conforme & lo dicho en el n." 309, se supone haber inlcf’
pelado entre lodos los términos consecutivos de las dos pro-
gresiones, un nimero de medios proporcionales y de medios
diferenciales, suficientemente grande para que todos los ni-
meros enteros, empezando pbr 1, estén comprendidos en ja
Tabla y tengan enfrente sus logaritmos, es decir, los térmi-
nos do ia progresion por diferencia.
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Eslo supueslo, la inspeccién sola de las dos progresiones
fiindamenlalcs basla para liacer conocer:

S* One el logaritmo de 1 es O, lo cual ya se liabia visto
encin/310;

2. ® Que el logaritmo de 10 es 1; el namero 10, base del
sistema decimal, so llama también 1a base del sistema ordi-
nario de logaritmos (por razones que no pueden esplicarse

@)
qgn) ° Que los logaritmos de los nimeros comprendidos
entre 1 v 10 son menores que la unidad ;

4, “ Que los logaritmos de los nimeros comprendidos en-
tre 10 y 100 se componen de una unidad y de ima parle de
la unidad;

5. " Que los logaritmos de los nimeros comprendidos en-
tre 100 y 1000 se componen de 2 unidades y de una parle
liela unidad; y asi sucesivamente.

Las parles de una unidad que deben afiadirse & las parles
enteras se han valuado aproximadamente en decimales, al
calcular las Tablas ordinarias.

Las Tablas pequefias, como las de Lalande, Ueynaud,....,
ijue no se ostienden mas que hasta el nimero 10000, solo
contienen cOico cifras décimales.

Las Tablas grandes, las de Callei en particular, las Unicas .
6 que nos serviremos, contienen lodos los nimeros enteros
lesde 1 hasta 108000, asi como sus logaritmos calculados
generalmente con siete decimales.

[Los numeros desde 1 iiasla 1200 y desde 102000 hasta
el ultimo, se esceptuan de esa conilicioii general pues sus lo-
garitmos compiiendeu ocho decimales,]

Los siete decimales de cada logaritmo son exactos, hasta
laaproximacion de inedia unidad, ya en menos ya en mas, del
arden de la séptima cifra; es decir que el error que tienen

€S menor que ’(;1 0,0000001.

Eslo supuesto, hé aqui algunas proposiciones en que se
llanda el uso de las Tablas.

32 En humeb tugar. — Se ha visto que & los nimeros
comprendidos entre

lylO, 10V 100, 100y 1000, 1000y 10000..., '
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es decir a los nimeros cuyas parles enteras, si son fraccio-
narios, contienen

UNA, DOS, TRES, CUATROCIifruUs,

corresponden respectivamente logaritmos, que tienen povpar-
tes enteras
o 1, 2, 3...

_ De aqui se sigue que la parte entera de un logaritmo con-
tiene tantas unidades menos una como como cifras tiene el ni-
mero en su parte entera. Asi, los logaritmos de los nimeros

47, 273, 4560 19684

tienen respeclivamenle §i parles enteras
1 2, 3, 4,
Reciprocamente, los logaritmos que tienen por parte en
tera
1, 3, 4, T
pertenecen & nimeros, cuyas parles enteras tienen
dos, cuatro,  cinco, ocho,.... cifras.

La parte entera de un logaritmo basta, segln esto, para
hacer conocer de cuantas cifras se compone la parle entera
del nimero correspondiente, y por eso lia recibido la deno-
minacion de CARACTERISTICA.

Por ejemplo, & logaritmo 2,3075604 pertenece a'uii mi-
mero de tres cifras, 6 4 un nimero cuya parle entera se cooi-
pone de tres cifras, segun que el nimero es entero 0 fraccio-
nario.

Esto esplica por qué, en las Tablas de Callet, han podido
oraitii-se las caracteristicas de los logaritmos; pues segun aca-
bamos de decir, se determinan & la simple inspeccién de los
nameros correspondientes.

321. En segunro tugar. —Designemos por N un nime-
ro cualquiera. Tendremos (n." 312)

log. N x 10 — log. N H-log. 10 -- log. N -i- 1:
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ilei mismo modo

log. Nx 100=-log. N + log. 100=-log. N-h'2;

y, en generai
log. N X 10" = log. N+ n.

Anélogameiile, en virtud de la propiedad del n.” 315,
tenemos

N
'»S-’{\I = log.N-log. 10=1og.N-I;log. = log.N-2;
y en general
N
Be- 10 -=log. N—2

Donde se ve que, conociendo el logaritmo de un nimero,
para obtener el de otro ndmero 10, 100,.., 10" veces ma-
yor 6 menor, es necesario afladir 4 la caracteristica del lo-
garitmo del numero dado, ¢ bien restar de ella, 1, 2, 3,...,»
unidades, sin variar nada japarte decimal. ¢

Asi los logaritmos de los nimeros decimales tales como

187,59 118759 11,8759,

que solo dilieron entre si por ol lugar de la virgula, Uenen
jamisma parle decimal; ¥ SUS caiiacteriscigas SON (N® 320)

3; 0.

Advertencia. — Se observara que estas propiedades son
peculiares al sistema de Driggs; lo cual le Né&Xpreferible a
t"ualquier otro, pues las fracciones decimales son las fraccio-
nes con que mas a menudo se opera.

Uso de las tablas de logaritmos vulgares.

322. Como una Tabla de logaritmos no puede evidente-
mente comprender mas que numeros enteros, y aun estos en
udraero limitado, el uso que de ellas lia de hacerse para las
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aplicaciones & los calculos numéricos, esla fundado en la re-
solucién de dos cuestiones que -vamos & tralar sucesivamenle
por medio de ejemplos particulares* & saber :

j.° Dado un numero cualquiera entero 6 fraccionario
(mayor que 1j, hallar su logaritmo.

2." R(?ciprocamenle, dado un logaritmo, hallar el nime-
ro entero 6 fraccionario (mayor que 1), que le corresponde.

[liemos dicho (n."31l) porque no debemos, por ahora
considerar mas que los logaritmos de los nimeros mayores
que la unidad.]

Primera cuestion. — Dado un ndmero, hallar su
logaritmo.

Supongamos primero que el nimero dado sea entero. Sino
pasa del limite de las Tablas (que como hemos dicho antes &
el namero 108000 en las de Callel) {*), basta, para hallar
su logaritmo, conocer la disposicion particular de las Tablas
en que dicho logaritmo se encuentra comprendido.

0 debemos, pues, ocuparnos aqui sino de los nimeros
enteros que esceden del limite de las Tablas.

Sirva daprimer ejemplo el ndmero 478963.3.

Observemos por lo pronto giic, si por medio de una vir-
gula, separamos  cifras & la derecha, lo cual da

47896,33,

nada se cambiara (n.° 321) en la parle decimal del logaritmo.

En cuanto 4 la caracteristica del nimero propuesto, ya
se sabe (n.° 3*20) que debe ser igual & 6.

No se trata por consiguiente mas que do buscar h parte
decimal que corresponde al logaritmo del nimero 47896,35.

Ahora bien, como este numero esla comprendido entre
47896 y 47897, su logaritmo debe también estar comprendi-
do entre tos de 47896 y 47897, 6 bien habré de ser igual d
de 47896, aumentado en una parle de este mismo logaritmo
correspondiente & la fraccion 0,33, en que 47896,35 escede
a 47896.

(*) Las Tablas de Callet estan dispuestas de tal manera que, des-
de el namero 1020 en adelante, cada pagina contieno 600 numero®
con sus logaritmos. No pudiendo entrar aqui en detalles . supondr1-
mos que el. lector esta enterado de la disposicién de estas
y que sabe buscar el logaritmo de un nimero miera, que no escci
de. su limiie.
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‘Tenemos, segln las Tablas (sobreentendiéndose la carac-
, A

terisca)
log. 47897 = 6803083
log. 47896 6802992

91.

lo cual d& por diferencia 91 diezmilésimas.

~ Admitiendo, en principio jvéase la observacion del
n®326)," que las diferencias entre los logaritmos sonpropor-
cionales &ias diferencias entre los ntmerosy se dira :

Puesto que, para 1 de diferencia entre 47897 y 47896,
se tienen 91 diez millonésimas de diferencia entre sus loga-
ritmos, se infiere que para 0,35 de diferencia entre 47896,35
y 47896, se debe tener una diferencia entre sus logaritmos,
fspresada por el producto 91 x0,35; lo cual d& 31,85, 6 sim-
plemente 32di>s millonésimas A deben afiadirse 46802992;
y asi se obtiene 6803024 que serd la parte decimal del loaa-
rilmo de 47896,35.

Luego finalmente

log. 4789635  6,6803024.

Heola general.—Para obtener el logaritmo de un ndme-
ro entero superior al limite de las Tablas (es decir, i 108000),
parense a la derecha del nimero por medio de una virgula,
mtantes cifras para que la parte de la izquierda sea la y.x-
_?osible (véase mas adelante el n.° 326), sin esceder el
mite;
~Busquese en la Tabla el logaritmo de esta parte déla iz~
Perda; tomese la diferencia (que la Tabla da ya calculada)
filtre los logaritmos de los dos ndmeros que comprenden al
oaniero decimal sustituido al nimero propuesto, y multipli-
case esta diferencia (considerada como numero enterg), por
'Aparte decimal de dicho numerd (operacion que se efectlia
sencillamente por el medio que suministra la Tabla).
Afiddase la parte entera de este producto (que espresa diez
pilonésimas) & las Gltimas cifras de la derecha del menor de
dos logaritmos tomados en la Tabla, y asi se obtiene la
p'te decimal del logaritmo buscado, al cual se pone por ca~
NMeristica tantas unidades menos una (n.° 320) como cifras
tefie el ndmero propuesto.
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En la practica, conviene disponer asi los calculos:

N(mero propuesto 4789635..47896,35.

Diferencia tabular 91 log. 47896— 6802992
para 0,3 27,3
para 0,05 4,55

3185 6803024
luego log. 4789635= 6,6803024

Sirva de segundo ejemplo,
23947684..23947,684.

Diferencia tabular 18 2 log. 23947 = 3792511
para 0,6 109,2
para 0,08 14,56 12
para 0,004 0,728
luego log. 23947684=7,3792635.

324, Supongamos ahora, que el nimero cuyo logaritmo

se trata de hallar, es fraccionario (siempre mayor que la uni-
dad) , espresado en decimales ¢ bajo la forma de fraccion or-
dinaria (hallandose 6 no hallandose ol entero reducido a la es-
pecie del quebrado).
|.°—Sea el nimero 347,2586. ] k il
Se principia por correr la virgula hacia la
modo que la parte de la izquierda sea la mayor posible (véa-
se la Observacion del n.*326), sin esceder el limite de les ta-
blas; lo cual daaqui el nimero

34725,86.
Diferencia tabular 126 log. 34725 = 5406423
.para 0,8 100,8 108
ara 0,06 7,56
P L0836 5406531

luego log. 347,2586= 2,5406531.
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2®—Sea el nimero dado 373 gj.

2I;Sduciendo el entero & la especie dei quebrado, tenemos
donde (n® 314)

24292

log. ", :log. 24292 — log. 47

log. 24292=4,3854633
log. 47=1,6720979

27133654
luego
47
log. 3737 = 2,7133654,
5629489
A
37-388 678456 *

Hé aqui el cuadro de los célculos:

, 5629489
log. '678456 ~ 5629489 — log. 678456.

R*Diferencia tabular 78 log. 56294= 7504621

para 0,8 62,4
para 0,09 7,02
69,42
69
5» P, , Io5g. 5629489 = 6,7504690
Diferenc. tab. 64 log. 67845=8315178
para 0,6 38,4 38" .
8315216
luego
log. 678456= 58315216
y log. 5629489 — log. 678456= 0,9189474

Asi el logaritmo pedido es 0,9189474, resultado que res-



ELEMENTOS 11
ponde al valor del numero dado,- cuyo enicra, sacandole del
niiphriiilo no liene mas_ﬁ_ue una sola cifra. i
325.  Seguiida CtESTioN.— J)ado un logaritmo, hallar e
ndmero corrrespondiente.
St*a 1 4708475 el logaritmo dado.
Se comienza por bmcarexi la Tabla
de los m'iraeros de cinco cifras (vease el n. 326), si la
decimal dada se encuentra alli, bn caso afirmativo, se toma
el numero correspondiente, cuyas f
derecha se separan con una virgula,J)uesto que
ristica 1 indica que la parte entera del numero buscado no

ANAPerMo mas generad ejemplo P~ to),
es que la parte decimal dada se halle comprendida entre dos

partes decimales consecutivas de la Tabla. o
Asi en el ejemplo propuesto, se i“conoce que la pai te cie

cimalmasaproximadaj “

99
lo qual dé la diferensia_ Jr,-@%
Por otro lado, la diferencia tabular es 147.
Se hace pues el razonamiento siguiente, fundado en

"ttlo ™ r ladifelnefjtSar 147 die. millonésim
corresponde & 1 entero de diferencia en los"nimeros, unaso

iiz diez millonésima debe corresponder & 155 de unidad, 1
109 .
109 diez millonésimas deben corresponder & 47 de unidad.

Esta fraccion 109 valuada en decimales hasta centéstma

Sé(())lﬁfmes%rgﬁdpeantlg a la parte decimal 4708366, foi ma ei %u

Reero'como la caraeterisiica del logaritmo proP“f
se deduce que el numero buscado no cTebe tener mas que
cifras en su parle entera.

Luego, finalmente

2956974

es €l nimero correspondiente al logaritmo dado.
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Advertencia del traductor—U parle decimal de los loga-
ritmos Uenc en nuestro idioma el nombre especial de man«:-
sa, aUe usaremos en adelante.
Regta generar.-Para obtener el numero correspondien-
ted un logaritmo dado, . , L ,
Busquese entre los logaritmos de los numeros de cinco ci--
fras la parte decimal 6 mantisague mas se aproxime a la del
logaritmo dado, y réstense una de otra las dos mantisas, lo
cual dard una diferencia cspresada por dos 0 tres cifras. Vi-
vidase esta diferenciapor la diferencia tabular , y vamese el
caciente en decimales prolongando solo la operacién hasta cen-
tésimas [véase la observacion del n. 326). L
Bscribanse las dos cifras obtenidas, a la derecha del nu-
mero de cinco cifras, que corresponde & la mantisa hallada
enla Tabla; y despees en el nimero asi formado, cotognese
la virgula de manera que la parte de la izquierda ten”a taii-
tas cifras, mas una, como unidades tiene la coracteristica del
logaritmo propuesto. . - [
Nos reducimos por ahora a este solo ejemplo, porque ‘as
aplicaciones logaritmicas nos proporcionaran ocasiones de

pr%szegltar Otorgf;rvac.én. — EI principio de propor.cioﬁaflidbd
entre las diferencias de dos logaritmos y las diferencias de los
nameraos correspondientes, que ha servido de base a la reso-
lucion de las dos cuestiones precedentes, jamas es rigurosa-
mente exacto; pero en Algebra se demuestra que su uso da
un resultado spficientemente aproximado, mientras que no -se
opera con nimeros mayores que 10000. ] Lo
Por eso en la resolucion de estas dos cuestiones, debe ha-
cerse siempre que el nimero, cuyo logaritmo se mea, oal
cual debe pertenecer el logaritmo dado, sea inferior a 10000.
En la rrimera cuestion, el error que se comete no aléela
alas siete primeras cifras decimales del logaritmo buscado.
En la lequnda cuestion, la fraccion decimal , procedente
de la division de las dos diferencias de logaritmos, puede Ile-
varse hasta las centésimas sin inconvemenie alguno; pero
nunga mas af/a. , é | il
e ve pues por esto que el uso de las labias de logai'it
mos en los calculos numéricos no da mas que valores apio-
ximados para las cantidades buscadas; pero estas aproxi-
maciones, & veces muy limitadas, son por lo general sup~
denles.
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Aplicaciones de las Tablas de logaritmos,

- 327. Primera coestion.— Hallar el resultado del célculo
indicado por la espresion

37x49x17x175
29x69x154

que puede considerarse como procedente de la resolucion do
un problema cuyo enunciado conliene razones”™ directas unas,
€ inversas otras.

En virtud de las propiedades demostradas en los n®" 313
y 314, tendremos

log. iC=1.37-h1.49+ U7-i-i. 175-1.29-1. 69 — 1.154,

Ahora hien
log. 37- 15082017 log. 29= 14623980
log. 49= 16901961 |og. 69= 1,8388491
log. 17 1,2304489 log. 154 = 2,1875207
log. 175 =22430380 54837678
6,7318847 '
54887678

Luego log." ®= 1,2431169

Allora es menester buscar & qué nimero corresponde el

logaritmo bailado cuya mantisa es 2431169
Las Tablas dan log. 17503 = 2431125
Diferencia 44

Dividiendo esta diferencia por la diferencia tabular 248,
se baila 0,18. '
Luego

®~17,50318 con menos de 0,00001 de error.
Las Tablas no pueden dar mayor aproximacion, porque

(n® 326) es preciso pararse en las centésimas al valuar en de-
cimales el cociente de Indivision de Jas dos diferencias.
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/# los complementos aritméticos y de su uso en los calculos.

328. En elejemplo precedente, nos hemos visto en e! caso
de restar de la suma de varios Io?aritmos la suma de otros va-
rios. Pero pueden reemplazarse las dos adiciones y la sustrac-
cion, que exige la obtencion del resultado, por una sola aai-
cton empleando los comi’ LEMENTOSs. n

Se llama compremento aritmerico € UN Iogarltmo lo que
debe afiadirse al mismo para formar 10 unidades; o en otros
términos, es lo que resta cuando de 10 unidades se sustrae
dicho logaritmo.

Asi,

compl. arit. de 2,4271614=7,5728386.

Basta para esto, segin la reglan.” 12 de la sustraccion, res-
tar la ultima cifra de la derecha de 10, y las demas, de 9.
De modo que el complemento, por decirlo asi, casi se ob-

tiene & la simple inspeccion del logaritmo.
Sean los logaritmos

3,0784159; 0,4752649.
Sus respectivos complementos seran,
6,9215841; 9,5247351.

~ Adveriencia.-"i el logaritmo dado termina en uno 0 va-
ros ceros, €s necesario, conservando los miMiios cerosa la
derecha del complemento, restar de 10 la prnier afra signi-

ficativada la derecha, y las demés, de 9.
Por ejemplo,

, t.
compl anit 98 & 6300800= 4.3690200.

Esto supuesto, sea restar de la suma de O
mosL L' L", V", lasuma de los otros tresi, i , i ,y be
signemos por D la diferencia entre ambas sumas Tendremos
«videntemente

DA L+L'-hL"+IV"H-102-hlI0—/+10—r —30;
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Olo qué es igual,

D=L-f-LA-{-L"H-LA'AH-comp!. i+ compi./*-t-compi. 30;

de donde se deduce la reg1a generar Siguiente :

Tomense los complementos aritméticos de los logaritmos
sustractjfos; hagase-la suma corar d€ €Stos complementos y
de los logaritmos aditivos; y luego, de la caracteristica del
resultado, réstese tantas veces 10, 6 tantas decenas como com-
plementos se hayan tomado.

Asi se obtiene la diferencia pedida.

Volviendo, para hacerlo ver précticamente, al ejemplo
anterior, tendremos

-~

15682017
16901961
12304489
2,2430380
8,5376020
8,1611509
7,8124793

) 31,2431169
0, restando 30, 1,2431169 como arriba.

N
m@N\ll—‘#O\J
O OIN©O

TR T T

compi. i. 1

329. sequnaa cuestion — S€ pide «Werjuoiar, por ejem-
plo, 25 medios proporcionales entre los dos numeros 3 y 4.
Hemos hallado (n.” 307) que la espresion general de la
razén de la progresion,

En el caso particular que nos ocupa, tenemos

®_
a=3, 6=4, m= 25, dedonde
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Si se esplican los logaritmos, resulta

log.4 — log. 3
26
Las Tablas dan log. 4=2=0,60205999
log. 3=:0,477)2125
Diferencia = 0,12493874
la cual, dividida por 26, conduce al resultado
0,00480533;

y abora es preciso hallar a qué numero corresponde la parte
decimal de este logaritmo. En las Tablas veremos que

log. 101113 = 0,00480270,

La diferencia entre este y aquel son 263; y como la dife-
rencia tabular son 430, dividirémos, segin la"regla del ni-
fuero 325, 263 por 430, lo cual d& en decimales 0,6.

La razon es por consiguiente 1,011136, aproximada
hasta millonésimas.

En rigor babriamos podido dispensarnos de calcular ia
fraccion 0,6, y babriamos obtenido

5=1,01113 con menos de 0,00001 de error.

Si ahora quisiéramos formar el décimo medio proporcio-
nal, 0 sea el undécimo término de la progresion, llamariamos
®4 ese mUio proporcional, y tendriamos (0® 304)

26

= 3x (\/5) ;

de donde empleando los logaritmos,

" 10(log. 4-iog. 3
log.. - 08 56100 9,
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hemos bailado ya—"— 26~"— — 0,00480533

l.e.alda 0,0480533
afiadiendo & este el 10g. 3..iiiiiciins i, 04771212
tENATEMOS. ... s 0,5251745

cuyo nimero correspondiente se debe determinar.
Buscando en las Tablas, se ve que 33510 tie-
NE PO MANTISA...cvvvvirrieir s 5251744

Diferencia. . 1

que puede despreciarse; obteniéndose por lo tanto
E=.3,3510
que serd el término medio proporcional buscado.

Teuceoa ccestion. — S€PIde €l duodécimo término
y la suma de los doce primeros términos de la progresion por

7 4 4
codenle”2: 9 3

Llamemos x al duodécimo término de esta progresion, cu-

ya razon g es
1.* Tendremos (n." 304)

por consiguiente
log. X= log. 2 -i- 11 (log. 7—log. 6).
Las Tablas dan " log. 7= 0,84509804
log. 6= 0,7781~"
Diferencias  0,06694679

de donde 11 (log. 7-log. 6) = 0,M6«469
afiadiendo log. 2 0,3017h9MA
tendremos

JAN
log. 10907 = 0377003,
-------- 094



DE ATUTMETTCA. 379

La diferencia tabular es 398; de donde — 0,24,
Luego ic— 10,90724.
2" Laformula§= - a_’\\" del d.* 306, se convierta

aqui en

TR — = iexT —12,

Ahora bien, el producto de ¢r, 6 sea, de 10,90724 por 7, es
76,35068; de donde, restando 12, se dediiee 64,35068.
Asi pues, la suma pedida es

64,351 aproximada hasta milésimas.

Advertencia— Se ve que la Frimera parle de la cuestion
&S la principal que hay que resolver, por conducir a la for~
pacion de unapotencia de un grado mas 6 menos considera-
We, segun es el numero de los términos que quieren tomarse
en la progresion, operacion que el uso de los logaritmos per-
mite remplazar pér una multiplicacién.

Ln cnanto & la suma de los términos, su determinacion es
mci!, sin el auxilio de los logaritmos, por medio de la espre-
sion

Ixqg—a

Aplicaciones de los logaritmos al calculo de las fracciones
propiamente dichas.

331, Segln hemos manifestado en el n® 310, no podria
narse la idea clara del logaritmo de un ndmero menor gue la
Midad, sin introducir en la Aritmética nociones que le son
"MIrafias. Pero & pesar de esta observacién, vamos ahora &
nacer ver que las fracciones propiamente dichas pueden so-
I"™erse al calculo logaritmico tan bien como los nimeros en-
woy y |o5fraccionarios mayores que J, por medio de algu- m
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fias transformaciones ejecutadas en las espresiones donde se

hallan las fracciones. ) )
Primera cuestion.—Se quiere efectuar por logaritmos d

calculo indicado en la espresion

23 19 5
Nz 49N63NT!
Observemos que si multiplicamos por 10 cada uno de lea
factores del segundo miembro, lo cual d&

230 190 50
19"~ 63 A~ T

habremos multiplicado el producto total por 1000, y resulta-
ra la nueva igualdad

230 190 50
iex 1000 — -~ ~ 63 A 7

en cuya igualdad, cuando se hayan efectuado los célculos in-
dicados en el segundo miembro, debera dividirse el resuliaa
por 1000, para obtener el valor numérico de x; lo cual po-
dra hacerse simplemente variando de posicion la virgula»

Ahora bien, tenemos

= 230+1.190-4-1.50-1.49-1.63-1.7,

y esta espresion, calculada hiea SQa%rectamente bien por
medio de los complementos aritméticos (n.“ 328), da por r i
sultado; 101,115, con menos de 0,001 de error.

Dividiendo por 1000, se obtiene

Icz=0,101115 son menos de 0,000001 de error.

332. Segunda cuestién. — Sea valuar por logaritmos [*
espresion

o:(ir'
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Podemos evklentemenlG darle la siguieale forma:

/230V*

Se calculara el segundo miembro, segun las reglas cono-
cidas, y para sacar el valor de x» bastara dividir por la uni-
dad seguida de 12 ceros, el resultado obtenido.

Tenemos primero

log.(*)"=12(log.230-l0g.59).

; log. 230= 2,36172784

Las Tablas dan log. 50= 277085201
Diferencia  0,59087583

de donde multiplicando por 12 12

7,0905099«

Buscando en las Tablas la mantisa mas aproximada &'
09050996, se halla 0905049, que corresponde al numero
12317. . .

Pero como el logaritmo 7,0905099 tiene 7 por cargple-
rislica, el nimero correspondiente debe tener ocho cifras, y
por consiguiente es igual & 12317000. _

Separando ahora 12 cifras decimales hacia la derecha, se
obtiene

0,000012317000 o6 0,000012317,

que seré el resultado pedido. N o
Advertencia. — Hemos omitido el calculo proporcional
que permiten las Tablas, porque la aproximacion que se aca-
ba de obtener es mas que suficiente. )
Tercera cuestién. — Valuar por logaritmos la es-
presion

7
/19
V43

X

Principio preliminar.— Antes de ejecutar la transforma-



382 ELEMENTOS
cioD que debe conducir al resultado, e$ necesario establecer
el principio siguiente:

\/-= —
vr'

siendo A y B mayores que 1,dy siendo A > B.

A esto se llega por medio de un razonamiento analogo al
del n." 317.

En efecto, tenemos, en virtud de las propiedades de los
n.« 316 y 314,

., 1A 1 A 1A-1.B

ylr—=1la — VB —LalA Ll LAZLS,
VT n n
de donde se sigue que las dos espresiones /A y n“yiA

el mismo logaritmo {en el mismo sistema); luego son iguales.
Asi pues

/ T~ o - «
i/~ A A6 (n.*44VAB = VA : VB
oA v/F

19
Esto supuesto, observemos ahora que la espresion /43

puede recibir las formas siguientes:
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Donde se ve que después de haber calculado por logarit-
mos el nimero

[
190000000
\Y 43

bastara dividir por 10 el resultado, para obtener el ndmero
pedido.
He aqui el calculo: *

i
190000000 1 19-hl10"—143 119-}-7—143
43 7 7

Tenemos log; 19 7= 827875360
log. 43 = 1,63346846

Diferencia  6,64528514

6 dividiendo esta diferencia por 7 0,9493264"
La mantisa mas aproximada de las Tablas es  0,9493217

y corresponde al numero 88986 )
Diferencia 47

Diferencia tabular 49; 4—7= 0,95;

1
190000000
43

dividiendo ahora por 10, se obtiene

luego 8,898695;

0,8898695,

que sera la raiz pedida.
334. Cuarta cuestiéon. — Sea ahora valuar la espresioa

u
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A esta espresion pueden baccrse sufrir las transforma-
ciones siguientes:

1 1
\/(IJ x 10" 110" 6 X 10% X 10 : 10",

N\

a V(JJ X 104 10",

O bien también, segun el principio de! n.” 333,

X 10 (/107S 6 finalmente » X I®"™

Donde se ve que después de haber calculado por logarit-
n —_—

mos la espresiony / x  10™ lo cual da&

ti
.AV(? ®XIU . 30-log. 7)+ 5

iaslara dividir por 10 el resultado obtenido, y se hallarca el
numero buscado.

Dejamos & los lectores para ejercicio la terminacion de
este calculo.

335. CONCLUSION.— Las cuestiones, que acabamos de
tratar, bastan para hacer comprender que, sin saber lo que
es el logaritmo de una fraccion propiamente dicha, €s posi-
ble ejecutar con esa especie de nimeros toda clase de"calculo
logaritmico.

El artificio consiste en transformar las espresiones dadas,
de tal modo que siempre haya que operar con ndmeros me-
yores gue la unidad.
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Reglas de interés y de descuento compuestas.

En todas las ctiesUones del capitulo 6/, que se refieren
al interés del dinero, hemos considerado el interés simple, es
decir, el que debe producir un capital prestado, por un tiem-
po determinado y a cierto tanto fijo. Pero puede suponerse,
que, dejandose los réditos mismos en poder del que tomo el
dinero, produzcan 4 su vez un interés-, de donde nacen las
cuestiones de interés y d€ descuento compuestos, que pue-
den considerarse enlazadas & la teoria de lasprogresiones por
cociente.

336. Interés compuesto. — Colocdda una suma a de di-
nero durante un ndmero N de afios (0 do meses), & razon de i
p. Vo, al afio, 6 al mes, se desea saber & cuanto monta esa
suma al cabo del tiempo n, tomando en cuenta no solo el ca-
pital a y susintereses acumulados, sino también los intereses
de los intereses.

Andlisis. mayor sencillez, designaremos por r el
interés que produce un rgal, interés que se obtiene dividien-

do i por 100 (r 00

Puesto que 1 real produce el interés r, claro es que una
suma a producird a veces r, 6 sea 0 X r, por consiguiente el

capital a, colocado durante un afio, produce, incluyendo el
mismo capital,

«H-aXi* 6 (n.M?) a(l-f-r).

Esta nueva suma, que comprende el capital primitivo v
su interés durante el aho primero, puede cénsidorarse como
un nuevo capital colocado durante el afio segundo; y desig-
nandola interinamente por a', hallaremos que al cabo”del se-
gundo afio, incluyendo la misma suma, se convierte en

0'(14-r) 6 a(l+ r)(L-Hr),
U bien
a(l-t-n*

Designando por a" este nuevo capital®jibiendremos, como
AN 25 AN
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valor de este capital y de sa interés, al cabo del tercer afio,

a"(l“hi 6 *M(@H- (@L+ >
6 bien
a(l-f-i3; m

AN ANLyegot'en'general, expresando nel ndmero de afios que
dura el préstamo del capital n, y representando Ppr A el va-
lor de este capital unido & sus intereses y a los intueses de
sus intereses, se obtiene la formula

Az-a(l+ /).

Primer ejemplo. - ¢Cml el valor a interés compuesto
de una cantidad de 12000 reales, colocada a 4 p«/o, duran-
te 6 afios?

Es necesario poner

_ 4o n= 6
a= 12000, r=r= 100 95 ;
lo cual da 126M®
A = 12000

0, aplicando los logaritmos,
1 A=1.120004-0 [log. 26 — l0g. 25).
126= 141497335
t. 25 = 1,39794001
Diferencia 0,017033~7

Multiplicacion por 6 010220004
afiadiendo log. 12000 = 4,07918120

Suma M8i38i29
La mantisa mas aproximada es

., Diferencia 237
) ] 237
Diferencia tabular 286; ~ = 0,82.

La mantisa mas aproximada que hemos tomatlp corres
pondia al nimero 15183.
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Luego

A 15i83*«-82.
Advertencia.— El interés simple de los 12000 reales en

6 afios, seria - x 12000 x 6 = 2880 reales; si tomamos la

diferencia entre 2880 y 3183,82, obtenemos 303"®-82 que
son los intereses de los intereses.

Segundo ejemplo. — Se pide en interés compuesto el va-
lor de 5628 reales, colocados durante 9 meses, & ra%on

73,
ae- 00,75 p70 al mes.

Habiéndose-aqui tomado el mes por unidad de tiempo, v
no habiéndose establecido la formula general mas que para
el caso en que nes entero, es necesario distribuir la cues-
tion en dos partes: 1. determinar el valor de A al cabo de 9
meses, a interés compuesto; 2.* Hallar el interés simple de
este valor de A en medio mes, sumando luego el interés obte>
nido al mismo valor de A.

Tendremos pues primero

6 0,0075 «=.9;

400
de donde
A= 5628 X (1,0075)8,
log. 1,0075= 0,00324505
Muitiplicacion por 9 = 002920545
log. 5625= 3,7503541
, , 3,7795595
La mantisa mas aproximada es 7795532
y corresponde a! numero 60194.  Diferenc, 63

Diferencia tabular 72; %iz 0,87.

Tenemos pues
A= 6019»'49.
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Delerminemos ahora el interés tic 6019'A"-49 en me-

. S™interés de 1 real en medio mes es la mitad
00 00375; muUiplicando 6019,49 por 0,00375, seoten
producto 22"®-57, interés que afiadido al capital A, aa

6042"®-,06,

ue es el resultado pedid . il vn
Q 337. Descuento F%:onruoESTO.— Las dos cantidades A y

que entran en la férmula
A= a(l-i-ii%

tienen entre si una relacion tal, flue si a es nn capital que hoy

ge coloca, A es su valor al cabo de cierto tiempo. [
Luei'o UECIPUocAMENTE, designando A una suma

ra al caho de un namero « de unidades de

su valor actual, suponiendo que se tienen en cuenta

reses acumulados y 10s intereses de los intereses del capital A.
Como de la formula anterior, se deduce

A

>

puede esta considerarse como la formula que taf
iuii flfi lina letra 0 pagaré cuyo imporle es A, pagadeio
n afios, admitiendo que se toma eu cuenta el interes compue

AEiempfo— actual de una
30000 rs. que ha de pagarse al cabo de 7 «U05,
el tanto de interés es 6 p«/0 al ano, y que se toma en
cuenta el interés compuesto.
La formula se convierte en

30000 |og.a=109g.30000-7xlog.I>086,

log. 30000= 447712125
log. 1,06=0,02530587

7xlog. 1,06—0,17714109 0,17717
Diferencia 0 03%g§70325
La parle decimal mas aproximada es

67
Y corresponde al num. 19956.  Difer.
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67
Diferencia tabular 218; ~ =0,31.

Luego 19956,31 es el mlor actual de los 30000 rs.
Buscando el mlor actual de los 30000 rs. por la segunda
regla de descuento (n." 268), se hallaria

* 21126,76
*19956,31

Diferencia entre uno y otro resultado 1270,45

338. Anuatidades.— Un ejemplo solo bastara para dar
una idea de este género de problemas cuya solucién se funda
en la espresion de la sumade los ténninos de una progresion
por cociente.

Un particular toma prestada una suma de (0000 rs., que
se compromete & pag.ar en 12 pagos iguales de afio en afio. Se
desea saber el im0+ de cada pago, teniendo en cuenta los
intereses, y suponiendo que el tantopor denlo es 4Vs al afio.

Anatisis.— Claro es que si, por una parte, se calcula el
valor en interés compuesto de los 60000 rs. al cabo do 12
afios; y si por otra jjarte, se calculan siicesivainenlo los va-
lores, en interés compuesto, de las sumas pagadas al termi-
nar cada afio hasta el in del duodécimo; y después se iguala
eiprmer Yfilor 4 la suma de todos los otros, se obtendra se-
guramente la relacion quodebe existir entre la suma presta-
day el importe de cada pago.

Para simpliiicar Eondremos a=60000, y designaremos
por X la suma que debo pagarse amialmentc, y por r el inte-
rés de 1 real a! afio.

Esto supuesto, tendremos pgr lo pronto (n.” 336) que el
valor de la cantidad a, al cabo de 12 afios, serd

- a{ln-r)i2;

por otro lado, el importe & del pago primero, es decir, el que
se hace al lin deprimer afio, producird en manos de la per-
sona que le recibe, al cabo de los 11 afios restantes, una can-
Udad espres'ada por
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Anélogamente, 'a misma cantidad a? pagada al fin del se-
gundo afio, producird, hasta acabar los 10 restantes

x (A

y asi sucesivamente hasta concluir,el undécimo afio, 0”yo pa-
go producird

ic(l+ 1),

llegando con esto al fin del duodécimo y idtimo afio, cuyo pa-
go x que serd el ultimo, nada puede ya producir.

Escribamos ahora en una misma linea las diversas canti-
dades obtenidas, pero invirliendo el 6rden de los términos,
tendremos

a;, x{\.-hr), ir(H-r)".

Esta serie no es masque und progresion por cociente, cuyo
primer término es x, la razon (14-r) y el Gltimo término

Aplicandolo pues la férmula S = —,_"T7"deln.®30|’5, ten-

dremos

s s L1 1

y este valor de S es el que debe igualarse & la espresion (1)
obtenida al principio.
Tendremos pues la igualdad
—1]

de donde se deduce, multiplicando los dos miembros por ry
dividiendo en seguida por (I-h  — 1 multiplicador de

A Xon(L-f-rp-)
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{Si en esta igualdad reemplazamos 12 por n, tendremos

fIXrx(H-r)«
(n-r)"—r

que sera la formula general del problema de las anualidades.)

Pero para llegar a la resolucidon de la cuestion particular
que nos hemos propuesto, es necesario ahora poner 60000 en
vez de aen la igualdad (2), y 4Va: 100 6 sea 0,045 en lugar
de r; lo cual da

60000 x 0,045 x(1,045V"-" «
(1,045~ —1

0, suprimiendo en ei numerador, tres de los ceros del 60000
y la virguladel 0,045, lo cual equivale & dividir y multipli-
car dicho numerador por 1000,

GOx45x{1,045)i2
= (1,045)"

espresion que difiere particularmente de la anterior en que
sus dos términos solo contienen nimeros mayores que la uni-
dad, pudiéndosele por lo tanto aplicar sin dificultad ios lo-

garitmos. ) ) _
He aqui el cuadro de los calculos, que podra servir de*
modelo para todas las operaciones de esta especie:

\.x= | 60-H.45-f-12x!. 1,045 — 1 [(1,045" — 1].

Debe comenzarse por ejecutar el calculo de la espresion
encerrada en el paréntesis cuadrado.

1 1,045= 0,01911629

12

12x1. 1,045= 0,22939548
Parte decimal de la Tabla 3746
NGmero correspondiente, 16958  Diferencia 209

209
Diferencia tabular 256; = 0,8, aproximacion sufi-
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fitecie; de donde (1,045)1371,69588

y
(1,0i5)*2-1=0,69588.

Como este nimero es menor que la unidad, se multiplica por

10, & fin de poder aplicarlo el calculo Iogarltmlco lo cual
da 6,9588.

Hallaremos pues I.6,9588=0,8425344

Por otra parle lefiemos 1.60= 17781513
145= 16532125
12x1. 1,045= 0,2293955

Suma 3,6607593
de la cual es necesario restar 1. 6,9588, 6 0,8425344
obteniéndose la diferencia 2,8182249

Pero como acabamos de restar el logaritmo de un nime-
ro diez veces mayor &a lo que debia ser, la caraoterislica del
resultado iQnara una unided menos de las que debia tener.

De modo que el verdadero resultado debe ser 3,8182249
y ya no falta mas que bailar el ndmero corres-
pondiente & este logaritmo.

Mantisa de la Tabla . 2193

*Numero correspondiente, 65709.  Diferencia 56

Diferencia tabular 66; -5’§ = 0,8.

Luego el nimero buscado 0s 6579"®* 98®*,

El tomador del dinero debe pues pagai* una cantidad de
unos 6580 rs. en cada afio, para eslinguir complelamenle su
deuda al cabo de 12 afios.

339. El problema siguiente se refiere también & las anua-
lidades.

Una persona economiza cada afio 2500 rs. que coloca U
iNTEnES COMPUESTO do 5 p. % al afio. Se desea saber qué ca-
pital habréa reunido al cabo de 12 afios.

Tralando en general la cuestion, designemos por ala can-
tidad colocada anualmente, porr el interés da.1 real al afio,
y por n el numero de afios, al cabo de los cuales lia de veri-
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ficarse el reembolso de lodos los capilales colocados con sus
intereses y los intereses de los intereses. .

Si suponemos que al principiar ePprimer ano se Hizo ta
colocacion de una primer cantidad a, esta cantidad secon

vertird en
afl+i-)".

La cantidad a, entregada al principiar el segundo ano, se
convertird & su vez en

y asi sucesivamente hasta llegar al Gltimo afio, en el cual la
cantidad a, colocaiTa en su principio, se convertira en

fl(I-F-r).

Si ahora concebimos escritas en una misma linea todas es-
tas cantidades, empezando por hullima, resulta

fl(H-r), ii(l+ A% + a(l-Hr)”,
prof/resion por cocionte, cuyo primer términoesa(H-r), la

razén (1-i-r), y el Gltimo término a(14-r)" ; lasuma sera por
consiguiente (n® 306)

— g @-f-r)

0 poniendo en evidencia el factor comun a (l+r),

g N Xq(H+ y)r—i]

‘Ahora ya, para resolver la cuestion propuesta, no se ne-
cesita mas que reemplazar en esta espresion o, r, y « por
2500, 0,05 y 12, hecho lo cual hallaremos

2500x1,05x[(1,057-1]_
0,05
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0, dividiendo 2500 y 0,05 por 5, y suprimiendo después la
virgula en 1,05y 0,01,

$==500xI05[(1,05)*3—1].
Hé aqui el detalle del calculo ;

log. 1,05:#=0,02118930

12
12 log. 1,05= 0,2542716
Mantisa de la Tabla 2580
Namero correspondiente, 17958.
Diferencia 136

Diferencia tabular 242 ; ﬁg— 0,56;

de donde (1,05)12= 1,795856

{1,0
Multiplie, por 10 (\® 335)  7,95856
log. "7795856 = 0,9008345

log. 105=2,0211893
'log. 500=2,6989700

_ 5,6209938
6, rebajando & la caracteristica la unidad
procedente de la multiplicacion por 10, 46209938

Mantisa de la Tabla 892
Ndmero correspondiente, 41782.
Diferencia 46
. . 46
Diferencia tabular 104; — =0,44;
luego 8=41782,44.

Asi pues la cantidad 41782'®-44®- espresa el valor de los
2500 rs. colocados anualmente & interés compuesto por es-
pacio de 12 afios consecutivos.

Alfin de este capitulo seencontrardn otros ejercicios sobre
anualidades.
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Enlace de las operaciones aritméticas.

340. Euler, en sus Elementos de Algebra, ha eslablecido,
entro las varias operaciones de la Arilinélica, una compara-
cidn que vamos & esponer, porque da lugar 4 un modo espe-
cial de considerar los logaritmos.

Designemos por a, 6, o, tres nimeros cualesquiera y pro-
pongamonos esta cuestion general:

Dadas dos cualesquiera de esas tres cantidades determi-
nar la teftera por medio de una de las operaciones aritméti-
cas, ejecutada con las doscantidades dadas.

Sea primero hallar & ¢, por medio de la adicién de cty 0.
Tendremos a-hb=c,
de donde a—c 9 0 b—c—a

Lo cual demuestra que, si en vez de buscar & c, se pidie-
rael valor de a 6 de b, la misma igualdad daria la cantidad
desconocida, por medio de una sustraccion.

Segln esto; la adicion y la sustraccion estan ligadas entre
si por la misma igualdad

3 a+6 = c.

Si, en la igualdad a-=c~ 0, suponemos c< 6, la sustrac-
cion es imposible, y nos conduce a una espresion que en Al-
gebra se llama cantidad negativa; de modo que las cantidades
negativas traen su origen de una sustraccion que no puede
ejec(%ltarse - o L & Ly

omo la adicion de varios nimeros iguales conduce a la
multiplicacion, se pi.de bailar & ¢ por medio de la multiplica-
cion do los numeros a y U.

Tenemos axti=c, 0 ab=g
de donde se deduce

a==r, 0 Hien . 6 — 0
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Luego, si en lugar de buscar & c, se quiere obtener hien
sea el valor de a, bien el valor de 6, la division dara el valor
del nimero desconocido.
Seglin esto pues, la muttipticacion Y la divisisn Se bailan
ligadas entre si por la misma igualdad

(] ab—c.
En la hipotesis de no ser ¢ divisible por 6 6 por a, la es-

. C c . : .
presion”, numero/faccionano, mayor 4 me-

nor que la unidad, seglin que c es mayor 6 menor que ho
que a; luego las fracciones traen su origen de divisiones que
no pueden hacerse exactamente.

Por Gltimo, como la multiplicacion de varios nimeros
iguales conducQ & la formacion de las potencias, supongamos
que se quiere obtener & c, elevando la cantidad a a una po-
tencia del grado h.

Tenemos ®= ¢;

de donde a—Ve:

lo cual prueba que si, para obtener el valor de c, conociendo &
iy 0, debe efectuarse unaformacion depotencia, para obte-
ner el valor de a, conociendo & 6y c, es necesario efectuar
una estraccion de raiz.

Luego la formacién de potencias y la estraccion de rai-
ces estan ligadas entre si por la misma igualdad

(€)] a=c. '

Cuando c no espotencia exacta del grado marcado por b,
la espresion Ve es un nlmero inconmensurable; luego los nd-
meros inconmensurables ¢ irracionales traen su origen de eS'
tracciones de raices que no pueden efectuarse exactamente.

Manera particular de considerar los logaritmos.

341 Resta todavia, para resolver completamente la cues-
tion general que nos hemos propuesto, determinar el valor de
ben la igualdad (3), conociendo los de a y c.
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No da esa igualdad, como sucedia en las (t) y (2) la ma-
nera de obtener el valor de b por medio de una misma opera-
don ejecutada en las dos cantidades conocidas.

Para hallar ese valor de &, se necesita recurrir a una Ope-
racion particular, (Jue en cierto modo constituye una séptima
Operacion de la Aritmética; y los logaritmos sonblos que su-
ministran el modo de ejecutarla. sy

Al efecto, se aplica’a la igualdad la propiedad del
n.“ 315; lo cual d&

6Xlog. a= log, c;
de donde
log. ¢

6=
log. a
La igualdad a" ==c, 6 mas bien, a*= ¢ (siendo bla des-
conocida) se llama una ecuacion esponencial.
Hagamos algunas aplicaciones.
342. Supongamos en la igualdad o®= ¢,

fl—3, c¢—81,
resulta
8®= 81, dedonde a log.3 =log. 81,
log. 81
log. 3
Pero
log. 81 = 1,90848502
log. 3= 0,47712125;
luego
B 1,90848502 _ 2H
X= 047712125 T 47712125

Despreciandola fraccion que es muy pequefia y que pro-
viene de que los logaritmos no son nimeros exactos, se halla

y en efecto 3* es igual & 81. _
343. Sea ahora resolver la cuestion siguiente;
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La poblacion de un pais aumenta cada afio én -~delogm

era al principio del mismo afio; se desea saber al cabo ck
cuantos afios se habra duplicado la poblacion.

_ Designemos por ael estado de la poblacion al comenzar el
primer afio,'y por a’,a",..., lo-que llega a ser al principio
de cada uno de ios afios sucesivos. o

naciendo un razonamiento analogo al que nos sirvio para
la resolucion de las cuestiones de interés compuesto (N® 336],
se diré:
Puesto que al fin del primer afio la poblacion resulta au-
t .
mentada en se habra convertido en

m /Sl
“+50-° + M0 “(so

segun las notaciones convenidas. _
Del mismo modo, puesto que al terminar el segundo afio

m] L
ha de haber aumentado en o de lo que era al principiar €l
mismo, se habra convertido en

a\

Obien a {|)x (]) 6 «(]|J;

Luego ai cabo de x afios, la poblacién estara espresada
por

y como por hipdtesis en esta época, desconocida todacia, la
poblacion debe haberse hecho doble de lo que era al comen-
zar, se tendra la igualdad

de donde suprimiendo el factor a, comdn & ambos 'miembros,
resulta

50/
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Si lomamos ios logaritmos de los dos miembros, ten-

dremos
X (log. 51 — log. 50)= log. 2;

y por consiguiente
log. 2

*= Jog. 51—10g.50°

Buscando en las tablas los logaritmos de 2, de 50, y de 51,
y-haciendo todos los calculos, se halla

a;= 35 ggnn1gxn

De modo que al cabo de 35 afios, poco mas 6 menos, sera
cuando se haljra duplicado la poblacion.

Los logaritmos dan pues, segun se ve, medios de efec-
tuar un género particular de operaciones, indispensarle para
la'resolucion de ciertas cuestiones.

Advertencia.—  observara que en la cuestion preceden-
te el valor de x es absolutamente independiente del estado pri-
mitivo de la poblacién, puesto que a ha desaparecido del
célculo.

Ejercicios.

I.  Cuando, en una série de numerosa, 6, ¢, d,
cada uno es igual & la semisuma de los dos que le compren-
den, estos nimeros forman una progresion por diferencia, y
si cada uno es igual & la raiz cuadrada del producto de los
dos que le comprenden, dichos nimeros forman una progre-
sién por cociente. , .

[1.  La produccion del hierro en Francia fue, en 1825, de
1156850 quintales niétricos (100 kilogramos cada uno); en
1847, se elevaba 4 3G01901 quintales métricos. Se desea sa-
ber cuanto habria producido en 1835, suponiendo igual el au-
mento en cada uno de los afos transcurtidos.

[11. Gn monlon de arena esta colocado & 40 metros de.
«na calle de arboles, que para ser enarenada necesita 100 car-
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gas pueslas do 6 en 6 metros. Se desea saber cuanto andara
en metros el conductor de las cargas, suponiendo que la pri-
mer descarga se hace & 40 metros del monlon y que el hom-
bre al terminar ha de volver al monton mismo.
Y. Formar la suma de los 20 primeros términos de cada

una de las progresiones por cociente

11 1
mfl1:3:9:27:.; 1. 3 m9 *27 =*'¢

operando primero direclamente y después por logaritmos.

V. Un particular deposita en casa de un banquero 60000
francos & interés compuesto, & razon de 4,75 p. ®o til 8ho 7se
muere 5 afios y 8 meses después. Se pregunta la cantidad que
el banquero deberd pagar & los herederos, advirliendo que en,
los 8 primeros meses solo se tuvo en cuenta el interés simple,
segln en Francia es costumbre.

YIl. Una compafila de seguros recibe de una persona
45000 rs., con la obligacion de constituir 4 esta con pérdida
del capital, una renta vitalicia, calculada al 9 p. Vo al afio en
Interes compuesto y para 12 afios de existencia calculada se-
gun las tablas de mortalidad. Se pide cuanta habra de ser la
renta anual.

Y1l.  Una persona ha heredado 400000 rs., que coloca en
casa de un banquero, & interés compuesto de 5 p. "Yoal afio, y
ademds economiza cada afio en su propia renta 2000 rs. que
entrega al banquero con las mismas condiciones. ;Cuanto de-
berd devolverle el banquero al cabo de 10 afios?

YIIl. Se pregunta qué cantidad deberd entregarse en un
dia dado, para ir retirando al fin de cada afio, durante 12
afios, una cantidad de 1500 rs., de modo que al terminar, se
hayan cobrado el capital y los intereses, siendo 5Va por cien-
to el tanto de interés anual.
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CAPITia0O VIil.

(complementario de los precedentes.’

§ 1. Propiedad del ntimero 11.—8§ Il. De los ntmeros pri-
*nos. — § lil. De las fracciones decimales periddicas.__
§ IV. Métodos abreviados para la division y para la estrac-
don de la raiz cuadrada—$ V. Operaciones con los
nameros aproximalivos.

Hasta aqui hemos procurado simplificar cuanto ha'sido
posible la, esposicion de las teorias que han sido objeto, de los.
capitulos precedentes, & fin de evitar toda esplicacion giienos
parecia salir de los Elementos de la Aritmética.

Por eso hemos destinado este capitulo & completar algu-
nas de aquellas teorias.

8§ 1.— Propiedad del numero H .
Residuo de la division de un ndmero por 11,

344, Ei nimero 11 goza de una propiedad andloga & la
del nimero 9, y que puede enunciarse asi:

Si un nGmero entero cualquiera es tal, que la iwma de sus
cifras de lugar impar-, comenzando por la dereciia, sea mayor
que la suma de las cifraste lugar par, considerandose.cada
cifra solo con su valor absoluto, el residuo de la division del
ndmero dado por 11, es igual al que da la division, por 11,
ke la diferencia entre una y otra suma; y si por el contrario,
la segunda suma escede a laprimera, el residuo es igual al
“complerento & 11 [*]del residuo que da la division, por i1,
cke la diferencia entre la segunday laprimera suma.

(‘) .Se.llama complemento .ig un ndmero a otro numero, loque le
“alaal primero para formar el segundo (Oiidse ' ''-----
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Cuando la diferencia de las dos sumas es 0 6 un mdltiplo
de 11, el numero total es divisible por 11.

Ejemplos: 1®—37098526.

Suma de las cifras de lugar impar.............. 27
Sumade las cifras de lugar par............ 13
Diferencia. ... ... .. 14

La 11.* partede 14 es 1 y sobran 3; luego 3 es el resi-
duo de Ja division del namero dado, por 11.

' Bwyia de;las cifras de lugar impar............... 11
Suma (le las cifras de lugar par............... n

Diferencia 15 — 11- . 4

luego 11— 4 6 7 [complemento de 4 & 11) es el residuo de la
division del nimero total por 11.
Para demostrar esta propiedad, comenzaremos por esta-
blecer las dos proposiciones siguientes:
1 ® Todapotencia de guado par (2n), de 10, disminuids
en 1, da un nimero multiplo de 11.
2. ® Toda potenciade impar (2/H-1), de 10, auren
tadaen 1, da también un multiplo de 11.
La primera proposicion es evidente, porgue se tiene

100—1=99, 10000—1= 9999, 1000000-1=999999..,,

y todos estos nimeros, esencialmente divisibles por 11, dan
por cocientes respectivos

9, 909, 90909, 9090909.,..
En cuanto & la segunda, teneino's
102«¢+" =102« 10=10. (102«_ i)+ io;
0, afiadiendo 1 0 cada miembro,
102«H +1=10.(102«— i) + il.

Ahora bien, el segundo miembro de esta ultima igualdad
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se cottiponc de dos parles, multiplos de 11, una en viriud de
la primera proposicion y del principio del n." 63; la oira,
porque 11 se divide & si mismo.

Luego el primer miembro 107'~+2-f-] es lambien multi-
plo de I1.

Eslo supuesto, volvamos & la propiedad enunciada.

Sea N un nimero entero cualquiera. Designemos las ci-
fras, que le componen, por a', a", a™, a*", a"’, (es-
tas notaciones se han elegido & fin de distinguir hs cifras de
1" 3° 5.',.. orden, delasde 2., 4.", 6.",...).

En virtud del principio fundamental de la numeracion
tenemos '

N= 10-ha™. ~10M-ha”. 107~h,..,

espresion que puede transformarse asi :

AINe={ 0*-1 03+1)+ani04-1]+.
14-a'—a o

+a'" —q

Esta igualdad conduce & examinar dos casos diferentes,
segun sea ?a suma de las cifras de lugar impar mayor 6 me~
fior que la de las cifras de lugarpar.

Primer caio.—Sea -f-.>a"+-a>"-hani-h.. -
y pongamosa’-ha"'+-fl*-i-... —
designando r el residuo de la division por 11, de la diferencia
espresada por el primer miembro de esa igualdad.

El valor de N se convertird entonces en

(BN 11

-f-a"(10-hi)-hrt™(102—1)-h(>~(103-hl}~h..
qg+r.

Pero todas las partes del segundo miembro, escepto r, son
necesariamente divisibles por 11, en virtud de las dos propo-
siciones preliminares:;

Luego, (n®64), el residuo de la division de N por 11 es
igual al residuo r que da la division por 11, del c.c... dela
suma de las cifras deuoar imrar SODre la suma delas cifras
'0eLUGAR ;. ; lo cual es conforme al enunciado de la primera
parte de la propiedad.

Segundo caso.— Sea
ypongamosa"“-t-a” -ha"'4-.. ) =I\g"-hr'\
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siendo r' el residuo de la division por 11, de la diferencia

espresada por el primer miembro de esta |paldad
Tendremos, cambiando los signos & todos los términos en

los dos miembros (lo cual no altera la igualdad), la nueva

igualdad

cuyo segundo miembro puede ponerse bajo la forma
_ 11 (rt™H-1)-H.Il— r* (por un simple artificio de calculo que
consiste en afiadir y quitar g mismo namero 11} ; de modo
que el valor de N serd el siguiente :

(ON= [

cuya igualdad es tal, que cada una de las partes que compo-
nen el segundo miembro os divisible por 11 evidentemente,
esceP 0 la cantidad 11—r".

uego, en virtud del principio del n® 64 el residuo
la division de INpor 11 es igual al esceso de 11 sobre V', 0se-
gan el enunciado de la propiedad, al complemento a 11 m
Asiduo de la division, por 11, del esceso de la suma de las
cifras de 1egar par sobre la suma de las cifras de tugar

liesuUa necesariamente de. la espresion (A) del numero
que cuando la diferencia de las dos sumas de cifras de Iu-
gar impar y delugar par es nula 6 maltiplo de 11, en cuyo
caso Vy r' son nulas en las espresmnes By (€, e nt]mero N
es divisiblepor\i.

Por consiguiente, la propiedad enunciada queda demos-
trada completamente.

Prueba por 11 de la multiplicacién y de la division.

345, Ahora se ve como puede utilizarse, segun indicamos
en el 11° 73, el-numero 11 para comprobar la multiplicacion
Y division, puesto que (h.? 74) el residuo de la division deun
namero cualquiera por ese nimero particular puede detcrun-
narse facilmente.
Como esta prueba no difiere de la prueba por 9 mas quo
eu el modo de obtener los residuos de la division de los tac-
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lores de la operacion que se ha de comprobar, se justifica ab-
solutamente de la misma manera.

Se comprende ademés que la jiruehapor 11 no esta sujeta
a tantas causas de error [n.° 72) como la prueba por 9. '

8 ||.—DE LOS NUMEROS PRIMOS.

Medio de simplificar los ensayos que deben hacerse para re-
conocer si un nUmero esprimo.

346. liemos indicado (n.“ 213} una espresion sencilla del
limite de los ensayos que deben hacerse para la investigacion
de los divisores primos de un nimero.

De ellos resulta que:

Se reconoce como primo m ndmero, cuando no es divisi-
ble por mime.ro alguno inferior a Uparte entera de su raiz
cuadrada,

Lo cual puede ademas demostrarse directamente por me-

die déla igualdad eoii/enie N= /N x \/*N.
En efecto, de esta igualdad se deduce, que si un nimero

primo mayor que el primer faclojy/”, y, por consiguiente,

mayor que lapaute entera de N, pudiera dividira N exac-
tamente, otro numero primo menor que el segundo fac’r

VN, y necesifriamente menor que la parte entera de /N,
deberia, en compensacion, dioidir también a4 N, lo cual soria
también contrario al enunciado dé la proposicidn.

Sea, por ejemplo, el nimero 5479.

Siendo 74 la parte entera de Su raiz cuadrada, no se
deberan prolongar los ensayos mas que hasta 73, ultimo de
los «i/nerts comprendido en la série de los naturales
desde 1 hasta 74.

347. El conocimiento de este limite d& un medio de res-
tringir mucho las operaciones que exige el reconocer si un
ndmero ti primo.

Pero todavia en lo general son bastante laboriosas osas
operaciones para que haya interés en abreviarlas cuanto sea
posible.

Este es el objeto de un método (*) que vamos a esplicar,

i*) Hemos Lomado la idea de este método de c?isayo en nuestras
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método que consiste particularmente en bacer juzgar, sin
efectuarla divisio™ si un nimero es divisible por otro, y tie-
ne la ventajado dar al mismo tiempo el cociente déla division,
en el caso de poderse efectuar exactamente.

Diremos antes de esponeiio que no puede ser Util, sino
respecto de aquellos nimeros que lomados por divisores no
son tales que la division por ellos se opera facilmente, bien sea
por alguno de los caracteres de la divisibilidad, bien & la sim-
ple inspeccion del nimero tomado por dividendo.

. IAlsi, no puede aplicarse & los divisores jorimos 2, 3, 5,
yll.

Volviendo & tomar el numero 5479, habremos de conside-
rar como divisores que deben ensayarse los nimeros primos
desde 13 hasta 73 inclusive.

Razonemos sobre el divisor 13.

Se trata de conocer, sin efectuar la division”si 13 es un
divisor exacto de 5479,

I'ara esto observemos que de tres cifras, que componen el
cociente, la primera (la de las centenas), 4, se obtiene & la
simple inspeccion de las dos primeras cifras, 54, del dividen-

frecuentes conversociones con el joven Gbandemange, de Epinal, que
habiendo nacido enferrao, basta el punto de no poder dedicarse & tra-
bajo alguno manual, esta dotado do una maravillosa i;ciiidad de eje-
cutar mentalmente los céalculos numéricos mas complicados, y hasta
do efectuar operaciones que suponen el conocimiento de los princi-
pios del Algebra, siéndole estos al parecer completamente eslrafios.
Pero cémo dicho joven no ha podido recibir la instruccién necesaria
para darse cuenta de su manera de operar, nos ha sido necesario en
cierto modo, adivinar los medios verdaderamente sencillos 6 inge-
niosos & que recurre.

La teoria do los nimeros primos le proporciona particularmente
la ocasion do hacer us6 do la notable facultad que posee, pues con
Léng prontitud cstraordinaria, reconoce si es 6 no primo un ndmero

ado.

Invitado por nosotros & hallar un nudmeroicuyos divisores tanto
simples como compuestos formaran una soma determinada, solo nece-
sit6 algunos momentos para dar dos soluciones de las cuatro que per-
mite la cuestion.

Las cslracciones de raices han sido también para el objeto de un
ejercicio especial.

Al fin de este libro ponemos una iVofa para dar & conocer cémo
llega al resultado de la operacion espresada por Va® + 6® sin cs-

iraer la raiz cuadrada, y aun dispensandose de formar uno de los
cuadrados.
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do; la ullinia (la de las unidades) es, evidentémetite, 3, por-
que solo la cifra 3 es la que multiplicada por 3, citra (le las
unidades del divisor 13, puede reproducir 9, cifra de la? uni-
dades &\ dividendo.

Falta pues hallar la cifra de las decenas de dicho cociente.
Aqui la operacidn, conocida bajo el nombre de prueba por 9
recilie una notable aplicacion. oo

Se observa en efecto, que el residuo oq la division por y
I<e del dividendo 5479, es 7; 2.° del divisor 13, es 4; de
donde se infiere que el residuo de la division, por 9, del co-
ciente si la division hubiera de hacerse exactaTrentOi séiia 4
(puesix 4, 6 16, dividido por 9, da 7 de residuo);y conloas
de las cifras de dicho cociente- [\og llamaremos cocwite pre-
sunto Y que- seria el verdadero cociente si la division-fuera
exacta) son 4y 3, la Unica cifra que falta que hallar, nopufe-
de ser sino 6, ‘

La cuestlon esta ahora en saber, si ese cocient/ presuifto
463, corresponde & un divisor exacto, 13, del niimero pro-
puesto 5479. ) ) ) . .

Determinando 4 este fin unicamente la cifra de las decenas
del producto de 463 |por 13, se ve que es diferente de 7, ci-
fra de las decenas del nimero dado y que por Io tanto 13 no
es de este nimero.

Si las dos cifras de las dep™As asi oomparadas hgbidran
sido las mismas, se habrian comparado iguafmefi'th IGi'dos ci-
fras de las centenas y aun, caso necesario, se acabafia la
mttiplicacion; pero la mayor parie de las veces no hay ne-
cesidad de pasar de las decebas (*). 'mwi,

i*) Facilmente se comprende que para sacar de este myodo todo
el partido posible en la practica, es menester echar mano .de la legla
demultipUcaoion conocida con el nombre de Reqi-a de o» soto pro
Daggta regla, cuyo uso comienza & estenderse y que ae «~ena par’
ticularmonle en las escuelas superiores de primeras letras, consiste en
no hacer los productos parciales, irlos escribieado, y sumarios
pues, seguala regla general del n.« 21, smo en -S i
el producto total, determinando primero la cifra de las
simples, despues la cifra de decenas, procedente-“tanto de lo
lleva del producto de las unidades simples, como de la multipbcacion
de las unUades y decenas del multiplicando respectivamente por las
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Razonando absolutamente del mismo modo respecto de los
amsores primos

17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47, 53
se hallan los cocientes presuntos,

317, 241, 203, 161, 139, 187, 149, 107, 173,

y se reconoce sin tener necesidad de prolongar la multiplica-
cion mas alld de las decenas, sino para el divisor 19, que

ninguno de esos dimsores primos divide el nimero pro-
puesto. n

En fin, para los Gltimos divisores simples que deben en-
sayarse

59, 61, 67, 7L, y 73

los cocientes presuntos,
91, 89, 87, 79, y 73

se componen solo de dos cifras y se obtienen & la simple ins-
peccion del nimero dado.

Del mismo modo se reconoceria, deteniéndonos en la ci-
fra de las decenas del producto de cada uno de esos cocientes

decenas y las unidades del multiplicador; lo mismo se hace con' la

templo- ~ y ‘»si sucesivamente, segin se ve en el adjunto
463
43
Se dice: 6049

3veces 3son9; se escribe 9, que es la cifra de unidades simples;

3 veces 6son (48) y una vez 3 (3) son 24; escribo | decenay lle-
Vo 2 centenas;

4vez 6 (6), 3veces 4 (42) y 2 que llevo son 20: escribo 0 cente-
nas y llevo 2’unidades de millar;

4 vez 4(4)y 2 que llevo hacen 6 unidades de millar, queescribo.

- opera ~siempre mentalmente el joven Grandemangb,
con tal tacilidad, que si se lo pide el producto de dos nimeros ente-
rdos ?decimales de & diez cifras, forma casi instantdneamente el pro-

ucto.
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presuntos por el dwisor correspondiente, que ninguno de es-
tos divisores primos es ilivisor exacto del numero gropuesto.

Asi se veria que el residuo de la division por 9 del pro-
ducto 89x61 es2 y no 7, residuo f\g la division por 9 del nd-
mero dado.

Respecto de los dos divisores

50 y 67,

podria omitirse aquella operacion, observando que los co-
cientes respectivos

91 y 87

no son ndmeros primos, siendo divisible el uno por 7 y el otro
por 3.

Tenemos, pues, completa seguridad de que el numero
propuesto, 5479, es ndmero primo.

Es facil ver que hemos escogido este numero de modo que
en él se presente ocasion de hacer resaltar, en cuanto es po-
sible, todos los recursos practicos, si asi puede decirse, de

método de ensaijo, 'i, que en general, los ensayos pue-
den hacerse rapidamente.

Guando el nimero propuesto tiene solo tres cifras la de-
terminacion de los cocieiiles presuntos se hace a la simple ins-
peccion del nimero, porque estdn compuestos de dos cifras, y
entonces la segunda parle de la operacién puede hacerse muy
sencillamente.

En cuanto & los numeros de mas de cuatro cifras, el mé-
todo les es también aplicable; pero se necesita entonces de-
terminar varias cifras del cociente & simple inspeccidn & fin
de completarle después por medio de la prueba por %

Formacion de una Tabla de nimeros primosi

348. Los principios que bemos espuesto sobre \oi ndime-
rosprimos, las aplieaciones que de ellos hemos hecho,(}/ las
esplicaciones acabadas de- dar sobre los ensayos quff deben
hacerse para reconocer si un nimero es primo, demuestran
bastantemente la utilidad de una Tabla, tan estensa como sea
posible, de esa clase de nimeros. A

Hay publicadas muchas de estas tablas, una de las
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les, la de Burckhardt, comprende los ndmeros primos desde
1 hasta 3036000.

Para dar una idea de la manera como puede hacerse este
trabajo, supondremos que quiere formarse una Tabla de los
numerosprimos de 1 & 1000.

Suponiendo escritos los mil primeros ndmeros naturales
unos detras de otros de la manera mas cdmoda, por ejemplo
en diez columnas de & cien nimeros cada una, hé aqui el pro-
cedimiento que puede seguirse {*).

Se comienza por tachar, |."" todos los ndmeros pares, es-
cepto el numero 1; 2® todos los maltiplos de 3, escepto el 3,
(\WQquedan después de la operacion jonmera; y 3® lodos los
multiplos de 5, escepto 5, que no estén ya tachados.

Hecho esto, ya puede asegurarse que todos los numeros
no tachados desde 1 hasta 7x7 649, son nimeros primos,
porque todos los multiplos de 2, 3y 5, asi como los miltiplos
de 7 inferiores i aquel limite han sido tachados necesaria-
mente , tenemos pues ya la série de ndmeros primos

do1l & 47,

Del mismo modo, si se tachan todos los mdltiplos de 7 &
partir de 49 hasta 11 x 11 6 121 (siendo 11 el ndmero primo
que viene inmediatamente después de 7), se tiene seguridad de
que lodos los ndmeros situados delante de 121, que no hayan
sido tachados, son numeros primos; y asi se obtienen todos
los ndmeros primos

de 47 a 113

Sin que tengamos necesidad de entrar en mas pormenores
de esta operacion, es facil ver que asi se irdn tachando y su-
primiendo sucesivamente todos [0S martiptos todavia no su-
primidos, de los nUmeros primos ya conocidos, 11,13, 17..,,
hasta llegar al nimero 997, que es el dltimo que queda de los
mil primeros nimeros después de la supresion, operada muy
al principio, de los tres numeros 998, 999 y 1000, que son
respectivamente mii/iip/os de 2 y 3.

(*) Este procedimiento es el conocido bajo el nombre do criba de
ESATOSTHENBS.
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_ Asi se ballo la serie de ios 169 namerosprimos compren-
didos enire 1y 1000, cuya Tabla ponemos aqui como mues-
tra, afiadiendo los seis numeros /9nmo5aiguienlcs, para com-
pletar el cuadro.

Tabla do los niimeros primos desde 1 hasta 1033.

1 97 229 379 541 691 863
2 101 233 383 547 701 877
3 103 239 389 557 709 881
5 107 241 397 503 719 883
7 109 251 401 569 127 887
11 113 257 409 571 733 907
13 127 263 419 577 739 911
17 131 269 421 587 743 919
19 137 271 431 593 751 929
23 139 277 433 599 157 937
29 149 281 439 601 761 941
31 151 283 443 607 769 947
37 157 293 449 613- 773 953
41 163 307 457 617 787 967
43 107 311 461 619 797 971
47 173 313 463 631 809 977 1
53 179 317 407. 641 811 983
59 181 331 479 643 821 991
61 19i 337 487 647 823 997
G7 193 347 491 653 827 1009
71 197 349 499 659 829 1013
73 199 353 503 661 839 1019
79 211 359 509 673 853 1021
83 223 367 521 677 857 1031
89 227 373 523- 683 859 1033
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8 |Il.— DE LAS FNACGIONES DECIMALES PERIODICAS.

Caractéres por cuyo medio se reconoce que una fraccién or-
dinaria debe producir unafraccion decimal periodica simple
0 MISTA

El desarrollo de la propiedad eslablecida en el n.° 174
nos ha conducido & distinguir (n.° 175) dos clases de fraccio-
nes decimales periddicas, Unas simples, Y Otras mistas; y Sin
detenernos en las diversaSJoropiedades que de esta distincion
pueden deducirse, nos redugimos & demostrar la que podra
suministrarnos el medio de retroceder & la fraccion ordinaria
generatrlz.

Ahora vamos &esponer los caractéres por cuyo medidse
conoce que una fraccion periodica procedente de una frac-
cién ordinaria dada debe ser simpie 6 mista.

349, Comencemos por observar que los resultados obte-
nidos (n.®®I70, 177 y 178) pueden espresarse por medio de
las férmulas siguientes;

|.° Eara una fraccién periddica inwhv., sin 6 con parte
ENTERA, tal por ejemplo, como

N~ abed abed abed..., 6 m,abed ahed abed...,
se tiene, llamando a; 4 la fraccidn generatriz,

abcd mabcd~m
® 9999 © X« 9990’

espresiones, cuyo denominador esta compuesto de tantos 9
como cifras tiene el periodo;
2® Para la fraccion periddica mista, tai cOmo

m,abc defgk defgk defgh...,
la fraccion generatriz es

mabcdefgh — mabc
AR =™ 99999 000

espresion cuyo denominador esta compuesto de tantos 9, co-
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mo cifras tiene el periodo y/le tantos ceros, como cifras tie-
ne la parle decimal no peiuodica. m

350. lista dltima férmala d& lugar a una observacion tm-

fracciéon generatriz de una fraccién periédica mis-
ta suponiéndola reducida a sus menores téhhinos, debe tener
por denominador un ndmero que contenga uno a lo menos
de los dos factores primos 2.5, elevado a una potencia de
TiN GUADO marcado por el namero de cifras decimales no pe-

" En efecto, para que los factores 2 y 5, que se hallan en
el denominador del valor de x, & la tercera potencia, por
eiemplo como en la férmula BI, puedan, después de la re-
duccién’ de la fraccién generatriz & sus menores términos,
desaparecer enteramente, 6 solamente hallarse ambos en
ella & una potencia menor que la tercera, sena necesario que
el numerador de aquella pueda terminar en wn cero a lo

Esto no podria suceder sino en cuanto la Ultima cif‘ac, a
lo menos, de la parte no periddica, fuera la misma que la ul-
tima, h, del periodo; pero es evidente que entonces el primer
periodo comenzaria antes de la cuarta cifra decimal, lo cual es
contrario al supuesto.

hueso etc. , L L

351. Esto supuesto, establezcamos las dos propieda-
des nue permiten reconocer si la fraccion decimal perio-
dica equivalente d'una/raccioii ordinaria debe ser simple 0

"MPrimeramente. Toda frctccion-ordinaria cuyo denomina-

dor no contiene & ninguno de los dos factores primos 2 y 5,
convertida en decimal, de una fraccion periodica simpi1c o

Por lo pronto, en virtud do la propiedad (lei n.” 174, re-
sulta que esta fraccion decimal debe ser periodica. |,

Ahora digo que ademas es ;>cnoiizca pura o SMpLE"

En efecto, si fuera periddica mista, el denominadoi (Je la
fraccién generatriz reducida & sus menores tenmim, conten ~
glria necaai-iamente, segun la
actores 2 v 5, 0 & lo menos uno cié ellos; y como esta frac-
clon clebenl ser igual i la . tz"
minador de esta deberia ser (n. 120) un multiplo deno
minador de la otra, y por consiguiente conlener los facloies 2
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y 5, O til menos uno de ellos; lo cual seria contrario al enun-
ciado de la proposicion.

252. En segundo lugar.— Toda fraccion ordinaria irre-
ductible, cUyo denominador contiene uno de los factores 2y
5, 6 ambos, combinados con otros factores, da lugar & uma
fraccion decimalperiddicay elperiodo esta precedido
de TANTAS cifras decimales como unidades hay en el 'mayor ck
los esponentes de los factores 2yb.

Por lo pronto la fraccion, que necesariamente  periédi-
ca (n.” 1745J no puede ser simple.

Porque el valor de la fraccion generatriz estaria entonces
espresado por una de las dos formulas (A) del n* 349,

S ahcd mabcd — m
9999 ° % 9999

espresiones cuyo denominador no contiene ni el factor 2 ni el
factor 5, y que en consecuencia, después de su simplificacion
no pueden ser iguales, es decir (n® 121) idénticas con la fraC'
clon irreductible propuesta.

En segundo lugar, si ndesigna el mayor de los espolienles
de 2y de 5, que contiene el denominador de la propuesta, el
primer periodo debe ir precedido de wcifras decimales.

Porque, siestuviera precedida dem cifras, siendo m” n

el denominador de la fraccion Miweraim, suponiéndola redu-
cida & sus menores términos, contendria, segin la observacion
del n® 350, & lo menos uno de los factores 2 y 5 elevado &
Ja potencia, y por consiguiente, dicha fraccion no po-
dria ser igual 6 (n." 121) idéntica & la propuesta , la cual,
por hipotesis, contiene uno de esos dos factores elevado & la
n~rna potencia.

Advertencia.—TAenunciado de esta propiedad supone que
la fi-accion propuesta es irreductibie, [0 cual siempre puede
admitirse; pero es facil conocer que, si la fraccidn, sin estar
reducida & sus menores términos, fuera tal, que los factores 2
y 5 asi como los otros factores que componen el denomina-
dor no entrasen del mismo modo en el numerador, la propie-
dad le seria también aplicable.
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Aplicaciones.

353. Tomemos por aplicaciones do las dos propiedades
que acabamos de establecer, las fracciones siguientes:

11 132 21 19 41291 19
13' 37 ' 143’ 52’ 4625 ' 640*

Las tresprimeras”™ cuyos denominadores no contienen ningu-
no de los dos tactores 2y 5, dan lugar & las fracciones deci-
males periddicas puras.

0,846153 846153,., 3,567 567.., 0,146853 146853...

Las tres Gltimas, que tienen respectivamente por denomi-
nadores
13x23, 37x5” 13X2X52,

(ian lugar 4 las fracciones decimales periddicas mistas
0,36 538461'538461.., 8927 783783.., 0,02 923076 923076..,

cuyo ultimo periodo comienza en cada una, después del nd-
mero de cifras decimales indicado por el mayor de los espo-
nentes de los factores 2 y 5.8

8 |V.— METODOS ABREVIADOS PARA LA DIVISION Y PARA LA ES-
TRAGCION DE LA RAIZ CUADRADA.

Método abreviado para la divisién.

354. En la division como en la multiplicacion {véanse los
n.>3197 y siguientes) puede emplearse un método abreviado
cuando el dividendo y el divisor estdn compuestos de un gran
namero de cifras.

Pero como este método exige para ser espiicado completa-
mente desenvolvimientos que aqui no hallarian su lugar con-
veniente , nos reduciremos & dar unaidea del modo de operar.

A este fm comenzaremos por observar que la investiga-
cion del cociente de la division de dos fracciones decimales
con un grado de aproximacion determinado, puede siempre
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reducirse a la investigacion del cociente de la division de dos
ndmeros enteros, determinado con menos de una unidad de
error.

mEn efecto, sea por ejemplo, valuar con menos de una mi-
lésima de error el cociente de la division de

1234569 por 27,35894.

Porlo pronto debemos, conforme 4 la regla del n® 169,
colocar dos ceros a la derecha del dividendo, lo cual reduce
la operacion & la division de los dos nimeros enteros

123456900 y 2735894,

En -seguida, como queremos obtener el cociente con tres
decimales, podemos poner desde luego (n® 171) oiros tres ce-
ros & la derecha del dividendo y efectuar la division, cuidan-
do luego de separar tres cifras deumales bacia la derecha del
cociente. m [ ]

Con esto la cuestion qtleda reducida 4 buscar el cociente de

123456900000 dividido por 2735894,

teniendo solo ch cuenta su parle entera.

Esto nos lleva por consiguiente & esponér la regla que de-
be seguirse para hacer la division abreviada de dos nimeros
entei‘os.""

Después veremos lo que debe hacerse para operar con dos
nameros decimales.

355, Esta regla, fundada principalwiente m que, segun
el procedimiento ordinario, la determinacién de cada una de
las'cifras'del cociente solo depende casi siempre de las ;0s 0
tres primeras cifras de la izquierda del dividendo, y de h pri-
mera 6 hs dos primeras ciivas do la izquierda del divisor,
puede enunciarse asi :

Suprimanse & la derecha del dividendo tantas cifras, me-
nos Bos, como hay en el divisor; hagase en seguida la divi-
sion de laparte de la iiquierda por el divisor, en la forma
ordinaria; sino queda residuo, ponganse G continuacién del
cociente tantos Ceros, como cifras se han suprimido en el divi-

dendo;
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. Pero si queda residuo, segln ordiiiariaineute acontece,
divida,se ete residuo por el dioisof, haciendo abslracoion de
la ultima cifra de la derecha del mismo divisor; sin embargo
cn la multiplicacion del nuevo divisor por la cifra obtenida en
el cociente, se tendra cuidado de afiadir las unidades que se
lleven del producto de la C|fra suprimida, por la cifra del
cociente {véase {0 hecho en el n." 198, respecto'de la multipli-
cacion abreviada);

Dividase en seguida el nuevo residuo por el divisor, ha-
ciendo abstraccion de las dos dltimas cifras de la derecha.(y
teniendo en cuenta ia Observacion precedénte, al multlpllcar
el nuevo divisor por ia cifra del cociente)
da division, una cifra & la derecha del’ dIVISOI’ " suspendase
la Operacic')n cuando ya no queden al divisor mas que las dos
primeras cifras de la izquierda.

A fia do que pueda comprenderse bien', esta manera de
operar, ponemos en el ejemplo siguiente el procedimiento or-
dinario junto al procedimiento del método abreviado :

Procedimientq ordinario.
540347050789016  278()409

28170115 193918897
10919816 Meétodo abreviado.
25604097 5403470507 189040 2780459
5265608 26170115 1939 {18897
24792009 10919846
25004270 25604607
2712598 526566
20478536 247920
973323 25004
2713
20(i
12

La Operacion déla i/.quierda esta hecha por el método or-
dinario; por consiguiente las esplicacioaessiguienles spiocon-
cierneu & la segunda Operacion. ' . -----

- 27
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Conforitie & la regla que acabamos de esponer, separamos
cinco cifras 4 la derecha del dividendo, puesto que hay siete
en el divisor; y dividimos la parle de la izquierda por el di-
visor en la forma ordinaria, lo cual d& para las cuatro pri-
meras cifras del cociente, 1939, y de residuo, 526556.

lifecho esto, tachamos la Gltima cifra, 9, del divisor, y di-
vidimos 526566 por 278645; el cociente es 1, por el cual se
multiplica el divisor, aﬁadiendo 1 4 la cifra de las unidades
del préduclo, para tomar en cuenta el 9 suprimido en fel divi-
sor; después se resta el producto obtenido del residuo 526066,
lo cual dé el nuevo residuo.247920.

Tachando otra cifra & la derecha del divisor, se divide
247920 por 27864, y se resta del dividendo el producto de
27864 por el cociente 8, aumentado m las cuatro unidades
que llevariamos si hubiéramos multiplicado 3 por la segunda
cifra tachada 5. .

Asi llegamos al tercer residuo, 20004, que dividimos Em
2786 (después de haber tachado la tercera cifra de la derecha
4, del divisor). El nuevo cociente és también 8; lo cual da el
CMorio residuo 2713. A _

Continuando del mismo modo, se obtienen como uimuos
cocientes parciales 9y 7.

lo cual da finalmente 193918897 por cociente total ; y se
ve que este resultado es precisamente el mismo que habia pro-
ducido el primer procedimiento.

356. Apliquemos ahora esta regla a dos ndmeros decimii’
les, resolviendo al efecto el ejemplo propuesto en el n." 304,
para valuar el cociente hasta milésimas:

Procedimiento ordinario. Método
123456900000 2735894 1234569 100000 273'58"
14021140 45124 140212 51~
3416700 3418
6808060 682
13362720 135
2419144 26

Habiendo reducido antes la operacion & la [le dos™nume-
ros entei‘os, se observa que las siete cifras del dividendo, q
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quedan despnes de la supresion de tantas Cifras menos dos CO-
mo bay en el divisor, no contienen al divisor.

Es necesario pues tachar desde luego la altima cifra 4
del divisor, y dividir 1234569 por 273589. n

Después, se continda la operacién aplicando la regia.
Habiendo llegado asi al cociente 45124, se le reduce & su va-
Iobrt,_ separando {n® 161) tres cifras decimales, con lo cual se
obtiene

45,124,

que es el cociente pedido, con menos de una milésima de
error.

No insislirémos mas en este género de operacién que solo
debe emplearse con reserva (').

Método abreviado para la estraccion de la rais cuadrada.

357. Cuando se ha obtenido mas de 1a mitad de las cifras
de la parte entera de la raiz cuadrada de un nimero, una sim-
ple dgivision basta para dar las cifras siguientes.

Deaigneraos en efecto por N el nimero cuya raiz se pide,
y supongamos que la parte entera debe tener (2u-/-1) cifras.

Llamemos a ai conjunto de las (w-M) primeras cifras de
la izquierda, consideradascon Su valor relativo, b Ni NUMEro
1 {descompleta la raiz, Yy CuUyaparle entera esta espresada pOl-
las n cifras de la derecha; tendremos la igualdad

N= (a-h + Ceb-f-6R)
de donde, restando a”Ge ambos miembros y dividiendo por 2a,
N-a2 7
2a b -f- 2‘.’3\

Esto supuesto, como por hip6tesis la parte entera de b

. (;\7 Sobre este as_untodouede_ el que guste consultar un opusculo
«e M. Goy antiguo oficial de Artilleria.

La cuestion se halla también particularmente tratada en el Curso
“c analisis de Fourieb.
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no contieno mas que « cifras, tendremos necesariamente

6<10™ y
Por otro lado, estando acon_sid_erado con su valor relati-
vo, esta .espresado por cifiais, de las cuales las wpri-

meras 4,1a derecha son ceros, de donde resulta

ii, yafortiori 2a>10-".

Luego P es un ndmero menor que |, y por lo tanto el co-

ciente espresado por difiere de 6 en una canlidad me-
nor que la unidad.
De dondese dEdUCG Iauegla siguiente:, A

Después de haber obletiido mas ae 1a mitas de las mfras
de la rah, dividase el residuo N — a”®, que se ha obtenido, por
el duplo del nimero que forman las cifras halladas, tomadas
eon su VALOR rcracivo. . o

La parte entera del cociente forma el conjunto de las ci-
fras de laraiz que faltan determinar.

Hallada asi la raiz, aproximada basta faltarle menos ck
una unidad, se puede (n." 210) reconocer si espresa la mi-
buscada e menos 6 en nas, o SEA, por defecto 0 por esceso, y
obtener la aproximacion hasta faltar menos dé mecaia uniuvaa.

Sea, por ejemplo, N= 4735678956.

Las tres primeras cifras halladas por el procedimiento o -
dinario son

688;
el residuo N— tiene por espresion
2238956.

Dividiendo este nimero por 2a, 6 sea, 137600
procedimiento particular del n.” 38), se halla para mp
entera del cociente, 16

Luego 68816 es la rai'z pedida.
Lo cual puedo comprobarse formando el cuaufau
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68816, gae restado del numero propuesto, da el re5|duo
37100, ntmero wi”Hor 2x 68816-1-1 (n. ¢ 205).

La Inspeccion de este residuo muestra ademas (n. 210),
que el nimero 68816 espresa la raizpor defecto Y coa menos
de media unidad de err

Advertencia.— LI reS|duo ;37100 puede obtenerse de un
modo mas pronto que por la elevacion de 68816 al cuadrado.

Para esto basta evidentemente restar del residuo N— a
0 22.38956, la suma de las dos partes restantes del mayor cua-
drado contenido en N, a saber: e! dobleproducto de 68800
por 16 y el cuadrado ua 16.

Vamos & hacer uso de esta observacion.

358. Para apreciar bien todo e! partido que puede sacar-
se de este método, SUPONGaMoOS que queremos valuar la raiz
cuadrada de 4735678956 en decimales.

A este fin es necesario (n.° 217) escribir & continuacion
del residuo 37100, aos veces tantos ceros COMO decimales
quieren sacarse, continuando la operacion como si se tratara
de un nimero entero.

Las cinco cifras de la raiz ya encontradas, dan por Ia apll-
cacion del método abreviado el medio de determinar otras
cuatro, que seran precisamente nh i cuatro primeras Cifras de-
cimales; habremos pues de dividir el nimero 37100, seguido
d0 ocho ceros, por €l dupio de 68816, 0 sea 137632, sequido
de cuatro ceros, 0 lo que es lo.mismo, dividir 37100, segui-
do de cwalro ceros, por 137632, ottt

lifecluando esta operacion por el método abreviado de la
division (u.” 355), se baila por cociente

2695;

y por consiguicnle tenemos

v/4735678956 =68816,2695

con menos de 0,0001 de error.

Antes do comprobar este resultado sobre el cual parecen
pesar dos causas de error, & saber: 1.“ la fraccion que se
desprecia susliluyendo al verdadero valor de h laparte entera

del cociente X 2." el empleo del método abreviado de
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la division, S¢ puede, para mayor sencillez, segin la adver-
tencia del ndmero precedente, formar el doble producto de
688160000 por 2695y el cuadrado de 2690, restando des-
pués la suma de los dos ndmeros asi obtenidos, del nimero
3710000000000.
Efectuados estos calculos dan por resultado

810336975,

numero Tnenor que el duplo do 688162695, pero mayor que
esta raiz.

Tenemos pues certeza de haber hallado la raiz pedida.

Observemos lambienque unanuecadivision de810336975
seguido de oc/io ceros, \or 2 veces 688162695, bastarla para
dar ocho Cifras mas & la raiz, es decir, en todo, doce cifras de-
cimales de aproximacion.

359, Aplicando este jorocerffmiVttfo & la determinacion de

de 1as diez y seisprimeras cifras decimales de \/2, se hallaria

%2= 1,4142135623730950.

Para llegar & este resultado, se comienza por determinar
tres Cifras por medio del procedimiento ordinario, y se obtie-
nen en seguida por medio de tres divisiones sucesivas, 1as
otras catorce Cifras, incluso el entero 1, pasando primero de
tres cifras & cinco, después de cinco & nueve, y por Ultimo de
nueve &: diez Iy siete.

Para la estraccion de la raiz cabica €Xiste también un me-
todo abreviado, fundado en la formula

== -h3fl~ 6-f-3a. 6"

pero es poco usado.
§ V,— Operaciones sobre los numeros aproximativos.

Hemos visto que efectuando las diversas operaciones de
la aritmética sobre nUMeros enteros Ofraccionarios exactos S&
puede siempre obtener el resultado, bien sea exactamente,
bien con el grado de aproximacion que.se apetezca.

Pero si tenemos que aplicar esas mismas operaciones a
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ndmeros que no son mas que resultados aproxvnativos se
concibe que el error resultante de la cantidad despreciada en
cada nimero, debe resumirse en el resultado final segln la
naturaleza de cada Operacion.

Nosotros vamos & ver ahora cuél es, en cada caso, para
cada especie de operacion, la aproximacion que se puede ob-
tener.

Adicion y sustraccion.

360. Sin entrar para estas dos sehciUas operac iones
en la discusion de los diferentes casos que pueden presentar-
se, nos reducirémos & raciocinar sobre ejemplos particulares
& fin de dar una idea de como puede apreciarse el error que
debe afectar al resultado. ]

Supongamos que tenemos que sumar 25 logaritmos 6 cojn-
plementos de logaritmos, dados por las Tablas de Callet (el
erapieu de los complementos se refiere aqui & las sustracciones
que pudieran deber ejecutarse); en otros términos, que fuera
necesario hacer una suma de 25 nimeros aproximativos,™\'c-
yawWma cifra puede tener un d<"media dxez-mnllo-

ésiina. I o

Admitiendo como el caso mas desfavorable, que lodos i0s
errores sean en el mismo sentido, por 'defecto 6 por esceso, €s
claro que e\limite del error total tiene por espresion tantas
SEni-UNIDADEs (Icl 6i'dcn de la dltima cifra, co:ao nimeros nay
que sumar, es decir, 25 sem|~d|cz~—mlllone5|mas 0 sea,
0,00000125. f

El error por consiguiente en este caso puede ateciar las
dos ultimas cifras del maiiatio, espresado en diez-mitlone-

MB% eslo se sigue que, en la investigacion del niimero cor-
respondiente & este resultado, el usode la proporcién (n. 323)
no. tendria objeto alguno; pero entonces la aproximacion se-
ria evidenlemenlti menor que la que se obtiene opeiando so-r
bre un logaritmo dado.

Para Corregir en cuanto es posible, esta causa de error en
las aplicaciones logarilmicas, principalmente* en lap-elalivas
a los célculos (\ginterés compuesto 0 de anualidades, sa re-
curre & la parle de las Tablas do Callet en donde los logaiit-
mos se dan con 18 6 20 cifras decimales. *

36 Apticacion. — S8 PIdE €N wnteves compucsto €l Va-
lor de 15000 reales al cabo de 30 afios & 4Ve P- U al ano.
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La formula del n® 336 da

A= 15000x(1,045)s0;
de doade

log. A= Jog. 150004-30 log. 1,045.

Tenemos pues aqui que multiplicar un logaritmo por 30,
G en otros términos, hacer la suma de 30 logaritmos iguales™
debiendo afadir al resultado el logaritmo de 15000.

Para tener seguridad de que el error relativo €este calcu-
lo no caera sobre la séptima cifra decimal, hé aqui como con-
viene proceder )

Tomando en la Tabla .grande el logaritmo de 1,045 con

cifras decimales, se balia

log. 1,045= 0,0191162904
A . 30 log; 1,045= 0,573488712
Este resultado es exaclo basta la
oc/aua cifra decimal inclusive.
Tomando, en la Tabla ordina-

na el logaritmo de 15, que lie- ' *
ne 8 cifras decimales, se obtie-
ne igualmente log. 15000 417609126

, . L Suma 4,749579972
0, despreciando las dos ultimas

cifras y afiadiendo una unidad &

la 7." ) 47495800
El error cometido es enton-

ces menor que media unidad del
orden de la 7®cifra decimal.
El logaritmo mas préximo en

la Tabla es 5740
Diferencia 60
y corresponde & 56179.
. : 60
Diferencia tabular 78; =8 0,76,

luego
A= 561797576
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Multiplicacion.

362. Consideraremos primero dos numeros decimales, y
veremos después como se esliende la teoria al 6aso-dvdos fiu-
meros enieros tomados por factores. .

Llamemos A y B los lios nimeros dados, y suponffamos (\N\b
cada uno fie ellos tiene un error de menos, de 7nediamldpd
del 6rdén de su I6/iimrt cifra decimal.

. [ludiendo siempre hacerse esta suposicionA n ." - - la
conservaremdfe Invanablemcnic' para todos los numeros sobro
los cuales, nos propongamos, operar en todo el curso de csia
teoria]

Si admitimos (y es el caso mas desfayorablc) que k>sj dos
errores sean en el mismo sentido, por ojomplb en renos™ los
dos factores completos, 6 por mejor decir’, los ;0m'ics de estos
factores, podrén representarse'asi :

A + - unidad del orden de la daltima cifra de A;

- B-H Aunidad.del érden de la altima cifra de B.

Ahora bien”.e! producto do estas dos espresipnes G]) se
compone (n.” 48) de cuatro partes, & saber

AXB, AX', BXA| y

siendo las fracciones A fracciones de la unidad dé un or-§

(*) Suponemos para mayor sencillez que los'errores sean en el
mismo sentido y por defecto; pero el razopainienlo seria absolutacuen-
teol mismo, si dichos errores fueran on sentidos'difrentes y pd/'de-
fecto 6 por esceso; solo que entoncea seria necesario aplicar la regla
de formacion del producto de dos cantidades 6)y sien-

do y B r&2-, hablando propiamente, las espresiones genera-
tesde los Imites de Ay B.
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den decimal determinado por los ordenes respectivos de la«/-
fima cifra decimal de los dos factores.

Luego, despreciando h pequefia fraccion  se tiene por
limite del error total:

%A unidades del orden de la dltima cifra de A, dividido
por la unidad seguida de tantos ceros como decimales hay en
B, MAs-1 B unidad del 6rden de la altima cifra de B, dividido
por la unidad seguida de tantos ceros como decimales hay

enA.
Primer ejemplo.—NL’Jmeros dados: 32470463 y 8,70245.

Limite del error.

L 35 470463:1000000, 6 022231 4000016235231
3 32, : 900000000000 %7
435122
Ta5-8,70245:1 : . 415122
C 6&8, 0245 00000,0100000000000, 6 0,00000415
Total. . . . 0,00016670353

ifLd.pequeria /raccion despreciada es ~de0,0000000000I-)

Se ve que el error puede venir hasta la cuarta cifra de-
cimal, y que por lo tanto no puede contarse mas que con las
tres primeras cifras decimales.

De donde se sigue que aplicando & estos dos nimeros el
método abreviado (n.° 197) deberd proponerse determinar,
aproximado hasta milésimas solamente, el valor del produc-
to, y se hallara por resultado

282,573 con menos de 0,001 de error,
w6 egundo EJEMPLO.—NUmeros dados: 0,0001083 y0,05836.
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Limite del error:

541 ,
-0,0001083:100000 , 6 “qqagqoq oqo0 O 0000000000544

mas

ANussab. L0008, 0 _____ " 0,80000002918

Total ........ 0,000000003459

el producto puede por consiguiente calcularse con ocho cifras
decimales.

Observacion |.—Cuando uno de los'dos nimeros dados
espresa un valor exacto, el limite de error se reduce & la mi-
tad del factor exacto, divididapor latinidad seguida de tan-
tos ceros como decimales hay en el factor aproxiinativo-

Porque entonces el limite del factor exacto, A, por ejem-
plo, es este mismo factor y en consecuencia el producto no se
compone mas que de dos parles.

AXB y AXO»

siendo - una fraccion del orden de la dltima cifra de B.

Sean los numeros dados; 45,036 y 6,3048, el primero de
los cuales se supone exacto:
Limite del error:

22518
- : 0,0022518.
A45’036'10000 110000000

No deberiamos pues buscar el valor del producto mas que .

aproximado hasta _ o

Observacion 11.—Si hay que multiplicar un numero g/?ro-
ximativo por si mismo, el limite del error es evideulemente,
Cii este caso, el nimero mismo dividido por la unidad seguida
de tantos ceros como cifras decimales hay eti.éL

Luego, el ndmero de cifras delpi‘oducto con gup no,
DE contarse” es igual al nimero de cifras derNUMERO pro-
veesto. , .

Sirva de ejemplo el nimero 1,949036 [véase el n. 191)*
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Limile del error:

1,949036 ; 1000000 = 0,000001949036.

No pueden por consiguiente lomarse mas que las cinco prime-
ras cifras decimales; siendo siete el nimero de cifras con que
no puede contarse.'

*363. Supongamos ahora que se débe operar con dos nu-
meros enteros, A y B; cuya altima cifra debe tener el error
D menos da media unldad

Para ampliar & estos nimeros la teoria que acabamos de
esplicar, basta observar-que \d ultima cifra -de cada ndmero
espresa en este 6aso unidades simples, y por lo tanto, en los
razonamientos hechos, deba susliluirse la espresionde
simple, 4 la de unidad del orden de la Gltima cifra decimal,
y que en consecuencia en las cantidades

A xl B x| i

. . - 11
que dan la espresion cfel limite del error - y n 0 sonya frac-

ciones de la unidad de cierto érden decimal”™ sino de, la tini-
dad simple.

Para los dos ndmeros 5783694 y 83758, la parte del li-
mite del error que basta considerar, es

5X5783694 = 2891847,

de modo que no se podria contar con las cifras de orden infe-
rior, & las decenas de millones.

El mélvdo abreviado (n." 199) daria por resultado 844431
con menos de cinco millones de error/>or esceso.

En general, siendo dada por el wayor de los dos factores
propuestos 1a parce piun < 15 2 1 limite del error, la cifrado
unidades superiores de dicho factor, marca el grado de apro-
ximacién que puede obtenerse-
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Division.

364. lliiy Qi® dislinsuir trvs casos principales.
0 solo el tiviclendo llene error,
0 so/o le tiene el .divisor,. , -
0 le lienen ambos términos, >
Suponiéndose el error en lodos los casos mcrtor -Me me-
dia unidad del orden de la w/iima cifra de la derecha del nu-
merBa‘r%eé Ctoperauon al reves de lo hecho en la m||U|pI|-
cacion, consideraiémos en primer lugar nimeros enteros, y
pasaremos después lacilmenle & los nimeros decimales.
365- Primer caso.Solo el dividendo es.a7?roa:rma/ito.
Designemos también atiui por A y B los dos nimeros

Bi cociente de la division de A por B tendrd evidente-

1
mente un eruou de menos de *

defecto- . . o, L frn
Asi el limite del error tiemi por espresion numerica™

€sCeso,, Sea por

ml

fracion que con'verli.'la hace.conoc9r>1 grado”de

e x a S con que puede contarse en. la delerimnacion del co-
. A

-cicnle™

Sean, por'ejemplo, los dos nVinioims s n 'y 4S39.
Tenemos por thnile del error,

S 1.
% -8

esta fraccion convertida en decimales/ da eyidenlémente
0,0001.,...; de donde se sigue que el
los nimeros propuestos, solo-puede rej.utarse exaUo hastalas
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milésimas; lo cual puede comprobarse, suponiendo que el
error déla Ultima cifra de 5-17 sea por defecto:

547 :4839" 0,11304..,
5475:4839" :0,1131 ...,

resultados que difieren en menos de una milésima™ es decir, en
menos de una unidad del tercer orden decimal.
Sean ahora los nimeros 25649 y 6847,

Siendo "26" » (10,00007..., el limite del error™ puede

.contarse que el cociente es exacto™ fallandole menos de una
unidad del orden de la cuarta cifra decimal.

En efecto, suponiendo aqui que el error es por esceso,
tendremos;

25649:6847= 3,74602,
25648,5: 6847 .=.3,74594,

resultados que difieren entre si en 0,00008, es decir, en me~
nos de una diez milésima.

El grado de exactitud con que podemos contarpara el co-
ciente, esta por lo tanto, en este primer caso, marcadopor el
namero délas cifras, menos una, del «co10 del divisor.

366. Considei'eraos ahora ndmeros decimales.

En primer lugar, si los nimeros propuestos, tienen el
mismo ndmero de cifras decimales, se suprime la virgula
(n® 166), y razonando como antes terminaremos aplicando la
regla que acaba de darse.

Sean los dos numeros 4,8395y 0,9763.

Como la supresion de la virgula reduce su division & la de
los nimeros enteros, 48395 y 9763. el limite del error es.

19526*

y por lo tanto, el cociente puede valuarse con cuatro deci-
males.

En segundo lugar, cuando el nimero de cifras decimales
csdilerciUe en los términos, se preparan los ndmeros dados
de modo que el dividendo ai liacuj'se ndmero entero conserve
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por Ultima cifra, la cifra errénea-, y después se aplica la re-
gla & los dos nimeros asi preparados.

1. ® Sean los nimeros dados : 4375637y 2,53.

Su division se reduce & la de 435637 por 25300. A

Siendo 50600 numero de civ o cifras, el duplo del dm-
sor, puede eslenderse la operacion hasta las dies milésimas

2. ° Nameros dados: 23,29 y 47,364,

NITOTOS preparados: 2329%/ 47364

El i/MU/odei.i/iVisor es 9472,8, nimero cuya parte en-
tera solo tiene cuatro cifras; de donde se sigue que el cocien-
te solo puede valuarse hasta milésimas.

NGmeros dados: 37,5y 0,2983.

NUmeros preparados: 375y 2, 983,

K1 d.uplo del divisor, 5,966, solo tiene una cifra en su
parte entera; de donde se sigue que el cociente solo puede
valuarse con menos de media unidad de error, y que por con-
siguiente no puede contarse con la exactitud de ninguna cifra
decimal. o o

Segundo caso.— S0l0 el divisor es aproximahvo.

Llamemos también ahora A y B los dos nimeros enteros
dados y designemos por m el numero de cifras que compo-
nen el nimero B, el cual puede tener el error de media uni-
dad (en mas 6 en menos) y por g el cociente de la division de
A por B, que se trata do calcular con Un ndmero conveniente
de cifras decirmiles.

Se tiene evidentemente,

. A
|10’ < pero >e

de donde llamando E el error cometido, cuando se toma bien

A . A
sea — , bien sea----- t, por valor de g, se deduce
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cs™a segunda espre5|on ef rcsuliado de Ias operaciones
e/cc/Mados ton la primera.)’ ' . .
Pero como tenemos

A r'on>
1 1

es claro que'él error sér'ttArtor quo la anidad dé la dltima
cifra del cocicntti/mien'trdk se tenga “<tB.

Ahora bien, paiuijué csta condicion se cumpla es nece-
sario que q, 6 sea la‘ii/f6 buscdUa ilei Cociente,, contenga A
~0 MAS, in cifra® (nGmero de las cifras del divisor), y.aiin solo
(7»—1) CUrps si. las.wicjfjias.dé.'dicii‘6icociénié, formasen un
tiiimer (Mo/al d’W\

D¢ .doth)e sé sigue que,'en el segundo caso 74 grado de
é'Mctitud Uoh que puede conitirse pdra el cdciéiilé esta marca-
doj)or el mimero, n), de las cifras del divisor, 6 solamente
piir eUe Namero menos uno, Segin que las mprimera” cifras
‘forman un ndmero inferior, 6 bien un i"Umeroigual osuperior
al divisor. '

Primer EJEMPLO, —Sea dividir 547, valor exactQ, ‘pov 8769,
ndmero aproximaiivo.

Habiendo hecho ante todas cosas posible la division agre-
gando un numero conveniente de ceros & la derecha del divi-
dendo, se reconoce & la simple inspeccion dé los dos nlme-
ros, (jue la primera cifra del cociente, debe ser inferior, & la
primera cifra,8, del divisor,-y que, por consiguiente, lai
cuatro primeras cifras del cociente formaran & su vez un nd-
mero menor que ei divisor.

Serd pues permitido lomar para el cociente cuatro cifras;
fy,con3LO ademas este cociente no puede tener ni unidades sim-
ples, ni décimas, se hallard exacto basta la quinta cifra deci-
mal inclusive.

Asi se obtiene el cociente 0,06237, aprOX|mado hasta cien
milésimas.

Segundo ejemplo.—N(meros dados.: 547 y 1548,

Siendo \?cprimera cifra significativa del cociente valuado
en decimales, necesariamente mayor que la primera cifra 1
del divisor, no pueden tomarse aqui mad que tres cifras; y
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como esta primera cifra significativa, espresa décimas™ el re-
sultado estard aproximado hasta milésimas

368. Operemos ahora con ndmeros decimales.

Dividendo: 23,479; Divisor: 534,7896.
La division se reduce & la de los dos nimeros
234790 y 5347896

(la ﬁif)ra errénea del divisor debe quedai* la altima de la'de-
recha).

Siendo la primera cifra significativa del cociente menor
que \aprimera cifra, 5, del divisor, pueden tomarse tantas
cifras como hay en el divisor, y por lo tanto el cociente que
no tiene ni unidades simples ni décimas, puede valuarse con
ocho cifras decimales.

Asi se obtiene:; 0,04390324 con menos de 0,00000001 de
error; resultado que puede comprobarse tomando sucesiva-
mente por divisor, sin cambiar el dividendo.

534,78955; 5347896; 53478905,

y aplicando el método abreviado de la division del n." 356.

Advertencia.— Aconsejamos aplicar este método de com-
probacion & los ejemplos tratados antei'iormente.

369. Tercer caso.—El dividendo Yy divisor son ambos
aproximativos.

Desde luego es evidente que en este caso, el ndmero de
cifras del cociente con que es permitido contar, no puede ser
mayor que el menor de los dos mimeros & que conducen las
reglas establecidas para los dos casos primeros. Falta saber si
este numero menor, espresa siempre el verdadero nimero de
cifras que han de componer el cociente buscado.

Sean dos mimeros enteros Ay B, que suponemos erré-
neos en sus Gltimas cifras de la derecha; y consideremos las
hipdtesis mas desfavorables, la de un dividendo A inexacto
por esteso, y un dividendo B inexacto por defecto, 6 la de A
inexacto por defecto y B por esceso.
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Puede asegurarse que el cociente  estd comprendido en-
tre ios dos nimeros

®" 2

de donde se sigue que tomando una de estas espresiones por
valor del cociente, se cometo un error menor que la diferen-
ciaque existe entre ellas. .

i llamamos D esta diferencia espresada por

A~ A1
y
B - B 5

se halla, efectuando les célculos y reduciendo,

A-hB

0 dividiendo ambos términos por B,

y por consiguiente,

D 5 -i-1:B,

haciendo abstraccion de la pequefia fraccion

Esta Gltima espresion de D, es la que debe servir para
hacer conocer si el menor de los dos numeros suministrado
por las dos reglas precedentes es en efecto el verdadero nu-
mero de cifras con que se debe contar en el cociente.
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llagamos algunas aplicaeiones.a Pilinaeros enteros >y des-
pués & nimeros iiecima/es. . |1

Primer ejemplo.—  (Hyidir 6723” por 4657, «

Segln la primera,regla, podrian lomarse ii'Ai.oifras deci-
males; pero la segunda solo puede dar dos; jporque como la
parte entera del cociente tiene dos cifras, solo quedan otras
dos quG determinar para formar las cuatro primeras cifras
del mismo cociente, que entonces, beclia abstraccion de la
virgula, es me/ibr que el divisor.

Solo puede por lo tanto calcularse el cociente con dos ci-
fras decimales a lo mes™y se obtiene

14,43.
. A . .
La espresion -h i : B se convierte entonces en
: ’1543f" ducida a decimal
15,43 :4657, ¢ 465700" raccion que, reducida a decimales
da0,003...

Luego 14,43 espresa en efecto el cociente con menos de
0,01 de error.

Segundo ejernplo.—SJi dividir 350,3749 por 2,47936.

Para aplicar la primera regla, es necesario reducir {n.” 366)
la division & la de los numeros 3593749 y 24793 ,6; y esta re-
gla daria cuatro cifras decimales.'

Conforme & la regla segunda, como' el divisor liené jm
cifras, y ia parte entera del cociente debe tener tres” solo que-
dan tres decimales que puedan tenerse por exactas.

No puede pues calcularse el cociente mas que hasta miYe-
fimai, y asi se halla 143,736. r ,

. A . 144736
Como entonces se tiene,-jy -f-1: li

pueden tomarse con seguridad las cifras decimales. m
jefeccre/Vm;?/©.—Sea diYidirdbg'. 15 por log.'7". ' m
Segun las Tablas tenemos,

log. 15=1,17609126, y jog. 7=0,84509804;

de donde
log. 15  11760iri26

log. 7 84509804
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La regia primera daria ocho cifras decimales que ])odrian
contarse como exactas; pero la segunda solo daria siete por-
que el cociente debe tener tmacifra en su parte entera.

Por consiguiente a lo mas solo pueden calcularse en
el cociente s/e/cicifras decimales; y asi se obtiene el resulta-
do 1,3916625."

Ademas | + = 0.«00~-"'"

luego puede contarse con la exactitud de las siete primeras
cifras decimales. .o .
Cuarto ejemplo. —Sea determinar & x en la igualdad

3= 196S{uto el n." 341):
Por lo pronto tenemos

fcxlig. 3= log. 1968 ;
de donde
log. 1968  3,2940251
0,47712125'

Para aplicar la j)rimera regla, es necesario poner la es-
presion de x bajo la forma

32940-251
47712125

lo cual daria en el cociente cifras decimales.

Pero la segunda'regla solo, puede dar cinco; porque la ci-
fra primera del cociente es 6, que ademdas debe formar la
parle entera. i . ] <

No puede pues el cociente calcularse sino con anco curas
decimales 6/0 wifls.

Se halla por resultado 6,90305.

Porconsiguiente,-g+1 m

luego pueden tomarse las cinco primeras cifras decimales.
La tercera regla es, como, se ve, ja base de la resolucion
de las ecuaciones espo)ieiiciaies, J)oi* aproximacion.
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A(verlencin.—\I™ podido observarse que en los diferen-
tes ejemplos que acaban de tratarse, la segunda, regla e>la
que determina el verdadero numero de cifras que deben to-
marse en el _cociente.
Se concibe en efecto, que el error perteneciente al divisor
debe ejercer mayor influencia en el resultado de la divisién
que el perteneciente ai dividendo.

Estraccioii de la raiz cuadrada.

370. Para completar la teoria dé los numeros aproccirna-
iivos, nos falta todavia giie tratar la estraccion de la raiz cua-
drada de esa clase de nimeros.

Pero antes es necesario establecer sobre la muUantcacnon
de dos ndimeros un nuevo principio que consiste en que :

El producto de dos factores enteros contiene tantas cifras
6 tantas cifras menos una, segin los casos, como hay en am-
bos factores; de modo que si w y « espresan los ndmeros res-
pectivos de las cifras de dos factores A y B, el numero de ci-
fras de su producto P es siempre igual &

m-hn 0 mhn'—I.

En efecto, pudiendo el producto P ser considerado s
dividendo y A y B como divisor y cociente de una division
exacta, sucede una de dos cosas :

O lasm prlmeras cifras de la izipuerda de P tonnan im
ndmero igual 6 superior & A.

O bien forman un ndmero inferior 4 A. 0

En el ULTIMO CASO, puesto que seria necesario (ii. 3()],
para formar el primer dividendo parcial, tomai las
primeras cifras déla izquierda del dividendo, lo bua dar“a
la primera cifra del cociente, y como cada una de las {n—1)
otras cifras del mismo cociente es dada sucesivamente por ca
da una de las cifras del dividendo, colocadas & la dereclia del
primer dividendo parcial, se sigue necesariamente, que el nu-
mero total Ga las cifras del dividendo, ¢ sea P, esta espresa-
do por

—1, 6 m-hn.

lin el CASO PRIMERO, como las m primeras cifras do la iz-
quierda del dividendo, bastan para formar el primer divi-
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(lendo parcial, el namero total de las cifras del dividendo 6
de P, es
m-4-n— 1,
L. C. D. D.

Cnandd A y B tienen él mismo numero de cifj-as, «, la es-
presion del ntmero total de. las cifras de P, es 2n 6 2n — 1.

Advertencia.—Como en una multiplicacion que debe efec-
tuarse, no puedé haberse de antemano cudles seran las/)n-
meras cifras de la izquierda del producto, tampoco puede de-
cirse de antemano si el nimero total de las cifras del produc-
to serd (in-i-w) 6 En la division por el contra-
rio, como es dado el dividendo-producto, el ntmero de las
cifras dei cociente puede ser determinado & prioriy segun he-
mos establecido en e! n.* 37.

mB71, Sentado este principio, busquemos la aproximacion
goe puede obtenerse aplicando & los-nimeros aproximativos
el procedimiento de la estraccion de la raiz cuadrada.

Consideremos, primero un ndmero entero cualquiera, A,
cuya dltima cifra de la dereciia, tenga el error de menos de
media unidad, y concibamos que su raiz se ha desarrollado
en un nimero indefinido de cifras decimales.

Llamemos n el ndmeros.sc.a. de las cifras de esta raiz
que puedenjuzgarle exactas, y p el namero total de las cifras
del CUADRADO, empleadas en la determinacion de estas n ci-
fras, la daltima de las cuales se supone en error de menos de
media unidad.

Pueden presentarse dos casos: 0 ¢l nimero de cifras de A
es impar 0 0?,par.

i P rimer caso.— COMO resulta de la naturaleza misma del
procedimiento de la estraccion de la raiz cuadrada de un nu-
Ivéro entero (n.° 207), que las primeras cifras de la izquierda
de la raiz forman, en este, caso, un ndmero menor que las n
primeras cifras de la izquierda del cuadr'ado, se tiene necesa-
riamente (N'® 370)

S , p="n+n—\,

0 bien, designando por p* el numero de las cifras de A, da-
das apriori, y porp" el numero de los ceros escritos & la de-
recha de A para la-determinacion de las« primeras cifras de

14-i-niz
' e p"-hp/Ni=-Vif-d —1.
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Observemos ahora que multiplicando por si mismo, el nu-
mero formado por las ncifras tomadas para la raiz se obtie-
ne un producto que contiene n cifras con las cuales no se pue-
de contar (n* 3t>2, segunda observacion.)

Por otro lado, el numero de las citras inexactas de este
mismo producto estd espresado por />"4-I, puesto que la ul-
tima cifra de A, por hipdtesis es inexacta, y que por consi
guienle los™" ceros escritos & la derecha de A, tampoco son
Sequros.

Asi pues tenemos
’\p"+U
y la igualdad precedente se convierte en

de donde
n=;y.

Segukdo caso.—Como las» primeras cifras de la izquier-
da de la i-aiz forman entonces un nimero mayor que asn
primeras cifras de la izquierda del cuadrado, se tiene entre p
y nla relacion

0 reemplazando p por p’ y observando que » y
son, como en el primer caso, dos espresiones ramuafe/iies del
numero délas cifras inexactas del cuadrado del numero fo ii”

do por las » cifras tomadas como rais, se obtiene la loUalaau

de donde
n=p'— 1.

Luet”o, el nimero de cifras con que puede contarse, en el
desaiTollo (le la .;aiz cuadrada (Icl uumero eutero A e'j «-
S r ijiJa «M«™ de las cifras de A. 0 & este mismo
namero mels uni, sesun que A conlicnc un numero (..ria,

no sufre modificacion alguna

mientras el nimero de las cifia» de A es impar.
ToTo si dicho nimero espar, se demuestra <l«c. "
los casos determinados, puede contarse con un numciodc ci-
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frés igual al nGmero mismo do las cifras de A, es decir, ma-
yor en una unidad que el nimero dado por la regla.

Nos reducimos & mencionar esle hecho cuya demostracion
exige transformaciones algebraicas bastante complicadas y que
por otra parle no tiene importancia para el objeto que aqui
nos proponemos.

372. PiujiEft EJEMPLO.— Sea estraer la raiz cuadrada (gl
numero aproximativo 57806.

Como esle nimero tiene cinco cifras, su raiz puede calcu-
larse también con cinco; y como la parte entera debe tener
t7'es, resulta que la raiz solo puede obtenerse con menos de

01 de error.

Asi se obtiene

V57806 = 240,428 = 24043,

Segundo ejemplo.— Estraer laraiz caaifradade73854926.
l.a raiz, segun la regla, puede calcularse con cifras;
Y como la parte entera debe tener cuatro, puede contarse con
as tres primeras decimales.
Tendremos pues.

vA73854926=8593,889.

Operemos ahora con fracciones decimales.

Tercer ejemplo.— Cafcw/ar >78,250479.

Haciendo abstraccion de la virgula, tenemos el name-
ro 8256479 cuya raiz segln la regla, puede calcularse con

cifras, y como la parle entera de dicha raiz solo debe
tener una, se sigue que la raiz puede valuarse con seis deci-
males.

Asi hallaremos

vA8,256479” 2,873409.

CUiiiTO ejempio. — Calcular #473,56296.

N Para efectuar la operacion, se comienza por hacer par el
numero de cifras decimales (n." 218) colocando un O & la de-
recha del nimero propuesto, y después se suprime la
vjrgula.

Pero como el numero propuesto tiene ocho cifras, la raiz,
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segln la regla debe tener siete con las que se puede contar.
Ademas, \nparte entera tiene dos; luego esta raiz puede
obtenerse con cinco decimales, 6 sea con menos de 0,00001 de
error.
Asi se encuentra

\/47359296 = 21,76150.

373. OAseruacioii.— Resulta evidentemente de la regla del
n® 371, y do los dos Ullimos ejemplos acabados de tratar,
que siempre (jue el nimeropropuesto es mayor gue launidady
pueden tomarse en la rais, al menos tantos decimales como
hay en él,

Pero, cuando el numeropropuesto es menor gue la unidad®
0 tiene cero POr parte entera, €l NUMero de los decimales de
laraizy con gue se puede contar, puede Ser menor gue el de los
decimales del ndmero dado.

Ejemplos. — |.” —Sea calcular s/0,238946.

Segln la regla, puede contarse con cinco cifras en la raiz;
y como la pai'le entera debe ser 0, el nimero de decimales
con que puede contarse, es también cinco, es decir, una me-
nos de los que tiene el ndmero propuesto.

2."—Sea estraer laraiz cuadrada de 0,00291.

Como este ndmero no debe dar en su raiz mas que tres
cifras exactas, & saber, 53,9, y como es necesario dividir es-
te resultado por 1000, la raiz es

0,0539,

y contiene un decimal menos que el numero dado.

V aluacion aproximada de los radicales cuadrados
SUPERPUESTOS.

374. Para esta clase deespresionesesprincipalmente para
las que tiene una aplicacion verdaderamente Gtil la primera
parle de la observacion precedente.

Primer ejemplo.—Se quiere valuar

v/6~  6(n." 241) \/'/659,

con /res decimales en el resultado»
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Conforme & la regla del n.“ 217, deberiamos colocar 4 la
derecha del nimero dado, bien sea de una vez, bien por pe-
riodos de & dos, doce ceros, & fin de obtener primero seis ci-
fras decimales, para la primera raiz cuadrada, y luego tres
para la segunda.

Pero varaos & ver que esto es inatil.

En efecto, si estraeraos la raiz cuadrada de 659 con me-

L1 _
nos WR-"milésima de error (n.° 216), se obtiene
25671,

nimero que tiene esa aproximacion joor esceso. y
Aplicandole la regla del n® 371, y la observacion dcl
n/373, tendremos pard la segunda raiz,

6,066.

Este dltimo valor tiene la aproximacion,hasta fallarle me-
nos de 0,001, como podemos asegurarnos formando su cuarta
potencia; y entonces se reconoceria también que el errores
por defecto’, porque se hallaria

(5,066)"="658,659..

Segiinpo ejemplo.— Ta/«ar V*13-i-\/5, aproximado hasia
diez milésimas.
Tenemos por el pronto

\/5-=:2,2361,

valor aproximado hasta -~diés milésima enmas.

Afadiendo 13 4 este resultado, lo cual da 15,2361, cuya
raiz puede calcularse (n.° 363) con cuatro cifras decimales, se
obtiene

Vi3+v(= 152361= 3,9034.

Este resultado es exacto en menos de 0,0001; pero no se pue-
de saber si el error es en mas 0 en menos, sino formando e
cuadrado de 3,9034; habiéndose de antemano comprobado el
resultado de laprimera raiz'
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Como (3,9034'j'-*={l5,2365.., debe concluirse que el
error de 3,9034 es por estéso.

375. Suponiendo i regla del »."” 371 que la pnmera raiz
cuadrada se ha obtenido con mnos error que media unidad
de cierto orden decimal, y no dando en \usecunda raiz que
lia de eslraerse, mas qlic una aproximacion de menos de una
unidad del mismo orden, se concibe que el procedimiento que
debe seguirse cuando se tienen tres radicales superpuestos

"\/\/~y debe sufrir algunas modificaciones™ pues délo
contrario no se obtendria el grado de aproximacion de%eada.
Para esplicarnos mejer, lomemos por ejemplo \/23 6

y A\ /cuyo valorse pide con menos de 0,0001 de error.

Si quisiéramos aplicar el procedimiento® general del
n.° 217, deberiamos poner treintay dos ceros & continuacion
del 23,y después estraer en la forma ordinaria /rei raices
cuadradas sucesivas. ‘

Pero la regla del n®371 conduce al mismo resultado con
mayor prontitud de la manera siguiente:

Busquemos lo primero la raiz cuadrada ug 23, no con
cuatro sino con cinco cifras decimales.

Resulta

1
w23 4,79583, con menos de de error; de don-

de se deduce en seguida
V4,79583= 2,18993, con menos de 0,00001 de error, y
por consiguiente

v4,79583 -=2,1899, con menos de i 0,00001 de error; des-

pués de lo cual se obtiene
AN1899 — 1,4798, con menos uq 0,0001 de error (n.” 371).
Ru'efeclo, por medio de los logaritmos, bailamos

log. v23= - log. 23= 0,1702159  l0g. 1,4798.

Toda la modificacion consiste en tomar la primera
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con una cifra mas de las que se piden en el resultado final.
Si hubieran de calcularse cuatro radicales superpuestos,
convendria calcular laprimera raiz cuadrada con dos cifras
decimales mas de las que se quisieran en el resultado.
Y asi sucesivamente.

Tomemos por Ultimo ejemplo la espresion.

y29+\/15-v/7.

cuyo valor tratamos de hallar con menos do 0,001 de error.
Tendremos por lo pronto

1
V7 =2,6458 con menos de AO,OOOl de error en mas, ce
donde
15 — v/7=15-2,6458=12,3542,
1
con menos de 20,0001 &aerroren menes\
Y

\/12,3542 = 35147 = 3,515,

1
con menos de 0,001 de error en masy

29-hV/I5— V7,= 32515,
1
con menos de 2;’510'001 de error en mas.

Luego finalmente

yI129 £-\/15 — >f7= 5702,

con menos de 0,001 de error.

Advertencia.—En un procedimiento semejante se funda la
determinacion de la razén de la circunferencia al diametro,
cuando se emplea el método de los isoperimetros.
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NOTAS.

NOTA 1.

DE LOS DIFERENTES SISTEMAS DE NUMERACION.

Definicion y principio de la numeracion.

1. Hemos visto como pueden i-epresenlarse todos los nvi-
lueros, con diez caracléres, cifras 6 guarismos, partiendo del
PRINCIPIO DE CONVENCION : que toda cifra colocada & la izquier-
da de otra, espresa unidades diez veces mayores que las de

A*AERCll es reconocer que, en todo sistema analogo de nu-
meracion en que se baga uso de caracteres colocados unos &
la izquierda de los otros y sujetos & la condicién convencio-
nal de recibir valores relativos™ se podran representar igual-

mente todos los nimeros, con mas 6 con menos de diez gua-
rismos, conlando.siempre con el cero.

Se Ilama base de Un sistema de numeracién el numero de
los caracteres en él empleados; y el sistema recibe la deno-
minacion de

binario, ternario™ cuaternario, quinario,...,
segun que las cifras empleadas son
dos, tres, cuatro, cinco,....

Ksas cifras son respectivamente :
lyo, 1,2y0, 1,2,3y0, 1,2,3,4y0..,

es decir, las del sistema decimal desde cero basta la cifra que
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j)recede inmediaiamente a la base mientras esta base es infe-
rior & DIEZ.
Pei'o si la BASE €S superior 4 diez, Y €S doce POr ejemplo
(en cuyo caso el sistema se llama duodecimal), es necesario
recurrir a dos signos suplementarios para espresar los ni-
meros

diez y once,

lo cual puede hacerse por medio de las letras griegas

Medio de escribir todos los nimeros en un sistema cualquiera.

2. Veamos aliora como pueden espresarse todos los nime®
ros enteros posibles en el sistema septenario, por ejemplo, con
las siete cifi-as

1, 2, 3, 4 5 6. 0

Observemos por lo pronto que, en este sistema, el principo
DE CONVENCION coDsiste en que toda cifra colocada a la iz-
quierda de otra espresa unidades siete Veces mayores que las

de esta otra.
Esto supuesto, los seis primeros ntmeros’, represéntados

por las seis cifras sigfiificalivas’ déi sistema, forman jo que se
llama las unidades anprimer orden: ' _
Afiadiendo 1 al n.” 6, obtenemos siete, 6 sea la unidad de

segundo orden, que se escribe .
10,
aiy'w>Xind daXprincipio de convencion.

Si reemplazamos en 10 la cifra O sucesivaraenle por las
seis cifras significativas, tendremos

11, 12, 13, 14, 15, 16,
que representan los nimeros
ocho, nueve, diez, once, doce, trece.

La adicién de una nueva unidad al nimero 16, di una &
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(junda unidad de segundo orden que se agrega & la primera
esprosada por 10, y asi se obtiene

20,

para representar el nimero ca«.... (0sea 2 veces siete).
Continuando de la misma manera, obtendremos la serie

21, 22,., 26, 30,., 36, 40... 50,.,
para espresar los numeros

quince, diesy seis,..., veinte, veinte yuno,..., veinte y siete,
veinte y ocho,..., treintay cinco,....

Pero sin ir mas lejos, podemos demostrar facilmente que,
suponiendo escrito en cifras un nimero entero cualquiera,
también puede escribirse por medio de las siete cifras del
sistema, el nimero inmediatamente superior en una unidad.

En efecto, cualquiera que sea el nimero ya escrito , Si
anfadimos .. & su ultima cifra de la derecha, se presentan
dos casos: _

O esta ultima cifra es inferior 4 6, y entonces se la reem-
plaza por la cifra que vi&& inmediatamente después, en el
sistema, sin tocar & las otras cifras de la izquierda;

0 bien, dicha ultima cifra es 6, y agregandole una ?/«i-
dad, se obtiene stéie, 0 sea una unidad de segundo orden, que
debe agregarse 4 la cifra inmediata de la izquierda, poniendo
un O en vez de la cifra 6.

Pero como la cifra de la izquierda puede & su vez ser in-
ferior ¢ igual & 6, seremos conducidos, por uu razonamiento
anélogo, a reemplazarla, bien sea por la cifra inmediatamen-
te superior, bien sea por un O, debiendo en este segundo ca-
so0 agregar una unidad de tercer orden & la segunda cifra de
la izquierda. .

Del mismo modo se razonaria y se procederia con esta se-
gunda cifra de la izquierda, después con la tercera, y asi
sucesivamente.

Luego, etc. ] ] ]

Y como podriamos aplicar & cualquiera otro sistema ra-
zonamientos enteramente anélogos, concluimos, que iodo na-
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mero entero”™ puede escribirse en un sistema cualquiera con
los caractéres en NUMero 1im itaao que le componen.

Espresiones de las unidades de diferentes 6rdenes y formula
general para representar un ndmero cualquiera.

3. El principio de convencion consistente en que, en to-
do sistema cuya vase (¢ €l nUmero de cifras empleadas) es s,
cada cifra colocada & la izquierda de otra, espresa unidades
hveces mayores que las de esta, conduce & las dos proposi-
ciones siguientes:

PiliUEIIAMENTE lUS Unidades de diferentes 6rdenes & partir
Ud primero, 6, en otros términos la unidad simple y todas
las potencias de la base, estan espresadas, en todos los siste-
mas , por

‘1, 10, 100, 1000, 10000, 100000....

Encesunao 1ugau, Si designamos respectivamente por

a', a\ al", a" a'",.,
los nimeros de unidades del
1" 3" 4% 5.",.. orden,

que debe contener un nimero cualquiera N en un sistema cu-

ya base es b (la cual es necesariamente wio”™or que a', a”, a'",
a''tendremos para representar en cifras el nime-

ro N, la férmula
(A) br+at 6+

Porque la cifra a”, por ejemplo, que en el ndméro escrito

a au au),
esta colocada 4 la izquierda de a', espresa, segln el principio
de convencion, unidades b veces mayores que las de la ci-
fra a".

Del mismo modo, la cifra a™ escrita a la izquierda de las
otras dos, a", a', espresa unidades bveces mayores que las de
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la cifra a", por consiguiente, unidades 0 e« veces wayo*
res que ias de la cifra a'; y asi sucesivamente.

Escribir™ en un sistema dado, un ndmero enunciado en len-

guaje ordinario 6 escrito en otro sistemay € inversamente,

enunciar en lenguaje ordinario un numero escrito en cifras en
un sistema cualquiera.

4, La concordancia que existe entre la nomenclatura ac-
tual de los nameros y ia manera de reFresentarIos en el sisr
tema decimal permite escribirlos facilmente, y por decirlo
asi, al dictado en lenguaje ordinario, como también resolver
la cuestion inversa que consiste en enunciar en lenguaje ordi-
nario un nimero escrito en guarismos.

Lo mismo sucederia en cualquier otro sistema de nume-
racion que estuviera acompafiado de una nomenclatura
ci'afy apropiada.

Pero si nos propusiéramos, por ejemplo, escribir en el
sistema septenario el nimero

TRESCIENTOS SETENTA Y NUEVE,

referido al sistema decimaly seria dificil reconocer apriori
cudles son las cifras propias para espresar sucesivamente las
unidades del t®, 2®, 3.2*,... orden septenario que el plimero
dado contiene.

_ Esta consideracion nos conduce & resolver la cuestion si-
guiente :

A Estando un ndmero enunciado en lenguaje ordinario 6 es-
crito en cifras en el sistema decimal traducirle en el sistema
de b cifras.

La formula (A) del n.° 3, suministra un medio sencillo de
resolver esta cuestion, es decir, de determinar sucesivamente
las cifras o', @", a™......

En efecto, puede transformarse asi :

0 bien
N=ia'-i-6.N" (representando N' el nimero 6-i-...);

lo cual prueba que N es igual al producto de la multiplica-
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cion (le un nmero jN' por b aumentado en un nimero a'<; .
Luego ya con esto vemos que a' es el residuo de la divi-
sién de N por ¢, ;ase del segundo sistema.
Anéalogamente, la nueva formula

N ' -1-6-ha"ee-+ tt". ;3-h.-
puede ponerse bajo la forma

. (representando N™ el nim.

donde se ve, dcausa de ser a"<¢, que  es el residuo de
la division de N' por ¢; y asi sucesivamente.

T)c aqui se deduce la siguiente regla general :

["ara obtener las cifras del 1.", 2.% 3.%... orden del nu-
mct'o’ N en el sistema cuya base es 0

Dividase N por la base ¢ (supomendo 0 & los ndrneros cs-
Giitos en él sistema decimal) ; asi se obtiene un cociente N',
y un residuo que espresa el nimero de unidades de primer
OIrOIeIrD]i’vidase en seguida el cociente obtenido iv, por o; Yo cual
da un segundo cociente IN", y un residuo que espresa el «
wi'érodé uuidades del orden;
o jOividase el segundo cociente N" por ¢; y se obtendra un
iéréor cooiente N'", y unrmd«o que esprese las unidades de
tAVCCT 6vULCTI *
m' 'ContinGese esta série de operaciones hasta Ilegar & un co-
ciente MENOR QUE ;; esiQultimo cociente espesa el ndmero de
unidades del orden mas elevado, y el residuo correspondiente
ésta'ctfra dé las unidades del orden inmediatamente inferior;

m Por Gltimo, escribanse los diferentes residuos unos & la

izqi.érda de. otros', empezando por el primero obtenido, y po-
niendo & la izquierda del ultimo residuo asi escrito, el ultimo
cociente obtenido.

Volvamos ahora al nimero

Trescientos setenta y nueve, 8 mas bien, 379, escrito en
el sistema decimal:

Xa 7." partede 379 es 54,y el residuo 1,
La 7. parlede 54es 7,yelresiduo 5;
La 7.“ parlede 7es 1, yelresiduo O.
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Aai enconlramos que el nimero dado escrito en el sistema
septenario, sera

1051.

Propongamonos ahora escribir en el sistema quinario el nimero
2374,

La 5." parle de 2374 es 474, el residuo 4;
La 5.%parle do 474es 94, el residuo 4;
La 5" parte de  94es 18,el residuo 4;
La 5.* parle de  18es  3,el residuo 3.

Luego el nimero buscado es

33444,

Tomemos por Gltimo ejemplo el nimero
17549,

que se quiere escribir en el sistema duodecimal, cuyas cifras
estdn espresadaspor0,1, 2, 3,... 9, ay 6:

La 12" parle de 17549 es 1462; el residuo 5;
La 12*parle de 1462es 121; el residuo 10,03;
i>a 12.“ parte de  121es10 6 «, y el residuo 1

Luego el nimero buscado serd
alas.

Facilmente pueden comprobarse estos resultados resol-
viendo la cuestion inversa que tiene por objeto :

Estando un ndimero escrito en un sistema cuya base es b,
traducirle di sistema decimal.

La solucidn de esta cuestion se halla esplicitamente con-
tenida en 'a formula (A) del n.” 3.

Multipliqtense las cifras a', 0", a'",... traducidas al sis-
tema decimal respectivamente por las potencias 1 (6 b"),

b 6S..., de la base b, también traducida al sistema
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decimal, y hagas» después !a suma de todos los productos;
Asi se obtiene el nimero buscado.
Tendremos pues paraelejemplo:

1051= 1+5x7-i-0x7*-hl>i73 1+35+0 + 343=379;

para el segundo

33444=4 + 4Xx5+4x25+3 x 125+ 3x 625
=4 + 20+ 100+375+ 1875=2374;

y para el kreero

«la5=5+10x12+ tx144+10x1728
= 5+120+ 144+ 17280= 17549,

6. Finalmente, se puede proponer esta cuestion general:

Estando un ndmero cualquiera escrito en el sistema cuya
base es b, traducirle al sistema cuya base es C.

El medio mas sencillo de resolver esta cuestion, consiste
en pasar primero del sistema 6 al sistema decimal, y después
traducir el nimero asi obtenido al sistema c.

Ejemplo.— Sea traducir al sistema cuaternario el nimero
2607« escrito en el sistema duodecimal.

Tendremos primero (n.° 5, Nota)

2607«= 10+ 7x12+0x144 +11x1728 + 2x20736
— 10+ 84+0+19008 + 41472= 60574.

Para pasar de este nimero al sistema cuaternario se dice:

La 4. parle de 60574 es 15143, el residuo 2

La v parle de 15143 es 3785, el residuo 3
La 4. parte de 3785 es 946, e! residuo 1
La 4. parle de 946 es 236, el residuo 2
La VvV parte de 236 es 59, el residuo 0
La 4* parle de 59 es 14, el residuo 3
La 4.* parte de 14 es 3, el residuo 2

Luego el numero pedido es

32302132,
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resultado que puede comprobarse por la cuestion i/ircrsa, es
decir, volviendo del sistema cuaternario al sistema duode-
cimal.

Advertencia.—\or'idi resolverse directamente la cuestion
anterior, operando para ejecutar la transformacion exigida en
el sistema duodecimal.

La dilicultad de esta manera de proceder, proviene de la
desconformidad que existe entre la numeracion escrita del
sistema duodecimal, y la numeracion hablada generalmente
admitida.

Observacion generar.— LAS propiedades de los ndme-
ros son, en su mayor parle independientes del sistema de nu-
meracion, y las que parecen peculiares del sistema decimal,
tienen generalmente sus analogas en los otros sistemas.

Vamos & indicar algunas aplicaciones do esta observacion.

Nimeros que tienen propiedades analogas a las de los «li-
meros 9y 11.

8. Siendo en un sistema cualquiera cuya base es b, b—1
y 6-h 1ios ndimeros correspondientes 4 los nimeros 9y 11
del sistema decimal, se demuestra

1.  ® Que cuando las sumas de las cifras de un tiGmero
cualquiera consideradas con su valor absoluto, es divisible por
b— el nimero dado es también divisible por b—1;

2.  ® Que un numero cualquiera es divisible por b-hl,
cuando laairerencia entre la suma de las cifras de lugar m -
I'AR, empezando por la derecha, y la suma de las cifras de lu-
gar PAR, es 0 d multiplo de h-h\.

3. “ Yqueel residuo de la divisién de un nimero por cada
uno de los dos nimeros particulares b— | y b4-1, se obtie-
ne, PARA EL PRIMERO, por mcdio de la suma de las cifras to-
madas con su valor absoluto, ¥ vara e1 segunao , POr medio
de la diferencia entre la suma de las cifras de lugar impar y
de la de las cifras de lugar par.

Nos reducimos & enunciar estas propiedades, cuya demos-
tracion aconsejamos como ejercicio, haciendo observar, que
se deduce facilmente de la proposicion establecida en el n® 3
de la Nota, & saber: que cualquiera que sea el sistema de nu-
meracion, todas las potencias de la base pueden estar espre-
sadas por la série de los numeros escritos en este sislema:

10, 10S 103, iQi, 10~...
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K! ALGEBRA suministra todavia otro medio de demostra-
cion fundada en este doble principio:
Que b*— 1 es siempre divisible por b—1; y es di-
visible por 6-h 1 cuando m es par;
2." Que " 4-1 es divisible pori» -f-1 cuando mes impar.

De las fracciones analogas a las fracciones decimales.

9. Las fracciones que gozan, en un sistema cualquiera
de numeracion, de propiedades analogas & las procedentes de la
conversion de las fracciones ordinarias en fracciones deci-
males, non aquellas cuyo denominador es igual & una poten-
cia de la BASE del sistema.

Uesulta en efecto de la espresion (n® 3, Nota] de las di-
versas potencias de la base de un sistema cualquiera, que,
para convertir una fraccién ordinaria perteneciente & dicho
sistema, en otra fraccion formada por subdivisiones de 6 en 6
veces menores que la unidad, es necesario, conforme & la re-
gla del n.° 136, multiplicar el numerador por ; 6 10 {es de-
cir, escribir uncero & su derecha), y dividir el producto por
el denominador, lo cual daria en el cociente unidades h veces
menores que la unidad principal, y un residuo; escribir igual-
mente & la dei‘ccha de este residuo un ceroy dividir el resul-
tado por el denominador, lo cual daria en el cociente unida-
des b veces menores que las pi'ecedenles 6 6" veces menores
que la unidad principal; y asi sucesivamente.

Sentado este principio, se deduce de él, por medio de ra-
zonamientos absolutamente semejantes & los que han servido
para establecer las propiedades de las fracciones decimales
])rocedentes de las fracciones ordinarias, que las fracciones
ordinarias, en un sistema cuya base es b, cuando se convier-
ten en subdivisiones de b en b veces menores que la unidad,
dan origen & fracciones de un ndmero limitado &jlimitado de
cifras periédicas puras 6 mistas, Yy que la composicion del de-
nominador de la fraccion ordinaria con relacion & los facto-
res que ektran en la base b, basta para caracterizar €Sas
diversas clases de fracciones.

Proponemos también para ejercicio, el investigar los enun-
ciados y las demostraciones de estas propiedades.
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NOTA. II.

I'NUCEUIMIENTO PARTICULAU PARA CALCULAR I5L VALOR DE U

EN 1jv FuRMUILA o = sIN ESTRACCION DE RAIZ CUA-

duada,; en otros términos, para calcular.la hipotenusa

UE UN TRIANGULO RECTANGULO, CONOCIENDO LOS VALORES NU-
MERICOS DE LOS CATETOS.

1. Coinenzarémos por dosarrolhir el procet-liniienlo () en
ejemplos particulares; y después csphcaremos las considera-
ciones en que puede fundarse.

(En lodos los ejemplos que vamos a tratar, solo formare-
mos el cuadrado del nimei-0 menor; después efectuaremos la
division de este cuadrado por el duplo del nimero mayor).

Primer ejemplo. *

Calcular laespresion c— ~47)®-f-(249)".

47 2209 | 498
41 T 4
329

188 249-H4 es la raizpedifia;
2209 y 201 es el residuo de la operacion.

iisjo/icac'io «.— Después de babei* obtenido el cociente 4 de
la division de 2209, cuadrado de 47, por m duplo<de -2i9,
se mulliplica el divisor 498 por 4, teniendo cuidado de dfiadtr
al producto el cuadrado de 4, y despues se sustrae del dIVI-
dendo el resultado. . i

Asi se halla por mi'ciim 201. . \

La parte entera de la raiz pedida es entonces el numero
mayor 249, aumentado en el cociente 4, 6 sea, 253;

r) Este procedimiento nos ha sido comameado por eljé.ve” CiuNr
PEMAVGE del cual hemos hablado ya en elCapitulo VIU (venseia
tidel u®3i7). Pero ia dificultad ([ue éste encuentra en esponcr si®
ideas n.sando el lenguaje ordinario de la ciencia, iio nos lia perimlido
descubrir las consideraciones que se lo han inspirado.
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Y 201 esel residuo de la operacion efectuada por medio
del procedimiento ordinario de la eslraccion de la raiz cua-
drada.
Segundo ejemplo.

c= >/(039)2+(C847f.
539 290521 13694 6847

539 16241 2 2(1)
4851 S
1617 2506 13731 6868 raiz pedida.
2695
290521

Residuo de la eslraccion de la raiz cuadrada, 2506.

Esplicacion.—I"a este ejemplo hay que efectuar dos divi-
siones parciales.

El primer cociente, 2, espresa decenas, Yy se coloca deba--
jode Jas decenas del divisor: después se efectlia la multipli-
cacion de dicho divisor por 2, cuidando de afiadir el cuadra-
do de 2 al producto de las decenas por 2, a mismo tiempo
que las unidades que se lleven de! producto precedente (aqui
son 0); y se resta en seguida el resultado del primer dividen-
do parcial.

Asi se obtiene por segundo dividendo parcial 16241.

En cuanto al divisor correspondiente, ya no es 13694 el
que debe tomarse, sino este divisor aumentado en el duplo de
las dos decenas del cociente, lo cual d& 13734; y por este se
divide el nuevo dividendo 16241.

El nuevo cociente es 1~ que se coloca en el lugar de las
unidades simples bajo el nuevo divisor. Multiplicando 13734
por 1y afiadiendo al producto el cuadi'ado de 1, se resta el
resultado 13735 de 16241, y se obtiene por residuo 2506.

Este 2506 es el residuo final de la eslraccion de la raiz.

La raiz es igual al nimero mayor 6847, aumentado en
20-+-1, es decir, & 6868.

Advertencia. — También seoblendria la raiz afiadiendo al
altimo divisor 13734, el duplo del dltimo cociente 1, lo cual
daria 13736, y tomando la mitad de este ultimo numero.
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Tercer ejemplo.

V(529jM9477.
529 279841 1894
529 8044 1 947
4761 16721 2094 100
2e02® 1504 3 30
279841 2154 !

Residuo final de la raiz 1594.

Aqui tenemos que ejecutar tres operaciones parciales, pe-
ro siguiendo siempre la marcha indicada en los ejemplos an-
leriores.

El cuadro arriba puesto lo esplica lodo suficientemente.

2. Demostracion. — A falla de razonamientos puramente
aritméticoSy podemos apoyarnos para la justificacion de este
piocedimienlo en la féormula algebraica que da la espresion
del cuadrado de la sumade varios nimeros.

Sean  w, | o s diferentes nimeros dados, tendremos

{m-hn-hp-hqg-i—
-+-2{mn-hmp+'ing-\~...-i-np-i-...);

es deCir, que el cuadrado de 1a suma de varios nUmeros es
igual & la suma de los cuadrados de dichos nimeros, mas el
duplo de LA SUMA DE TODOS LOS PRODUCTOS de los mismos ntt-
nieros multiplicados de dos en dos.

Esto supuesto, volvamos & la espresion

c=\/a" -1-6",

en la cual supondremos para fijm* las ideas 6 > a.

Si designamos por y la cantidad que debe afiadirse a o pa-
fii obtener la parte enterac' de la rain buscada, y por r el
residuo de la operacion, tendremos

¢'= b\y, A~[b-hijY -i-r.
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Tlnenius ademas

luego, igualando eslos dos valores de  bailaremos
[b-~yY-k-r 6

(le donde, simplificando é invirliendo ol orden de los
miembros

{1} — 26y + "--ter.
Esta dltima igualdad puede ponerse bajo la foi'ma

r

t
'2b 2b~

lo cual nos-conduce ya, para obtener el valor de .y, & dividir
U- por 26, 6 sea el cuadn~do del nimei o uienor a {)or el duplo
del mayor 6.

Pero resulta también de la igualdad ,{1), que equivale &

@ . a2.-r[26i/+/)-=r,

que el cociente y que se lia obtenido, dividiendo a- por 26,
no estard convenientemente diilerminado sino en cuanto se ha-
ya podido restar de  la suma que formaria el producto del
divisor 26 por el mismo cociente, y el cuadrado elei cociente;
en cuyo caso, el resto de la sustraccion serd’ pretiisamentc €l
residuo i' procedente de la aplicacion del procedimiento or-
dinario de la estradcion de la raiz cuadrada, y laparte entero
de esta raiz, ¢', tendra por valor 6-4-i/.

Para llegar & esta determinacion del verdadero valor de

es necesario distinguir varios casos, segun que y debe te-
Ner undy dos, tres, cuatro,..., cifras.

Examinemos estos casos sucesivamente.

PuiMER CASO.—Y solo ONA Cifra.

El primer ejemplo del nimero precedente se encuentra en
este caso; y liemos visto que el cociente 4 resudante de la di-
vision de 2209 por 498, era tal qué liemos podido restar del
dividendo, no solamente el producto del divisor por 4, sino
también el cuadrado de 4.
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AaliriertCia—Sucede muchas veces que, en este primer
caso, hay necesidad de rebajar una 6 mas unidades al cocien-
te obtenido.

Sea por ejemplo calcular o— V37 H- (73)*,

37x37 = 1369 1369 146
147 8 73+8 = 81 raizpedida.

Dividiendo 1369 por 146, hallamos desde luego 9 poi; co-
ciente; pero si, al producto de 146 por 9, 6 1314, afiacUtnos
81, cuadrado de 9, tenemos 1395, nimero mayor qué el di-
videndo; por consiguiente es necesario ensayar el 8.

El producto de 146 por 8, aumentado en 64, cuadrado de
8, da un nimero q8ue puede restarse de 1369,

Luego la cifra 8 debe tomarse por valor de y, y se tendra
73+8 UB1, que serd la raiz pedida, siendo 147 el residuo
<iue se habria obtenido efectuando la estraccion de la raiz cua-
drada.

Esta observacion debe también aplicarse a los casos res-

tantes, que vamos & examinar.
Segundo cmo.—E stando Y espresado por oos afras, pon-

gamos y = y'-~y", siendoy" la cifra de fas decenas conside-
rada con su valor relativo, é y" la cifra de las unidades sim-
plesi_a formula (1) se convierte en
12=26 [y'-"~y")={y'-i-y'y+r,
N 2%+ yn+ [0+ 2y)if-hy"~

0 bien

Donde ya se ve, que, para obtener las decenas y' dfel va-
lor de y, es necesario, tomando la parte de  que espresa el
conjunto de |as decenas, Y dividiendo esta parle por 20, esco-
ger el cociente mayor posible, Y que al mismo tiempo sea tal,
que pueda restarse  primer dividendo parcial, el producto
de 2b por el cociente, mas el cuadrado del mismo cociente.

llcclia esta sustraccion, si llamamos a'- el residuo segui-
do de las imidades simples de a~, la igualdad antciioi se EC"

ducc &

y esta nueva espresion demuestra que, para obtener la ci-
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fra y* de las unidades simples de  es necesario, después de
haber lomado por divisor, no ya 26, sino 26 aumentado eii el
duplo 2y' de las decenas ya determinadas, dividir a"* por
26-f-2"", escogiendo el cociente mayor posibley al mismo
tiempo faly que pueda restarse de a™ el producto del nuevo
divisor por el cociente, mas el cuadrado del mismo cociente.

Hecha esta nueva sustraccion, el residuo r, que se obtie-
ne, no esotra cosa que el que se obtendria efectuando direc-
lamente la estraccion de la raiz cuadrada.

La raiz por su parte es igual & b-~y'+y", tomando y'
con su valor relativo.

Tercer caso.— Estando y espresadopor tres cifras”pon-
dremosy+ espresando y\ y", las cifras de las
centenas Yy de las decenas, consideradas con su valor relativo,
é y' la cifra de las unidades simples.

La igualdad (1) se hace entonces

=r26(y -i-y"-hif) -~y'+y"+ y”Y-i-r;
espresion que puede cambiarse en esta otra:
(N=267+ " H(26+2])2/"+2/ " ®=(26+2N+ 2" Ty +i/" M-

La consideracion atenta de esta Gltima igualdad prueban
1 Que, para obtener las centenasy' de y, es necesario divi-
dir el conjunto de las centenas, do  por 26, tomando el co-
ciente mayor posible y tal sin embargo que pueda restarse
del conjunto de las centenas de a”el producto del divisor por
el cociente, mas el cuadrado del mismo cociente;

2. “ Que, para obtener las decenas y", es necesario for
mar \mnuevo divisor, 26-f-2y', compuesto del primero au-
mentado en el duplo del cociente encontrado, y después divi-
dir el conjunto de las decenas del resto a de la primera sus-
traccion, lomando el cociente mayor posible,'™ tal sin embar-
go que pueda restarse del conjunto de las decenas de a™,
i>roducto del nuevo divisor por el segundo cociente, mas el
cuadrado de este mismo cociente;

3. ® Que, para obtener la cifra 2'"de las unidades simple:
es necesario formar un tercer divisor 2b-h2y'-h2y", com-
puesto del precedente aumentado en el duplo del segundo co-
ciente, operando después con el resto do la segunda sustrac-
cion y con el tercer aivisor de una manera analoga.
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Se concibe que estos razonamientos pueden eslenderse fa-
cilmente al caso en que y estuviera compuesto de cuatro, cin-
€o,.., cifras.

Por consiguiente el procedimiento se encuentra completa-
mente demostrado.

Hé aqui la tabla de los calculos para el caso en que y de-
ba tener cuatro cifras.

Cuarto ojcniplo«

==:v/(23759)H(24196)2
23759 564490081 48392 24196
23759 479620 9 9$88
1%%?321 99768 66392 10
186313 319661 7 4
71277 48397 67792 rah pedida.
47518
564490081 67812
67820

lamitad.. . 33910 es la raiz pedida.

~ En este ejemplo, aunque las cinco primeras cifras de la
izquierda del dividendo forman un namero mayor que el di-
visor, y parezca por consiguiente que el cociente habra de
contener decenas de millar, es facil conocer que no podria
restarse de 56449 el producto 48392 por -1, mas el cuadrado
de una decena de millar.

Asi, el primer cociente solo puede espresar unidades de
millar; su cifra es 9.

El conjunto de las operaciones que deben ejecutarse no
ofrece dificultad alguna, siguiendo el procedimiento espuesto
anteriormente.

El residuo obtenido 48397, es el que darfa la eslraccion
de la raiz cuadrada. ; _

La raiz se forma segun hemos visto, del mayor numero
24196, aumentado en 9000, mui 700, mas 10, mas 4.

Pero hay un medio mas espedito de llegar a ella: y con-
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sisle en afiadir al daltimo divisor 67812 el duplo del Gltimo
cociente 4, lo cual d4 67820, y tomar luego la mitad de es-

te nimero. . _ .
Asi se baila 33910, lo mismo que por el primer medio.

Esto se esplica suficicniemenle por el modo mismo con
que se han formado los diferentes divisores.

Caso particular.
Quinto ojcmplo*

c= V(1803y~+(2009f.
1803 3250809 4018 2009

1803 4800 0 fi 600
5409 22 89 A
14424 5218 0 ) )
1803 A 2699 rai pedida.
3250809 5388
5398

la mitad... 2699 raiz buscada

Las dos primeras operaciones parciales se ejecutan como
de ordinario, Pero al llegar al resto”228, se baja & su lado la
cifra siguiente, 9, del dividendo, lo cual da 2289, cuyo nl-
mero es necesario dividir en sequida por el segundo divisor
5218 aumentado en el duplo de 9, ¢ sea(For 5398. Y como el
nuevo dividendo es menor que el nuevo divisor, se sigue que
el ultimo cociente es 0; luego la mitad de 5398, ¢ sea 2699,
es la rai% buscada™ y 2289 es el residuo de la estraccion de la
raiz.

Esta observacidn es susceptible de aplicarse &, los dife-
rentes cocientes que suministra el procedimiento, en otros ca-
sos particulares, que son aquellos en que resultan ceros algu-
nas de las cifras de la raiz.
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8o»<o cjomplo.

c= v/(261}2h- (348)2.

261 68121 696
261 lioli 8
48

261 000 856 8
1566 7 89
522 870

10,

w121 Id fiiitad .. 435 490 raivexacta

Aqui la raiz es exacta é igual & 435.

iSéptimo ejemplo

121 122 raii, y 121 residua.
0
61
Octavo ejomplé.

c= VA)2+ (319)N.. < 28.
625 638

319 raiz, y 620 residuo.

3. OnsEnvACIiON |.— Para mayor sencillez se toma ordi-
nariamente por dividendo, el cuadrado del nimero menor;
pero nada impediria tomar el cuadrado del mayor; solo que
se tendrian que ejecutar mas operaciones; es decir, que en
este caso y, se compondria generalmente de mayor numero

de cifras.

Asi, sea por. ejemplo calcular

c=V(279)2-f-(4997)2.
lié aqui el cuadro de las dos operaciones cotejadas, lia-
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hiendo formado por separado los cuadrados de los dos nimeros:

77841 9994 24970009 558

7834 7 67380 279
10008 4000

lamitad. . . 5004 25740 8558 700
flij pedida 57849 20

5834 9958 5

2 5004 rai% husc.
9998

5

10008
la mitad. 5004

Si se toma por dividendo el cuadrado del nimero menor,
solo se tiene que ejecutar una operacion ; mientras que es ne-
cesario ejecutar cuatro cuando se toma el cuadrado del nlme-
ro mayor.

Y lo que hay de particular en este ejemplo, es que el pri-
mer cociente obtenido, espresa unidades de un orden superior
a el de las unidades mas altas del primer divisor. Por lo de-
mas las operaciones se ejecutan de la misma manera.

4. Observacion |1.—Apoyandonos en la observacion pre-
cedente, y reflexionando sobre las igualdades que han servi-
do de base a la demostracion que hemos dado del procedi-
miento, puede conocerse que basta que uno de los dos ndme-
ros sometidos al radical, sea un cuadrado.

En este caso es necesario tomar por dividendo el ndmero
que no es cuadrado, y por divisor el duplo del nimero que
deberia elevarse al cuadrado.

Ejemplo«
c==v/11997+ (829)*"
11997 1658

residuo.. 342

1672
la mitad. . . 836 ratz cusmNrada.

~Aqui no hay, segun se ve, ni cuadrado que formar, «
raiz cuadrada que estraer, y una sola operacion basta para
conducir al resultado.
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5. Eata observacion es alii sobre todo, en algebra, cuan-
do bay que resolver una ecuacion de segundo grado, cuyo
término conocido, trasladado al segundo miembro, espositivo.

Pfl'iisacB* cjeiuplo.
233;2—539/-=47,
Tenemos, segln la férmula conocida,
_ 539=b\/(539)-i-n47.4.23
- 46
6 efectuando solamente el calculo 47x4x23,
539=+=v/{539}2-h4324

46

4324 1078

1081 3

1084

la mitad. 542 raiz pedida.
Luedo o= 5394-542 1081 23
Y 46 46
539 — 542 i
46 46'

~cg'iindo ejemplo.
460a;"— 5197 ;t,=3876.
5197 =i=\/(M97)"T3876X460

920
3876 71318.40 1039
1840 5354 4 6
155040 - ITsTi
31008 70080 ITsTI
3876 00000
7131840 1'67‘:;
11086
la mitad. 5843 raiz eiacta.

50
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=z---a-- 50 020 12 raiz posilivn.

0. QiiiF.iivACioN Ili.—K1 procotiimianlo puedo oslendeise
& ias oiipnisionos

Vi
pero entonces hay necesidad de formar ii/~non los cuadrados
de (los, (le Ires,.” , de los nUmeros m, «, & menos (Jiie
ii;jo de ellos, ilor ejemplo, sea un ndmero dado, cuadrado

n i?0 cuadrado perfecto; en cuyo caso, la formacién de un so-
lo cuadrado para la primera espresion, de dos cuadrados para
ja segunda, etc., basta jiara g>jici)r el procedimiento.

7. Observacion !V .—TI'dr iftlirao, en rigor J)odria susti-
tuirse en lodos los casos posibles, este mismo pi'ocedimiento,
jd prociuiimiento gtmeral de la raiz cuadrada, lo cual vamos

a hacer ver en dos ejemplos. «na-i-n

Sea pi'imero estraer la raiz cuadrada dcl numero 70u00J.

Concibamos (juesc han formado las dos potencias da”va-
do pfirtii\ numero 2, por ejemplo, que comprenden el nime-
ro propuesto. _

Facil es reconocer que esas polencias son 2y ti\
efecto, T 6 512 imilliplicado por si mismo, da 2(32144; y
2'2(32144, darla 104857(3.

Fsto supuesio, lomemos la diferencia entre 700569
y 262144

hallaremos 438425

Luego el nimero pr%puesto equivale a
438425+ (51-2)2,

Y nada impide aplicar & esta t'spresion el nuevo procediinicnlo.
A iindehacerresaltarmejor ladiferencia (pieenire ambos pro-
cedimientos existe, vamos aponerlos cotejados a continuacion.
Nuevo procedimiento.

70056.9 837 438425 1024
"605 163 412 2 3
11069 166 7 83 45 1624
"0000 000 2
1664
U374

la mitad.. . 837
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Tei*eer ejemplo.
Eslraer la raiz cuadrada del mmero 78496732.

_ Para obtener de pronto un cuadrado que esté en rela-
cion con el nimero dado, se forma el cuadrado de 2500; y

restando de 7849(>732
el cuadrado de 2500 que es 6250000
resulta 72246732
lu cual da 78496732 72246732 +(2500)2.
Procedimiento ordinario. Nueva procedimiento.
78.49.07.32 885 72246732 5000
16.8 72467 6
10507 176.5 105673 17000
174232 1770.0 74232 6
14851 14851 17600
5
17700
9
17718
lamitad. . .. 88)Ti)

Estos dos ejemplos baslan para liacer conocar que, visto
el conjunto de las operaciones exigidas por los dos procedi-
mientos, queda la ventaja & favor del ordinario; si hemos in-
dicado el empleo del otro en la eslraccion de la raiz cuadrada
en general, ha sido soto para hacer resaltar sn feeiindidiul;
pero realmente no es preferible mas (jue para el calculo de las
espresiones tales como

porgue enlonces no hay que formar todas las elevaciones al
cuadrado de los nimeros m, n, p,...\ no siendo muchas veces
necesario formar ninglin cuadrado de antemano, segun se ha
visto en los 4v 5,

I'LN.
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