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A D V Ii l iT l íN C lA  n i iL  A U T O ll A  L A  32.' E D IC IO N .

A,il publicar una nueva edición de mis E lemeistos DE Aritmética, be querido ponerla en relación con los actuales programas de enseñanza, por lo cual con­servando el método adoptado en mis anteriores edi­ciones, he tenido que revisar y completar algunas teorías.H e  p resen tad o  la división  co m o  d ep en d ien te  de su stra cc io n e s  s u c e s iv a s , á la m an era d e C o n d o r c e t , y  la  h e  tratado de m o d o  q u e sin  d ificu lta d  se lle g a  a l crtso mas general. U n  método de ensayo, y  q u e ya se habia in d icad o  en la s  ed icio n es an terio res a u n q u e  sin  esp lan arlo  s u fic ie n te m e n te , dá e l m ed io  d e c o n o c e r  
á priori, en cada división  p a r c ia l , la  v e rd a d era  c ifra  del c o c ie n te .L a s  rnopiEüADES DE lo s  núm eros , los p rin cip io s so ­bre la divisibilidad, y las im p o rtan tes teorías (juc de



VIe llo  e m a n a n , v ien en  inmediataincnle después ele las cu atro  o p eracio n es ín iK lam en talo s sob re los nú m eros e n tero s.A d o p ta n d o  este ord en  de id eas co m o  el m as ra­c io n a l , h e  ten ido cu idad o' de re d u cir  e l d ese n v o lv i­m ien to  d e d ich a s  p ro p ied ad es y de sus c o n se cu e n cia s  á su parte v e rd a d era m en te  e s e n c ia l , á fin  d e  e v ita r , cu an to  es p o s ib le , e l in co n v e n ie n te  de p resen tar d e s ­de e l p rin cip io  á los d iscíp u lo s teo rías d em asiad o a b s ­tra cta s .L a s  FRACCIONES ORDINARIAS v ie iicn  en  se g u id a  do lo s  p rin cip io s en q u e  se  fu n d an  sus p rin cip a le s  o p e ­ra c io n e s , fo rm an d o  así un todo co m p le to .L a  teo ría  de los números c o m pl e jo s , p resen tada c o ­m o apéndice al Ccálculo d e las fra ccio n es  , q u ed a re ­d u cid a á la s  o p e ra cio n e s  m as se n cilla s . S o lo  h e  tra­tad o  la muUipiicacion por m ed io  d e un ejemplo, y  c o ­m o m edio de in ic ia r  á lo s  p rin cip ian tes en el m étodo llam ad o  de la s  parles alienólas.L a  teoría  de las fra ccio n es  decim ales se ha c o m ­pletad o por m ed io  de e sp lica cio n e s  bastan te c ste n sa s  sob re las aproMmaciones; la co m p aració n  d e los dos 
sistemas de pesos y medidas co n d u ce  n atu ralm en te  á )a su p o sició n  do un método abreviado para la multi­
plicación.L a s  aproximaciones o cu p an  ig u a lm e n te  un lu gar



v i lim p o ria n lo  c ii el cap ítu lo  do las estraccionm ŝ de  h a i- CES, (jue term in a  en  unas n o cio n es so b re  e l cálculo de 
los radicedes, cu y o  indice es una p o ten cia  cu alq u iera  de 2 .  S o lo  la raiz cuadrada so trata  con  p o rm e n o re s .L a  teo ría  de las razones y  rRoroRCiONES, tan im — jio rla n te  en  G e o m e t r ía , esta dividida en dos p a rte s , la p rim era de la s  cu ales  va segu ida d e la  re so lu ció n  de la s  cu e stio n e s  q u e d ep en d en  de las cantidades pro­
porcionales, cu e stio n e s q u e  ad em ás se tratan  por el 
método de reducción á la unidad.E l  co m p le m e n to  de esta  teoría sirv e  de in tr o d u c ­ció n  á la de la s  t r o g r esio n es  y de los lo g ar it m o s .S e  h an  esp licad o  los logaritmos do m odo q u e h a ­ce n  co n ce b ir  aritméticamente la  posibilidad  do la e x is ­ten cia de las Tablas, y  e v itan d o  el em p leo  de los lo­
garitmos negativos; de m o do q u e q u ed an  v e rd a d e r a ­m e n te  d en tro  del dom in io de la A ritm ética .E l  cálculo de los números aproximativos co n sti­tuye el p rin cip al ob jeto d e l ú ltim o  c a p ít u lo , d on d e se co m p letan  a lg u n a s  de las teo rías p r e c e d e n te s , y  se esp o n en  métodos abreviados para la división y  para la cstracción de la raiz cuadrada.F in a lm e n te , h e  co n sagrad o  dos Notas, u n a á los 
diferentes sistemas de numeración, y  otra a l d esa rro ­llo de u n  p ro ced im ien to  p ara c a lc id a r  la csp rcsio ii sin estraccion de raiz y sin necesidad de



V i l i

formar mas cuadrado que el del menor de lo s  dos n ú- m oros a y  6.C o n  arreglo  á esta esp o sicio n  su m a ria , p u ed e  fo r ­m arse  ju ic io  de las p rin cip a le s  m o d ificacio n es q u e  ha re cib id o  m i o b ra .U etirad o  h ace  m u ch o  lie m p o  de la e n s e ñ a n z a , s e ­gu ra m e n te  no habria em p ren d id o  e s le  trab ajo  , á no h a b e r  sido por la  in te lig e n te  y  d ecid id a  co la b o ra ció n  d e m i h ijo , E n riq u e  B o u r d o n , an tiguo d iscíp u lo  d e la E s c u e la  P o lité c n ic a .



K lE M E tiT O S

DE ARITMÉTICA

PAUTE PRIMERA.

INTRODUCCION.

1. Se llama cantidad lodo lo que es susceptible de aumen­to ó de disminución. A sí, las líneas, las superficies, el tiempo, el peso, son cantidades; y  !q mismo toda colección ó conjunto de objetos de una misma naturaleza, como son los hombres, los árboles, las casas, e tc .,  es una cantidad en cuanto semejante conjunto es susceptible de aumento ó de disminución.No es posible formarse idea exacta de una cantidad, sino refiriéndola á otra cantidad de la misma especie; y  esta se­gunda cantidad destinada para servir de término de compara­ción ó de medida á todas las cantidades de la misma especie, loma el nombre de un id a d . A s i ,  cuando decimos que una pa­red tiene veinte metros, suponemos adquirida la idea de la uni­dad de longitud llamada metro, y que habiendo colocado el me­tro veinte veces á lo largo de la pared, hemos llegado exacta­mente á su eslremo.Por consiguiente, en Matemáticas se llama Mm'dad una can­
tidad de cualquiera especie, que sirve de término de compa-



2 ELEMENTOS
radon respecto de todas las demás cantidades de la mis­
ma espede;úe donde se infiere que hay lanías especies de unidades, como las hay de canlidades.La unidad es arbitraria cuando la- especie de cantidad á que se refiere puede variar de una manera continua, es d e- c ir , tan poco á poco como se quiera; tales son las lineas, el tiempo, etc. : por el contrario, la unidad se encuentra dada pol­la naturaleza misma de la cantidad , cuando esta varia de una manera discontinua, como sucede en toda elase de colecciones ó conjuntos; a s í, en un grupo de árboles considerado como cantidad, la unidad es necesariamente el árbol.Se llama número el resultado de la comparación de una cantidad cualquiera con su unidad.E l número se llama entero si es el conjunto de varias u n i­dades de la misma especie. A s i , son números enteros veinte duros, treinta libras, ocho, doce, quince unidades de cual­quier especie.Un número se llama fraccionario cuando espresa unapar- 
te de la unidad, ó la reunión de un entero y una parte de la 
unidad.Una fracción ó quebrado, hablando propiamente, es una parle de la unidad; pero sin em bargo, bajo el nombre gené­rico de fracción ó quebrado suele también comprenderse el número fraccionario tal como se acaba de definir.Y  con masgeneralidad .se llama número fraccionario una parle de la unidad ó la reunión de varias unidades de una misma especie con alguna fraccionó parle de unidad. — En este segundo caso se llama también número misto.2 . Se llama número concreto que á la espresion de su magnitud añade la de su especie, como cinco metros, quince 
horas, seis leguas. La primera vez que se pronuncia un nú­mero, no es fácil formar de él exacta idea sino se representa á la vez una unidad de cierta especie con que compararlo; pero poco á poco el espíritu, que se acostumbra a las abstracciones, consigue representarse colecciones de varios objetos cuales- Tjuiera semejantes, que separadamente constituyen una uni­dad cada uno. Entonces la colección se llama número abstrac­
to, porque al enunciarle hacemos abstracción de la especie de unidades á que se refiere.Bajo este punto de vista deben considerarse los números al exponer los procedimientos relativos á las diferentes operacio­nes que con ellos hayan de efectuarse, si se quieren fundar



DB A IU fJlB T lCA . 3(le modo que puedan aplicarse á todas las cuestiones y  casos posibles.
De la numeración,3. E l primer trabajo que los hombres hicieran con los nú­meros, debió ser darles nombres fáciles de retener. Observarían (jue hay una infinidad de números, porque dado uno cualquie­ra se le puede añadir siempre una unidad mas, resultando un nuevo núm ero, susceptible de recibir el mismo aum ento; y verían (jue era necesario buscar el medio da expresar todos los 

números posibles por medio de un sistema de palabras com­
binadas entre si de un modo conveniente: tal es el objeto de la numeración hablada.Adem ás, como la nomenclatura de los números se compo­ne naturalmente de sonidos variables en los diferentes idiomas, debió inventarse para reemplazaría una escritura mas general y  compendiosa, por cuyo medio'pueda la imaginación com­prender con mas facilidad é independientemente de la palabra, los razonamientos que se hacen al investigar las propiedades de los números ó las íeyes de sus varias combinaciones. Tal es el objeto de la numeración escrita, que consiste en espresar con joocas ciFUAS ó GüAiusjios todos losmímeros posibles.4. Numeración hablada. Aunque la mayor parte de los jóvenes que han de ver estos Elementos conocen la nomencla­tura de los números enteros, creem os, sin em bargo, necesa­rio esponer su análisis,  sucinto, pero razonado.Los primeros números son: Uno (ó la unidad considerada como número), dos (ó una unidad mas otra unidad), tres ó dos unidades mas otra unidad), cuatro, cinco, seis, siete, 
ocho i nueve.Añadiendo una unidad mas al número nueve, se forma el número diez, que se considera como una especie nupva de uni­dad, y se llama decena, ó unidad de segundo orden respecto de la unidad primitiva, la cual se llama unidad simple ó unidad de primer órden. Se cuenta por'decenas como se contó por uni­dades simples; y  así se dice: una decena, dos decenas, tres de­cenas, cuatro, cinco, seis, siete, ocho y nueve decenas, ó bien, 
diez, veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, 
ochenta, y noventa. Entre diez y  veinte hay nueve números, que son diez y uno, diez y dos, diez y tres,  diez y cuairo, 
diez y cinco, diez y seis, diez y siete, diez y ocho, diez y 
nueve; pero en vez de las cinco primeras denominaciones ha



4 ELEMENTOSsiisliluido el uso las palabras once, doce, trece catorce ' q̂uince.Éntre veinte y treinta hay también nueve números, cjue se enuncian asi: ‘oeinte y uno, veinte y dos,  veinte y tres, veinte 
y cuatro,..., veinte y nueve. Y del mismo modo pueden enun­ciarse todos los números basta noventa y nueve.Si á noventa y nueve añadimos uno mas, resultan diez de­
cenas ó el número ciento, que se considera como una unidad nueva, llamada centena ó unidad de tercer orden. Y se cuen­ta por centenas como se contó poi' decenas y por unidades 
simples. A sí, ciento, doscientos, trescientos, cuatrocientos,...., 
ochocientos, novecientos, espresan colecciones de una centena, dos, t r e s , . . . . ,  ocho, nueve centenas. Colocando sucesivamente entre las palabras ciento y  doscientos, entre doscientos y tres­
cientos,.... , entre ochocientos y  novecientos, y  detrás de no­
vecientos los nombres de los números comprendidos desde uno hasta noventa y nueve, se forman los nombres de lodos los nú­meros desde ciento hasta novecientos noventa y nueve.Ya podemos aqni hacer observar ijue en los enunciados de lodos estos números, solo se emplean las palabras primitivas 
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, 
veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochen­
ta, noventa y  ciento. No mencionamos las oti-as palabras on­
ce, docê  trece, catorce, quince, porque en rigor podríamos pa­sar sin ellas.Añadiendo una unidad mas al número novecientos noventa y  nueve se forma una colección de diez centenas ó el número 
mil, que constituye la unidad de millar ó unidad de cuarto 
orden. Para no multiplicar mucho las palabras, se lia conveni­do en considerar el millar como una nueva unidad principal, delante de la cual se colocan los novecientos noventa y nueve nombres de todos los números anteriores. A sí, se dice un mil, 
dos mil, tres mil,..., nueve mil, diez mil, once mil,..,, veinte 
mil, veinte y un mil,..., cien mil, doscientos mil,..., novecien­
tos noventa y nueve mil.Una decena de miles ó millares forma la unidad de quinto 
orden: una centena de milesó miilai’es forma la unidad de ses- 
to orden.Poniendo á continuación de un número cualquiera de mi­les los nombres de lodos los números inferiores á mil, es claro que pueden enunciarse todos los números hasta novecien­
tos noventa y nueve mil novecientos noventa y nueve.Añadiendo una unidad mas á-este último número, resultan



diez cientos de miles, ó sea mil miles ó mil veces mil, conjunto (le unidades que se ha designado con el nombre millón. E l millón representa una nueva unidad principal, ante la cual se colocan todos los números anteriores, contando un millón, dos 
millones,..., cien m i l l o n e s , mil millones,..., cien mil 
m i l l o n e s , novecientos noventa y nueve mil novecientos 
noventa y nueve millones.Poniendo á continuación de un número cualquiera de mi­llones cada uno de los números inferiores á millón, s& enun­ciarán sucesivamente lodos los númei'os hasta novecientos no­
venta y nueve mil novecientos noventa y nueve millones, no­
vecientos noventa y nueve mil novecientos noventa y nueve.Añadiendo una unidad mas á este último número, resultan un millón de millones, á cuyo nuevo conjunto de unidades se ha dado el nombre de billón, que representa una nueva unidad principal. Ante ella se colocan lodos los números desde uno hasta novecientos noventa y nueve mil novecientos noventa y 
nueve lo mismo que se hizo con la unidad millón.Añadiendo una unidad mas al número novecientos noven­ta y  nueve mil novecientos noventa y. nueve billones, se tiene un número compuesto de,«;i millón de billones, que toma el nombre de trillon; y así sucesivamente un millón de trillones se llama cuatrillón, e tc ., form<ándose de este modo lodos los (irdenes imaginables de nuevas unidades, que bastarán á nom­brar cualquier número enlerp por grande que sea (*).Para concluir observaremos que el millón es la unidad de 
séptimo orden, la decena de millón es la unidad de octavo or­d en , la centena de millón la unidad de noveno o r d e n ..., etc.5 . Numeración escrita. Por sencilla que sea la numera­ción verbal, habría mucho trabajo en combinar dos ó mas nú­meros algo crecidos si no se tuvieran medios de escribirlos abreviadamente.— Fácilmente se conseguirá esta abreviación si se reílexiona un poco sobre la nomenclatura espuesla. En efec­to, observemos que entre las palabras empleadas para espre- sar los núm eros, u n as, como uno, diez, ciento, mil, cien mil, 
■diez millones, espresan las unidades de los diferentes órdenes,

T)E ArHTMÉ'i'[CA. 5

(*) En estos dos últimos párrafos ha sido preciso separarnos un poco del testo original, pues los franceses llaman billon á lo que nos­otros millar de m illón; (rillon á jo que nosotros billon y  así sucosi- vamenle. - fN . del T.J



6 ELEMENTOSftiientras las palabras lino, dos, t r e s ,. . . ,  nueve, espresan cuán­tas veces entra en un número cada una de estas unidades.Esto supuesto, si se conviene primero en representar los nueve primeros números por los caracléres ó cifras siguientes:1 , 2 , 3 , 4 ,  ̂ 5 , 6, 7 , 8 , 9 ,
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, 7iueve,toda la dificultad consistirá en bailar el medio de que estas cifras espresen los diferentes órdenes de unidades que conten­ga el número propuesto. Para esto se ba establecido un princi­pio de pura convención que resuelve por completo la d ificu l- lad. Se ha admitido que toda cifra colocada á la izquierda 

de otra, representará unidades del órden inmediatamente 
supet'ior al de esta; ó de otro modo, q u e , cuando hay mu­
chas cifras escritas en fila, la primera de la derecha repre­
senta unidades simples, la inmediata àia izquierda repi'e- 
senla unidades de decenas, ó sean simplemente decenas, la 
tercera en el mismo órden representa centenas, la cuarta uni­
dades de millar, la quinta decenas de millar,..., y así sucesi­vamente.Supongamos, por ejemplo, que queremos espresar en ci­fras el número trescientos setenta y nueve, que' se compone evidentemente de 9 unidades, mas 7 decenas, mas 3 centenas. Podremos, pues, esprcsarle con arreglo á lo dicho, escribien­do 379.Del mismo modo, el número veinte y ocho mil doscientos 
cuarenta y siete, que Consta de 7 unidades, 4 decenas, 2 cen­tenas, 8 millares, y  2 decenas de m illa r , deberá escribirse por medio de las cinco cifras 28247.C ifra 0. H a y , sin embargo, números que no pueden es­cribirse haciendo solo uso de ías nueve cifras indicadas.Los números diez, veinte, treinta,..., ochenta, noventa,... que no tienen unidades simples, no pueden escribirse como se ha dicho de los demás, y  ha sido necesario adoptar una cifra , que no tenga en si valor alguno, pero que sirva para ocupar el lugar de los órdenes de unidades que fallen en el enuncia­do del número. Tal es la cifra O, que se llama cero, por cuyo medio los números diez, veinte, treinta, e tc ., se escriben 10, 20 , 30 , 40 , 50 , 60 , 70 , 8 0 , 90.Por la misma razón, los números ciento, doscientos, tres-



DE ARITMÉTICA. 7
cienloSy... que no tienen ni decenas, ni unidades sim ples, se escriben 100, 200, 300, 4 0 0 ,. . .  900.En general, el cero es una cifra que no tiene por si valor alguno, pero que sirve para llenar los huecos de las diferen­tes especies de unidades que pueden faltar en el enunciado de un número.Las otras cifras se llaman sujnificaticas y tienen desdases de valores: uno llamado a&sofwío, que es el de la cifra conside­rada enteramente sola; y  otro llamado relativo, que es el que adquiere por el lugar que ocupa á la izquierda de otras cifras.Si ahora observamos que lodo número que se enuncia se compone de unidades sim ples, de decenas, de centenas, etc .: que la colección de unidades de cada orden llega á lo mas á 
nueve: que para el caso de faltar al número algunos órdenes de unidades hay una cifra que ocupa el lugar vacío , nos con­venceremos de que no hay número entero que no pueda espre- siirse por una combinación de las diez cifras 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ,  9 , 0 .Sirva de nuevo ejemplo el número doscientos ocho mil diez 
y nueve, el cual contiene 9 unidades simples, 1 decena, 8 
unidades de millar, y  2 centenas de millar; pero carece de 
centenas simples y de decenas de millar. Bastará, pues, es­cribir las cifras 9 , 1 , 0 ,  8, O, 2 , unas en pos de otras de de­recha á izquierda, y el número estará representado por 208019.Sea ahora el número treinta y seis mil cien millones vein­
te mil cuatrocientos siete: su enunciado consta de 7 unidades 
simples, O decenas, 4 centenas; 0 unidades de millar, 2 dece­
nas de millar, O centenas de millar; 0 unidades de millón, O 
decenas de millón, 1 centena de millón; G unidades de millar 
de millón, y  3 decenas de millar de millón: luego su espresion en cifras deberá ser 36100020407.El sistema de numeración que acabamos de esponer ha recibido el nombre de sistema decimal, porque en él se nece­sitan diez unidades de cierto órden para formar una del in­mediato superior, y  por consiguiente se emplean dies cifras ó guarismos para espresar todos los números. E l número diez se llama base del sistema.

6. Hagamos ahora una observación importante. Resulta de la nomenclatura qne todo número escrito en cifras se divide en centenas, decenas y  unidades simples; en centonas, decenas y  unidades de m illar; en centenas, decenas y  unidades de m i-



8 ELEMENTOSJIon, e tc ., es decir, en secciones de unidades simples, de milla­res, de millones, de millares de millones, e tc ., cada una de ¡as cuales ha de constar de tres cifras, escepto la última á la de­recha ósea la de las unidades mas altas que puede tener dos cifras ó solo una. E n  estando, pues, familiarizados con el m o -’ do de escribir los números de tres cifras, basta escribir suce­sivamente unas en pos de otras, do derecha á izquierda, las secciones de las varias especies de unidades, hasta llegar á las unidades mas altas que haya.También puede comenzarse porta izquierda  ̂ es decir, es­
cribir lo primero la sección de unidades superiores, y á la de­
recha las demás secciones por el orden gradual de la magni­
tud sus unidades. Así es como debe hacerse al escribir en guarismos un número dictado en palabras; pero debe cuidarse rancho de no olvidar los ceros destinados á llenar los huecos de las unidades que faltan, en lo cual minea debe haber dificultad, porque se sabe ya que cada sección, escepto la primera de la izquierda^debe precisamente tener tres cifras.Sirva de ejemplo escribir el númei'o cuatrocientos seis mil 
veinte y ocho millones doscientos cincuenta mil cuarenta y 
ocho.Escríbanse unas á la derecha de otras las secciones de mi­
llares de millón, de millones, de millares y de unidades sim­
ples, y  se tendrá 40 6,0 28 ,25 0,0 48 .7 . En la observación precedente se funda el medio de tra­ducir en palabras un número escrito en cifras:

Divídase el número en secciones de á tres cifras empezan­
do por la derecha, y léase sucesivamente cada sección empe­
zando por la de la izquierda y cuidando de dar á cada una la 
denominación que le corresponda. ^Sea, por ejem plo, el número 70345601.Este número se distribuye así: 7 0 .3 4 5 ,6 0 1 , y  se compone de setenta millones, trescientos cuarenta y cinco mil, seiscien­
tos uno.Del mismo modo se verá que 5302400056702, ó bien 5 .3 0 2 ,4 0 0 .0 5 6 ,7 0 2 , espresa el número cinco billones, tres­
cientos dos mil, cuatrocientos millones, cincuenta y seis mil, 
setecientos dos.nociones sobre, los quebrados.

8. En la esposicion que acabamos de hacer de la numera­ción solo hemos considerado los números enteros: fáltanos es-



DE ARITMETICA.plicar el iiioJo de enunciar y escribir en cifras las fracciones.Pero antes, es necesario dar una idea clara y exacta de osla clase de números, tales como se consideran en Aritmética.Supongamos que se trata fie determinar Id longitud ó lo lar­
go de una pieza de tela. Tomando por unidad el metro y  co­locándote desde el eslremo una, dos, tres veces, ó tantas en fin cuantas se pueda, sucederá una de dos cosas: ó después de

que ei meiro. r̂ u ei pr contiene un número entero, 15, de metros. En el segundo, para tener la longitud total, será necesario añadir á los 15 me­tros la fracción ó parte de metro que restó. ,Para valuar esta parte y compararla con la unidad podre­mos concebir el metro dividido en dos parles iguales ó dos mi­
tades, y  si el pedazo sobrante es igual á una de ellas, se dice que la pieza de lela tiene 15 metros y medio de larga.Si el residuo es menor ó mayor que la mitad del metro, se concebirá dicha mitad dividida en otras dos partes iguales, que se llaman cuartos ó cuartas partes; y si este cuarto puede co­locarse una ó tres veces exactamente á lo largo del pedazo de lela sobrante, diremos que tiene de largo un cuarto ó tres 
cuartos de metro.En vez de dividir la unidad en dos ó en cuatro parles, puede también concebirse dividida en tres parles iguales que se llaman tercios, en cinco partes iguales que se llaman quin­
tos, en seis parles iguales que se llaman sestos, etc. — Adm i­tamos para lijar las ideas que el metro se ha dividido en doce partes iguales llamadas dozavos, y que este dozavo cabe siete veces justas en el pedazo de tela sobrante; entonces se dirá que el resto es igual á siete veces la dozava parte del metro 
6 á siete dozavos de metro; y la pieza de tela lendria de lar­ga 15 metros y siete dozavos de metro.La cantidad siete doceavos de metro se llama una fracción ó un quebrado de metro.En general para formarse idea exacta de una fracción ó quebrado de una unidad decualquier especie, es necesario con­cebirla unidad dividida en un número cualquieracnícro d ep ar- • les iguaicsy suponer que se loman una, dos, tres, c u a tr o ,..., de estas parles; y entonces se llama fracción ó quehrado\di reu­nión de dichas parles iguales. Por eso el enunciado de una fracción comprende necesariamente dos números enteros: uno



10 ELEMEKTOS
que desiqna en cuántas partes se ha dividido la unidad, y se 
llama denominador, y  otro que indica cuántas de dichas par­
tes contiene el quebrado, y se llama numerador.  A s í ,  cinco oc­
tavos de metro, trece veinte-nvos d& libra, son quebrados: en el primero se indica que el metro está dividido en ocho parles iííuales llamadas octavos, y  que de las ocho se toman cinco; 
cinco es, pues, el numerador y ocho el denominador: en el segundo se supone la libra dividida en veinte parles ¡guales llamadas veinte-avos, y  que de las veinle se toman trece: 
veinte es, pues, el denominador, y trece el numerador.De aquí también se infiere que un quebrado es una can­tidad que se refiere á una parte de la unidad principal, como á una nueva unidad especial que puede considerarse como secundaria. Así el quebrado trece veinte-avos de metro es un número compuesto de trece veces un veinte-avo de metro; luego el vcinle-avo es una unidad particular que está conte­nida í m c  veces en la fracción propuesta.Esto supuesto, se dice que dos quebrados son de la misma especie cuando llenen un mismo denominador. A s í, cinco do­
zavos, siete dozavos, once dozavos, son fracciones de la mis­ma especie; pero tres cuartos y dos tercios son fracciones de especie diferente, porque tienen diferente denominador.Para espresar en cifras un quebrado se ha convenido en es­cribir e! numerador sobre el denominador, separándolos con3una raya. A sí, el quebrado tres cuartos se escribe siete 7
doce-avos se escribe veinte y tres treinta y cinco-avos se CSQibe 3- .. 7 13 47Recíprocamente g ,  , representan los quebrados
siete octavos, trece quince-avos, cuarenta y siete setenta y dos- 
avos. Para enunciar una fracción se enuncia primero el nu­merador y  después el denominador, añadiéndole la termina­ción avos, si pasa de diez; hasta diez, en vez del número car­dinal se nombra el ordinal correspondiente.

Nociones sobre las cuatro operaciones fundamentales.9. Las primeras necesidades del hombre en sociedad le conducen diariamente á resolver problemas ó cuestiones



DE ARITMÉTICA. 11que le obligan á combinar dos ó mas números, ya de ia mis­ma ,  ya de distinta naturaleza. Estas combinaciones constitu­yen las operaciones de Aritmética ó el cálculo numérico. A fin do manifestar su origen y enlace, vamos á proponer algunas cuestiones relativas al comercio.C U E ST IO N  P R IM E R A . Un comerciante en telas ha ven-
2 7 . . 1dido á mo 5 metros -x de cierto lienzo; a otro 7 metros y -  o A

de lo mismo, y á otro 12 metros de lo mismo: quiere saber
cuántos metros ha vendido.Para esto os necesario que reúna en un solo número los tres números de metros vendidos; es d ecir , que haga la adi­ción ó SUMA do aquellos tres números compuestos de enteros y  quebrados.C U E ST IO N  S E G U N D A . El comerciante cortó los suso­
dichos tres números de metros deunapieza que tenia 30 me- 2
tros y y quiere saber cuánto lienzo le queda.2Buscará la diferencia entre el número 30 -^queespresa lalongitud primitiva déla pieza y el número total de metros vendi­dos; es decir, deberá su st ra er  e/ segundo número del primero.CU E ST IO N  T E R C E R A . Se han comprado 48 metros de 
lienzo á 25 reales el metro; ¿cuánto debe pagarse por todos?Es claro que para obtener el precio total buscado se deben tomar 48 veces 25 reales, ó hacer un total de 48 números iguales á 25 reales. Esta operación se llama multipucacion, y  es una especie de suma que consiste en reunir muchos nú­meros iguales.Volvamos á la misma cuestión, pero mudemos los núm e­ros, es decir, los datos.17 7
A razón de — de real el metro, ¿cuánto cuestan ~  de me­
tro de un lienzo cualquiera? 17 7Bien se comprende que si un metro cuesta —  de real,de metro, que son una parte del metro, habrán de costar una 17 7parle do ^  espresada por es d ecir, que para obtener la



7 ^7respuesta á la cuestión deberían lomarse los — d e —  ,  y estaoperación se llama 7ní¿W/7Íicacíon de yMC¿rado5. Se llama así porque la cuestión que á ella conduce tiene la misma forma que otra cualquiera que condujeseá una mulliplicacion de nú­meros enteros, diferenciándose solo en la forma de los datos.Al pronto el nombre úqí multiplicación, que ofrece gene­ralmente idea de aumento, no parece propio para indicar una Operación que consiste en tomar de un número la parle espre- sada por una fracción. Pero se ha encontrado el medio de en­lazar la multiplicación de números enteros á la de números fraccionarios, diciendo que multiplicar un número cualquiera 
por otro es formar un tercer número, que sea respecto del pri­
mero lo que el segundo es respecto de la unidad. Si ambos nú­meros son enteros, es claro que según esla.defmicion basta to­mar el primero tantas veces como unidades tiene el segundo; y  si son quebrados, es necesario tomar del primero la parte que indique el segundo.C U E ST IO N  C U A llT A . Por 84 reales se han comprado 
VI caras de lienzo; ¿ á  cómo sale la vara?Se comprende sin trabajo que si conociéramos el precio, tomándole 12 veces ó multiplicándole por 12, deberíamos te­ner un resultado igual á 84. —  Luego la cuestión conduce à 
buscar un número que multiplicado por el segundo, 12, re­
produzca el primero, 84; y  esta operación ha recibido el nom­bre de DIVISION.Para esplicar este nombre, que dá idea de la distribución de un número en varias partes iguales, supongamos que se tie­ne que repartir con igualdad una suma de 84 reales entre 12 jt?cf5onas.*Es claro' que si se conociera la parte de cada perso­na, multiplicándola por 12, deberla resultar 8 4 .— Luego di­
vidir un número 84 en tantas partes iguales como tinidades 
tiene otro, 12,  y buscar un número que multiplicado por el 
segundo, 12, reproduzca el primero, 8 4 , son dos operaciones 
idénticas.Volvamos á esta misma cuestión, pero con datos fraccióna­l o  5rios. Con —  de real se han cô nprado -  de metro ; se quiere

1 2  ELEMENTO?

6
saber el valor del metro.También aquí se reduce la cuestión á buscar un número



DE lIllT M E flG A . 19 13tai que miilliplicadü por -  reproduzca luego también eneste caso bay una división que hacer, enei sentido que se ada­ba de dar á esta palabra, y no en el sentido de una distribu­ción en partes iguales.Habiendo visto por lo que precede, que las combinaciones de los números entre sí constituyen operaciones de la ciencia llamada Aritmética, se puede comprender cuán importante es enseñar los procedimientos para ejecutar aquellas operaciones: tal es ci objeto especial de esta ciencia.
De modo que ía AaiTMÉxiCA tiene por objeto enseñar reglas 

fijas y ciertas para ejecutar con los números todas las opera­
ciones posibles. Comprende además también una multitud de propiedades de los números que se han ¡do encontrando en el transcurso de las investigaciones hechas para inventar y es­tablecer aquellas reglas y para facilitar su aplicación. Vamos á esponerias sucesivamente recordando (n.*̂  2) que para e s- poner las reglas con total independencia de las diversas espe­cies de cuestiones, conviene considerar los números como abs­
tractos. Sin embargo, propondremos á veces cuestiones sobre 
números concretos en las aplicaciones que hagamos para fami­liarizar á los principiantes con los procedimientos.Para pasar de lo simple á lo compuesto empezarémos espo- niendo las reglas para las operaciones con los números enteros.



u ELEMENTOS

CAPITULO PllliMEUO.

Operaeioiic!i<i <‘Oti los n ú m e ro s e n te r o s .
SOMA 0 ADICION.10. Sumar muchos números entre si, es reunir todos los 

números dados en uno solo; ó en otros términos, formar un 
número que tenga por si solo tantas unidades coino todos los 
otros juntos.- E l  resultado de esta operación se llama suma.La adición de los números de una sola cifra no ofrece di­ficultad: los jóvenes, y  aun los niños mas tiernos, aprenden á sumar contando por los dedos, y concluyen sabiendo al fin de memoria los resultados.A s i, pues, sea sum arlos números 5 , 7 , 4 , 8 y  6 .Se d ic e : 5 y 7 son 12 ( ') , y 4 son 1 6 , y  8 son 2 4 , y 6 son 30; luego 30 es la suma pedida.Del mismo modo se hallaría que 42 es la suma de los nú­meros 7 , 9 , 6, 5 , 8,  7 .

Sea ahora buscar la suma de los números 7453 y 1534.Después de haberlos escrito como se ve al margen, y  de haber tirado una raya por debajo, se dice, empe- zando por las unidades simples: 3 y 4 son 7 ,  que se escribe debajo de las unidades.Pasando á las decenas, 5 y 3 hacen 8, que se escribe en el órden de ctecenas.Después, 4 y  5 son 9 , que se escribe debajo de las centenas. (*)(*) El uso de los dedos para llegar á este 1 2, supone las adicio­nes sucesivas de la unidad- Así se dice: 5 y i son 6 , y -1 son. 7 ,_y í son 8 ...;  y  así sucesivamente hasta añadir al 5 todas las unida­des del 7.En general es difícil fijar qué operaciones del espíritu dan los re­sultados de estas adiciones elementales; y puede decirse que hasta cierto punto cada uno tiene un modo diferopíe de hacerlas.



5047,5047850350784610250

DE AIUT.MÉTICA. 15ÍMi ÍJH, 7 y 1 haccn8 , q a e  se escribe debajo de los millares.Jíil minierò 8987 hallado por este medio, es la súmamelos, dos números propuestos, pues contiene todas las unidades, de­cenas, centenas y millares que hemos ido reuniendo sucesi­vamente.
Propongámonos ahora sumar los cuatro números 859, 3507, 846.Se escriben como se ve al m árgen, y  se dice, empezando por las unidades: 7 y 9 son 1 6 , y  7 son 

'23, y 6 son 2 9 : se escriben las 9 unidades simples bajo la primera columna, y se reservan las dos dece­nas para juntarlas con las ciíVas de la columna si­guiente que espresan también decenas.Pasando á_esta columna, se dice: 2 que se han reservado y -i son 6, y 5 son l l ,  y  O son 1 1 , y  4 son 15 ; se escribe 5 uebajo de las decenas, y la centena se reserva para llevarla á la columna de las centenas. ̂ Procediendo con esta como con las precedentes, so halla- o 2 centenas que se escriben bajo lascentenas, y 2 millares que se llevan á la columna inmediata de millares.finalm ente 2 que llevo y 5 son 7 , y  3 son 10; se escribe el (J bajo los millares, y  la cifra 1 bajo las decenas de m illar: por consiguiente, 10259 es la suma pedida.Regla general. Para sumar varios números entre si, 
se escriben unos bajo de otros, de modo que las unidades de 
un mismo orden se correspondan en columna vertical tiran­
do luego una linea por debajo. Después se suman sucesiva­
mente las cifras que componen cada columna, empezando 
por la de unidades simples, y continuando kácia là izquier­
da: bajo la linea se escribe la suma de las unidades de 
cada orden, si consta de solo una cifra; pero si pasa de 9 
[en cuyo caso está espresada por mas de una cifra) se escri­
be solamente la cifra de las Unidades y se quardan las de­
mas, que representan decenas, para sumarlas con la colum­
na siguiente inmediata.

Hecho esto con todas las columnas, se tendrá debajo de la 
raya la suma pedida pues según la regla, procede el resultado 
(je la reumon de todas las unidades, todas las decenas, todas 
tas centenas, etc., de los números propuestos.11. Advertencia. Si la suma de las cifras que componenAiinnrf • °  sumára 9 , sería indiferente empezar la} ei ación por las unidades simples ó por las de la especie su -



16perior. ELEMENTOSPero como sucede comunmente que la mayor parle delas sumas pasan de 9 , si empezáramos por la izquierda nos ve­ríamos precisados á volver alrás para rectificar la cifra prece­dente, añaniéndole tantas unidades como decenas procedieran (fe, la columna siguiente. Por eso es preferible empezar siem­pre por la dereclia. -DE LA SIISTUACICION.
12. La sustracción ó resta tiene po^ objeto buscar la di­

ferencia entre dos núnieros. El resultado se llama resta  ̂dife­
rencia ó esceso.También puede decirse que resta es una operación que tiene por objeto, dada la suma de dos números y uno deestos, 
hallar' el otro; y bajo este punto de vista la sustracción es la operación inversa de la adición.La resta es fácil y  puede hacerse de memoria, mientras los números propuestos tienen una sola cifra. A si, la diferen­cia entre 9 y 6 es 3; ó b ien , si de 9 se quitan 6 , quedan 3. Del mismo líiodo 7 menos .5 son 2 .También es fácil restar un número de una cifra de otro cualquiera, cuando la resta ha de tener solo una cifra . A sí, de 7 á 13 van 6; pues 7 y 6 hacen 13. Del mismo modo de 9 a 17 van 8 ; pues 8 y  9 hacen 17. . j  ,Estas operaciones sirven de base a la sustracción de los números de mas de una cifra. •

Sirca de primer ejemplo restar 5467 de 8789.Coloqúese el sustraendo debajo del minuendo, tí­rese una raya por debajo, y  empiécese por las unida­des sim ples, diciendo, de 7 á 9 van 2 , y  se escribe bajo la columna correspondiente; pasando luego á las decenas, se dice: de 6 á 8 van 2,  que se escribe en el lugar de las decenas; lo mismo se hará con las centenas y  milla­res; de 4 á 7 van 3 , y  de 5 á 8 van 3 ;  resultando por res­
ta 3322. ,  , ,En efecto, de la naturaleza de las operaciones hechas re­sulta que el minuendo tiene 2 unidades simples, 2 decenas, 3 centenas y  3 millares mas que el sustraendo, luego escede al sustraendo en 3322.Sírvanos de segundo ejemplo hallar la diferencia entre los números 83456 y  28784.Habiendo dispuesto los dos números como en el ejemplo

878954673322



1783-456á87S454672
Í)E ARITMETICA.precedeiile, so dirá lo primero, de 4 á 6 van 2 , qno se escriben bajo la columna de las unidades.Pero al pasará la coliim nadeJas decenas, trope­zamos con una dificultad: la cifra 8 del suslraendo es mayor (lue la del m inuendo, y  por consiguiente, no puede restarse. I ara obviar esta dificultad, se toma con el pensa­miento una centena de la cifra siguiente, que vale 10 d ece- nas, y juntándolas con las 5 , hacen 15; y de.spues se dice: de o a 15 van 7 , que se escriben debajo de las decenas.l asando a la columna de las centenas, observamos que la ciíra 4 del minuendo debe disminuirse en una unidad, nue se le tomo en la resta precedente, y diremos de 7 á 3 no se pue­de restar, pero tomando como antes, un millar que vam 10 centenas y juntándolas con las otras 3 , tendremos 13, y dirc- cem e n a V   ̂ que escribiremos en la columna de la.sPasando á los m illares, vemos que de 2,  que quedan no pueden quitarse 8; pero diremos de 8 á 12 van 4 ,  y pondre­mos esta Cifra en el orden de los millares.„r.-1 ]  ’?  ^ decenas de millar ba perdido unaunidad y se ha convertido en 7: diremos, pues, de 2 á 7 van 5 , y  habremos concluido.  ̂ vanDe modo que la restapedida serh 54672.comprendei- bien cómo se llega por este medio a! fin í nfnn.^’ f  observar que, atendidos los artificios em plea- dos pata efectuar las sustracciones parciales, pueden dispo­nerse los dos números de la-manera siguiente: ^

Decena de millar. 3Iillaret.
Minuendo... 7 12
Süstraendo. 2 8

Centenas. Decenas. Unidades13 15 67 8 46Resta. . . ."5  4minuendo contiene dos unidades, 7 de-erÍuQfi-tMfrP. ’ ^ y  ̂ decenas de millar mas quesubti au i lo y por consiguiente le escede en 54672 unidades 
ónva de tercer ejemplo restar 158429 de 300405.vnr min K uuidades del süstraendo, es ma-flmn? ^ su correspondiente en el minuendo, debe 99 9 tomai.e  una decena a la cifra superior inmediata- 300405tenemos que recurrir á lá 158429 ntenas y  tomar 1 que vale diez decena s , y  14107^



18 KLEMENTOacoino solo necesitamos 1, dejamos 9 encima do! O y jiinlamos la otra con el 5; tendremos 15 y diremos-, de 9 á 15 van 6 , cuya cifra escribiremos en el lugar de las unidades simples.Pasando á las decenas, diremos de 2 á 9 van 7 .A l llegar á las centenas, como la cifra del minuendo solo vale 3 , por la que le liemos quitado, y como de 3 no se pue­den quitar 4 , recurriremos a la primera cifra de la izquierda; pero esta es O y  la siguiente tam bién; irem os,  pues, á la de mas allá, que es el 3 , y  tomaremos una unidad. Esta vale 10 decenas de millar y  100 millares: solo necesitamos uno , de­jaremos 99 sobre los dos ceros, y  juntando 1 millar con 3 cen­tenas, tendremos 13 y diremos, de 4 á 13 van 9 , escribiendo esta cifra en la columna de las centenas.Tenemos en las dos restas parciales siguientes un 9 en vez de cada O y diremos, de 8 á 9 va 1; y  de 5 á 9 van 4 .Por últim o, llegando á la columna final de la izquierda, diremos, de 1 á 2  (porque liemos q-uitado al 3 una unidad) va 1: y  por consiguiente, el resto pedido será 141976.En efecto, pensando en la descomposición que ha sufrido el minuendo, se verá que puede escribirse asi la operación:
Cení, de millar. Dee. de millar, ñlillares. Centenal. Decenal. Unidades-M inuendo.. . 2  9 9 13 9 l oSuslraendo. . 1  5 8 4 94 9 f>Luego el minuendo tien e6 unidades, 7 decenas, 9 cente­nas, 1 millar, 4 decenas de millar y 1 centena do millar mas que el sustraendo, y por lo tanto le csccde en 141976.R egla geneíial. Para restar de un número entero otro 

número entero menor, escríbase el sustraendo debajo del mi­
nuendo, de modo que se correspondan en columna las unida­
des de cada orden, tirando después una raya. En seguida se 
restan sucesivamente todas las cifras del sustraendo de sus 
correspondientes del minuendo, empezando por las de espe­
cie inferior y escribiendo las restas parciales unas en pos de 
otras de derecha ú izquiñ'da: el nùmero que resulta debajo de la raya es la resta total ó el resultado pedido.

Cuando una cifra del sustraendo es mayor que su corres­
pondiente del minuendo, se aumentan á esta \ 0 unidades de su 
especie, y en la restaparcial siguiente se quita una unidad al 
minuendo de la especie inmediata superior.



M  AÎUT5IÉTIBA.
Si la cifra 6 cifras inmediatas à la izquierda delà ddmi­

nuendo que es menor que su correspondiente del sustraendo, 
fueran ceros, se aumentan sin embargo de memoria las 10 
unidades á la cifra que las necesita ; pero en las restas par­
ciales siguientes los ceros se consideran como nueoes y se dis­
minuye una unidad à la primer cifra significativa que haiia à 
la izquierda de los Ceros.Siguiendo esta regla se hallará que s¡ de* . 603000401...........................................................................  305724787.......................... .................................................  297275614suslraendo fueramcnoi que su correspondiente del minuendo, sería indife- rente empezar la operación por la derecha Ó por la izquier-
iL Ï Z V .T ' '  de las cifras del sus-tiaendo sea mayor que su correspondiente del minuendo ventonces no se puede hacer la sustracción parcial, sin rec^ r-
7nr nní 9»^ Qs preferible edm en-e L  ^  para poder acudir cómodamente cuandosea necc^nio a los ordenes de unidades superiores. •14. Otro procedimiento para efectuar la sustracción, t-mpccemos por observar que puede añadirse á los dos 
términos deja sustracción un mismo número de unidades sin 
alterar la diferencia entre dichos términos.l orque si ;?or w» W o , añadiendo por ejemplo 10 unida-m -« unidades, claro es que
poi o/ro W o  disminuye la resta en otras 10 unidades que se le han añadido al suslraendo. ^A s í ,  siendo 5 la diferencia entre 12 v. 7 ,  es también 5 h  diferencia entre 12 mas .6,  y  7 mas 6 , ó sea ¿ñire i T r í s  inmir siendo 7 la diferencia entro 24 y  17c i™ ^ ¿ n ír 0 3  y  ̂Y e l  d e-p r o fe ï ir a ie ï ' ' ' ' ' ' ’ ’ <=*Volvamos al segundo ejemplo arriba puesto :834562878454672Después de restai- 4 de 6 y de obtener 2 que se escribe



20 ELEMKMOàbajo las unidades, pasamos á la columna de las decenas, y decimos: de 8 á 5 , no puede ser; pero de 8 á 15, van 7.Pasando á la columna de las centenas (en vez de dism inuir, como en el procedimiento prim ero, tina unidad á la cifra 4), se la deja tal cual está, se aumenta á la cifra 7 del sustraen- do una unidad, y se dice : do 8 á 1 4 , van 6.(EsaM m áaá, que se añade á la cifra 7 , es precisamente la 
centena añadida á las o decenas del minuendo para hacer po­sible la segunda sustracción p arcial, por cuya causa hay com­pensación.)Pasando á la columna de los millares, en vez de decir: de 8 á 12 se dice : de 9 á 1 3 , van 4.(La unidad que se añade á la cifra 8 ,  es precisamente la 
miaad de millar aumentada á la cifra 4 para hacer posible la tercera sustracción parcial ; de modo que hay compensación.)Pasando en fin á la última colum na, se dice: de 3 á 8 ,van 5 . ,(La unidad que se añade á la cifra 2 es precisamente la 
decena de millar, aumentada á la cifra 3 para hacer posible la cuarta sustracción parcial.)Se obtiene, pues, por resultado 54672.Pasemos ahora al tercer ejemplo :300405158529141876Procediendo como en el anterior, diremos: de 9 á 15, van 6'; de 3 á 1 0 , van 7 ; de 6 á 14 van 8 ;  de 9 á 10 va 1 ; de 6 á' 10 van 4 ; en fin , de 2 á 3 va 1 ; y  la diferencia pedida es 141876.Esta segunda manera de operar puede figurarse por el cuadro siguiente: SEGUNDO EJE51PL0.

Decsn. de millar- XliUares.8 133 95 4
Centenas.14

86
Decenas.158 Unidades.64

2



DE AUITMETICA. 2 1TERCER EJEMPLO.
Ceni, de millar. Dec. de m illar. lUillares. Centenas.3 10 10 142 6 9 6_ _ _ _ _   ̂ ^ Decenas. Unidades.10 Ì 53 9

6Fácilmente se ve por està disposición, que en el segundo ejemplo el minuendo 83456 se aumenta en 11100 unidades, y  el suslraendn 28784 en las mismas l l l O O ;  por consiguien­te hay compensación. Se ve también que en el tercer ejemplo el minuendo 300405 se aumenta en 11110 unidades, y  el sustraendo 158529 se aumenta en la misma cantidad 11110; luego hay también compensación.Fl segundo procedimiento, generalmente mas sencillo y  cómodo en la práctica que el prim ero, es particularmente ven­tajoso, cuando en el minuendo hay uno ó varios ceros entre dos cifras significativas; porque operando de este modo, nada hay que cambiar en las cifras del minuendo.
Advertencia. Debe cuidarse mucho de no añadir la uni­dad á la cifra del sustraendo mas que cuando la sustracción parcial precedente no ha podido verificarse sin aumento del minuendo.Después se verá que donde es indispensable este procedi­miento, es en la operación de dividir.Do todos modos encargamos á los principiantes que se fa­miliaricen con uno y otro modo de sustraer.

Pruebas de la adición y síistraccion .15. Se llama })rueba de una operación aritmética otra 
operación, cuyo objeto es asegurarnos de la exactitud déla 
primera.

La prueba de la adición se hace repitiendo la suma empe­zando por la izquierda. Hecha la suma de las cifras de lapri~. 
mer columna de la izquierda, se resta de la parte que le cor­
responde en la suma total, se escribe debajo el resto que se 
reduce de memoria à unidades del órden inferior siguiente pa­
ra juntarlos con las que haya del mismo órden en la sttma
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total. Lo mismo se hace la suma parcial de la segunda colum­
na de la izquierda, y se resta de ta parte que le corresponde 
en la suma total; continuando de este modo hasta la ùltima 
columna, cuya suma restada de taparte correspondiente no 
debe dar resto alguno.A s í ,  habiendo visto que los cuatro números
dán la suma. .

50478593507846102592 -t2 0para comprobar el resultado 1 0 25 9, sumarémos ios mismos números empezando por la izquierda, y  diremos 5 y 3 hacen 8 millares, que quitados de 10 millares, dán2 m illares: estos dos millares unidos á la cifra 2 de las centenas, dán 22 cente­nas: sumo la columna de las centenas diciendo 8 y  5 son 13 y 8 son 21, que restado de 22, dá 1 centena de resta; unida es­ta centena con las 5 decenas de la suma, tengo 15 decenas: 4 decenas y  5 son 9 y  4 son 13 ; resto 13 de 15 y me quedan 2 , que junio con el 9 forma 29; y concluyo diciendo 7 y  9 son 10, y  7 son 2 3 , y 6 son 29; restando 29 de 29 queda O : lue­go la operación está bien hecha.La prueba de la sustracción se hace sumando con el sus- 
traendo la diferencia obtenida, y es evidente que debe i'esul- lar el minuendo, pues la diferencia no es mas que el esceso de este sobre aquel.A s i ,  en el ejemplo adjunto. . . .después de haber hallado que la resta es.la sumarémos con 2 8 7 8 4 , y obtendremos. ;iue es el mismo minuendo.

83456287845467283456



DE A.lUXJlÉ’nü\- 23lü . Nuevos ejemplos de sumas y reslas con sus pruebas.
Sumas.830542568707487599087413090987461319212

70054889759765886976440730098784712070464276690s a - ís s íO -
Restas.40730500622803767086 2000400100384051286051269282976 115988723984073050062 20004001003Proulema . 7’enia en caja un banquero 65750 reales; pero 

hahecho varios pagos. Elprimerode 13259 reales, el segun­
do de 18704 reales, el tercero de 22050 reales, y el cuarto 
de 9850 reales:- quiere saber cuánto le queda en caja después 
de los cuatro pagos.

Solución. Deberá el banquero sumarlas cantidades de los cuatro pagos hechos y  restar la suma de la cantidad que tenia en caja: el resultado de esta sustracción le dirá el dinero que debe quedarle.
132591870422050985063863

Disposición de la operación.65750 cantidad que había en caja. 63863 suma de los pagos.1887 cantidad sobrante en caja.
Q uedan, p u es, al banquero 1887 reales.



ELEMKNT06Se observará que al hacer las operaciones hem osconsiííe- radocomo abstractos-ú los números dados, á pesar deser cw í- 
cretos segiin el enunciado; pero obtenido el resultado 1887, le hemos considerado como de la especie correspondiente se­gún el problema. Asi debe hacerse siempre en las aplicacio­nes; pues siendo los procedimientos de las operaciones com­pletamente independientes de la naturaleza de los números, se consideran siempre estos como abstractos, debiendo dar después al resultado final el nombre de la unidad que indica el enunciado de la cuestión.DE LA MULTIPLICACION.17. Multiplicar un número por otro es (n." 9) formar un 
tercer nùmero que sea respecto del primero lo que el segundo- 
es respecto de la unidad; por consiguiente cuando ambos nú­meros propuestos son enteros, su multiplicación equivale á 
tomar el primero tantas veces como unidades tiene el se­
gundôSe llama multiplicando el número que so multiplica, mul­
tiplicador aquel por quien se m ultiplica, ó sea el que dice cuántas veces se debe lomar el otro, y producto el resultado- de la multiplicación : el mulliplicando y multiplicador juntos se llaman factores del producto.Llevando las covsas al estremo de hi precisión, la muüipti- cacion es una suma; porque para obtener el producto bastaría escribir en columna tantos números iguales al multiplicando como unidades tiene el multiplicador, sumándolos en seguida. Pero como esta operación sería larguísim a, cuando el multi­plicador fuera algo crecido, so lia procurado simplificarla ñor medio de otra operación que ha lomado el nombré de multi­
plicación.18. Micntrascada factor solo consta de una c ifra , se ob­tiene fácilmente el producto por medio do sucesivas adiciones delm ultiplicando: a s í, para multiplicar 7 por 5 direm os; 7 y  7 son 14, y 7 son 2 t , y  7 son 28, y 7 son 35 : y  como 35 es el resultado de la suma de 5 números iguales á 7 ,  espresa el producto de 5 veces 7 que se pedia.Los estudiantes deben al principio ejercitarse en esa for­ma de la multiplicación para grabar en ía memoria sus resul­tados, y poder después obtener fácilmente los productos de los números de mas de una cifra. Sin em bargo, mientras no



i)E AIUIMÉTK’A. '25se adquicry el hábito, bueno será tener á la vista la tabla ad­junta llamada de mulliplicacion ó de Pitáf/oras, i)or el nom­bre de su inventor, ó al menos del que mas estendió su uso.
Tabla de la multiplicación.Dirección horizontal.1 2 3 4 5 6 7 8 92 4 6 8 10 12 14 16 183 6 9 12 15 18 21 24 274 8 12 16 .2 0 24 28 32 365 10 15 20 25 30 35 40 456 12 18 24 30 36 42 48 547 14 21 28 35 42 49 56 638 16 24 32 40 48 56 64 729 18 27 36 45 54 63 72 81

l a  primera litica horizontal de números se forma suman­do 1 sucesivamente consigo m ism o, hasta llegar á 9 .La segunda sumando 2; la tercera sumando 3 , y así suce­sivamente hasta sumar 9 consigo mismo, que dá la última.También podría formarse la tabla por columnas verticales, porque estas constan respectivamente de los mismos números que las horizontales. A s í, la sesta linea horizontal consta do los números 6 , 12, 18, 54; y la sesta columna verticaltiene exactamente los mismos 6 , 12”, 18, 2 4 ,. . .  54.Para buscar en e.sla tabla el jiroducto de dos números de una sola c ifr a , se busca el multiplicando en la primera línea horizontal, y  se baja verticalmente hasta encontrarnos en fren­te del multiplicador, que se bailará en la primera columna
f é ; " '



•2G ELE.MEMOSvertical; el m'miero que baya en la casilla corresponclienle es el producto.Por ejem plo, para hallar el producto de 8 por 5 ,  se baja desde 8 , tomado en la primera fila horizontal hasta en frente de 5 tomado en la primera columna vertical,  y el número 40 contenido en la casilla es el producto pedido.También podría tomarse el 8 en la primer columna verti­cal y seguir horizontalmente hasta llegar debajo del 5 tomado en la.prim era fila horizontal; resultando también asi que es 40 el producto.19. Supongamos ahora que el multiplicando conste de mas 
de una cifra y el multiplicador de una sola. — Por ejemplo, multiplicar 8459 por 7.Podría (n.® 17) obtenerse el resultado escribiendo unos de­bajo de otros 7 números iguales á 8 4 5 9 , como se ve al mar­gen , y  sumándolos en seguida, con lo cual resultaría 59213, que es el producto.Pero es evidente que esto equivale á tomar 7 ve­ces las 9 unidades del m ultiplicando, 7 veces las 5 decenas, 7 veces las 4 centenas, e tc ., y  á sumar to­dos estos productos.A  este íjii se escribe el multiplicador debajo del multiplicando como se ve al lado, se lira una raya y se dice: 7 veces 9 son 63 [véase la Tabla de Pitago- ras), es decir, 6 decenas y  3 unidades; se escriben las 3 unida,des bajo las unidades y  se guardan las 6 decenas para añadirlas al producto de las decenas del multiplicando por el 7 .Se dice después; 7 por 5 son 35 y 6 , que se lle­van, son 41 decena, ó 4 centenas y  1 decena: se escribe la 1 decena en su lugar y se llevan las 4 centenas.7 por 4 son 2 8 , y 4 , que se llevan, son 32 centenas, ó 3 millares y 2 centenas: se escriben las 2 centenas en su sitio y se llevan los 3 millares.E n Un, 7 por 8 son 56, y 3 que se llevan son 5 9 , que se escribe á la izquierda de las centenas,  porque ya no hay mas cifras en el multiplicando.Resulta, pues, el producto 59213.Donde se ve que vaha m u lt iplica r  m  núm ero  de  v a r ia s  CIFRAS POR OTRO DE UNA SOLA, vs uecesario multiplicar sucesi­
vamente las unidades, decenas, centenas, etc., del multipli­
cando por el multiplicador, escribiendo cada producto parcial

-8459845984598459845984598459592138459759 2Í3
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Dlv ARlTMlíriOA. 27
en el sitio correspondiente, y guardíiudo en cada tiuUliplica- 
cion parcial las decenas para juntarlas coniai decenas, las 
centenas para juntarlas con las centenas, ctĉS irva  d e  seguiNDO e jem plo  m u lt iplica r  47008 por 9.Se dice lo primero: 9 por 8 son 72 ; se escribe el 2 en el orden de unidades y se guarda el 7 .Después 9 por 0 es 0 ; pero como llevábamos 7 decenas, se escriben estas en el orden de decenas.9 por O es 0 ; se escribe 0 en el orden de cente­nas , porque no las bay y se debe sin embargo llenar el sitio.Después, 9 por 7 son 63; escribo 3 y llevo 6.Vor últim o, 9 por 4 son 36 y 0 que llevo son 42, q.ue es­cribo á la izquierda de la cifra anterior.Luego el producto pedido es 423072.20. Antes de pasar al caso en que el multiplicador consta de mas de una cifra, indicarémos el medio de hacer un núme­ro 1 0 ,1 0 0 , 1 0 0 0 ,.. . ,  veces m ayor, ó multiplicarle por 10, 100, 1 0 0 0 ,...Del principio fundamental de la numeración (n.'’ 5) resulta evidenlemenío, que si se coloca un O á la derecha de un n ú ­mero ya escrito, cada una de sus cifras significativas avanza un paso hacia la izquierda y espresa por lo tanto unidades diez veces mayores que antes. Del mismo modo si se escriben dos O á la dei'ociia se hace ÍOÜ veces mayor, pues cada cifra significativa espresa unidades 100 veces m ayores, y  así su­cesivamente.L u e g o multiplicar un nùmero entero cualquiera por 1 0 , 1 0 0 , 1 0 0 0 ,. . . ,  basta escribir á su derecha 1, 2 , 3 , . . .  
ceros.A sí, tos productos de 430 por 10, 100, 1000, 1 0 0 0 0 ,... son respectivamente 4390, 43900, 439000, 4 3 9 0 0 0 0 ,...21 . Considerémos ahora el caso en que el multiplicando y 
el multiplicador constan de mas de una cifra.Nos proponemos multiplicar, por............................................ 874685847612276349872069974400437340000511425396



23 ELKMEMÜS"  Se empieza por escribir el muUiplicador debajo del imilU- DÜcaudo de modo que se correspondan en columna las unida­des de cada orden, tirando después una raya por debajo. H e­cho esto se observa que multiplicar 87468 por 5 8 4 7 , equi­vale á lomar el multiplicando 7 veces, mas 40 veces, mas 800 veces, mas 5000 v e ce s , reuniendo después los productosparciales. , , .Por la regla del n . ° l 9 ,  encontraremos primero el pro­ducto de 87468 por 7 , y tendremos el producto 612276.Pero ¿cómo obtendremos el do 87468 por 4 0 ?Concibamos por un momento que se lian escrito en colum­na 40 números iguales á 87 46 8: sumándolos lodos se tendría el producto pedido. Pero es evidente que esô s 40 números forman diez grupos de á 4 números iguales a 87 4 6 8 ; y  estos 4 números sumados equivalen al producto ele 87468 poi 4 , que se puede ibrmar por la regla del n. 19, yes igual a 3. t̂9872: iue^o muitioücando este número por 10, o lo que es lo mismo p o n feiJo  un O á su derecha (n.^ 20), se tendria 3498720, que L r ía  el producto de 10 veces, 4 veces 87468, ó sea 40 vecesSe ve pues, que esta operación equivale a multiplicar el multiplicando por la cifra 4 considerada como de unidades s im p iL , escribiendo después un 0 á la derecha y  colocando el i-csullado 3498720 en columna debajo del primei pioducloDelm ism o modo, para efectuar la mutliplicacioii de 87468 por 800, basta multiplicar 87468 por 8 , lo cual da 699744, V añadir luego dos ceros á su derecha; de este modo se oblte- ¿e  el tercer producto parcial 69974100, que se escribe deba­jo de los dos productos precedentes. En efecto , 800 numeios iguales a 87468, colocados unos debajo de otros, forman evi­dentemente 100 grupos de á 8 números iguales a 8/ a6 8 , o bien 100 números iguales al producto de 87468 por 8, es de­cir á 69974400. . . , .Por medio de un razonamiento semejante se probana que para multiplicar 87468 por 5 0 0 0 , basta mulliplicaWe por 5 , añadir tres ceros á la derecha del producto, y  escribir el re­sultado 437340000 debajo de los tres productos precedentes.Efectuando ahora la suma de los cuatro procUiclos parcia­les, se halla por resultado ó producto total 51142o3Jb.
Advertencia. Eu la práctica se omiten por o común los ceros á la derecha de los productos parciales de docenas, cen-



DE ARITMÉTICA. 29teoas, m illares, e le .; pero se escribe cada producto parcial debajo del producto precedente, corriéndole un lugar hacia la izquierda, es d ecir , haciendo que su primera cifra ocupe el 
mismo lugar que el que ocupa la cifra correspondiente del 
multiplicador.Regla general. '  Para multiplicar un numero de vanas-ci­fras por otro también de varias cifras, se multiplica todo el 
midtiplicando por la cifra de unidades del multiplicador {según la regla del n.** 19); después se multiplica sucesiva­
mente todo el multiplicando por las cifras de decenas,  de 
centenas, etc., consideradas como simples unidades, escri­
biendo unos debajo de otros los productos parciales de modo 
(pie se correspondan las cifras de igual orden, lo que se con­
sigue corriendo á cada uno un lugdr hacia la izquierda', por 
último, se suman los productos parciales, y se tiene el pro­
ducto total pedido.22. Pueden ser ceros algunas de las cifras del multiplica­d o r, y  enlonoes debe modificarse al parecer la regla dada para la colocación de los productos parciales.Multipliquemos, por ejemplo, por................................................ 870497500407609347934819884352485435602792279Se multiplica primero todo el multiplicando por 7 ; lo cual dá el producto 6093479.Abora como no hay decenas en el m ultiplicador, pasamos á multiplicar por 4 , cifra de las centenas del multiplicador, lo cual dá el producto 3481988, y  como debe espresar centenas, le colocamos bajo el primer producto, corriéndole dos lugares hacia la izquierda.Del mismo modo, no habiendo en el multiplicador ni mi­
llares ni decenas de millar, pasamos á miiUiplIcar por 5 ,  ci­fra de las centenas de millar; y  el producto 4352485 se es­cribe debajo del anterior, corriéndole otros tres lugares bácia la izquierda.E n general cuando se encuentran uno ó mas ceros entre 
dos cifras significativas del multiplicador, se corre el pro-



30 ELl'MEM'OS
ducto correspondiente á la primera cifra sirjniftcaliva,  guc 
viene á la izquierda de los ceros, tantos lugares mas uno ha­
cia la izquierda, respecto del producto precedente, como ceros 
hay intermedios.Para evitar cualquiera equivocación puede comprobarse si la primera cifra de la derecha chel producto parcial ocupa el mismo lugar que la eorrespondienle del multiplicador.23. Si uno ó ambos factores terminan en cerosa puede abreviarse la m ultiplicación, multiplicando como si los ceros no existiesen y  escribiéndolos luego á la derecha del producto obtenido.Multipliquemos por ejemplo, por................................................. 47000290042394131)300000Después de haber multiplicado 47 por 29 por la regla ya sabida, se escriben ios cinco ceros á la derecha del producto, y se obtiene 136300000.Jín e fe cto , si tuviéramos que multiplicar 47000 por 2 9 , es claro que después de haber multiplicado 47 por 2 9 , ten­dríamos que hacer que el producto represenlára m illares, es d ec ir , unidades de la misma especio que el multiplicando; para lo cual deberíamos añadir tres ceros. Pero multiplicar un número por 2 9 0 0 , equivale (n.° 21) á tomar cien veces su pi’oducto por 2 9 ; luego deben añadirse otros dos ceros. La misma reflexión se baria respecto de cualquier otro caso.24. A poco que.se reflexione sobre el procedimiento de la m ultiplicación, se comprende la necesidad de empezar la ope­ración por la derecha, á lo menos en las multiplicaciones par- 

viales por cada una de las cifras del multiplicador, á causa de las unidades de órden superior que generalmente se for­man al multiplicar una cifra del multiplicando por otra del multiplicador. Pero nada estorba invertir el órden de las mul­tiplicaciones parciales por las diferentes cifras del multiplica­dor, como puede verse en el ejemplo siguiente.Hemos empezado aquí la multiplicación por las cifras de las centenas del multiplicador, y  bajo la misma cifra se ha colocado la primera del producto p arcial; pero en la opera-



5704487228164563239928
DE ARITMÉTICA. 31clon siguiente hemos cuidado de correr el produe­lo im lugar hacia la derecha, es decir, hemos cui­dado do.colocarle de modo que su primera cifra corresponda en columna con las decenas de ambos factores. El tercer producto se ha corrido tambiénun lugar hacia ia derecha respecto del precedente. _________Pero ordinariamente se forman los productos de iz -  2777848 quierda á derecha por ser mas natural y mascómodo'.25 . Terminaremos la teoría de la multiplicación, demos­trando una propiedad que hace un gran papel en la ciencia de los núm eros, y es la siguiente: en toda multiplicación de 

dos números abstractos, puede invertirse el orden de los fac­
tores sin que se altere el producto-Así el producto de 37 por 29 es siempre el mismo, bien se m ultiplique37 por 29, bien por el contrario, 29 por 37: asi también el producto de 459 por 528 es igual al producto de 528 por 4 5 9 , etc.Para darnos cuenta de esta p ropalad  respecto de los dos números 37 y 2 0 , podemos concebir que se forma un cuadro como aquí ponemos

1 , 1 , 1> 1 . 1 , 1 .
1, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 .
1 , 1 , 1 , l , 1 , 1 .
1, 1 , 1 , 1 , 1 , t .
1 , t , 1 , 1 , 1 , 1 .

29

37

en el cual se ha escrito la unidad 37 veces en linea horizon­tal, y se han puesto así hasta 29 lincas parecidas.Esto supuesto, es claro que ia suma total de las unidades contenidas en este cuadro, es igual á tantas veces las 37 uni­dades de una linea horizontal, como unidades hay en una co­lumna vertical, que son 29; es d ecir , que la siíma será igual al producto de 37 por 29. Pero podría también decirse que la, misma suma es igual á tantas veces las 29 unidades de una



32 ELEMENTOScolumna vertical como u n i d a d e s  h a y  en una línea horizontal, que son 3 7 ; os decir, que es igual al producto de 29 por 37. Luego el producto de 37 por 29 e s  i f j u a l  al producto de 29 por 37.Este razonamiento puede aplicarse á dos números cuales­quiera: luego etc. (*).26. Nos reduciremos por lo pronto á esponer dos aplica­ciones de este principio.1 . * Supongamos que la naturaleza de una cuestión nos conduce á multiplicar 75 por 5642.Será preferible multiplicar 5642 por 7 5 , puesto que el producto ba de ser igual y  que así solo haremos d o s  produc­tos parciales, cuando tendríamos que hacer cwa/ro si multi­plicáramos 75 por 5642.2 . "̂ Por medio de esto mismo principio podría esplicarse el procedimiento de la multiplicación de dos números d e o a - 
r i a s  c i f r a s .Para ello, volvamos^il primer ejemplo (n.° 21) y  sea mul­tiplicar ' 87468 por 5847.Después de haber formado el primer producto parcial .612276, es necesario formar el de 87468 por 40.Pero como multiplicar 8 7 4 6 8 por 4 0 , eq u ivale , según el principio recien demostrado, á multiplicar 40 por 8 7 4 6 8 , ó 4 
d e c e n a s  por 87468, resulta que el segundo producto parcial debe espresar d e c e n a s , y por lo tanto su p r i m e r a  c i f r a  d e  l a  
d e r e c h a  debe colocarse bajo las decenas del producto total.—  Del mismo m odo, multiplicar 87468 por 8 0 0 , equivaled multiplicar 800 ó sea 8 centenas por 87468; luego el produc­to de 87468 por 8 , ó de 8 por 8 7 46 8, debe espresar c e n te ­
n a s ;  por consiguiente, su cifra primera de la derecha debe colocarse en el orden de las c e n t e n a s , etc.Podría también hacerse observar que el principio de la in-

{*) Podría (ledacirse esta proposición do la Tabla de Pilágoras, ob.servando la disposición de los números {n." i9 ) : bastarla para es­to concebir la Tabla prolongada convcnionteinente, por ejemplo, hasta tOOOO veces 10000, si so consideraran dos factores inferio­res á este limite, pero la dctnostracion puesta arriba nos ha pareci­do mns sencilla.



DE a r it m ét ica . 33versión de los factores de im producto es indepcndieníi! do lodo procedimiento para efectuar la m ultiplicación, y  por lo lanío podría establecerse antes de esponer la teoria de la m ul­tiplicación. DE LA DIVISION.‘27. Dividir un número por otro, es (n.® 9) hallar un ter­
cer número que, multiplicado por el segundo, reproduzca el 
primero : ó bien (n.° 25) hallar un tercer nùmero que, multi­
plicando por él el segundo, reproduzca el primero.A s í, el objeto de la división es: dado un producto de dos 
factores y uno de ellos, determinar el otro; por consiguiente, es una operación inversa de la multiplicación.Como en una multiplicación de números enteros, el pro­
ducto se compone de tantas veces el multiplicando como uni­dades tiene el multiplicador, puede también decirse que d ivi­dir un número entero por otro, es buscar cuántas veces el pri­
mero, considerado como producto, contiene al segundo , con­siderado como multiplicando: el número de veces os entonces el multiplicador. En íin , también se ha visto (n.° 9) que d ivi­dir un número entero por otro es hacer el primero tantas 
partes como unidades tiene el segundo.Estos dos últimos aspectos que se dan á la división no con­vienen rigorosamente sino á los números enteros, mientras la nrimera delinicion conviene á todos los números enteros ó fraccionarios. Y  sin em bargo, de esas últimas deliniciones so ban deducido los nombres puestos á los términos de la d i­visión.A sí, el primer número se llama dicidendo (número quella de dividirse); el segundo divisor, y el tercero cociente, de la palabra latina quoties, porque dice cuántas veces el dividendo contiene al divisor.Uesulla evidentemente de estas definiciones, que cuando se baya obtenido el cociente, para probar la operación bastará 
mxUtiplicar el divisor por el cociente, ó reciprocamente ; y  si 
la Operación está bien hecha, deberá resultar ei dividendo.Uecíprocamento, en la niullipUcacion el producto puede considerarse como dividendo, el multiplicando como divisore como cociente, y el multiplicador como cociente ó como divi­
sor: y se hará la prueba do la multiplicación rfimdíe/ido el 
producto por uno de los factores: si la operación está bien he­
cha, habrá de resultar el otro factor.



134 ELEMENTOSEsplicadas eslas nociones, pasemos á osponer el procedi­miento de la división. , ,28. Asi como la rauUiplicacion puede hacerse por medio de la adición de varios números iguales entre s i ,  asi también podría hallarse el cociente de una división por una sene desustracciones. • , , j- mE n efecto, que se trate, por ejemplo, de dimdtr bO poiJ 2 :  cuantas veces podamos quitar 12 de 6 0 , otras tantas es tara 12 contenido en 6 0 ; por consiguiente, el cociente es igual al número de sustracciones que puedan efocluarse hasta des­truir el dividendo.E n este ejemplo , como hay que hacer b sustracciones -sucesivas, so deduce que es 5 el cociente.Pero este modo de obtener el cociente se- ]‘ía larguísimo en la práclica, principalmen­te cuando el dividendo fuera muy grande respecto del divisor. Eo que constituye esen­cialmente la regla de la división es otro pro­cedimiento especial y  abreviado para obte­ner el resullado apetecido.29. Sabiendo de memoria lodos los pro­ductos de dos números de solo una cifra contenidos en la tabla de Pilágoras (n. 18), . ,se puede determinar fácilmente el cociente de la diviswn de 
un número de una ó dos cifras, por otro número de una 
sola, con tal (¡ue el cociente no haya de tener tampoco masejemplo, 35 dividido por 7 dá de cociente 5 ; ó bien se dice : 7 en 35, ó 35 entre 7 , á 5 (porque se sabe que o v e - ves 7 son 35] ; ó bien también la 7.̂ * parte de 3 o , son o . por- niic 7 veces 5 son 35.

Dividir 68 por 9 . Como 7 por 9 que son 6 3 , y  8 por 9 que son 72 , comprendená 6 8 , resulta que68dividido por 3 , dará el cociente 7 y  quedará un residuo 5 :  lo cual se espresa diciendo la 9.*̂  parle de 68 es 7 y  sobran 5. ,Del mismo modo, ¿47 entre 8 á cómo les toca?— A 5; o la 8 .“ parte de 47 es 5 y  sobran 7.Mas adelante diremos lo que debo hacerse con el residuo cuando el divisor no está exactamente contenido en el d iv i-*̂*̂ 30. Consideremos el caso en que ol dmdmáo está com~

6048
n36y24
12Í 2
12“ o

i;"' resta.2 . ’  resta.3.* resta.4.'  ̂ resta.5 .“ resta.



DE AlilTMÍyríCA. 35
puesto (le un minierò cualquiera de cifras, teniendo el divisor 
una sola.Sea por ejemplo dividir 6766453/?or 8 ..

676645364“ 36466405348

845806 P r u e b a  p o r  la  m u lt ip lic a c ió n .8458068676644S56766453

Después de haber escrito el divisor á la derecha del d ivi­dendo, y  de haberlos separado por una raya verlica!, se tira debajo del divisor otra raya horizontal.Ésto supuesto, desde luego so ve que si mentalmente co­locamos á la derecha del divisor 8 , cinco cero s, lo cual equi­vale á multiplicarle por cien mil, y después seis ceros, lo cual equivale á multiplicarle por tm millón, los dos productos 800000 y  800ÓOOO so n , el uno pequeño y  el otro mas 
qrande que el dividendo.De donde ya_ puede deducirse que el cociente pedido está comprendido entre cien mil y un millón, es d ec ir ,  está com­puesto de seis c ifra s, do modo que sus unidades superiores han de ser centenas de millar, coya cifra es necesario hallar.Para esto, como el producto del divisor por la cifra bus­cada no puede dar unidades de orden inferior á centenas de 
millar, se infiere que todo ese producto ha de estar contenido en las 67 centenas de millar del dividendo ; y  así, si dividimos 67 por 8 , lo cual dá el cociente 8 y el residuo 3 ,  podremos asegurar que 8 os la cifra de las centenas de millar del cocien­te total.E n  efecto, 800000 veces 8 dá 6400000, número que pue­de restarse del dividendo 6766453 ; mientras que 900000 ve­ces 8 ó 7 2 0 0 0 0 0 , no puede restarse.



3C ELEMEMüSDetermiüada de esla manera la cifra 8 ,  se coloca bajo el d ivisor; en seguida después de sustraer de 67 el producto do 8 por 8 que son 6 4 , se obtiene el residuo 3, á cuya derecha pueden concebirse escritas las restantes cifras del dividendo, lo cual daría 366453 por residuo total de esla primera ope­ración (*).  ̂ . .Pareceria necesario escribir á la derecha del cociente ob­tenido cinco ceros, á íin de darle su verdadero v a lo r ; pero se omite el hacerlo por la disposición que se dá a las siguientes cifras del cociente.Ahora es menester determinar la cifra de las decenas de 
millar del cociente. Para esto observemos que el producto del divisor por esta c ifr a ,  no puede dar unidades de orden infe~ 
rior alas decenas de millar, y por consiguiente ha de encon­trarse lodo en las 36 decenas de millar del dividendo restan­te. Bajaremos, pues, al lado del residuo 3 la cifra siguiente 6 del dividendo (como se ve en el cuadro de la operación); des­pués dividiremos 36 por 8 y  obtendremos el cociente 4 y el residuo 4 . Este cociente, que necesariamente espresa las de­
cenas de millar del cociente total,  se escribe á la derecha del primer cociente 8 ; después se resta de 36 el producto de 4 por 8 , que son 3 2 , y al lado del residuo 4 ,  se baja la cifra siguiente del dividendo y tendremos 46 (**).Para obtener la cifra de las unidades de millar úe\ cocien­te total ,  se divide 46 por 8 ,  y se obtiene el cociente 5 y el residuo 6 ;  se escribe este nuevo cociente 5 á la derecha de los dos prim eros; se resta de 46 el producto de 5 por 8 , que son 4 0 , y  al lado del resto 6 se baja la siguiente cifra 4 del dividendo, con lo cual tenemos 64 (**’ ).Para obtener la cifra de las centenas del cociente total, se divide 64 por 8 , y  se obtiene el cociente 8 sin residuo alguno: se escribe el nuevo cociente á la derecha de los tres primeros; se resta de 64 el producto de 8 por 8 , que también son 64, y

{*} Esta primera operación equivale evidentemente á sustraer del dividendo 800000 veces el divisor, ó á liaccr 8 0 0 0 0 0  sustracciones su­cesivas del divisor 8.{'*) Esta nueva operación equivale á restar 40000 veces _8 _o sea 320000 de3C6433, ó á hacer 40000 sustracciones'sucesivas del divisor 8 ("*) Esta tercera operación equivale á 5000 sustracciones sucesi­vas del divisor 8.



I)E ARITMÉTICA. 37íil lado del residuo O se baja la siguiente cifra del dividendo, lo cual dá 05, ó simplem enteS.Aquí se presenta una particularidad : como el n u eío  divi­dendo parcial 05 ó 5 ,  destinado á dar las decenas del cociente total, es menor que el divisor 8 , debe inferirse que el cocien­te total no tiene decenas (y en efecto, el dividendo restante es 5 3 , número menor que diez veces 8 ú 80.)En este caso se pone un O en el cociente á la derecha de las cuatro cifras obtenidas, á fin de ocupar el lugar de las de­cenas que faltan, y de conservar á las cifras precedentes su 
valor relativo; después se baja á la derecha del resto 5 la cifra siguiente, que es la última del dividendo, y  se continúa la Operación.E l cociente de dividir 53 por 8 es 6 ,  y  queda el residuo 5 : se escribe el 6 á la derecha de los cinco primeros cocien­tes obtenidos; se resta de 53 el producto de 8 por 6 que son 4 8 , y se obtiene finalmente 5 por residuo de la operación to­
tal, siendo 845806 (*) el cociente pedido, como puede com­probarse fácilmente multiplicando 8 por 8 4 5 8 0 6 , ó mejor (n.° 26) 845806 por 8 , y  añadiendo el residuo 5 al producto obtenido.

Advertencia. En la práctica, se omite el escrib ir,  en ca­da Operación, debajo del dividendo parcial correspondiente, el producto del divisor por el cociente obtenido : lo que se ha­ce es escribir solamente el resto d éla  sustracción y á su lado se baja la cifra siguiente del dividendo según se ve en la ope­ración adjunta : 6766453 8
3_Q46 84580664 531. Nos abstendremos de establecer para el caso de la di-

( ) Todas esas operaciones que acaban de ejecutarse, equivalen evidentemente á 800000, mas 40000, mas 5000, mas 800, etc.: mas 6 o sea 845806 sustracciones sucesivas, en las cuales el sustraendo es •'onstantemenle el mismo divisor 8.



38 ELEMENTOSVision que acabamos de tratar, unam //a generai fundada en los razonamientos precedentes; porque existe, para este caso solamente, un procedimiento mas cómodo y sobretodo mas sencillo, bajo el punto de vista de la disposición de los cálculos. Para esplicarlo repetiremos el ejemplo precedente:
cociente 6766453 ha de dividirse por 8; 845806; residuo, 5.Sabemos ya (u." 27) que dividir un número por 8 , ó bus­cai- las veces que 8 está contenido en aquel ninnerò, equivale áhacer del número dado 8 parles iguales, ó bien á lomar la octava parle.Esto supuesto, lomando en el dividendo las dos primeras cifras do la izquierda, 67 , se dice :La octava parte de 67 (n." 29) son 8 y  sobran 3;Se escribe el cociente 8 bajo la cifra 7 del dividendo; des­pués se coloca menlalmenle el residuo 3 , que espresa 3 cente­

nas de tnillar ó 30 decenas de millar, á ia izquierda de la c i­fra 6 del dividendo, que espresa también decenas de millar, y  se dice:La octava parte de 36 es 4 y  sobran 4 ;Se escribe el segundo cociente 4 á la derecha del prime­ro ; colocando también mentalmente el resto 4 , que espresa 4 decenas de millar ó 40 unidades do millar, ú la izquierda de la cifra 6 de las, unidades de millar del dividendo, se dirá igualmente:La octava parle de 46 son 5 y sobran 6 ;Se escribe este tercer cociente 5 á la derecha del prece­dente, y  continuando de !a misma manera se dirá :La octava parle de 64 {número formado por el resto-6 y por la cifra 4 del dividendo) es 8 con el resto 0 ;Se escribe este cuarto cociente á ia derecha del tercero.La octava parle de 05 ó simplemente 5 (cifra de las de­cenas del dividendo), es O, con un residuo 5 ;Se escribe este quinto cociente á la derecha del cuarto.Finalm ente, la octava parte do 53 es 6 y queda de re­siduo 5 ;Se escribe á la derecha del quinto Gocienlo este resto y este último cociente parcial, que asi resulta colocado debajo de la cifra de las unidades del dividendo ; y con esto se obtie­ne por resultado final :



DE AIUTMÉTICA.
\̂. cociente 845806 con el residuo 5 . 8 9

2.® Ejemplo. Sea dividir 8230200409 por 6 ;cociente 1371700068; residuo 1.A qui siendo la primera cifra 8 de la izquierda del divi­dendo mayor que el d ivisor, se infiere que el cociente debe tener unidades de la misma especie que las de la cifra 8 ;  y por eso se d ice :La sesta parle de 8 es 1 ,  que so escribe bajo la cifra 8 , y nos restan 2 ;Después se dice: la sesta parte de 22 es 3 , que se coloca á la derecha de la cifra 1 ,  y nos (jueda el resto 4 ;La sesta parte de 43 es 7 ,  con el resto 1La sesta parte de 10 es 1 ,  con el resto 4La sesta parle de 42 es 7 ,  con el resto 0La sesta parle de O es O , con el resto OLa sesta parle de O es O , con el resto OLa sesta parte de 4 es también O, con el resto 4;La sesta parte de 40 es 6 ,  con el resto 4 ;Finalm ente, la S05¿a*i)artede 49 es 8 ,  con el resto l .De modo que el cociente obtenido es 1371700008, con el residuo 1.Es tanto mas importante comprender bien este procedi­m iento, cuanto que va á tener inmediata aplicación en el caso de la división que nos falla que esponer.liarem os observar aflemás que, cuando se sabe de memo­ria la tabla de la mulliplicacion eslendida basta él número 12, se pueden obtener muy fácilmente por el mismo medio la lO .'', la 11 .“ y la 1 2 .“ parte de uu número cualquiera.Pondremos dos ejemplos para ejercicio.1 . °— 897614708497 se h a d e  dividir por 12. Cociente 74801225708; residuo 1.(La 12.“ parte de 89 es 7 y quedan 5 ;  la 1 2 .“ parle de 57 son 4 y  restan 9 ;  la 1 2 .“ parle do 96 es 8 ,  y queda 0 ; la 1 2 .“ parle de 1 es O y  resta 1 ; la 12 .“ parte de 14 es 1 y  q u e - , dan 2 ; etc.).2 . ® ejemplo. Sea dividir 23054273896 por 11. Cociente 2095843081; residuo 5 .(La 1 1 .“ parle de 23 es 2 y  queda 1 ; la 11 .“ parte de 10 es O y  quedan 1 0 ; la 11 .“ parle de 105 es 9 y quedan 6 ;  la



40 ELEMiíMOS11.® parle de 64 es 5 y quedan 9 ; la 11." parle de 92 es 8 y quedan 4 ; y  así sucesivanienle.)Para hacer la división por 10, en lugar de aplicar el pro­cedimiento anterior, es mas sencillo separar mentalmente en -el dividendo la última cifra de la derecha. La parte que que­da á la izquierda espresa el cociente, y la cifra separada, que puede ser O , es el residuo déla división. Este modo de pro­ceder es consecuencia evidente del sistema de numeración.Así la 10." parte de 2710548 es 271054 y  el residuo 8; la 10." parte de 863005074 es 86300507 y el residuo es 4; la 10." parle de 3805670 es exactamente 380567 ; resultados que se encontrarian igualmente aplicando el procedimiento anterior.32. Pasemos al caso eñ que,co?i6/flndo de varias cifras 
el dividendo y el divisor, ha de tener el cociente una cifra 
sola.Este caso merece particular atención, pues ha de servir­nos de base para la espiicacion del caso general.Sea dividir 730465/Jor 87467;73046569973630729 87467

8Observemos ante todas cosas que el producto dcl divisor por 10, es 874670, cantidad superior al dividendo; por con­siguiente el cociente buscado es menor que 10 y no puede tener mas de una sola cifra.En segundo lugar observemos q u e , el producto de las 8 
decenas de millar úq\ divisor por la cifra buscada no puede dar unidades de orden inferior á las mismas decenas de mi­lla r , y  por lo tanto debe hallarse íntegro en las 73 decenas de millar del dividendo; de donde ya se infiere que la cifra bus­cada no puede ser mayor que el cociente de la division de 73 por 8 .Esto nos conduce á dividir las dos primeras cifras 73, de la izquierda del dividendo por la primera cifra 8 del divisor, lo cual dá el cociente 9 con un residuo. Pero 9 es evidente­mente ma?/or qne el cociente buscado; porque, en la multi­plicación del divisor total por esa c ifra , lialtariamos, al m ul- liplicar por 9 la cifra 7 de las unidades de millar del divisor, 63 unidades de este orden, y por consiguiente Jievariaraos 6



Di: ABiraÉTicA. 41iiecenas de millar para añadirlas á las 72 decenas de m illar, ¡)roducto de la primera cifra 8 del divisor por el supuesto co­ciente 9 ; y esto nos daria 78 decenas de millar̂  nùmero su­
perior al dividendo.Debemos, pues, tomar 8 á lo mas como cifra del cociente buscado: y  com o, efectuando la multiplicación de 87467 por 8 {cuya cifra se ha colocado debajo del divisor), se obtiene un producto 6 9 9 7 3 6 , menor que el dividendo, y que puede res­tarse de este, inferimos que 8 es el verdadero cociente. Sus­trayendo ahora del dividendo el producto obtenido, según in­dica el cuadro de la operación, se encuentra el residuo 30729.

Advertencia. Veremos en el número 3 4 , que en la prác­tica se omite el escribir debajo del dividendo el producto del divisor por el cociente.Sirva de nuevo ejemplo dividir 974065por 189768;974065 189768948840 525225Como el dividendo y el divisor so componen de un mismo 
número de cifras, es claro que el cociente solo debe tener una 
cifra-, y para hallarla se divide la primer c ifr a , 9 , de la iz­quierda del dividendo por la primer c ifra , 1 , de la izquierda del divisor. El cociente es 9 ;  poro esta cifra y las siguientes inferiores 8 , 7 , 6 ,  son demasiado grandes, si se tienen en cuenta las dos primeras cifras, 18, de la izquierda del divisor; porque los productos de 18 por 9 , 8 , 7 ,  6 , son 1 6 2 , 144, 126 y 1 0 8 , todos ios cuales escoden á las 97 decenas de mi­llar del dividendo; por consiguiente debemos ensayar la cifra o.Multiplicando el divisor por 5 , se obtiene el producto f^48840, que restado del dividendo, dá por residuo 25225, número menor que d  d iviso r; lo cual prueba que el cociente 5 no es menor de lo que debo.83. Primera observación. \os dos ejemplos precc- denles, hemos podido determinar sin gran trabajo cuál debia sor la verdadera cifra del cociente. Pero como esto no sucede siempre lo m ism o, es importante tener un método para reco­nocer con seguridad sin efectuar la multiplicación dcl divisor por el cociente, si la cifra lomada por buena, lo es en efecto.Este método es d  (luc abora vamos á esplicar.



42 ELKMEMÜS
Método particular de ensayo. Sea í/iVit/ír 556428 69784:556428 69784488488 767940La division de 55 (conjunto de las dos primeras cifras de !a izquierda del dividendo) por 6 (primera cifra de la izquier­da del divisor),  dá 9 por cociente con 1 de residuo.Para que 9 no sea mayor que el cociente buscado, es ne­cesario, que 9 veces el divisor sea inferior ó igual al* d ivi­dendo, ó lo que es lo mismo, que la novena parte del d iv i­dendo sea superior ó àio menos igual al divisor. Si comenza­m os, pues, á tomar la novena parle de 5 5 6 4 2 8 , según el procedimienlo indicado en el número encontraremos que las dos primeras cifras serán 61 unidades de m illar , número 

inferior á las 69 unidades de millar del divisor; lo cual indi­ca que la novena parte del dividendo es menor que el divisor, y que por lo tanto debe desecharse el 9 .Ensayemos el 8 y encontraremos que las tres primeras cifras de la octava parte del dividendo son 695 centenas, nú­mero inferior á las 697 centenas del divisor ; por consiguien­te todavía 8 es demasiado grande.Ensayemos el 7 , y  veremos que la primera cifra de la 
sétima parte del dividendo es 7 , número de decenas de millar 
superior á las 6 decenas de millar del divisor; de donde se in­fiere que la sétima parte del dividendo es superior al divisor, ó en otros términos, que el producto del divisor por 7 es in­
ferior al dividendo. Por consiguiente es buena la cifra 7 .Miilliplicando el divisor por 7 , escribiendo debajo del d i­videndo el producto 488488, y efectuando después la sus­tracción, se obtiene el residuo 67940, número menor que el- divisor.

Otro ejemplo.— dividir 1148367 169987.11483671019922 169987
6128445La division d e l i  por 1 , daría 11 por cociente; pero el



DE AlUIMÉilCA.cocienle buscado no puede ser mayor que 9 , puesto que el di­visor seguido de un O , es d e c ir , multiplicado por 1 0 , sen a un número superior al dividendo.Ensayemos c l9 ;  la novena parle del dividendo es 1 2 .. .  (‘ ), nùmero menor que el divisor 1 6 . . . ;  a si, 9 debe desecharse.Ensayemos el 8 : la oclava parle del dividendo es 1 4 . . . ,  número menor que el divisor 1 6 9 ...;  luego el 8 debe también desecharse.Ensayemos el 7i la séliina parte del dividendo es 1 6 4 ... ,  número me/ior que el divisor 1 6 9 ...;  luego el 7 debe desecharse.Ensayemos el 6 :  la scí/ct pai’le del dividemlo es 1 9 . . . ,  número mayor que el divisor 1 6 .. . ;  luego el número 6 esMultiplicando el divisor por 6 , y restando del dividendo el producto 1019922, se obtiene el residuo 128415 menor que ei divisor.El mecanismo de este método de ensayo se deriva dtrecy lamente de la esposicioiulel último ejem plo: está reducido á detenerse así que se obtiene una cifra mayor ó menor que la correspondiente del divisor. S i es mayor, puede asegurarse que la cifra ensayada es buena; si es menor, la cifra ensaya- (la es demaúado grande y  debe disminuirse.Añadamos además que todos estos ensayos pueden nacer­se mentalmente, es d ecir , de cabeza, sin cscribii' nada.Podría también suceder {pero raras veces) que procedien­do de ese m odo, se reprodujeran sucesivamente todas las c i­fras del divisor, llegando a un residuo final, necesariamente 
menor ([iie la ciíVa ensayada y que podría Ser 0 ;  entonces se tendría no solamente el cocienle buscado, sino también el re­siduo de la división propuesta,  que sería aquel mismo resi­
duo filial.Uecomendamos cspresainentc este método de en sayo, co­mo medio de evitar cualquier dlticultad en lodos los casos posibles. . , ,34. Segunda Observación.— ha visto en todo lo pre­cedente, que después de haber determinado una cifra del co­ciente, es necesario mutUplicar por esta cifra el d iv iso r , e s- (*)

(*) Aquí como en lo sucesivo reemplazamos las cifras no escritas por oíros tantos puntos.



ELEMKNTOScribir el producto debajo del dividendo y  efectuar la sustrac­ción colocando el residuo debajo de aquel producto.Pero también aquí se puede, como se hizo en el caso de la d ivisió n , esplicado en el número 30 [véase la advertencia), Em plear un procedimiento de abreviación que vamos á es­plicar.Para esto volvamos al primer ejemplo del número 32: 730465 í 8746730729 I 8Este procedimiento de abreviación consiste en no efectuar materialmente el producto del divisor por la cifra 8 del co­ciente, sino en efectuarlo solo de memoria , escribiendo úni­camente el residuo debajo del dividendo.Para este fin , se deben restar sucesivamente de las uni­
dades, decenas, centenas, e tc ., del dividendo, los productos de las unidades délos órdenes respectivos del divisor por el cociente, á medida que van formándose mentalmente.A sí, en el ejemplo anterior, se debe lo primero restar de las cinco unidades del dividendo el producto 5 6 , del cociente 8 por las 7 unidades del divisor.Pero como esta sustracción es imposible (lo cual natural­mente lia de suceder casi siempre), se aplica el principio del n.® 14, añadiendo de memoria 6 decenas á las 5 unidades {nú­mero que debía servir de minuendo), teniendo luego el cui­dado de añadir en compensación estas mismas 6 decenas al producto (que después ha de sustraerse) de las decenas del di­visor por el mismo cociente 8; así se forma el número 6 5 , del cual se resta 5 6 , obteniendo un resto 9 , que se escribe deba­jo  de las unidades del dividendo.Pasando á la cifra de las decenas, 6 , del d ivisor, se dice: 8 veces 6 son 48 decenas, que aumentadas en 6 decenas, que se llevan de la operación precedente, hacen 54 decenas, nú­mero que debe sustraerse de las 6 decenas del dividendo: pa­ra operar esta sustracción, se añaden también ò decenas (de 
decenas) á aquellas 6 decenas; lo cual dá 56 y  después se res­ta 54 de 5 6 , obteniendo por resto 2 ,  que se escribe bajo la cifra de las decenas del dividendo.Continuando de este modo se dice : 8 veces 4  centenas son 32 y 5 (que se habian añadido en la operación precedente)



DE ARITMETICA. -45son 37; 37 no puede restarse do 4 ;  pero se resta de 44 y quedan 7 ,  que se escriben bajo las centenas dividendo.Decimos luego: 8 veces 7 son 56 y 4 (afiadido en la ope­ración anterior) son 60 ; de 60 á 6 0 , va 0 ,  cuya cifra se es­cribe debajo délos millares del dividendo.En fin , 8 veces 8 son 6 4 , y 6 son 70 ; de 70 á 73 van 3. Por consiguiente el residuo total es 30729.Volvamos ahora al segundo ejem plo, pero abreviando el discurso y sirviéndonos de las locuciones usadas en la practi­ca , aunque algunas veces son impropias:974065 18976825225Habiendo comprobado que.5 es la verdadera cifra del co­ciente , se dice: 5 veces 8 son 4 0 ; de 40 á 45 van 5 y llevo 4 (se sobreentiendo que son para añadirlas al producto si­guiente.), Del mismo modo, 5 veces 6 son 3 0 , y  4 son 3 4 ; de 34 u 36 van 2 ,  y  llevo 3 ;5 veces 7 son 35 y  3 son 3 8 ; de 38 á 40 van 2 , y  llevo 4;5 veces 9 son 4 5 , y  4 son 4 9 ; de 49 á 54 van 5 y  llevo 5;En í ln , 5 veces 18 son 9 0 , y 5 son 9 5 ; de 95 á 97 van 2. El residuo total es 25225.
Advertencia. E s  muy importante, á cada Operación par­c ia l, el decir llevo tantas, para no olvidar el número que, por compensación, debe añadirse al producto siguiente.Para ejercicio podrán los principiantes aplicar el mismo procedimiento á los dos ejemplos del n ." 33.Hemos tratado con muchos pormenores los casos mas sen­

cillos de la división, porque cuando una vez se comprende bien el pi'ocedimiento y  los métodos de ensayo y de abrevia­
ción espueslos, no se puede encontrar diíicullad alguna en comprender el caso yeneral que ahora vamos á esplicar, y  es 3quel en que el dividendo y el divisor y  por lo lanío el cocien- 
Ic, tienen un número cualquiera de cifras.



46 i:lemkntos
Caso (jeneral de la division.35. Sea dividir 9176298 por 2678 :Prueba por la multiplicncion.0176298 1 2678 267811422 ■3426 3426^ 1 0 9 16068535617538 107121470 803414709476298Disponemos aquí los lérrainos de la división, el eocienle y ' los i'cslos sucesivos, según las indicaciones que preceden; despucs discurrimos como en el n.® 32 :S i colocamos mentalmente tres cero s, y  en seguida cuatro cero sa  la derecha del d iv iso r , se obtienen dos productos, 2678000 y 26780000, uno menor y otro mayor que el divi­dendo ; de modo que el cociente debe estar comprendido entre 1000 Y 10000, ó b ie n , dobe componerse de cuatro cifras, representando unidades de millar la primera de la izquierda.Para encontrar esta cifra observaremos, que su producto por el divisor, debe espresar unidades de millar,  y  por con­siguiente debe encontrarse necesariamente en la parto 9176, qué son las unidades de millar del dividendo. Venimos asi a parar á la necesidad de dividir 9176 (que se considera como 

primer dividendo parcial) por 2 6 7 8 ; y a\ mayor numero de veces que el segundo número está contenido en el primero, representa la cifra de las unidades de millar de! cociente total.Ahora b ie n , el verdadero cociente de 9176 por 2678, obtenido según c! método de ensayo indicado en el n.*’ 35, es3. Se escribirá por consiguiente 3 debajo del d iv iso r , de.spues se resta del dividendo el producto del divisor por 3 , bien sea colocando este producto debajo del primer dividendo parcial, y  restando e! uno del otro; bien sea (como en el n . 30) efectuando simultáneamente la multiplicación y  la siistrac-
i



I)E ARITMETICA. 47cion scgun se indica en cl cuadro de la operación (*).Siendo-1142 el residuo de està primera sustracción , si á continuación suya escribiéramos las restantes cifras del divi­dendo, resullaria un nueyo dividendo con el cual podría ope­rarse, como con el dividendo prim itivo; pero como ahora d e­bemos determinar la cifra de las centenas del cociente, y el producto del divisor por esta c ifr a , no podiendo dar unida­
des da orden inferior al de las centenas, ha de encontrarse completo en las 11422 centenas del dividendo restante, se baja á la derecha del resto IH2únicamente la cifra sigvien- 
te, 2 , del dividendo; lo cual dá un segundo dividendo parcial, 11422, con el que debe procederse como con el primero.iil verdadero cociente de la división de 114-22 por 2678 es 4 , que se escribe debajo del divisor y  á la derecha del primer cociente obtenido [véase el n .“ 30) ; después se resta del segundo dividendo parcial el producto del divisor por el nuevo cociente.Siendo 710 el resto de esta sustracción, se baja á su de­recha la cifra siguiente, 9 , del dividendo; lo cual dá un ter­
cer dividendo parcial, 7109, destinado á producir la cifra de las decenas del cociente total.Dividiendo 7109 por 26 7 8 , se obtiene por verdadero co­ciente la cifra 2 , que se escribe á la derecha de los dos pri­meros cocientes obtenidos; multiplicando el divisor por 2 y restando del tercer dividendo parcial este producto, se obtie­ne cl resto 17 53 , á cuya derecha se baja la última cifra , 8 , del dividendo, obteniéndose asi el cuarto dividendo parcial, 17538. , ^Finalm ente, siendo 6 el verdadero cociente de 17538 por -b.78, se multiplica el divisor por 6 y el producto se resta del cuarlodividendo parcial, lo cual conduce al residuo final 1470.

cociente pedido es por lo tanto 34 26 , con ^{residuo 1470; lo cual puede comprobarse multiplicando 2678 por 3426, y  añadiendo 1470 al producto según manifiesta cl cua­dro do la operación (**).
Esta primera operación equivale evidenlcmente á sustraer dcl ^nyidendo 3000 veces cl divisor.( ) Las cuatro operaciones que acabando ejecutarse conducen al mismo resultado que si se hubiera sustraído sucesivamente del divi- endo, 3000 veces, mas 400 veces, mas 2 0  veces, mas Ü veces, el «li- '•sor propuesto.



/i8 EI.EMEMOS
Otro ejmplo. Sea í/íuüV/jV 4:2-20Go8159l /jor 569874:422065815912315401 56987474063359055917131513529Colocamio mental y sucesivam ente, primero cuatro ceros y después cinco ceros á la derecha del d ivisor, se obtienen dos productos, 5698740000 y 56987400000, que compren- 

den al dividendo; lo cual prueba que el cociente buscado es­tá á su vez comprendido entre 10000 y 100000, ó bien , que se compone de cinco c ifra s, siendo decenas de millar la pri­mera de la izquierda.Las (los primeras cifras, 7 4 , de la. izquierda de este co­ciente, que se colocan debajo del divisor, se encuentran sin dificultad, cotijo en el primer ejemplo.Pero llegando al resto 35905, si para formar el tercer di­
videndo parcial destinado á producir la cifra de las centenas 
del cociente total, bajamos á la derecha de aquel resto la cifra siguiente, 5 , del dividendo, obtenemos 359055, número me­
nor que el divisor; lo cual prueba {véase el prinier ejemplo del n.® 32) que el cociente no tiene centenas.Debemos entonces escribir un dero á la derecha de los dos primeros cocientes obtenidos, y bajando después á la derecha
,lrK lí,  c i m i i a n t a  U rlol /IiuirlAnrlf» í‘ lde 359055, la cifra siguiente, 9 , del dividendo, tendremos el 
cuarto dividendo parcial 3590559, que dividiremos por 569874, á fin de sacar la cifra de las decenas del cociente.Continuandola operación, encontraremos por último el 
cociente total-74063, con el residuo 3529.36. R egla general. Para dividir un número entero cual- quiej-a por otro, escríbase el divisor à la derecha del dividen­
do, separándolos por una linea vertical y tirando otra hori­
zontal debajo del divisor.Hecho esto, tómese á la izquierda del dividendo, el núme­
ro de cifras necesario y suficiente jaara que en ellas esté con- 
tenido el divisor; m  se obtiene el primer dividendo parcial, 
compuesto, ó de tantas cifras, ó de tantas mas una como tie­
ne el divisor.

ítúsquese cuántas veces contiene al divisor este primer di-

I
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mdendo parcial, y escríbase el cociente resultante debajo del 
divisor; multiplifjuese el divisor por la cifra obtenida, y el pro­
ducto se resta del primer dividendo parcial.

A la derecha del resto se baja la cifra siguiente del divi­
dendo, y se tendrá el segundo dividendo parcial.

liúsouese cuántas veces contiene al divisor este segundo 
dividendo, y escríbase el nuevo cociente á la derecha del pri­
mero; multipliqúese el divisor por este segundo cociente y el 
producto réstese del segundo dividendo parcial.

A la derecha del segundo resto bájese la cifra siguiente del 
dividendo, y se tendrá el tercer dividendo parcial , con el 
cual se operará como con los anteriores.

Continúese esta sèrie de operaciones hasta bajar la última 
cifra del dividendo, teniendo cuidado, en cada operación, de 
escribir el cociente obtenido á la derecha de los precedentes (á fin de dar á estos su valor relativo.)

Si sucede que, después de bajar una cifra, resulta un divi­
dendo parcial menor que el divisor, se pone 0 en el cociente, y 
después se baja otra cifra para formar otro nuevo dividendo 
parcial.Cuando, terminadas todas estas operaciones, se llega á un residuo nulo, se dice que el dividendo es exactamente di­
visible por el divisor; si queda algún residuo, se añade en la PRUEBA al producto del divisor por el cociente encontrado-•37. De la naturaleza misma del procedimiento, so dedu­cen las consecuencias siguientes :1 . “ Cada división parcial no puede dar un cociente mayor que 9 , y debe conducir á un residuo menor que el divisor.Cu virtud de esto puede conocerse, en el curso de la ope­ración, cuando se lia determinado mal una cifra del cociente, y si debe aumentarse en una ó mas unidades. •2 . “ La primer cifra de la izquierda del cociente espresa unidades del mismo orden que las espresadas por la primera 
cifra de la derecha de la parte del dividendo, que ha debido separarse para formar el primer dividendo parcial ; y  por lo tanto el cociente contiene tantas cifras mas una, como quedan en el dividendo á la derecha de las separadas.

En otras palabras, el número de cifras del cociente es, se­
gún los casos, la diferencia entre el número de cifras del divi- 
aendoy el número de cifras del divisor, o esta diferen­cia AUMENTADA EN UNA UNIDAD.
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Casos particulares de la division.38 O bser va ció n . — Cuando uno ó ambos términos de la división terminan en ceros, puede simplUicarse el procedimien­to general. , ,  , r  •Examinaremos especialmente el caso en que solo el divi­sor termina en ceros, porque la misma regla de simplificación puede aplicarse álodos los otros, escepto uno solo.1.® Sea íZíuíoííV 47543296/7or 690000.Procedimienlo geaerat. Procediinieoto particular.
residuo

47543296 0900006143296 68 4754614 3296 6968
r e s i d u o  Q '2 ] v e r d a d e r o r e s id u o ( y 2 3 2 'i) ^K é  aquí la regla que debe seguirse; suprímanse los ceros que terminan el divisor, y  sepárense  ̂ la derecha del dividen­do tantas cifras com  ceros hay á la derecha del divisor. Los términos de la division quedan con esto reducidos á 4754 y 69 ; efeetúese esta division por el procedimiento ordinario. ,Ll cociente obtenido, 6 8 , es el mismo q u ed á la division de los dos números propuestos. A continuación del residuo corres­pondiente, 0 2 , escríbanse las cifras 3296, que se habíanse- parado del dividendo; y se tendrá 623296, que será e! resi­duo de la division.Esta manera de operar so justifica del modo siguiente: se observa ante todas cosas que las 69 decenas de millar del di­visor primitivo están contenidas en hs decenas d-epii- 

llar del dividiendo, el mismo nùmero de veces (jue 69 unida­
des simples están contenidas eu 4754 unidades simples, l’or consiguiente, el cociente de 4754 por 69 debe ser idéntico al cociente de la division de los dos números dados.E n segundo lu g a r, el residuo procedente de la -division de 4754 por 6 9 , ha de ser menor que el divisor 69 ; y  en conse­cuencia este mismo residuo seguido de las cifras, 3 2 9 6 , se­paradas del dividendo, será también menor qixcei divisor se­guido de ciífl/ro ceros , ó sea 690000; luego 623296 espresa el verdadero residuo tic los dos númei’os 47543296 y 690000.2.® E l caso en que solo el dividendo termina en ceros, no dá generalmente lugar á ninguna simplificación.



DE ARirMÉTICA. 5 íSin embai-go, si la parte de la izquierda de los ceros, hu­biera de contener exactamente al divisor, podria por lo pron­to hacerse abstracción de los ceros; y  después de haber obte­nido el cociente de la división de la parle de la izquierda por el d ivisor, se escribirian á la derecha de este cociente los ce­ros que terminan el dividendo.
Ejemplo. Sea dividir 3 7 5 0 0 0 1 2 5 .La división de 375 por 125 dá 3 de cociente exacto; luego el cociente pedido será 3 seguido de los tres ceros del d ivi­dendo, ó 3000. Pero esta simpliGcacion no tiene importancia alguna.3 .° Puede ocurrir que haya el mismo número de ceros á la derecha del dividendo y del divisor.En este caso , se suprimen los ceros en los dos términos de la división; se dividen después una por otra las dos partes que quedan á la izquierda, y  al residuo obtenido se añaden los 

ceros que terminaban el dividendo.Sea dividir 5679800 por 8 0 0 0 :56708
~5To

residuo 38 00 86660
verdadero residuo 3800Esta manera de operar está comprendida en el primer ca­so, con la única diferencia de que el residuo de la división de 56798 por 8 6 , que os 3 8 , debe ir seguido de los ceros que terminan el dividendo prim itivo, en vez de agregársele cifras 

significativas.4."' Menos ceros á la derecha del dividendo, que á la de­recha dei divisor.Sea dividir 6 8 2 3 5 9 4 7 0 0 0 5 4 7 6 0 0 0 0 0  :6823159 1-47000 1347525239 
residuo 3335

5476124
verdadero residuo 333547000Este caso es un compuesto del primero y del tercero.5 .“ Mas ceros á la derecha del dividendo que á la derecha del divisor.



59 ELEMENTOSSea dividir 25036900000 por 875000:^ 6 9 0 0  i 000 ■ ^ 3 6  5369 875
11903150

residuo 525
28613

residuo verdadero Ò250(ì0Este caso propiamente hablando no es mas que una parli cularidad del primero. ^ ^39. O bserva ció n  g e n e r a l . — Como en las tres prunelas operaciones de Aritmética se empiezan siempre los cálculos 
por la derecha, es natural preguntar por que en la division se empiezan al contrario, por la izquierda.P a r a  r e s p o n d e r  á  e s ta  p r e g u n t a  e s  n e c e s a r io  o b s c r y a i  q u e  s ie n d o  e l d iv id e n d o  la  s u m a  d e  lo s  p ro d u c to s  p a r c ia ­le s  d e l d iv is o r  p o r  las unidades, las decenas, las cerne'- 
ñas, etc., d e l c o c ie n t e , s e  c o n fu n d e n  u n o s  c o n  o tro s  lo d o s  e so s p r o d u c t o s  p a r c ia le s , y  n o  e s  p o s ib le  a l p ro n to  p o n e r  e n  c v i  S e n d a  e l p ro d u c to  d e l d iv is o r  p o r la s  u n i d a d e s ,  o  p o r  la s  d e ­c e n a s , e t c . ,  m ie n tr a s  p o r  e l p r o c e d in iie n lo  s e g u id o  s e  d e te r  m i n a  a l  m o m e n to  e n  q u é  p a r le  d e l d iv id e n d o  s e  h a lla  el pro­
ducto del divisor por las tinidades superiores; úes[)\xes se  o p -  l ie n e  la  c i fr a  d e  la s  u n id a d e s  d e l ó r d e n  inmediatamente infe­
rior , y  a s i s u c e s iv a m e n t e .l ié  aquí dos ejemplos para el ejercicio :

1 Dividir 12187610837 por 15619 ;
Cocienle, 780306; residuo, 11423.2** 2487623393304 por 5076078;
Cociente, 490068 ; r M u o , . 0 .

Pruebas de la multiplicación y division.40. Hemos establecido enei n .“ 27 , qqp la deíinicion mis­ma de la DIVISION nos ha conducido á hacer la prueba de la 
multiplicación por la division, y la prueba de la division pol­la mií//íp/icacion. En el discurso de la esposicion del procedi­miento hemos dado el medio de efectuar esas pruebas, pero re-



DE ARITMÉTICA. 53servamos para en adelante esplicar medios mas fáciles de comprobar entrambas operaciones. •
APLICACIONES.41. En todo lo que hemos dicho hasta ahora sobre la multiplicación y la división, hemos considerado los números bajo un punto de vista puramente abstracto (n.” 2).Ahora pasamos á aplicar a números concretos los princi­pios que hemos desarrollado.P rim er  pro blem a . Se quiere saber el precio de 2564 

metros de cierta obra, suponiendo que cuesta el metro 47 
reales.Supuesto que cada metro cuesta 47 reales, repitiendo esto valor 2564 veces, se tendrá claramente el valor de los 2564 metros. A sí, pues, basta efectuar el producto de 47 por 2564, ó mejor (n.'’ 25) de 2564 por 4 7 , considerando ambos núme­ros como abstractos, según se indicó en el número 1 6 , para obtener el número de reales que se pide.Ei producto es 120508;luego los 2564 metros cuestan 120508 reales.S egundo  pr o blem a . Costando 39 reales el metro de cierta 
obra, ¿cuántos metros podrán hacerse con 8395 reales?Es claro que cuantas veces esté el 39 contenido en 8395, <̂ lros tantos metros podrán construirse: bastará, pues, dividir 8395 por 39, considerándolos como números abstractos ; y  el cociente será el número pedido de metros.83955920510

39 metros 10 215 —39€omo se obtiene, además del cociente 215, un residuo 10, debemos de csplicar el uso que de él se hace.Observemos para esto que si el dividendo tuviera 10 rea­les menos, sería el producto exacto de 39 por 2 1 5 , y  el nú­mero de metros pedido sería exactamente 215; pero como además hay 10 reales, se trata de determinar qué parte ó 
fracción de metro podria construirse con los 10 reales. ‘ 

Vmun realseconstruiría evidentemente una 3 9 .“ parle do



54 ELEMIiNÏOSmetro ó ^  de metro, puesto que se hace un metro cou 30 j ea-les; luego con 10 reales debe construirse 10 veces una 39.® 1 . .1 0  parte ó ^  de metro, es d ec ir , diez 39.® parles de metro o 39
10de metro {véase el n ."  8): luego 215 m etros, mas ^  de me­tro forman ei i'esultado pedido.Tal es en general el uso que debe hacerse del residuo de una división, cuando al tiempo de efectuarla s.c trata de re­solver una cuestión relativa á números concretos.

Se concibe la unidad del cociente (cuya naturaleza se deter­mina siempre por el enunciado del problema) dividida en tan­
tas partes iguales como unidades tiene el divisor ; se toma 
tina de estas partes tantas veces como unidades tiene el re­
siduo de la división, y  la fracción resultante se junta al co­
ciente entero obtenido.Esto es lo que se llama completar el cociente, que en es­tos casos es fraccionario.T eiicer  pr o b lem a . 6’o«2 1 4 7 8  reales se han comprado 895 
varas de cierta tela : se desea saber el precio dé la vara.Si se conociera el precio de la vara, y le repitiéramos 895 veces,obtendríamos los 21478 reales: lu ego, no conociéndo­le , será necesario buscar un número, (jue multiplicado por 895, nos dé el producto'ÜUlS ; y por consiguiente (n.° 27), 
dividir 21478 por 895.214783578893 895reales 89-123 mComo el dividendo, á mas del producto de 895 por 23, con­tiene todavía 893 reales, resulta que el precio do la vara es 23 reales, mas una fracción que se trata de determinar,1Para conseguirlo observemos que repelido 895 veces 893produce 1; y  repelido ,895 veces reproducirá 893 ; luego893 89523 mas es un número que multiplicado por 805 repro-
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duce 21478: luego el precio pedido es 23 reales mas ^  dereal.Este resultado es conforme á la regla deducida del ejemplo precedente.C uarto pro blem a . Supongamos que hay que repartir ])or 
partes iguales 1348708 reales entre personas, ¿á como 
les tocará á cada una?134870835274108124

4982708 reales 124498Siendo2708 el cociente de esta división y 124 el residuo,puede inferirse que si la suma repartible disminuyera en I24rea-Ics, cada persona recibiria 2708 reales. Pero como hay 124 rea­les mas, resultaque cada persona debe recibir 2708 reales, mas una parte de los 124. Para formarnos idea exacta de esa parle deficiente, se puede considerar p r i m e r o .número 124 como UN TODO que ha de dividirse en 498 partes iguales, siendo 
una de ellas la fraccion>- que ha de completar el cociente; pero es mas fácil (n.® 8) concebir la unidad, que aquí es el real, 
dividida en 498 partes iguales llamadas 498.®® partes, y  to­mar de ellas resultando de osle modo ser la frac-498cion que ha de añadirse al cociente entero.Según esto cada persona ha de recibir 2708 reales mas 124
^ d e r e a l .

Advertencia.__________ __  Se observará que las tres últimas cuestionesse han escogido de modo que presenten los diferentes puntos 
de vista bajo los cuales puede considerarse la división.' '  E l último ejemplo nos proporciona ocasión deesponer42.la proposición siguiente, cuya importancia se reconocerá mas adelante.

Dividir un nùmero, por ejemplo, 1 2 4 , en tantas partes 
iguales como unidades tiene otro, , equivale á dividirla 
unidad en tantas partes iguales como unidades tiene el segun­
do, y á tomar una de estas partes tantas veces como unidades 
tiene el primero. ' 40



5G ELEMUMOSKn eftíclo, si en lugar de 1 2 4 , tuviéramos que dividir so-
1lam en lel en 498 partes iguales, cada parte sería TT^deiauni-dad ; pero como el número que ba de repartirse es 124 veces m ayor, se concibe que el resultado de la repartición debe ser

1también 124 veces m ayor, ó igu ala  124 veces óbienpor 124último á 777̂  de la unidad.498Del mismo modo, dividir 15 en 28 partes iguales, equi­vale á lomar 15 veces la 28.* parte de la unidad.Porque si tuviéramos que dividir solamente 1 en 28 p a r-1les iguales, cada una de ellas estarla espresada por ^ p e r ocomo tenemos que dividir 15, ó sea un número 15 veces m a-1 ' 15y o r , el resultado debe ser igual á ~  de 1 5 , ó á — de la 
unidad.43. Los diversos problemas que acaban de resolverse de­muestran que los razonamientos propios para dar respuesta á las cuestiones sobre números concretos, conducen siempre á ope­rar con números abstractos, debiéndose después dar al resul­tado la significación indicada por la naturaleza de la cuestión.Según esto, es evidente que puede eslenderse á los núme­ros abstractos lo que hemos establecido, al tratar de cuestio­nes relativas á números concretos, sobre el uso que debe ha­cerse del residuo de una división para completar el cociente, y  que por lo tanto el cociente de la división de.dos números en­teros cualesquiera puede ser entero ó fraccionario.Esta observación es m uy importante para la esposicion de 

principios y  de las propiedades de los números en general, que va á ser objeto del capítulo segundo, en el cual conside­raremos esclusivamente números abstractos.

Ejercicios.I .  Enunciar el número 10030047089500476.I I .  Enunciar el mismo núm ero, la cifra deen medio.



ÜE AIimiÉTlCA. 57i n .  ¿Cuántas cifras debe tener un núm ero, cuya primer cifra de la izquiei’da lepresenla cenlenas de septillones?IV . ¿ Qué número falta al número 2047035007 para for­mar la unidad seguida de tantos ceros como cifras tiene el mis­mo número?V . Mandándose restar 58900564 de 62080347, si se sus­tituye al sustraendo lo que le falla para formar la unidad se­guida do 8 ceros, y  se suma este complemento con el minuen­
do, ¿qué deberla hacerse después para obtener un resultado igual, al que nos daría la sustracción directa?V I. Componiéndose el dia de 24 horas, la hora de 60 mi­nutos, y el minuto de 60 segundos, se pregunta: Cuántos segundos tiene un añ o , suponiéndole compuesto de,365 dias.V il . Se pregunta qué variación debe esperimeníar el pro­ducto de 67084 por 3769, suponiendo: 1.® que el multipli­cador se aumente en 10,  permaneciendo sin variar el multi­plicando; 2.°q u e e l multiplicando aumente en 10, perma­neciendo invariable el multiplicador; 3.® que se aumenten si- 
wultáneamente eu 10 unidades cada uno de los factores.V III . ¿Cuál es la población de un departamento, cuya su­perficie es de 16537 hectáreas  ̂ conteniendo cada hectárea por término medio 45 liabilanles?I X . La luz del sol viene á la tierra en 8 minutos y  13 se­
gundos (cada minuto tiene 60 segundos), y  la distancia recor­rida por ella son 34600000/e^wos: se desea saber cuántas le­
gras anda en cada segundo.X . Se ha distribuido una suma de 24672 reales entre tres personas, de modo que la primera reciba la tercera parte de dicha cantidad, la segunda la cuarta parle de lo que queda 
mas 4112 reales; y la tercera la octava parte de lo que queda mas 7196 reales. Se desea saber la parte de cada persona.
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C A P IT U L O  11.PRÛl’lEDADES DE LOS NUMEROS.
§  I. l^rmcipios sobre la multiplicación y la división.- g  I j .—Máximo común divisor.— §111. Dimsibilidad.

44. INTRODUCCION.— A fiii t!o hacer mas concisos, y  á ve­ces mas generales, los razonamienlos sobre los m im eros, que hemos de emplear en la esposicion de sus propiedades, nos serviremos de aquí en adelante, de ciertos signos abrevialt- 
vos, que pasamos á enumerar.P rim era m en te , las letras a, b, c, etc. que se sustituyen a las c ifra s , ó para hacer resaltar mejor la generalidad dé los razonamientos, ó para abreviar la escritura de los números.Algunas veces tam bién, suele ser ventajoso usar letras se­ñaladas con acentos ( '' '" ')  que se pronuncian primera, sê - 
gumía, tercera, etc.E n  SEGUNDO LUGAR, los sigpos qiie se colocan entre dos nú­meros para espresar que son iguales entre s í , ó que el uno es 
mayor ó es menor que el otro, á sa b e r:El signo = ,  que se encuentra igual á; ^ los signos > ,< ; ,  que se enuncian mayor que, ó superior á , y menor que, o
inferior á. . , >A s i, la espresion a =  b quiere decir que el numero re­presentado por a, es igual al número representado por b; y por eso toma el nombre deLas espresiones a'^ b, a<C.b, se llaman desigualdades, y significan, en el primer caso, que a  es mayor que h,  6 supe' 
rior d b; y  on el segundo que a es menor que b, ó inferior a o.La abertura del signo se dirige siempre hácia el lado del número mayor.



DE AHITMÉTICA. 50I.a parle de la izquierda do una iijmldad ó de una desi­
gualdad se llama primer miembro, y la parle de la derecha, 
segundo miembro.E nteiiceii lu g a r , los signos que indican las operaciones que han de ejecutarse con ios números, ya estén estos espre- sados por medio de cifras, ya por medio de letras, á saber:1. *" El signo de la adición -h, que se enuncia mas.A s í, 27 +  19, se lée 27 mas 1 9 ; 37 +  4 9 + 6 3  +  . . . ,  « + ¿  +  £ ! + . . . ,  indican la adición de esos varios números en­tre sí.Cuando los sumandos, espresados por letras, son lodos 
iguales á a, por ejemplo, en lugar d eescrib ir« + « ,  í i + a + a ,  a + a + a + « ,  e tc ., se escribe 2 a , 3a, 4 a , 5 a , etc. ;'y  el nú­mero particular escrito á la izquierda de la letra a, se llama COEFiCIEISTE.2 . ® El signo de la sustracción, — , que se lée menos.A si, 63 —  38 se lée 63 menos 3 8 , y  siguiíica que debe
restarse 38 de 63.Del mismo modo, a — 6 +  c — d— e-\- f... que indican la adición y la sustracción de varios números representados por las letras a, b, c, d, e, f....3 . ® El signo de la multiplicación, x ,  ó uü^punto, que se sustituye á las dos palabras multiplicado por.A sí, 2 4 x  1 9 , ó 2 4 .1 9 , signilican 24 19,ó indican que ha de efectuarse el producto de<:la‘ multiplica­ción de 24 por 19, ó (para abreviar el discurso) el producto de 24 por 19.Del mismo m odo, a x b x c ....,a .b  .c...,  espresan que es necesario multiplicar primero a p o r é ,  después el producto •’csultanle por c, y así sucesivamente.Cuando ios números están representados por letras, y  solo 
en ese caso, pueden escribirse correlativos sin interposición de signo alguno.Así ahed... tendrá la misma signlücacion que

a x  bx c X d ..., ó a . b . c . d ... .C u a n d o  n n  n ú m e r o  d e b e 's e r  la  s u m a  d e  o tro s  v a r i o s , c u -  va  adición e s tá  in d ic a d a  p o r  m e d io  d e l  s ig n o  + ,  y  d e s p u é s  s e  na d e  multiplicar p o r  oti'O n ú m e r o ,  c o n v ie n e  c o lo c a r  la  suma en tre p a r é n t e s i s ,  y  e s c r i b ir  á  c o n t in u a c ió n  c !  n ú m e r o  midti- 
plicador.



GO ELEMENTOSA s í, (37 +  23) 15, [a-hb-hc] m, indican que la suma 3 7 + 2 3  se ha de multiplicar por 15, y la suma a-hb-hc se ha de multiplicar por m.Del mismo modo, para indicar que la diferencia a—b se 
ha de multiplicar por m, se escribe así [a—b) m.Los paréntesis se sustituyen en estos casos al signo de la multiplicación.{0+ 6+ C + . . . ) ( / + ,9) ,  (a — 6) ( c — d ) , indican que se 

multiplicar \'á swwa a +  6+ c + . . .  p o rla  suma y  la diferencia a — b por la diferencia c — d.4.® E l signo déla division que es una raya — , encima de la cual se escribe el dividendo y  debajo el divisor, ó bien dos 
puntos, que se colocan entre los dos términos de la d ivi­sion , quedando el dividendo á la izquierda y  el divisor á la derecha. 89A s í, tq  , ó 89 : 18, indican igualmente que 89 debe divi'18
dirse por 18.La notación se emplea con particular ventaja cuando ha de representarse la division de un número fraccionario por otro cualquiera entero ó fraccionario.23 47A sí, 77̂  ha de dividirse por — ; mas fácil es representar19esta operación escribiendo 15 19 ■ 15 que si escribiése-
raos 191545. Además de las cuatro operaciones fundamentales de la Aritm ética, hay otras dos que espondremos mas adelante y para las cuales se usan también signos abreviativos: tales son 
h formación de potencias y h estraccion de raices-Se Mafia potencia  de un número el producto de multipli­
car varias veces este número por sí m ism o; y  grado de la po­tencia la cifra ó número particular que espresa cuantas veces debe entrar como factor en la potencia el número propuesto.Se  llama raiz de un número dado otro número que eleva­do á ündipotencia, reproduce el número prim itivo; el grado de la raiz que ha de cstraerso, es el mismo que el de la po-



DE ARITMÈTICA.tencia quo debe formarse para oblcner el nùmero primitivo.A s i , los números representados por37 X 37 I 37 X 37 X 37 I 37 X  37 X 37 X  3 7 ...se lla m a n  la  segunda, h  tercera. Idi cuarta,... potencia del número 37 ; y recíprocamente, 37 se lla m a  la  rais de segun­
da, tercera, cuarta,... de aquellos productos.E s to  s u p u e s t o , á  lo s  s ig n o s  a n te r io r m e n te  in d i c a d o s , b a y  q u e  a ñ a d ir  a u n  lo s  d o s  s ig u ie n te s  :

El esponente, e s  d e c i r ,  u n a  c i fr a  ó  u n  n ú m e r o  p a r t i­c u la r  q u e  s e  c o lo c a  á  la  d e r e c h a  y  unpoco más alto d e l n ú m e ­ro q u e  d e b e  e le v a r s e  á c ie r t a  p o te n c ia  ; c u y o  s ig n o  es e l gra­
do d e  la  p o te n c ia  q u e  d e b e  fo r m a r s e .A sí, a^, â , a^, a^,..., que se enuncian; a elemdo á 2, 
elevado á 3 , elevador 4 . . . ,  ó simplemente a dos, a tres, a cua­
tro,..., significan que es necesario elevar el número rt á la 2.^, 3.®, 4 .“, . . .  potencia, ó multiplicarle por sí mismo una vez, 
dos veces, tres veces,...; en una palabra, â , â , a^,..., son la escritura abreviada d e a x a ,  a x a x a ,  a x a x a x a . . .D e l m is m o  m o d o ,  aî b̂  ĉ  e s p r e s a n  d e  u n a  m a n e r a  a b r e ­v ia d a  u n  p r o d u c t o , e n  e l c u a l e l n ú m e r o  a d e b e  e n t r a r  cinco v e c e s  p o r f a c t o r ,  e l n ú m e r o  b tres v e c e s ,  y  e l n ú m e r o  c, dos v e c e s .

6.® E l  radical \J, s ig n o  e n tr e  c u y o s  b r a z o s  s e  c o lo c a  el 
indice ó  grado d e  la  raiz q u e  d e b e  e s t r a e r s e .P o r  a h o r a  n o  in s is t ir e m o s  e n  d e c ir  m a s  s o b r e  e s te  ú lt im o  s ig n o  q u e  n o  h e m o s  d e  u t i l iz a r  h a s ta  e| c a p ítu lo  q u in t o ;  s i h e ­m os d a d o  a lg u n a s  e s p lic a c io n e s a c e r c a  d e l esponente, e s  p o r q u e  h a b re m o s  d e  u t i l iz a r le  e n  esto  m is m o  c a p ít u lo .E s ta b le c id o s  e sto s p r e l im in a r e s , v a m o s  á  e s p o n e r  a lg u n a s  p ro p ie d a d e s  e le m e n ta le s  d e  lo s  n ú m e r o s  enteros, e n  c u a n to  p u e d e n  s e r v ir n o s  p a r a  la  s im p lif ic a c ió n  d e  la s  o p e r a c io n e s , e sp u e sta s  a n t e r io r m e n t e , y  p a r a  la  r e s o lu c ió n  d e  c ie r t a s  c u e s ­tio n e s q u e  c o n s t itu y e n  p a r te  e s e n c ia l  d e  la  A r it m e t ic a .A d v e r t im o s  a d e m á s  q u é  e n  lo d o  este  c a p ítu lo  so lo  n o s  r e ­fe r ir e m o s  á  números enteros: m a s  a d e la n te  s e ñ a la r é m o s , c u á ­le s  d e  e s ta s  p r o p ie d a d e s  c o r r e s p o n d e n  ta m b ié n  á ios números 
fraccionarios.46. Defíniciokes. — E mpezaremos por definir ciertas pa­labras ó espresiones, cuyo uso será muy frecuente en todo lo filie vamos á esponer.



02 ELEMENTOSY a  s e  s a b e  q u e  u n  n ú m e i'o  e n te ro  s e  lla m a  e x a c ta m e n te  d i­
v is ib le  \)or o tro  e n te r o , c u a n d o  e x is t e  u n  te r c e r  n ú m e r o , tam ­b ié n  e n íe r o , q u e ,  m u ltip tic a d o  p or e l s e g u n d o , r e p r o d u c e  e! p r im e r o .Ksto supuesto, se llama de un número todo nú­mero que es e x a c ta m e n te  d iv is ib le  por el prim ero; y  por con­traposición estp se llanja s u b m ú lt ip lo  del otro.A s í ,  siendo 24 e x a c t a m e n t e  d iv is ib le  por 6,  es un m ú lt i­
p l o  de C, y C-es s u b m ú lt ip lo  de 24.Así también, 72 es múltiplo de 9 , y 9 submúltiplo de 72; porque 8 veces 9 dán 72. El número 8 es también submúlti­plo de 72 y este múltiplo de 8 .A  la espresion s u b m ú lt ip lo  d e  un número se sustituye al­gunas veces la denominación d e  p a r te , a líc u o ta  del mismo nú­mero; pero en vez de ambos nombres, suelen usarse todavía con mas frecuencia los nombres de f a c t o r  b d i v i s o r ,  cuyo uso lia prevalecido, á pesar de que en las operaciones de la mul­tiplicación y d ivisión, tienen ya esas palabras mismas una significación mas estensa.A s i , pues, de aquí en adelanto diremos que 2 , 4 , 5 , 10, son fa c t o r e s  b  d iv is o r e s  de 20,  en cuanto esos números están contenidos exactamente en 20.A si tam bién, 3 , 5 , 15, 6,1 0 ,  12 , son s u b m ú lt ip lo s , f a c ­
to r e s  ó d iv is o r e s ,  ó p a r t e s  a líc u o ta s  de 60; de modo que esas cuatro espresiones son sinónimas.La investigación de todos los divisores ó factores de un número es una de las cuestiones mas Importantes de la A rit­m ética, y hará parte del capítulo presente.P o d e m o s  a h o r a  p a s a r  á  la  e s p o s ic io n  d e  a lg u n a s  p r o p ie ­d a d e s .§  í . — P r o p ie d a d e s  RELATIVAS Á l a  m u l t ip l ic a c ió n  y  a laDIVISION.47. Primer p r in c ip io . -^¿7 p r o d u c to  d e  la  s u m a  (indicada) 
d e  v a r io  s n ú m e r o s  p o r  o t r o ,  es ig u a l  d  la  su rn a  (indicada) de 
lo s  p r o d u c t o s  d e  lo s  p r im e r o s  n ú m e r o s  p o r  e l  ú lt ip io .A s í , dados los números 15, 12, 23 y 4 7 , y' otro númei’O 
8, digo que se tendrá(15 4 - 12 +  23 -h 4 7 ). 8 =  1 5 .8  - i - 1 2 .8  4 - 2 3 .8  4 -4 7 .8 .



DE AaiTMÉTICA.lili ,&feclo, si formamos el siguiente cuadro15 +  12 +  23 +  47 15 -h  12 H- 23 H- 47 1 5 + 1 2  +  23 4 - 4 7
63

que se supone tener ocho lineas horizontales, se ve que la su­ma de todas las unidades, contenidas en é l , es igual, por una parte al producto de 154-12-1-23 4 -4 7  por 8 ; y  por otra á la suma de 8 veces 15, mas 8 veces 12, mas 8 veces 23, mas 8 veces 47.
Luego, etc .; lo cual puede también comprobarse efectuan­do los cálculos indicados.Como el razonamiento que acabamos de hacer, puede evi­dentemente aplicarse á otros núm eros, cualquiera que sea el número de los términos dentro del paréntesis, puede concluir­se en general que( a + -¿ -f- í? + d 4 -(? 4 -...) ,m = a .m + ú .m -f-c  .m-hd.m-he.m+...representando « , ¿ ,  c, d,... los números dados.48. CoN'sEGüENCiA.—El producto de la suma (indicada) de 

varios'números por la síímíí (indicadaj de oíros varios, es 
igual á la sima de los productos de cada uno de los números, 
que entran en la suma primera,  por cada uno de los números, 
que entran en la suma segunda.A s i, por ejem plo, ( 49.03+37.63+20.63+13.63^ (49+37+23+13}.(63+27+19)= +49.27+37.27+25.27+13.27 .1+49.19+37.19+25.19+13.19)IW quc multiplicar 494- 374- . . .  por 6 3 4 - 2 7 - !- . . . ,  equi­vale á lomar 63 veces la suma prim era, mas 27 veces la mis­ino sum a, mas 19 veces la misma suma , y  sumar después to­dos esos productos.in g e n e r a i:

{a-hb-hc-h...).[m-\-n-h...]=a.m-i~b.m-hc .m
-ha . n-hb .n~h c .n~h...

Advet'íencia. El número total de los términos del segun­do miembro de esta igualdad es evidentemente igual al producto



64 ELEMENTOS(leí n ú m e r o  d e  té r m in o s  úe\ muHiplicando n - h f > - h c ~ h . . . ,  pnr el n ú ffie ro  d e  té r m in o s  del niulliplicador w - h «  +  . . .49. S egundo vMíicmo.— El producto de la diferencia (in­dicada) de dos números por un tercero es igual á la diferencia (indicada) de los productos de cada uno de los dos números 
primeros por el tercero.Ks decir que[37 — 19) 12 =  37 X 12 — 19 X 12.Porque si se forma el cuadro siguiente37 — 19 37 —  19 37 — 19en el cual cada línea vertical se supone contener 12 números se ve que, para obtener el número total de unidades conteni­das en el cuadro, que, tal cual está , representa el producto (je 37 — 19 por 12,  basta hacer la suma de las unidades con­tenidas en la primer columna vertical,  lo cual equivale á mul­tiplicar 37 por 1 2 , restando después del producto, 37 x  12, la suma de las unidades contenidas en la segunda columna ver­tical , ó sea el producto de 19 por 1 2 .Luego (37 — 19; 12 =  37 X  12 — 19 X 12.Y  en efecto,(37 -  19) 12 =  18 X 12 = 2 1 6 ,37 X 12 — 19 X  12 =  444 —  228 =  216.50. Antes de pasar al tercer principio, que no es oirá co­sa mas que el principio del número 25 generalizado, demos­traremos nna proposición preliminar, cuyo enunciado es el siguiente:

En una multiplicación de varios números, puede inver­
tirse el orden de los dos últimos factores sin cambiar el pro­
ducto.Sea la multiplicación 43 x  19 x  27 x  15.Digo que43 X 19 X 2 7 x 15 =  4 3 x  19 x  15X 27.



DE ARITMÉTICA. * 65En efecto, designemos por P el producto 4 3 x 1 9  que po­demos suponer ya formado ; es necesario probar queP X  27 X  15 =  P X  15 X  27.Tenemos P x 2 7  =  P - h P - f - P - f - P - f - . . . ,y  el segundo miembro de esta igualdad se compondrá de 27 números iguales á P y escritos unos en pos de otros.Si se multiplican los dos miembros por 1 5 , los dos*pro- duclos resultantes serán evidentemente iguales {*) y  ten­dremos P X 27 X 15 =  (P + .  P +  P X 1 5 , ó en virtud del primer principio (n.® 47),P X  27 X  15 =  P X  15 +  P X  15 -h  P X  15 - h . . .Pero el segundo miembro de esta igualdad está formado de 27 veces el número P x  1 5 , ó es igual á P x  1 5 x 2 7 .Luego, íinalm enle,P X  27 X  15 =  P X  15 X  27.
L. C. fí, D.51. T e r c e r  pr in c ipio . — En toda multiplicación de varios 

factores, cualquiera que sea el número de estos, se puede, sin 
cambiar el producto, invertir el orden de los factores de todos 
tos modos posibles.Sea un producto indicado y que debe efectuarse - 40 X  72 X  137 X  63 X  54 x  19 x  224. *

(’ ) Es claro que, si dos números son iguales, también son iguales sus duplos, sus triplos, ote., y  sus mitades, sus tercios , sus cuar­
tos , etc.; de donde resulta que pueden multiplicarse ó dividirse  los dos miembros de una igualdad por un mismo número, siu que los nue­vos miembros dejen de ser iguales. Esta doble proposision pertenece 'd género de las que en Matemáticas se llamau intuitivas. Muchas ve­ces tendremos ocasión de servirnos de ella en el discurso de está obra.



(5(5 . ELEMEjSTOSSegún proposición preliminar, el últmoíMoí á24 pue­de invertirse eon el penúltimo 1 9 , lo cual dá49 X 72 X 137 X  63 X  54 X 224 x  19.También se puede invertir ahora el mismo factor 224 con54 considerado como e l’penúltimo término de un producto',después, por la misma razón, puede invertirse con 6 3 . y asi sucesivamente hasta haber llegado al segundo Uigai , y enton­ces se tendrá49 X  224 X  72 X  137 X  63 x  54 x  19.Puede entonces considerarse como el segundo factor de un producto de dos factores, y pasar al lugar ’del primer factor 4 9 , en virtud de! principio del número 25.Con esto se t e  ya (jue es lícito hacer que el ultimo tactor del producto propuesto ocupe todos los lugares, sin que el producto deje de ser el mismo. .Tomemos ahora un factor situado en un lugar cualgutera, 63 por ejemplo; por lo pronto se puede, considerándole co­mo el último factor de un producto, hacerle pasar sucesiva­mente á todos los lugares, de derecha á izquierda, y  después, con arreglo siempre á la proposición  p r e l im in a r , considerán­dole como dpenúltimo factor de un producto, se le puede hacer pasar, de izquierda á derecha, al lugar del factor 54, desde allí al lugar del factor 19, y  por últim o, al lugar de224. L u eg o , etc. . . .52 . [Este principio dá lugar a la cuestión siguiente:
En un producto indicado de cualquier número de facto­

res, ¿cuántas mudanzas ó pueden hacei'se en­
tre todos ellos?Para responder á esta pregunta, consideraremos sucesi­vamente los casos de haber dos, tres, cuatro, e tc ., tactoies (juc representaremos por medio de las letras a, b, c, d, etc.Por lo pronto,  respecto de dos letras a y á , no puede ha­ber mas que las dos permutaciones ab, 6o; lo cual dá 2 , ó 1 x 2 .Habiendo tres letras a, b, c, se podrá, en cada uno de los producios iguales «6, ba, introducir la tercera letra c, prime­ro en el primer lugar de la derecha, después en medio y des­pués á la izquierda; lo cual dá necesariamente los seis pro­ductos iguales (n.° 51);



DE AaiTMÉTlCA. C)7
abe, acb, cah \ hac, boa, cha.A s í, pues, para tres letras, se tienen 6 permutaciones, ó sea 2 x 3  ó l x 2 x  3 joermMíOííoHes.Habiendo cuatro letras, como en cada, uno de los seis producios de tres letras, se puede colocar la cuarta letra en 

cuatro lagares diferentes, comenzando por la derecha, y avan­zando hasta el primer lugar de la izquierda, se infiere que las cuatro letras darán 6 veces 4 6 24 permutaciones; es decir, I x 2 x 3 x 4 .Del mismo modo se probarla que cinco letras dan 2 4 x  5 ó sea permutaciones, es decir, I x 2 x 3 x 4 x 5 ;  y  así su­cesivamente.lün general, si n espresa el número total de letras, el nú­
mero total do las permutaciones seráI x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 . . . x  « ,produelo que se compone de la série natural de los números desde 1 hasta# .Se quiere saber, por ejem plo, de cuantos modos pueden 
colocarse 10 personas al rededor de una mesa suponiendo que 
cada una de ellas ha de ir ocupando sucesivamente todos los 
lugares.Solución:1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 x 8 x 9 x 1 0 ,  ó efectuando los cálculos,3628800 modos diferentes ó permutaciones.]^3. Consecuencia 1.— Dados tres ó mas números, cuando 
se multiplica cada uno de ellos por el producto efectuado de 
todos los'otros, losptros, los productos resultantes, son lodos 
i.quales entre si.Sean, por ejemplo, los números 23, 49, 5 7 , 19.Digo que se tiene23 X (49 X 57 X 19) - -  49 X  (23 X  57 X 19)=  57x (23x 4 9 x 19)=  1 9 x ( 2 3 x 4 9 x 5 7 )



G8 ELEMENTOS[P a l-a  fijar las ideas, es cosa convenida poner entre paren- tesis los productos que se suponen efectuados.] . . , , ,Esto supuesto, tenemos, en virtud del principio del nu­mero 25, 23 X (49 X 57 X 19) =  (49 x  57 x  19) X  2 3 ,ó suprimiendo en el segundo miembro el paréntesis que ya es inútil, . 23 x ( 4 9 x 5 7 x l9 )  — 4 9 x 5 7 x 1 9 x 2 3 ,ó , volviendo á poner él factor 23 en su lugar prim itivo,  en virtud del tercer principio (n.® 51),23 X (49 X 57 X 19) =  23 X 49 X 57 X 19. [11Del mismo modo tenemos4 9 x ( 2 3 x 5 7 x l 9 ) - = ( 2 3 x 5 7 x l 9 ) x 4 9 ,
6 ,  suprimiendo el paréntesis del segundo miem bro, 4 9 x ( 2 3 x 5 7 x  1 9 )= : 2 3 x 5 7 x 1 9 x ^ 1 9 , ó, volviendo á poner el factor 49 en su lugar prim itivo,49 X  (23 X 57 X 19) =  49 x  23 x  57 x  19. [2]Razonando de un modo análogo sobre los factores 57 y 1 9 , llegaríamos á las igualdades,57 X (23 X 49 x  19) =  57 x  23 x  49 x  1 9 , [3]19 X (23 X 49 X 57) =  19 x  23 x  49 x  5 7 . [4]Y  como los segundos miembros de las igualdades [1], [2], 
¡31 y  [4] son iguales, según el principio del número 5 1 , re­sulta evidentemente que ios primeros miembros son también iguales entre s í , y  la proposición queda demostrada.54. Consecuencia l\. ^  j)íultiplicar numero por cí 
producto efectuado de varios factores, equivale á m m iplicai 
el número dado sucesivameiite por cada uno de dichos jac- 
toreSt(Ésta proposición está contenida implícitamente en la an-S e a , en efecto, multiplicar 47 por 7 2 , (jue es el produc­to efectuado de 8 x 9 .



DE ARII'HÉTICA. 69, Si aplicamos aquiol razonamiento que antes nos ha con­ducido á las igualdades [1] ,  [2],« e le ., tendremos4 7 x 7 2  ó 4 7 x {8 x 9 )  =  (8 x 9 )4 7  8 x 9 x 4 7  =  4 7 x 8 x 9 .Sea también multiplicar Vd por 8 4 , que es el producto efectuado de 7 x 4 x 3 .  Tendremos1 9 x 8 4ó 1 9 x ( 7 x 4 x 3 )  =  (7 x 4  X 3) X 19 = = = 7 x 4 x 3 x 1 9  =  1 9 x 7 x 4 x 3 .55. C onsecuen cia  I I I .— Dividir un número por el produc- 
lo efectuado de varios factores (cuando la división debe resul­tar exacta, es d ecir , sin dejar residuo alguno) equivale á di­
vidir el número dado por el primer factor; después, el cociente 
obtenido por el segundo factor; después el nuevo cociente ob­
tenido, por et tercer factor; y asi sucesivamente.designemos por D el dividendo, y  sea, por ejem plo, 140 el divisor, que puede considerarse como el producto efectua­do de tres factores, 4 , 5 , 7 ; de modo que tenemos140 =  ( 4 x 5 x 7 ) .[Recuérdese que según se dijo en el número 53 los parén­tesis indican aquí un producto efectuado.]Puesto que la división de D por 140. debe exacta, ten­dremos, llamando y al cociente,• I) =  140 X q (siendo q un número entero) ó poniendo en vez de 140 su valor ( 4 x 5 x 7 ) ,D =  (4 X  5 X 7) XPei'o de esta igualdad se deduce (n.‘̂  53)D =  4 x  (5 x 7 x 5');jo cual prueba que D es exactamente divisible por el primer factor 4 ,  puesto que (5 x 7x 5) es un número entero.R e s ig n a n d o  p o r  q' e l c o c ie n te  c o r r e s p o n d ie n te  o b te n e m o s  la n u e v a  ig u a ld a d 5 ' = 5 x 7 X 5 ;



fjQ ELKME.NTOSÓ bien , según el número 53,^^ ' = 5 x p x ? ) ;de donde se infiere, en segundo lugar que q’ es divisible ■ por el segundo factor, 5 , puesto que (7x í ) es un num cio^^^^De'signando por q”  el mevo cociente, tendremos la nuevaigualdad „  „® qn='7y.q;luogo, rmalmente, q" es divisible exactamente Por el te ^ e f factor, 7 , y dá por cociente q, es d ecir, el cociente de la aim- síOM de los dos números dados. L C D D

Advertencia. Uno de los factores ,  5 por ejemplo, p u e d e  entrar varias veces en la composición del produc o elecluado, en éste caso se dice que D es divisible por 5 vanas veces se-Esta es la ocasión de dar á conocer una locución muy usada en Matemáticas, y  que en adelante habremos do em
olear nosotros con frecuencia.^ Cuando un número N cílá  descompuesto en vanos facto­res a , b, c, d. . . ,  de modo que se tieneN =  a x í ) X  c x d x . . . ;si se divide N por a, se tiene por cociente bx e x d.. .E n  este caso se dice, que se suprime ú  factor a en el pio- ducio o x ó x c x d . . . ,  lo cual da por resultadoú X e x  d.. .

Suprimiendo del mismo modo el factor 6, se tiene poi le -suUado ,e x  r t . . . ;^  ̂ un factor.cn un producto, es diptér el'” ' ^ ' ‘f c ™ ^ n o ; - E n  una multiplicación nnd há de ejecutarse entre dos nám eros, cuando uno de l
hace ciEUTO NÚMEao de  v e c e s  «mj/or o menor, ^  
pues la operación, se obtieiw un produelo que es el  Jiisuo



DE A R ITH ÉÌICA . 71MERO DE VECES imìjor 6 menor que el producto de los dos nú­
meros propuestos.En términos mas breves, si se multiplica ó se divide por UN NÚMERO CUALQUIERA uno de los füctores de una multiplica­
ción de dos númeroŝ  resulta el producto multiplicado ó divi­
dido POR EL MISMO NÚMERO.[Aquí se supone, y lo mismo en los enunciados de los principios siguientes y de sus consecuencias, que el d iv iso r  em pleado  es un submúltiplo (n.“ 46) del número á'que se r e -  iiere la operación.]Sean a y  6 los dos nújneros dados.Digo que s i , antes de efectuar la midtiplicacion, se hace por ejemplo, el multiplicando a 12 veces mayor, lo cual equi­vale á multiplicarle por 12, y después se efectúa la multipli­cación, se obtendrá un producto 12 veces mayor que el pro­ducto axb  de los dos números propuestos.En efecto, en virtud del número 50, tenemos( a x l 2) x ú  ó f l X l 2 X ¿ .- = 0x 6x 12 ,  ó bien ( a x 6) x l 2 ;lo cual indica que el producto de un número 12 veces mayor que rt por 6,  es 12 veces mayor que el de a por b.llazonemos ahora respecto do a x l 2 , tomado por multi­
plicando, y conservando á h por mnltiqlicador: si hacemos 12 veces menor la cantidad o x  12, ó si le dividimos por 12 , Me­dremos el nuevo multiplicando a, que multiplicado por el mul‘ 
liplicador b, dá el producto a x 6,  el cual es evidentemente 
12 veces menor que el producto ( a x 6) x l 2 , resultante de la multipticacion de ( « x  12) por b.Luego, haciendo el multiplicando 12 veces menor, ó di­
vidiéndole por 12, se hace q\producto 12 veces menor, ó en otros términos, so le divide por 12.Lo que acabamos de decir respecto del multiplicando, se aplica necesariamente al multiplicador, pues se puede (n.° 20) lomar el multiplicando por multiplicador y recíprocamente.Lu ego , etc.58. C o n se c u e n cia . — No se cambia el valor de un produe­
lo de dos factores, m ultiplican do  el uno de ellos por un núme­
ro, y DIVIDIENDO el otro por el mismo mimero.Porque es evidente que las dos operaciones que se ejecu­tan a s í, antes de la operación principal, establecen co uno y en otro caso una verdadera compensación.



72 ELEMENTOS
Advertencia. Dü esta proposición resulta la siguiente:S i se MULTIPLICA ó S6 DIVIDE uno de los dos factores de un 

producto POR üN NÚMERO DADü^ cs necGSürio eri compensación 
para q u e el p r o d u c t o  subsista el m is m o ,  d i v A ir  ó m u l t ip l ic a r  el
otro /'aCÍOr EL MISMO NÚMERO.5 9 . Q u in t o  p r in c ip io . — En una división que ha de ejecu­tarse entre dos números (suponiendo que ha de hacerse exac­tamente ,  es d ecir , sin dejar residuo), si se hace el dividendo CIERTO NÚMERO DE VECES mayor ó menor, ó bien ol divisor CIERTO NÚMERO DE VECES meiior Ó maxjor,  y se efectúa después 
la división, se obtiene un cociente e l  m ism o  n ú m e r o  d e  v e c e s  
mayor ó menor que el cociente de la división de los dos núme-̂  
ros propuestos.E n  otras palabras, si se multiplica ó se divide el dividen­do de una división exacta,  ó si por el contrario se divide ó se 
multiplica el divisor por un número dado, se multiplica ó se 
divide el cociente por el mismo número.Sean D el dividendo, d  el divisor y í  el cociente de la di­visión ; tendremos la igualdadD = í / x 5 (siendo^ un número entero).D ig o , EN PRIMER LUGAR, (juc s¡, oiUes dtí cftìctuai' la d ivi­sión se hace, el dividendo, por ejem{3lo, 15 veces mayor, lo cual equivale á multiplicarle por 1 5 , y  después se efectúa la d iv isió n , se obtendrá un cociente 15 veces waiyor que q.E n efecto, si multiplicamos por 15 los dos miembros de la igualdad precedente, los dos productos resultantes son eviden­temente iguales (véase la nota del n . 50), y tendremosD V 15 =  í/ X 5 X l5 = = £ Íx ( r / X l5 )  (n ."5 4 );por consiguiente el cociente de la división de D x  15 por d es 15 veces mayor que el cociente de la división de D poi d.Razonemos ahora lomando á D x l 5  por dividendo : si na­cemos este dividendo 15 veces menor, es decir, si le dividi­
mos por 15, tendremos el nuevo dividendo 1), el cual, dividi­
do por el divisor d, dá el cociente q, que es evidentemente 1í> veces menor qAie el cociente y x l 5 ,  resultante de la divisiónde D x l ò p o r  d . ................................... ..  ,Lu ego, si multiplicamos ó dividimos el dividendo por un



DE ARITMÉTICA. ^
número cualquiera, obtenemos un cociente §ue es el mismo
número de veces mayor Ò menor.D iiio , EN SEGUNDO LUGAR, que SI S6 divide ó se multiplica el divisor por un número', el cociente resultante debe ser ese mismo número de veces mayor ó menor.Esto se deduce evidentemente de la proposición enunciada en la Advertencia del número 5 8 , pues el dividendo debe sei siempre icual al producto del divisor por el cociente.60. C onsecuencia . — Multiplicar Ò dividir el dividendo por un número, produce el mismo efecto que dividir o miít«-píícar el divisor por el mismo número.Así acabamos de ver que el cociente cspenm enla en uno y en otro caso la misma alteración.61. S esto m s a m . — El valor de un cociente no vana
cuando se multiplican ó dividen el dividendo y el divisor por 
el mismo número; y el residuo, si le hay, queda multiplicado 
ó dividido por el mismo número. i - i iPrimeramente. — Si la división es exacta , resulta del prin­cipio anterior fn.° 59) que por esta doble operación, el cocien­te por una parte se liace cierto número de veces mayor ó me- 
uor, y por otra parte se hace el mismo número do veces menor ó mayor; hierro hay compensación. ..............E n segundo lugar. —Supongamos que la división deja i c -  síduo.Sean D el dividendo, d el divisor, q el cociente y  r el le- slduo de la división ; tendremos la igualdad
(1) D = d  x q  -hr.Multiplicando los dos miembros por un número enteio cualquiera, por ejem plo, 15, tendremos (n.“ 47)D x l 5  =  c í x ^ x l 5 - H r x  15,

D  X  15 =  (/X  15 X  y - h  í ' X  15,ó bien también(2) D x l 5  =  (í/xl5 )X}-í-/ 'X l5 .Esta última igualdad, traducida al leiiguage os-presa que el cociente de la division de D x  15 por a x  15 es q (cociente de la division do D  por d), y que el residuo es el



74 ELEMENTOSproducto de r (residuo de la misma división de D por í/) mul­
tiplicado por 15.Discurramos ahora partiendo de la igualdad (2) á la igual­dad (1); y reconoceremos que el cociente de la división de i) por a es (¡ (cociente de la división de D x  15 por c/x lo ) , y quij el residuo r ,  residuo de esta última división , dividido 
por 15.Con lo cual se encuentra demostrada completamente la proposición enunciada.

Advertencia. S i , en vez de multiplicar ó dividir simultá­neamente el dividendo y el divisor por un mismo número, se multiplica ó divide solamente uno de los dos términos por di­cho núm ero, cuando la división primitiva deja residuo, es fá­cil conocer operando como antes sobre la igualdadD  =  X  íjr H- r , 'que nada puede concluirse respecto del cociente de la nueva d ivisió n , considerado con relación al primer cociente.Aquí evidentemente solo se trata de la parte entera del co­ciente.O bservación. —El sesto principio puede servir para justi­ficar la simplicacion de cálculo que hemos indicado en el nú­mero 38, para efectuar la división cuando el divisor termina 
en ceros; porque, procediendo como allí se dijo, no se hace mas que dividir los dos términos do la división por un mismo número, 10, 100, 1000, de modo que no se altera el cocien­te; y  el residuo se reduce luego á su verdadero valor, agre­gándole á continuación los ceros ó las cifras significativas se­paradas en el dividendo.62. SÉTIMO PRINCIPIO.— Cuando un número dado es la su­
ma de varias partes  ̂ divisibles todas ellas exactamente por 
otro número dadô  el primer número es también divisible por 
el segundo; y el cociente de la división del ttno por el otro es 
igual á la súma de los cocientes parciales que produce la divi­
sión de las diferentes partes 'por el segundo número dado.Designemos por a el primer núm ero, que suponemos i gual a la suma +  de otros varios; sea 12,por ejemplo, el número q u e ,  según el enunciado, debe divi­
dir exactamente á cada una de las partes a ', a " ,  a"\... del primer número dado, y llamemos q', q", i ? '" , . . .  los cocientes respectivos.



DE AR lTM ÉnCA. 7 5Tendremos las igualdades1-2x9', a " = 1 2 x 9 " , ,/// 12 X 9tulas cuales, sumadas entre sí m i m b r o  á  m ie m b r o , dán
a'+fl/'+a'/'-t-... óseaa =  12X 9 '-h l2X 9"'h l2x9 '"-í-...,ó bien (n." 47) a = 1 2 x ( 9 '  +  9 " -H í'" -H -- -} ;  lo cual prueba Que el número o, es e x a c t ix m e iit e  d i v i s i b l e  por 12, y dá por cociente

q ' - h q ' +  r/"-h63. CorssECUEiNGiA.— M o  m ú l t i p l o  (n.° 46) de uii nume­ro e x a c t a m e n t e  d i v i s i b l e  por oli’O número, es t a m b ié n  d i v i s i b l epor este otro número. • . ,Torque sea o un número exactamente divisible por o, y m  veces a  un múltiplo cualquiera de ó; esté múltiplo puede con­siderarse como igual á a - h a + a H - .- . .  Ahora bien, cada una de esas p a r te s a ,a ,a ,... sesupone epctamente dtvisible poi b ,  luego su s u m a  ó m  veces a  es también divisible por o .Así, siendo 48 divisible por 6 y dando 8 de cociente, 5 veces 48, ó sea 240, es divisible por O y da do cociente 40que son 5 veces 8. , ,64. O ctavo raiNCipio.— u n  n ú m e r o  s e  c o m p o n e  a e  a o s  
p a r t e s , s ie n d o  u n a  d e  e l l a s  d i v i s i b l e  e x a c t a m e n t e p o i  o l i o  n i i -  
m e ro  d a d o , y  n o  s ié n d o l o  l a  o t r a ,  e l p r i m e r  -n u m e ro  n o  es. d i -  
v i s i b l e p o r  e l  s e y u n d o ;  y  e l  r e s i d u o  d e  s u  d i v i s i o n  e s  i f j u a l  q l  
q u e r e s u l t a  d e  d i v i d i r  p o r  e s t e  s e y u n d o  n ú m e r o  t a p a r t e  n o  a i-
v is ib le  d e l  p r i m e r o .  , ,Sea t t = t t '- i - o " ,  siendo a ' divisible por un numero cuiu- quiera, por ejem plo, 15, y no siéndolo a ' '\  tmidremos las dos igualdadesa' =  1 5 x 9 ' y  a " ' = 1 5 x $ " H - í ' ;
[q> y q ”  son núméros enteros y r  es el residuo de la division de a "  por 15.)De donde se deduce (n.® 47)íí '- h fl"  ó sea a = ^ 1 5 x ( 9 '+ 7 " ) ' í - í ' ;



76 ELKMEiM'OSlo cual demuestra que la division de a'-ha", ó lo que oslo mismo de a por 1 5 , dá un residuo r, que es precisamente el de la division de a" por 15.También se observa que el cociente de la division de a por 15 es igual á la suma de los cocientes resultantes de la divi­sion de las dos partes a' y a" por 15.65. Consecuencia. — Tocio número que divide exactamen­
te á una suma compuesta de dos partes, y á una de estas par­
tes, debe dividir necesariamente la otra parte.Porque si esta segunda parle no fuera divisible por el nú­mero dado, la suma, según lo que acabamos de decir, tampo­co lo sería; lo cual sería contrario á la hipótesis.Los dos últimos principios nos conducen naturalmente á esponer aquf los caracteres particulares, por cuyo medio se conoce que un número dado es divisible por ciertos números; y  cuando la division no puede hacerse exactamente, ver el medio mas sencillo de obtener el residuo.
Residuos de la division por ciertos números.— Caractères de 

la divisibilidad por los mismos.66. l . ° — El residuo de la division de un número cual­
quiera por 2 , ó por 5 , es iyual al que dà la cifra de sus uni­dades dividida por 2 , ó por 5;

Cuando esta cifra es divisible por 2 ó por 5, el tiúmero es 
también divisible por 2 ó por 5 .En efecto, el número dado puede siempre descomponerse en dos partes,  á saber : la parte que està à la izquierda de la cifra de las unidades, tomada con su valor relativo, y esla^ii- 
tima cifra de las unidades.Ahora b ien , siendo la primera parle una colección de de­cena.«, es un múltiplo de 10, número divisible por 2 ó por 5 , pues se tiene 10— 2 x 5 ;  por consiguiente (n.'" 63) esta pri­mera parte es esencialmente divisible, tanto por 2 , como por•* * -  ------------ --- N.. -------- - -  ^  ^  W •5 ; y  entonces ha de suceder una de dos cosas: ó la cifra de las unidades es divisible, sea por 2 , sea por 5 , ó no lo es. En

(n ? 64) dida por 2 ó por 5.
L. C. 1). V.



DE ARITMÉTICA. '3̂ 7■ 67. Observaciones. — X.^ Todos los números terminados en una de las cifras O, 2 , 4, 6 , 8 ,  son evidentemente divisi­bles por 2 . - .Por el contrario los números terminados en una de las ci­fras l ,  3, 5 ,7 , 9 , no son divisibles, y  dán 1 de residuo, que es el mismo residuo que dá por sí sola cualquiera de esas cifr3slos números de !a primera categoría, se llaman números 
pares, y pueden representarse de un modo general por la es- presion 2n (siendo n un número entero cualquiera.)Los números de la segunda categoría se llaman números 
impares, y tienen por espresion general 2.'̂  Solo los números terminados en O ó en 5 son divisi­bles por 5. Todos-Ios demás números dán un residuo igual al do la última cifra. * ,68. 2 .°—E l resiéto de la división de m  número cualquie­
ra por 4 ó por 25, es igual al que dá el conjunto de sus de­cenas y  sus unidades, a m d i d o 4 d ;?or 25.

Cuando dicho conjunto es divisible por 4 ó por 25, el nú­
mero dado es también divisible por  4 ó por 25.El razonamiento es análogo al del número 66.El número dado puede siemjjre descomponerse en dos parles, á saber: taparte situada á la izquierda de la cifra de 
las decenas, tomada con su valor relativo; y  la colección úa sus decenas y sus unidades, ó sea el conjunto dé las dos úl­
timas cifras tomadas con su valor relativo.Ahora bien, la parle primera, que es un número termi­nado en dos ceros, es un múltiplo de 100, número divisible tanto por 4’ como por 25; pues se tiene 1 0 0 = 4 x 2 5 ;  lue­go (n.” 63) esta primera parte es siempre divisible por 4 o por 25: y entonces habrá de suceder una de dos cosas: ó la se­gunda parte es también divisible por 4 ó por 25, ó no lo es. En el primer-caso, el número total es (n.'’ 62) divisible por 4 ó por 25; en el segundo, el residuo de la división debe ser (n-“ 64) igual al que produzca dicha segunda parte dividida respectivamente por 4 ó por 25. L . C . D . D .Eor ejemplo, 750628 es divisible por 4 , pues la cuarta parte de 28 es exacta é igual a 7.Del mismo modo, 123756 es divisible por 4 ; porque .56 es igual á 14x4.Pero 263019 no es divisible por 4 ; y el residuo es 3 (pie es til mismo que resulla de dividir 19 por 4.



78 ELEHE.NTOSIgualm ente, 37234 no es divisible por 4; y dá por resi­duo 2 , es decir, el mismo que dá 34.
Advertencia. Solo son divisibles por 25 los números ter­minados en 00, 25, 75.69* Los números 8 y 1 2 5 ,1 6  y 6 2 5 , e tc ., que equiva­len á 23 y 5^, 2  ̂ y 5^, e tc ., gozan de propiedades enteramen­te análogas, que se demoslrarian de la misma m anera, fun­dándose en que 1 0 0 0 = 8 x 1 2 5 , 0 23x53; 1 0 0 0 0 = 1 6 x 6 2 5 , ó 2i x 5 ^ , etc. Pero como son de poco uso en la práctica nos abstenemos de entrar en pormenores.70. 3 .° —  El residuo de la división de m  número cual­

quiera por 3 ó por 9 es igual al que se obtiene haciendo la su­
ma de las cifras del número, consideradas con su valor abso­
luto, g dividiendo esta suma por 3 ó por 9 .

Si esta suma es un múltiplo ¿fe 3 d í/c 9 , ó lo que es lo m ism o, si dá 0 por*residuo de su división por 3 ó por 9 , el 
número dado es también divisible por 3 ó por 9.{Demostraremos especialmente la propiedad relativa á 9, porque es la parte importante de la preposición, atendido el uso que se hace de e lla ; pero sería fácil aplicar los mismos ra­zonamientos al número 3.)Comencemos por observar que un número compuesto de la 
unidad seguida de uno ó de varios cero s, es igual á un mw/- ¿ijo/o d e 9 , flwmwífldo en 1.Porejem plo, 1 0 = 9 - t - l ,  100=?=99-hl, 1 0 0 0 = 9 9 9 -í- l , etc.; todas las partes 9 , 99 , 999, etc ., son evidentemente divisi­bles por 9 ; y  los cocientes respectivos son 1 ,1 1 , 111, etc.De aquí se sigue que todo número formado por una cifra significativa seguida de »«o ó varios cero s, es también un 
múltiplo de 9 , aumentado en el valor de dicha cifra signifi­cativa.Por ejem plo,7 0 = 7 x  (9 +  1) ^ { 9  +  l ) x 7  =  9 x 7 + 7 , . . . ’ . (n ."47 ), 8 0 0 0 0 = 8  X  (9999 + 1 )  =  9 9 99 x 8 + 8 , . . .Esto supuesto, tomemos un número cu alq u iera, por ejemplo, 6205473.Podemos descomponerle de la manera siguiente:6000000 +  2 0 0 0 0 0 +  00000 +  5000 +  4 0 0 + 7 0 + 3 ;



DE AIimiÉTlCA. 79y según lo acabado de d ecir, conlicue dos parles principales, á saber :1 . ** Una suma de varios múltiplos de 9 ,  cuya suma es también múUiplo de 9 (n.° 62) ;2 . “ La suma de las cifras 6 - í - 2 + 0 - í - 5 - h 4 + 7  H- 3.Siendo la primera parte divisible por 9 , pueden suceder(Jos casos : ó la segunda parle es divisible por 9 , ó no lo es.En el primer caso, el número propuesto es también d ivi­sible por 9 ;  y  en el segundo ca so , el residuo de la division de la suma de’ las cifras significativas por 9 es necesariamente igual ín .” 64) al (lue se obtendría dividiendo el número total por 9. L, 6\ D. D.En el ejemplo anterior, la suma de los valores absolutos de las cifras es 27, número divisible por 9 . Luego el número total es divisible por 9 ,  como puede comprobarse fácilmente.Respecto del nùmero 3 , la demostración es absolutamente la misma, y para h acerla , bastarla sustituir en el discurso el nombre de la cifra 3 al de la cifra 9.Debemos hacer, sin embargo, una observación im poiian- le, y es que un número divisible por 9 , lo es también nece­sariamente por 3; pero un número puede ser divisible por 3 sin serlo por 9 . A sí, 2 4 ,1 4 7 , 246, etc ., son divisibles por 3 , y no lo son por 9 , siendo los cocientes 8 , 49 , 8 2 , que ya no contienen al factor 3 .
Advertencia. En la práctica en vez de determinar la su­ma total de las cifras para dividirla después por 9 , se pueden ir dejando fuera los nueves de cada suma parcial, cuando se baya obtenido un número igual ó superior á 9 ,  continuando así la operación hasta llegar á la última cifra. Las sustraccio­nes parciales que de este modo se hacen, no cambian eviden- temenlc el residuo que se busca.También suele hacerse caso omiso de las cifras 9 que pue­da haber en el número propuesto, al tiempo de hacer la suma.Sirva de nuevo ejemplo el núüjcro74683056743.Diremos : 7 y  4 son 11 ; quito 9 ,  quedan 2 , y 6 son 8 y  8 son 1 6 ; quito 9 , quedan 7 , y 3 son 10 ; quito 9 , queda l ,  y 5 son 6 y 6 son 12; quilo 9 , quedan 3 , y 7 son 10; quito d, queda 1, y 4 son 5 y  ^ so n  8 ,Luego 8 es el residuo de la division del número propues­to por 9.



180 ELEME-MOSAsí se evila el dividir por 9 una suma que puede ser bas-• lanlc grande si el número conUenc muchas cifras.
Prueha2)or 9 de la multiplicación y de la división.71. La propiedad del número 9 proporciona un medio muy sencillo de comprobar el resultado de una multiplicación ó de una división, medio conocido bajo la denominación de prueba por 9 .lié  aquí en lo que consiste esa prueba :1 . ® E n la  MULTIPLICACION, se determina el residuo de la división del multiplicando por 9 , como se ha hecho en el nú­mero precedente, y  se procede lo mismo con el multiplicador.

Se multiplican uno por otro los dos residuos, y se deter­
mina el residuo de la división por O, del producto resultante.Por último, búsquese el residuo de la división del produc- tb total por 9 .Si la Operación se ha hecho exactam ente, el último resi­
duo obtenido debe ser igual al tercero.Cuando uno de los dos primeros residuos es O, sucede lo mismo necesariamente con el tercero; y en consecuencia de­be ser también O el cuarto. Esto equivale á decir que, si uno de los factores de la multiplicación es divisible por 9 , el pro­ducto total debe ser también divisible por 9 ;  lo cual es con­forme al principio del número 63.Igualm ente, cuando-los dos primeros residuos son iguales á 3 , en cuyo caso el tercero es O , el cuarto debe también ser 0 ; lo cual quiere decir que el producto total debe ser divisible por 9.2 . ’’ E n LA DIVISION, es necesario comenzar por sustraer del dividendo propuesto el residuo que deja la operación; después se ejecuta la comprobación como se ha dicho antes, considerando al divisor y al cociente como factores de una multiplicación, y el dividendo, después de rebajado el res%- 
duô  como el producto de aquellos dos factores.Para darnos cuenta de este medio de comprobación, em­pezaremos por observar que los dos términos de la multipli' 
cacion pueden ponerse bajo la forma9 x m - l ~ r  Y  9 >i W  +  r ' ,designando 9 x m  y 9x?/í' dos múltiplos cualesquiera de 9 , y 
r y r' los residuos de la división de los dos facloi’cs por 9. 11



DE AniTJlETICA. 81iislo supuesto, si muítiplicamos entre sí las espreslones precedentes, según el principio del número 47, se obtienen cuati-o productos parciales, siendo los tres primei'os esencial­mente múltiplos de 9 , y siendo el cuarto r x  r'-, de modo que el producto de aquellas dos espresiones, que no es sino’ el 
mismo producto de la multiplicación propuesta  ̂ puede á su vez ponerse bajo la íorma9 x » i ' ' ' - h r x r ' .Ahora bien, el residuo de la división de este último pro­ducto por 9 , si le hay, solo puede provenir del producto r x r ';  luego, etc.Apliquemos la regla al ejemplo siguiente:476598076285954333613381272384^94084Es costumbre trazar una cruz al lado de la operación p a- *‘3 ir colocando en ella los cuatro residuos que dá de sí la prueba por 9 .A síi pues, efectuada la m ultiplicación, se escriben á la jzquierda de la línea vertical de la cru z , y uno debajo de otro, os dos residuos 4 y 3 de la división del multiplicando y  m u l- bplicador por 9; después se hace el producto de estos dos re­siduos , que es 12, y se divide por 9 ;  así se obtiene el tercer residuo 3 , que se coloca á la derecha de la línea vertical y  al •acio (leí primer residuo 4. Se busca en fin , el residuo de la íiivision por 9 ,  del producto de la operación principal, y  este euario residuo, que se coloca debajo del tercero, debe ser Igual a este , si la operación está bien hecba.Así se verifica en efecto, en el ejemplo que acabamos de poner.Con un poco de costumbre, se hace esta comprobación de me^nona, y sin escribir cosa alguna.^2. Primera observación. — La prueba por 9, que es muv



1g2 ELEME^TOSsencilla en su uso, eslá sujeta á varias causas de error ; lasprincipales son las siguientes:.1 “ Puede suceder q u e , tanto en los productos paiciales, como en el producto total, se haya escrito un O en vez de un 9  ó vice-versa; ó bien por una p arle , una cifra disminuida o 
aumentada cierto número de unidades, y  por otra parte, otra cifra aumentada ó disminuida en el mismo numero deunidades. ■ , , , u .2.® Es posible también q u e , cuando hay ceros entre ascifras signiíicálivas del multiplicador, no hayamos corrido los productos parciales los lugares necesarios hacia la izquierda.Se comprende perfectamente q u e, en estos diversos casos, los errores cometidos,  ó se compensan ,  ó al menos no influ­yen  en los residuos de la division por 9 ,  de los términos dela Operación que se comprueba. , , ,  , , aLa prueba por 9 por lo tanto, y hablando con toda p io- piedad, solo es una semi-prueba, á la cual únicamente debe acudirse cuando no hay tiempo para mas; lo que es absoluta­mente cierto es q u e , cuando hay divergencia entre los resi­duos tercero y cuarto, la operación está- mal hecha y debe re­petirse. P ero , si los residuos son iguales, solo se tiene una gran probabilidad de que la operación esta bien bocha.73 Segunda observación . -C o m o  el numero 11 goza de una propiedad análoga á la del número 9, puede también uti­lizarse para la comprobación de las multiplicaciones y divisio­nes con la ventaja de estar sujeto á monos causas de error; pero dejamos para el capitulo último la esplicacion de esta^ 7^ Tercera  OBsEavACioN.—Si se comprende bien el pio-cedimiento de la prueba por 9 ,  se reconocerá que es aplica­ble á todo número la l ,  que el residuo de la division él es divisor, pueda determinarse fácilmente. Ahora b ien , ci método de la division (n." 31) suminislra un medio sencillo de dividir un número dado por otro número do una sola cm ai poreiem plo; luego podría sustituirse la prueba por 7 a i  T r a X  por 9 , y  lu n  emptear las d o s,  lo coa aun seria ra sencillo que recurrir a la operación inversa de la o p e i  ación^’'*'AsíTen el ejemplo puesto arriba, si lomamos la 7 .“ parle de cada uno de los factores, cbienemos los restos 3 y p ’J l  .  multiplicados entre s i , dán el producto l o  ; la 7 . pai lo ele ■. es 2 y queda 1 .



DE ARITMÉTICA. 83Aílam ás, lomando la 7 .“ parto del producto total, queda lambien l  de residuo; y  como la prueba por 9 había antes salido b ien , podemos concluir casi con certeza, que el pro- diiclo es exacto.S II. — Del máximo común divisor.75, Defiyiiciones preliminares.— número primo 
absoluto, 6 simpkmenle número primo, todo número que no tiene mas divisores que á si mismo y  á h: unidad.Un número es siempre divisible por si mismo y dá 1 de cociente; también es todo número divisible por la unidad y entonces dá de cociente el mismo número,.Por ejemplo, t,  3 , 5 , 7 , 11-, 13, son números primos; pe­to 4 , 6 , 8 , 10 , 1 2 ,1 4 , 15, e tc ., no lo son; porque se tiene4 = 2 x 2 ,  6 = 3 x 2 ,  8 = 2 x 2 x 2 ,  etc.Dos números se llaman prirnos entre si, ó un número se llama p n m o con otro, cuando los dos números no tienen mas 
divisor común que la unidad.A s í , 25 y  12 son primos entre si; porque solo 1 puedo dividir á los dos exactamente; 8 y 1 4 ,1 2  y 27, no son primos entre s í , porque se tiene8 =  4 x 2 ,  14 =  7 x 2 ;y 12 =  4 x 3 ,  27 =  9 x 3 .lodo número primo absoluto, que no divide á otro iiúrae- J‘o dado, es necesariamente con él.Porque ios dos números no tienen entonces mas divisor cowíim que la unidad.Dos números, que no son primos entre si, pueden tener ''arios diferentes divisores comunes.Así ,  72 y .48 tienen evidentemente por divisores comunes  ̂ 2, 3 , 4 , 6 , 12 y 24.Ua determinación (hl máximo común divisor de dos nú- .Jiei’osconstituye una Operación importantísima, que pasamos '»'atar en seguida.



8 4 ELEMENTOS

Del máximo común divisor de dos números.7 6 . Comenzaremos por enunciar la regla general, y des­pués la desenvolveremos y demoslrarémos en ejemplos parn-
g e n e r a l . Para hallar el m áxem o  co m ú n  d iv is o r  d eDOS n ú m e r o s : . ,  . . . .

Divídase el número mayor por el menor; si la división re­sulta exacta, el número menor es el máximo común divisor líuscsdoPero* si se obtiene un rús\á\io , divídase el número menor 
por el residuo; y si esta nueva división resulta exacta, e\ re­siduo de la primera operación, que se ha tomado por divisoren la segunda, es el número pedido.Si todavía se obtiene un residuo, divídase el primer resi- 
duo por el segundo; y si esta tercera división resulta exacta, el segundo residuo es el número pedido ; pero s i , e c .  ̂

Continúense de este modo las operaeiones hasta llegar o w» 
residuo que divida exactamente al residuo precedente; el ulti­
mo residuo obtenido es el máximo común divisor buscado.7 7 . Sean por ejemplo los dos números943 y 345.

Cuadro de los cálculos.2 1 2 1 3943 345 253 92 69 23253 92 69 23 0943 23 345 2323 41 115 150 0(Para mayor claridad, se co lo ca , variando el uso ordina­rio , cada cociente encima del divisor correspondiente.)Es evidente que el máximo común divisor buscado no puede ser mayor que el número menor de los dos dados, pues debe divid irle; pero puede ser igual á él.
]



DE AíllTMÉTlCA. 85Tenemos, pues, que dividir el número m ayor, 943, por el menor, 345.Aquí la división dá un residuo ; luego 345 no es el máxi­
mo común divisor.Y  ahora d ig o , que esle máximo común divisor no puede ser mayor que el residuo 2 5 3 , y que debe dividirle exacta­mente.En efecto, resulta do esta primera operación, que 943 = = 3 4 5 x 2  +  253.Ahora b ie n , como el máximo común divisor debe dividir exactamente á 345, también debe dividir á su múltiplo 345 x 2  (n.® 63} ; debe dividir igualmente al mayor número 943. Don­de se ve que el número buscado debe dividir á un todo, 943, y á una de sus partes, 3 4 5 x 2 ; luego (n.“ 65), debe dividir también á la otra parte, 2 5 3 , y por consiguiente no puede ser superior á 253.Esto nos conduce á en sayar, si podria ser que el mismo 253 fuera el máximo común d ivisor, y en consecuencia, á dividir el número m enor, 3 4 5 , por 253.Pero ahoi’a varaos nosotros á demostrar que el máximo 
común divisor buscado es el misino que existe entre el número 
menor y el residuo de la primera división.Para esto, llamemos por un momento D  al máximo común divisor buscado, y D' a! máximo común d iviso r, cualquiera que sea , entre 345 y 253. liemos dicho antes, que debiendo 1) dividir á 943 y una de.sus partes, 3 4 5 x 2 , debe dividir' lambien y la otra parte 253. Por consiguiente, D no puede ser 
superior á D ', que se supone ser el máximo común divisor entre 345 y 253. . *Por otro lado, D ', que debe dividir á 2 5 3 , debe lambien dividir á 3 4 5 , y  por consiguiente á su múltiplo, 3 4 5 x 2 ; lue­go (n.° 62), debo dividir igualmente á 9 4 3 ; por consiguien­te D' que debe dividir á la vez á 943 y á 3 4 5 , no puede ser 
superior á D , que es el máximo común divisor de esos dos n ú ­meros.De aqui se sigue que los números D y  D' no pueden ser 
superiores uno á otro, y por consiguiente son iguales.Con esto queda la cuestión reducida á buscar el máximo oomun divisor entre 345 y  253 ; es d ecir, á proceder con di­chos dos números, como con los números propuestos.



86 ELEMENTOSDando la segunda división un nuevo residuo, 9 2 , se pro­baria como arriba, poniendo la igualdad345 =  2 5 3 x  1 + 9 2 ,que el máximo común divisor entre 345 y *253, es el mismo que puede existir entre 253 y 92.Operando con estos dos últimos núm eros, como con los anteriores, se encuentran sucesivamente los residuos 69 y 2 3 ;. pero á la quinta operación, se obtiene c e r o  d e  r e s i d u o .De donde puede concluirse, que 23 es el máximo común divisor de 69 y de 2 3 , y por consiguiente de 92 y de 69, de 253 y do 9 2 , de 345 y de 2 5 3 , y por último de 943 y de 345.78. La división de 943 por 2 3 , y de 345 por 23, da por cocientes 41 y 1 5 , según manifiesta el cuadro.Con esto motivo haremos una observación importante, y es que los dos cocientes 41 y 15 son n e c e s a r ia m e n t e  números 
p r i m o s  e n t r e  s i .En efecto, si pudieran tener un ( a c t o r  c o m ú n , 3 por ejem­p lo , de modo que tuviéramos 41 =  3 x y ,  1 5 = 3 x ^ ' ,  (sien- do í  y  números enteros), resultaría943 =  23x(3x2')==(23x3)x(?, 345 =  23 X (3 X g ')  =  (23 x  3) x  ç ' ;

1

luego (23x3) ó sea 6 9 , seria c o m ú n  d i v i s o r  de 943 y  345, y por consiguienle, no sería *23 su m á x i m o  c o m ú n  d i v i s o r ,  lo cual seria contrario al resultado oLtenido.Como esta observación y el razonamiento en que se apo­ya , son aplicables evidentemente á dos números cualesquiera, resulta que l o s  c o c ie n t e s  d e  l a  d i v i s i o n  d e  d o s  n ú m e r o s  p o r  
s u  m á x i m o  c o m ú n  d i v i s o r ,  s o n  s ie m p r e  n ú m e r o s  piumos en­tre sí.



"2° Ejemplo.

DE AUIIHETICA.
Otros ejemplos. 18225 y 7425

8 7

2 2 51822a 7425 3375 6753375 675 00018225 675 7425 675“ 4725 27 675 11000 00(IvOs cocientes 27 y 11 son primos entre si.) 3 .«  Ejemplo. 57792 y 14256.

Cocientes. 57792 “ 97
~

481204 14256465~336O
48

4 ■ 18 1 1 3 257792 14256 768 432 336. 96 48768 6576 336 96 48 0432 297
(Los cocientes 1204 y  297 son primos entre si.) 4." Ejemplo. 5425 y 1727.12 5 35425 1727 244 19 16 3244 19 54 3 1 016



88 ' ELEMENTOSEn el segundo ejem plo, liemos oblenwlo el residuo O ,dcs- jjlues de tres Operaciones, y por consiguiente, 675 lia sido el láxim o común divisor.' En el tercero hemos llegado al residuo O después de seis oteraciones (en una de las cuales el cociente 18 está compues- toide dos cifras.)J^l máximo común divisor es 48.^or últim o, el cuarto ejemplo ha dado también lugar á seis operaciones; pero no se ha encontrado O por residuo, sino después de haber obtenido la tmidad por residuo prece­
dente; lo cual indica que 1 es el único divisor común de los dos números propuestos, y  que por consiguiente (n.‘'7 5 ) , es­tos dos números son primos entre si.79. En general, se reconoce que dos números dados son 
primos entre si, cuando aplicándoles el procedimiento del má­xim o común divisor, se obtiene la unidad por residuo antes 
de haber obtenido el residuo 0.Este es el sitano característico; porque á poco que re lle - xionemos sobre la naturaleza del procedimicnlo, veremos que como los residuos van disminuyendo sin cesar, se debe por último llegar al residuo 0.Pero entonces sucederá una de dos cosas:Ó  el residuo precedente es diferente de 1 ,  cu cuyo caso él es el divisor común ; y  los números propuestos no son pri­
mos mire si:Ó  b ie n , el residuo precedente es 1 ; y entonces solo la 
unidades divisor común de los dos números.La aplicación de la regla general dá margen á muchas ob­servaciones, q u e , con la del número 78, constituyen propie­dades esenciales del máximo común divisor.8 0 . PniMERA OBSERVACION. — Cuando en la investigación del máximo común divisor de dos núm eros, se llega á un re­siduo, reconocido por número primo (como son 7 , 1 1 ,1 8 ,1 7 , 1 9 ; y  ya en este capitulo daremos el medio do reconocer que 
Ma liimmo esprimo absoluto), que no divide al residuo pre­cedente, se podrá asegurar, sin pasar adelante en la opera­c ió n , que los dos números propuestos son primos entre si- Porque el máximo común divisor de estos dos números de- b e ria , según la demostración del procedimiento, dividir el residuo obtenido ; lo cual es imposible, porque este residuo es un número primo.E s claro q u e , por la misma razón, si uno de los dos nú-

1



DE IRlTMÉ'FiCA. 89meros propuestos, -se reconoce ser n ú m e r o  p r i m o y  se debe, ó no comenzar la operación , ó terminarla en la primera d ivi­sión, según que el número primo sea el mayor ó el menor de los dos números.81. S egunda OBSEavACioN.— Si se multiplican por un n ú ­mero por ejem plo, 15, los dos números áque se supone ya aplicado el procedimiento, y se busca el máximo común divisor de los dos producios resultantes, los nuevos c o c ie n t e s  serán respectivamente l o s  m i s m o s  que los cocientes sucesivos okenidos en la primera serie de operacio­nes; pero t o d o s  l o s  r e s i d u o s  serán respectivamente iguales á los productos de la multiplicación de los residuos primitivos por 15.Esta es una consecuencia evidente de la proposición esta­blecida en el número 6 1 ; porque el procedimiento del máxi­mo comim divisor consiste en una serie dedivisiones tales que en la primera sirve do dividendo e l  n ú m e r o  m a y o r  p r o p u e s t o  y por divisor e l  n ú m e r o  m e n o r , en la segunda sirven do divi­dendo y divisor este mismo n ú m e r o  m e n o r  y el r e s i d u o  o b t e -  
^ ú d o , en la tercera á su vez sirven de dividendo y divisor e l  
r e s id u o  p r i m e r o  y  e l  s e g u n d o ;  y así sucesivamente.82, Teucera OBSERVACION.— l o ú o  d i v i s o r  c o m ú n  dedos núnieros d i v i d e  e x a c t a m e n t e  l o d o s  l o s  r e s i d u o s  á que conduce ol procedimiento, y por consiguiente, d i v i d e  a l  m á x i m o  c o -

d i v i s o r  de los mismos números.Volvamos, para demostrarlo, á la  igualdad (n.'  ̂ 77)943 =  3 4 5 x 2 + 2 5 3 ;lodo divisor d  común á 943 y  3 4 5 , debe dividir á 3 4 5 x 2 , t^últiplo do 3 4 5 ; por consiguiente divide á  u n  t o d o ,  943„ y  á  
^^0. d e  s u s  p a r t e s ,  3 4 5 x 2 ; luego debe dividir á la o t r a p a r -253, ó sea, al p r i m e r  r e s i d u o  de la operación.Se (leduciria análogamente de la igualdad3 4 5 = 2 5 3 x 1 + 9 2 ,que d ,  divisor común de 345 y  2 5 3 , debe dividir al s e g u n d o  
r e s id u o , 92 ; y continuando de este modo, se probaría sucesi- jjamente que d  divide á t o d o s  l o s  r e s i d u o s ,  y  por consiguiente MAXIMO COMUN DIVISOR, qu6 xio 6s mas que el ú l t i m o  d e  e s o s  
residuos.



90 ki.kme:<tos
Máximo común dimor de mas de dos números.83. La propieclail, esplicada en la observación tercera, sir­ve de base á la investigación del máximo común divisor entre 

mas de dos números {*).Sean A , B , C , E , F , . . .  los números propuestos: se trata de buscar el m ayor número que los divida á todos exactamente.Hé aquí la regla, general :
Büsquese el m. c. d. entre A  y  B , y  supongamos que es D; después búsquese el m. c. d.y D' entre D y el tercer núme­ro C ; después el m . c. d. D '' entre D' y E ; y así sucesiva­mente.E l último m. c. d. obtenido es el número buscado.Para demostrar esta regla , empecemos por considerar los 

tres números A , B , C ; digo que el m. c. d. D ' entre D y C, es el m. c. d. de los tres números A , B , C .En efecto, por una parte, dividiendo D' á D , divide (nú­mero 63} á sus múltiplos A  y B , y por consiguiente es divisor 
común de A ,  B , C .

Por otra parte, el m . c. d. que buscamos para A ,  B ,  C, divide (n.** 82) á D , m.c.  í/. de A  y B ; y por consiguiente, por la misma razón divide á 1)', m. c. d. entre D  y  C ; por ■ consiguiente, no puede ser superior á l)'.Luego D' mismo es el máximo común divisor de A , B , C.Hagamos ahora el mismo razonamiento respecto de ios 
cuatro números A , B , G , E .

Poruña parte, D " , m . c. d. entre H' y E , debiendo di­vidir á D ', dividirá también á los múltiplos de e steD y  G (nú­mero 63); por consiguiente divide á los múltiplos A  y B de D, y  por lo tanto es común divisor de A , B , G , E .
Por otra parte, el m. c. d. que buscamos para A , B , G, E, divide (n.® 82) á D , m. c.d.  de A  y  B ;  y  por consiguiente por la misma razón divide á D ', m. c. d. de D  y G; y  también divide á D "  m . c. d. de D' y E ; y por lo tanto no puede ser superior á D " .Luego el mismo D "  es úm .c.d.  buscado.

(•) Usaremos coa tanta frecuencia en todo lo sucesivo ia cspresiou 
máximo común divisor, que para abreviar sustituiremos en su casi siempre las iniciales m . c d .

i



DE AUlTiMÉXlCA. 91La misma série de razonamienlos se aplicaría á ánco, 
seis,... núm eros; con lo cual queda demostrada la regla ge­neral;

Advertencia, En  la práctica conviene comenzar por bus­car el m. c._ d. de los dos números menores; después se opei-a con el m. c. d. obtenido y  el número menor de los restantes; porque el m. c. d. buscado no puede ser superior al que exis­te entre los números niCBores.S ean , por ejem plo, los cuatro números1260, 1512, 2016, 7350.Operando lo primero con 1260 y  1 5 1 2 , se halla que el Wí. c. d. es 252.Buscando después el m . c. d. entre 252 y 2 0 1 6 , se ve qne es el mismo 252.Operando finalmente con 252 y 7 3 5 0 , se obtiene 42; lue­go 42 es el m. c. d, de los cuatro números dados.84. PaniEiu onsERVACioN.— C u an d o, después de aplicar el procedimiento, se obtiene la unidad por último m. c. d., es señal de que 1 es el único número que puede dividir á la veza todos los números propuestos.Es.los números se llaman entonces consi­derados todos ju n tos; pero varios de ellos tomados dos ix dos, 
Ires á tres, e tc ., pueden tener factores comunes.Es claro que s i , operando con los dos números menores, se halla ,1 por m . c. d ., es completamente inútil toda opera- eion ulterior.. 85. S egun da  OBSERVACION.—  Toilo divisor común de va­rios números A , B , C , C , e tc ., divide necesariamente al má­ximo COMUN Divisoii de los mismos; porque, según la observa­ron del número 8 2 , dividiendo á A  y  B , debe dividir á D , y por consiguiente á 1)', D " , etc. Esta es la propiedad misma del nnmei’o 82, generalizada.86. Tercera  ODSEiivAciON.— Sodeinostrariaabsolutam en- ® mismo que respecto de dos números se hizo en elnúm e- 1^ 78 , que los cocientes de la división de varios númerosB, C , E ,  e tc ., por su máximo común divisor, son p r im o s  Eí'Tre sí.Para completar esta leoi'ía del máximo común divisor, de­beríamos esplicar otros métodos para llegar á su determina- ‘dn, y  los medios de simplificar los procedimientos qiie .aca-



92 ELEMEMOShamos do esponer; mas para esto es necesario establecer di­versos principios sobre la divisibilidad de los números.§  III . Divisibilidad de los números.87, Principio fundamental. — Ĵ odo número que divide 
exactamente al producto de dos factores, y que es primo con 
uno de ellos, divide necesariamente al otro.Sean A x B  el producto dado, P el número que divide 
exactamente á este producto; digo que si P es primo con A, por ejemplo, debe dividir á B.En electo, siendo A y  P , por hipótesis,;?nm os entre si, sí se les aplica la regla del máximo común divisor, se llegará necesariárnenlc (n.° 79) á un resto igual á 1; es decir, que de­signando por r ,  r', r " , . . . ,  1, ios restos sucesivos, se tendrá la série de númerosA , P , r ,  r ', r " , . . . ,  1 , siendo A  >  P ;[sería P , A, r ,  r " , . . . ,  1 , si fuera P <  A],cuyas cantidades habrán de servir de lcrrainos en las divisio­nes que deben efectuarse.Pero supongamos que antes de hacerlas se principia por multiplicar A  y P por B , resultará (n.® 81) la nueva série

AxB, PxB, í-xB, r'xB, r"xB, . . . ,  Ix B .Ahora bien, todos estos términos son divisibles (n .“ 82) por P , puesto que P es un divisor común de los dos primeros términos, pues divide á A x B  por hipótesis y divide eviden­temente á P x B .Luego I x B ,  ó simplemente B es divisible por P.Z .  C. D. D.

Advertencia. Es importante observar que la proposición no es cierta sino cuando P es número ^ n m o con uno de los factores del producto.Pues si por ejem plo, tenemos por una p arte , 2 8 x 1 5 , y por otra, 1 2 , que no es primo con ninguno de los dos facto­res del producto, el cociente de la división de (28 x  15) , ó 420, por 12, es exacto é igual á 3 5 , aunque 12 no divide ni á 2» ni á 15.



DE ARITMÈTICA. 93Esto depende de que los dos factores del producto contie­nen reunidos todos los factores primos  ̂ que componen el di­visor.Así se tiene :2 8 x1 5  =  4 x 7 x 3 x 5 ^  (4 x3) x 7 x 5 = 1 2 x 7 x 5  =  1 2 x 3 5 .88. Consecuencia. — Un número cualquiera P , primo con 
todos los factores, menos uno, de m  producto A x B x G . . . ,  no 
puede dividir al producto,  sino en cuanto divida exactamente 
al factor esceptuado.Porque, siendo primo con A , por ejem plo, no puede, se­gún el principio precedente, dividir al. producto dado, sino dividiendo á B x C x i ) . . . ;  si es primo con B , no puede dividir a B x C x  D . . . ,  sino dividiendo á C x  D . . . ;  y  así sucesivamen­te. De este modo Ilegariamos á concluir que debe dividir al 
Ultimo factor sino divide á ninguno de los precedentes.89. Segundo principio. —Todo número primo absoluto que 
divide exactamente al producto de dos factores, divide necesa­
riamente à uno de estos factores.En efecto, sea A x B  el producto d ado , y  P un número primo absoluto que debe dividirle exactamente.Si P no divide á A , por ejem plo, es primo con A  (n.® 75); luego, en virtud áú primer principio, debe dividir á B.. 90. Consecuencia I . — Si un número primo absoluto P di- 
rnde al producto A x B x  C . . . ,  demi número cualquiera de fac­
tores, divide á lo menos à uno de estos factores.Porque sino divide á A por ejemplo, debe dividir al pro- o u c lo B x C .. . ;  sino divido á B ,  debe dividir á C x D . . . ;  etc. Asi llegaríamos basta úAltimo factor, que debería ser divisi­ble por p , sino lo liabia sido ninguno de los precedentes.91. CoNSECUENCfA I I .—  TODO NÚMERO PRIMO ABSOLUTO P , 
que divide á las potencias A ^  A^, (véase el n .°  45) de 
Un numero cualquiera A , divide necesariamente à este número.Porque siendo A ^ ,A ^ ,.. . , .Io  mismo que A x  A , A x A x A , . . . ,  fn ?  dividir á estos diferentes productos, sino en cuan-  ̂  ̂ factores, y por consiguiente á A .Consecuencia I I I .— Si dos números A y B son primos 
mre si, sus potencias A ‘-̂ y B^, A^ y B®, y en general, A ”  y »50« también números primos entre si.Porque lodo número primo, por ejem plo, d distinto de 1, 1 6 íuera divisor común de A ”  y B "', debería dividir lam -



94 ELEM IiM OSbien á A , porque dividía á A ” ,  y  dividir á. B , porque dividía á B” ' :  por consiguiente d sería divisor común de A  y de B; !o cual es imposible, pues se suponen A  y  B primos entre si.93. C o n s e c u e n c ia  lY. — Cuan do un producto se ka for­
mado por medio de la multiplicación de varios números, no 
seria posible formarle de nuevo, multiplicando otros números 
que contuvieran f a c t o r e s  p r im o s  diferentes de los que entra­
ban en la composición de los primeros números dados.Sea N un número igual á f i x ú x c x r f . . , ;  digo que el mis­mo número Ñ no podría ser igual al producto a 'x ú 'x c 'x c í ' .. . ,  si uno de estos últimos números contuviera uno ó mas facto­res primos diferentes de los que entran en a, b, c,... ■Porque lodo factor, primo que no entre ni en a, ni en b, ni en c,..., no dividiendo exactamente á ninguno de estos núme­ro s , tampoco podía (n.° 90) dividir ásu  producto a x ú x c , . . ,  es decir á N.Esto equivale evidentemente á decir que un número cual­
quiera no puede formarse mas que con un so lo  sistema de fac­
tores primos, cada uno de los cuáles puede estar elevado á una 
potencia.

Advertencia. Resulta además del principio general esta­blecido en el número 5 1 , que las multiplicaciones de estos factores primos y de sus potencias pueden efectuarse en mi orden cualquiera.94. CoNSF.CüENCiA V . — Todo número P , primo con cada
tino délos factores de un producto es también pri­
mo con dicho producto.Porque supongamos que un número primo d, diferente de 1 ,  pueda dividir á la vez á P y  al producto A x B x G x . . . ;  como d debería (n.*" 90), dividir á uno de los factores de esto producto, este factor y  el número P no serian primos entre si; lo cual sería contrario, al enunciado de la*proposicion.95. T e r c e r  p r i n c i p i o . —  Todo número divisible por dos 
números p r im o s  e n t r e  s í ,  es divisible por su producto.Sea i\ un número divisible exaclamenlc por otros dos nú­meros A  y  B , que suponemos primos entre si; digo que N es divisible por el producto A x B .En efecto, designemos por q el cociente de N por A ; ten­dremos N =  A x í7 (siendo q número entero.)Por otra parte, B divide también á N , ó á su valor A x y ;



DE ARllMÉTICA. 95pero B es primo con A , por el supuesto; luego (n." 87) debe dividir á y se tendrá *(siendo q' número entero.)Si se sustituye este valor de q en la primera igualdad, re­sulta
N=Ax(Bx5r^) ó N = (A xB )x í ' , 'Luego N es divisible por A x B .

. L. C. D. D.#96. C o n s e c u e n c i a . — Todo número divisible por oíros va­
rios que tomados dos á dos en un orden cualquiera  ̂ son p r i ­mos EMRE s i ,  es divisible por el producto, de los mismos.Sean por lo pronto tros números A , Íí, C , que suponemos sor primos entre si dos á dos,'ád modo que, siendo A  primo con B y con G , B  lo es también con C. ̂ Si otro número N es divisible por cada uno de esos tres niiineros, digo que es también divisible por su producto. Porque ya tenemos (n.® 95)N = ( A x B )x ^' [úonáo q'entero.)Ahora b ien , C divide también á N por hipótesis ó á su valor ( A x B)x '̂'; adem ás, como le suponemos primo con A  y con B , lo es también con el producto A x B  (n." 94); por con­siguiente G debe dividir á q\ y se tendrá

q '=  G X  q'‘ (siendo q" entero).Sustituyendo este valor de q' en la igualdad precedente, so cbtiene la nueva igualdad
N =  (Ax B)x Cx í '' ó N = ( A x B x C ) x ? ” río cual prueba que N es divisible por A x  B x  G.La demostración sería enteramente análoga, si se reíiric- ena cuatro, ctuco, etc., números A , B , C , u , etc .; se dedu- I * V® proposición dcmosti'ada para tres, como esta se ha la proposición demostrada para dos números. 

A^^^ '̂tencia. lis  necesario distinguir cuidadosamente los meros A , B , G , . . . ,  tales como acabamos de considerarlos,



9 6  ELEMENTOS(le ios números A , B , definidos en el n.® primos en­
tre sí, por cuanto no existe mas número que la unidad, que pueda dividirlos á lodos á la v e z , aunque, considerados dos á dos, tres á tres, e le ., puedan tener divisores comunes.Los números primos absolutos y diferentes unos de oíros, como 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 ,1 3 , e tc ., son necesariamenlc;?rm os en­
tre si dos à dos; y por consiguiente les son aplicables el ter­cer principio y su consecuencia.97. Del tercer principio se deducen caracteres de divisibi-. 
lidad para oíros números particulares, distintos de los indi­cados en los n.°® 66 á 70 :1 . ® Todo número es divisible por 6 ó por 18, cuando ter­
mina en una de las cifras 6 , 2 , 4 , 6 , 8 , y  la suma de sus ci­
fras es múltiplo de 3 ó de 9 .Porque entonces (n.°® 67 y 7 0 ), es divisible por 2 y por 3 , ó por 2 y  por 9 ; mas como 2 y 3 , ó 2 y  9 , son primos en­
tre si, resulta que 2 x 3 ,  ó 6 , y 2 x 9 ,  6 18, son divisores del número. . . . 'Igualm ente, todo número es divisible por 12 ó por 36, si es á la vez divisible por 4 y  por 3 (n.®*68 y 7 0 ), ó por 4 y por 9 ; pues siendo primos entre sí 4 y  3 , ó 4 y 9 , el número es divisible por 4 x  3, ó por 4 x 9 .Y  en fin , todo número es divisible por 24 ó por 72, si es divisible por 8 (n.° 69), y  por 3 ó por 9 ; porque siendo 8 y 3, ó bien 8 y 9 , números primos entre s í , resulta que 8 x 3 , ó bien 8 x 9 ,  son divisores del número propuesto.2 . “ Todo número es divisible por 15, 45, 75 , 225, cuan­d o , siendo divisible por 5 ó por 2 5 , es al mismo tiempo di­visible por 3 ó por 9; porque entonces es divisible , bien sea por 5 y  por 3 , y  en consecuencia por 5 x 3 ,  que son 15; bien sea por 5 y por 9 , y en consecuencia, por 5 x 9 ,  que son 45; bien sea por 25 y  por 3 y  en consecuencia, por 2 5 x 3  , que son 75 ; bien sea finalmente por 25 y por 9 , y en consecuen­c ia , pop 2 5 x 9 ,  que son 225.A sí se obtienen caractères de divisibilidad fáciles de com­probar, para la -série de los números6 , 12 , 18, 24 , 36. 7 2 , y 15 , 45 , 75 , 225.Estas propiedades unidas á las do ios números 2 , 3 , 4, 5 , 9 , 25 , son particularmente útiles en la descomposición de un número en sus [actores primos, cuestión que pasamos a tratar en seguida.



DE ARITMÉTICA. 9 7
¡mesiigacion de iodos los divisores de im número.98. Dislribuireinos esta cuestión en dos partes *P"'; determinai- todos los faclo- c ^ r p r » ,-  “ i ' '™  ™  “ composición del número dado, así en“ í  es d é n ir  f  “ d a / « « to 'pinino se encuentraestà e l e Æ  ’ á que cada factorcomo delerininar í o * s  los divisores, tanto simplescomo compuestos, que contiene el número dado.

Sirva de primer ejemplo el número 2820.28201410705235471
2
23 2 8 2 0 = = 2 '^ x 3 x 5 x 4 7 .547

S e  c o m ie n z a  p o r  tr a z a r  u n a  lin e a  v e r t ic a l , á c u y a  iz n a i c r -or c n e S  de separarle’ de l o s ' I ! -b i é S o *  h  r i? ^  y  ‘l « e  se  ir á n  e s c r i -«níio a la dei echa de la misma línea.cribe P "̂' 2; se es­pierò da In ! 1 Jr  derecha de la línea y enfrente del n ú-divisor v p I  ̂ número por aquel'' oscribc dcbajo de 2820.2820 divl!-?i^^ divisible por 2 [lo cual prueba quese colon i seguidas [n .'’  55, adverí.)],c* cociente t divisor debajo del prim ero, y  despuéssegún del an terio r, c o i lo cual,oun las operaciones ejecutadas , tendremos
2820 =  23x705.



98 ELEMENTOSdivisor primo de 2820, diferente de 2 , debe (n.® 89) divi­dir á 705.D eb e, pues, operarse con 705 como con el número pro­puesto.Siendo 12, múltiplo de 3 , la suma de las cifras de 705, este número es (n.° 70) divisible por 3 : se escribe este nuevo divisor debajo del anterior; después se coloca el cociente correspondiente235 debajo del último obtenido; de aquí re­sulta la nueva igualdad2820 =  2= X 3 X 235 ;no siendo ya 235 divisible por 3 , se demostraría como acaba de hacerse respecto del número 705, que la cuestión está re­ducida á la determinación de los divisores primos de 235. ■ Ahora bien , este número es divisible por 5 ;  se escribe, pues, este nuevo divisor debajo de los anteriores; se efectúa la división, y se obtiene un nuevo cociente 4 7 , que se coloca debajo de 235.í)e esta manera se tiene la nueva igualdad2820 =  2 2 x 3 x 5 x 4 7 .Ahora deberíamos buscar los factores primos de 47; pero es fácil reconocer que 47 es número primo.E n efecto, el menor divisor primo que puede ensayarse después de 2 , 3 , 5 , es 7 ; pero este número no divide á 47 ; y como además 7 veces 7 , ó 4 9 , es un número superior á 47, se concibe que es inútil pasar adelante en los ensayos; por­q u e , si un número primo mayor quel dividiera á 4 7 , el co­ciente correspondiente seria por necesidad menor que 7 {por­que en toda division exacta el producto del divisor por el co­ciente debe reproducir el dividendo); de donde se deduciría que hay un factor de 47 inferior á 7 , lo cual no es cierto.Luego 47 es un número primo  ̂ que solo es divisible por si m ism o, y que dá por cociente 1 , cuyo cociente se escribedebajo de los otros.Con esto se termina la operación, y resulta que el número 282Ó descompuesto en sus factores primos, tiene la forma2 8 2 0 = = 2 ® x 3 x 5 x 4 7 .E l factor 2 es el único que va afectado de esponente. i



RE AIliTMÉTlCA. 99
100. O òjirw aao» w/?or/flnie. —  AnÌes de pasar mas le­jo s , generalizaremos Jo que acabamos de decir para establecer que 47 es número primo ; y haremos conocer que para cual­quier numero dado, hay un l i m i t e cual no hay necesidad de pasar cuando se investigan sus divisores primos.Sea N este número dado , y  supongamos que se han ensa- y3do inutilmente, como divisores, todos los números primos naeia cierto número a tal, que el cociente correspondiente sea un numero q, fraccionario (n.*' 43) y menor que a.Digo que será inútil el ensayo de cualquier otro número,y que N es un numero TJrí'mo.£n  efecto, en virtud del supuesto tenem os,N = f l x y  (siendp q fraccionario y menor que a).Ahora b ie n , si existiera un número a' mayor que a , que pudiera dividir exactamente a N , se tendida, designando por ? el cociente correspondienteN =  a' X ijr' {siendo q' número entero] ; de donde se deduciria

a X q =  a' X q'.Pero, para que esta igualdad se verifique,'siendo a ' > a ,  es indispensable en compensación y que el cociente q' número
^ueroy sea < 7, y  por consiguiente, < a ,  que se supone ma­
yor que q. .,1- • resultaria que un número entero q' inferior á a•í'ividiria á N , lo cual es contrario al supuesto. .Tomemos por ejemplo el número 263. Ninguno de los n ú- jj^sros primos 2,  3 , 5 , le divide exactamente. Ensayando des­pués a 7 , 11,  13, se encuentran también cocientes fracciona­

os. Pero, llegando al número 17, se encuentra un cocienteCambien fraccionario igual á 1 5 + número < 1 7 ;  de don­de se concluye que 263 es número primo.Del mismo modo encontraríamos que 63̂ 1 es nú;mto pri- liln llevando los ensayos.basia 29 inclusive, sé o b -*«ne corao^^cocienle correspondiente á este último núm e-“i" número < 2 9 .



100 ELEMENTOSEti general el/¿/míe de los ensayos para la delerniinacion de los divisores primos de un núm ero, es el menor número 
primo que dá un cociente fraccionario m e n o r  q u e  este número lomado por divisor de una d ivisió n , cuyo dividendo es el nú­mero propuesto.

Advertencia. En el capítulo quinto dai-emos otra espresion del mismo limite.101. Volvamos á la cuestión prim itiva, y sirva de nuevo ejemplo buscar los divisores primos del número 38088:38088 219044 29522 24761 31587 3529 2323
1

23
Siguiendo la marcila indicada en el primer ejemplo, ten­dremos que 38088 es divisible tres veces seguidas por 2 , y dá, por tercer cociente, 4761 ; que 4761 es divisible dos veces 

seguidas por 3 , y dá por cociente correspondiente á la  segun­da división, 529. Obtenido ya este número se ensayan suce­sivamente los números primos 7 , 11, 1 3 , etc.; y llegados al número 2 3 , reconocemos que el cociente es el mismo número 2 3 , el c u a l , dividido por 2 3 , dá por último cociente 1 : tal es el ténnino de ja  operación según hemos indicado antes.  ̂¡íallanios por consiguiente:38088 =  2 3 x 3 ‘-ix 2 3 ‘-i.102. Generalicemos a'hora el procedimiento* q u e , para mayor claridad, hemos empezado á esplicar por medio de ejemplos ptí/yicM/nm.
f Sea^'t^el numfer-Qfíriwo menor, empezando p o r2 ,  quo di­vide á N . Se efectúaia ‘dkision de N por dicho factor, tantas 

veces seguidas como sea posible (Ío chai equivale á dividir primero N por a, después el cociente obtenido por a , después el nuevo cociente por a, etc.)



» E  ARITMÉTICA. J O !Llamando n el número de divisiones, que de este modo liayan podido ejecutarse, tendremos la igualdad 'N =  a ” x N '  (siendo N' número enteró.)Conducidos por un razonamiento análogo al que hicimos en el primer ejemplo (n.° 9 9 ), á operar con N ', como hemhs operado con N , tendremosf designando por ¿ el número pri­mo menor después de « , que divide a N ', y poi* n' el número ele veces que N' es divisible sueesivamenle p o r ú ; tendre­mos, digo ^N — (si endo N " un número tfíííero)'.'Adm itiendo, para lijar las ideas que c, d, son los únicos tactores simples que entran en N'", de modo que tengamos
obtend remos N " = = c’^"x N '"  V W =d'^"'-

N =  a”  X  ú"' X  c” "  X  d ^ '”  ;y el numero IV se encuentra de este modo descompuesto en sus tactores primos, conociéndose también el número de veces Que cada uno de estos entra en aquel.Hesulta adem ás, de la proposición general (n." 93) que 
^^osjaaores primos, elevados respectivamente à las potencias rcadas por los esponentes w, n'", f o r m a n  e l  ú n ic o

v̂ ma de factores primos en que puede descomponerse el nú-

PARTE.—  Determinar todos los divisores 
mto simples como compuestos, de un número cualquiera. n.’.m forma misma bajo la cual acaba de presentarse él Humero W, resulta un medio de resolver esta cuestión. Lscribamos, en cuatro líneas diferentes, los números1. « , a S  a ^  a S . . . ,  

h, b\ b\ M , . . . ,  
c, C‘

a ” ,n«// (« - M  términos), (n' -f-1 términos), ■ - f - j  términos),d , términos),y concibamos que se ha efectuado la multiplicación ,



102 , ELEMENTOS
1.  “ De los números de la primera línea por los {«'-+-1) números de la segunda, lo cual dá una nueva série de (w-f-1) X (n' +  t) números [advert. del n ." 4 8 );2 . “ De los números de la nueva série , por los números de la lercera , lo cual dá otra nueva serie de (n -f-1) X (n'4- 1) X  ( « " + ! )  núm eros; •3 . ® En fin , de los números de esta nueva série , por los ( n '" 4 - l)  números de la cu arta , ^e donde resulta una série que es la última y contiene (n4-l) x  (n'4- 1) x  (n "4 -l)  x  («'"4-1) números.Es evidente que esta última sé rie , considerada sola, es d ecir , hecha abstracción de todas las otras, contiene todos los 

divisores buscados.Porque se compone de los factores 1 ,  a, a” ;
b, ¿»2,  ¿ 3 , . . . ,  c, ĉ , c” " ;  d, d̂ , d^"'; asi co­mo de lodos los prodqctos, dos á dos, tres á tres, cuatro á 
cuatro, de estos mismos factores; cuyos productos son nece­sariamente divisores de N , pues todos son submúltiplos suyos, ó de su valor a^b '̂ c'̂ " d '̂" (n.® 102).

Advertencia. Debe observarse que la espresion
(«4-1) («'4 -1 ) ( ) i" 4 - l) ( í i '" 4 - l)suministra un medio muy sencillo de determinar el número total de los divisores de un número:

Auméntese una unidad á cada U7io de los esponentes de los 
factores primos que contiene este número; y  después, multi­
pliqúense entre si las sumas que resultan.E l producto espresa el número total de los divisores, com­prendiendo en ellos la unidad y el mismo número dado.Sea N =  X ¿2 X gü ¿  X ,la  espresion de a rrib a ,  en este ca so , se convertirá en 4 x 3 x 6 x 2 x 3 ,  ósea 432;por consiguiente el número N debe tener 432 divisores.101. Siendo poco cómodo en la práctica el método que acabamos de indicar para obtener los divisores, tanto simples como compuestos, de un núm ero, vamos á esponer, en otro nuevo ejem plo, un procedimiento mucho mas fácil.



Dli AUITMETIGA. 1 0 358802940147073524549
1
2
2 , 42, 83 , 6 ,1 2 ,2 4  5 , 10, 2 0 , 40 7 , 1 4 ,2 8 ,5 6 1 5 ,3 0 , 60 , 1202 1 , 42, 8 4 ,1 6 8  | 35, 7 0 ,1 4 0 , 2801 105, 210, 420, 840 7 , 49, 98 , 196 | 147, 294, 588, 1176 I 245, 490, 980, 1960 I 735, 1470, 2940, 5880.

(En todo, 4 x 2 x 2 x 3 ,  ó sean 48 divisores.)
Esplicacion de este cuadro:Después de haber determinado los divisores primos de ;)«80, como se hizo en los n.*̂ ® 99 y 1 0 1 , v  de haber escrito « Ja cabeza y  encima del factor 2 , la unidad, que también de­he entrar en cuenta en el cálculo del número total de d ivi­sores,
Seprincipia por el segundo divisor 2 , por el cual se mul­

tiplica el anterior; lo cual dá el nuevo divisor 4 , que se co/o-
a la derecha del segundo divisor.Pasando ai lercer'divisor 2 , se multiplica por él solamen-el 4 , y se coloca el producto 8 á la derecha del tercer d i­visor.Pasando al divisor 3 , se multiplican por 3 todos los «om  precedentes, á saber: 2 , 4 ,  8 ;J o  cual dá los nuevos’ divisores 6 , 12, 24 que se colocan a Imerecha del divisor 3 .hn una palabra, cuando se desciende á un nuevo divisor, w multiplican por él todos los que le preceden, teniendo mu- Crto midado de no repetir los productos ya obtenidos.8e tiene seguridad de que los productos formados por es- e procedimiento, comprenden todos los divisores del número ^ado; porque son las combinaciones de los factores 2 , 3 , 5 , 7 , elevados respectivamente á potencias, cuyos esponentes son á «  mas Iguales á 3jespecto del factor 2 ,1  para el 3 , 1 para el para el 7 .En este ejemplo el número total de los divisores debe ser ’Shai (n.“ 103, advert.) á 4 x 2 x 2 x 3 ,  ó sea 48.E s conveniente hacer observar que en el ‘iituio de los productos sucesivos, se han agrupado estos



104 ELEMENTOSproducios, atendiendo al número de factores de que se com­ponen, lo cual es un medio de ir formando mas fácilmenle los unos por medio de los oíros.Adem ás, cuando se llega al úllirao producto, que debe ser el mismo número dado, conviene comprobar el número lolal d élo s divisores formados contándolos uno por uno; con lo cual se adquiere la seguridad de no haber olvidado ninguno.i - I A  /NI ^1/v l/x n  ^  . .  A 1n.«s 99 y 101. 11 .” 2820 21410 2,705 3,235 ó ,47 47,1 705, 1410, 2820.
E n lodo, 3 x  2 x 2 x 2 ,  ó 24 divisores.

2 .” 38088 10044 9522 4761 1587 529231

1
22 , 42 , 83 , 6 ,1 2 , 243 , 9 ,1 8 , 36 , 722 3 , 46, 184169, 138, 2 7 6 ,5 5 2 12 0 7 ,4 1 4 ,8 2 8 ,# 6 5 623, 5 2 9 ,1 0 5 8 , 2116, 4232 11587, 3174, 6348, 12096 ! 4761, 9522, 19044, 38088.

En todo, 4 x 3 x  3 ó 36 divisores.105. Siendo la investigación de todos los dimores de un número, y  particularmente su descomposición m factorespri’  
mosy una de las cuestiones mas importanlas y mas útiles en Aritm ética, encargamos mucho á los principiantes que se ejer­citen en ella.Proponemos, como nuevos ejemplos, los números:1764, 1665, 56700, 122108;

i



DE ARITMÉTICA. • t05qiio (lescompueslos en sus factores, resultan ser iguales á2 ^ 3 ^ 7 ^  3 « .5 .3 7 , 2 2 .3 ^ 5 2 .7 , 2 2 .7 ^ 8 9 ;de donde se infiere que el número total de sus divisores es respectivamente 27, 1 2 , 0 0 , 2 í .En cuanto á los mimeríK •113, 719, 777, 3229,aplicándoles el procedimiento para liallar los divisores simples, y la Observación del n ." 1 0 0 , nos aseguraremos fácilmente de que son números primos.Dejamos para el capítulo octavo el esplicar el medio de lormar una tabla de números primos; y entonces también es- pondreinos un método bastante fácil para asegurarnos si un numero de tres ó mas cifras es primo..

Complemento de la teoría del máximo común divisor.Eos principios sobre la divisibilidad de los números y los procedimientos esplicados para la determinación de los divi­
sores áe un núm ero, que de aquellos principios ban dimana­rlo, nos proporcionan el medio de com pletar, según habia- jüos indicado al terminar el segundo párrafo de este capítulo, la leona del máximo común divisor,106. COMPOSICION DEL MÁXIMO COMUN DIVISOR,— E l  máxi-wo común divisor de varios números es el producto de todos 
^s ¡actores primos comunes á dichos números elevados res- 

á la menor de las potencias que lleven entre to-Discurramos respecto de dos números A  y  B ; llamemos D 
5¡nn ^  r/., y ^ y á los cocientes respectivos de su d iv i- “-‘on por D : de modo que tendremos las igualdadesA ~ D x y ,  B — D x(/'.lugar, se reconoce que D no puede contener 

primos diferentes de los que entran á la vez en A  y  B; í que lodo divisor de D debe dividir á sus múltiplos A y  B.



106 ELEMEMOSA dem ás, D  conliene necesariamenle todos los factores 
primos comunes á A  y á B ;  puesto que siendo primos entre 
si q Y g' (n .“ 7 8 ), tod’o factor primo que divida a la vez á A y  á B , debe (n.® 89) dividir á D .E n tercer lu gar, D no puede contener á qsos factores pri­
mos comuneŝ  elevados á una potencia superior á la que lle­van en aquel de los dos números que los contiene menos veces; porque si así no fuera, no podría dividir á este número.Por últim o, se ha visto que utimúraero (n.® 93) no puede formarse mas que con un solo sistema de factores primos.Queda, pues, completamente demostrada la proposición relativamente á dos números.A s í , sean A  y B los dos números dados, D su máximo común divisor, y supongamos que se tiene

K^a'^.b^.c^.d.f,g^ 
f  ̂ . g\se tendrá necesariamente

Y)^aKhKc\f.Uespeclo de los cocientes q, q' resultantes de la división de A  y de B por 1), para obtenerlos basta suprimir (n.° 56) en cada uno de los números A y B , los factores que entran en D ; lo cual dá las es'presiones
q =  a^.c’̂ ,d^,g, q'=^b.f .g ’ -,donde se ve que estos cocientes son primos entre si (11.°  78) y se componen de todos los factores de cada uno de los núme­ros A , B , que no son factores ^el otro número.Haríamos razonamientos enteramente iguales, sí se trata­ra de tres, cuatro, e tc ., núm eros; pero lo creemos tan senci­l lo , que no nos parece necesario detenernos en ello.107. O eesta  composición del máximo común d ivisor, se deduce, para llegar á su determinación, el procedimiento si­guiente:

Descompóngase cada uno de los números dados en sus fac­
tores primos, afectados respectivamente de los esponentes que 
les correspondan;

Compárense los resultados obtenidos, y fórmese un pro­
ducto de toáoslos factores primos comunes, afectado cada cual



DE ARIIMÉTIGA. 107
del MENOR de los esponentes que lleve en los diferentes mí- 
meros.Hepilaraos el ejemplo de los cuatro números clel n .° 83 , á saber: 1260, 1512, 2016, 7350.

Cuadro de los cálculos.

630315105357
1

Luego

2 1512 2 2016 2 73502 756 2 1008 2 36753 378 2 504 2 12253 189 3 212 2 2455 63 3 126 2 497 21 3 63 3 77 7 21 3 11 7 71. 5 . 7 , 2 'L 3 ^ 7 , 2”>, 3̂ •T, 2 .3 .5 ^
D - = 2 .3 7 =  42.. Este método es mas sencillo y mas ventajoso en la prác- bea á poca costumbre que se tenga de descomponer un n ii- *^ero casi á la simple inspección y con ayuda de los caractè­res de divisibilidad propios de los números2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 10, 12, 18, 2 4 , . . .. Mvertencia. También podrian determinarse todos los di- 

‘eisores de cada uno de los números propuestos, comparar 
dppues las diferentes séries, y lomar el mayor de todos en - tre los divisores comunes.Pero es fácil ver que este modo de proceder sería en ge­neral muy laborioso.108. Ahora vamos á esponer, apoyándonos en los prin­cipios de la divisibilidad de los números, el medio de simpli- 
pear en la práctica el procedimiento ordinario de la determi-3cion del máximo común divisor de dos números.Estas simplificaciones darán por resultado hacer general­mente preferible su empleo.



t08 ELEMENTOSPrimeiumente. Hornos visto ya (n.®80) quo cuando en el curso de las operaciones, se llega á un residuo n ú m e r o  p r im o  (y ya en el n." 100 hemos espueslo el medio de conocer si es 
p r i m o  un número), que no divide al residuo precedente, debe concluirse, sin ir mas lejos, que los números dados son p r i ­
m o s  e n tre  s i .E n s e g u n d o  l u g a r . Como el m. c . d .  de dos números con­tiene lodos los fa c to r e s  p r im o s  comunes á dichos números (n.° 106), y no puede contener otros, debe suceder lo mismo con dos residuos c o n se c u tiv o s  cualesquiera, puesto que el
m . c .  d .  de estos dos residuos es el mismo que el de los nú­meros propuestos. De aquí se sigue que, sin que resulte al­teración alguna en el m . c .  d . ,  se puede in t r o d u c ir  ó s u p r i ­
m i r ,  ya en uno de los núm eros, ya en uno de los residuos, un factor j^nmo que no entre en el otro número ó en el m i -  
d ü o  que precede inmediatamente á aquel en el cual se in t r o ­
d u ce  ó s u p r im e  el factor.Sea, por ejemplo, determinar el m . c .  d .  de los dos nú­meros 36935 y 5874.Empecemos por observar que el primer número contiene al factor 5 que no entra en el segundo ; y  que este contiene los factores primos 2 y 3 y por consiguiente (n." 97) al factor 6 , producto de esos dos factores, que no entran en el prime­ro. Pueden, pues, s u p r im ir s e  tos factores 5 y 6 , respectiva­mente en los dos números propuestos; lo cual dá los cocientes7387 y  9 7 9 ,entre los cuales debemos buscar ahora el w . c . d .7 117387 979 89354 890Después de haber dividido 7387 por 979 , lo cual dá el residuo 534, se observa que este residuo es divisible por 2 y por 3, ó sea por 6, cuyo factor no entra en 979 ; puede por



DE ARITMÉTICA. 10í>'Cúnsigiiienle suprimiríio y dividir después 970 por el cocien­te 89, lo cual dá cociente exacto.Luego 89 es el m. c. d. buscado.
Advertencia. Si 80 no hubiera dividido exactamente á 979, tiabriaioos inferido inmediatamente (u.® 80) que los nú­meros dados eran primos entre si; porque 89 es número 

primo, como puede comprobarse fácilmente.Si hubiéramos aplicado sin modificaciones el procedimien­to ordinario, habría sido necesario hacer cuatro operaciones. Sirvan de segundo ejemplo los números 5827 y 4321. Aquí no existe factor alguno primo a primera vista ; de­bemos pues empezar por aplicar el procedimiento ordinario:1 175827 4321 2511506 181154
S ie n d o  150G , n ú m e r o  d i v is ib le  p or 6 ,  e l r e s id u o  d e  la p rim e ra  o p e r a c i ó n , s e  s u p r im e  e l fa c to r  6 ;  y  la  c u e s t ió n  q u e ­da r e d u c id a  á o p e r a r  c o n  lo s n ú m e r o s  4321 y 251. ., El residuo de la segunda operación es 5 4 , ó sea, 6 x 9 ,  o 2 x . 32, ninguno de cuyos factores entra en los números propuestos; luego estos son primos entre si.Por el procedimiento ordinario, se habrían necesitado 

doce operaciones, para llegar al mismo resultado.En cuanto á la introducción de un factor en uno de los líúmeros propuestos, ó en uno de los residuos, no es en A r it ­m è t ic a  de uso tan frecuente como la supresión. Donde tiene tyas impoidancia es en la determinación del máximo común 
dtvisor algébrico.ExX TERCER LUGAR. Pucdc lambieii suprimirse un factorse vea común á los dos números, con tal que después se 
iome en cuenta en el resultado.S e a n  lo s  d o s  n ú m e r o s  945 y 720. S ie n d o  c o m ú n  á a m b o s el factor 5 , s e  s u p r im e  y q u e d a n  189 y 144.Pero estos dos números contienen todavía al factor 9. Se



E L K M E M O Ssuprime tam bién, v resultan 21 y I G ,  los cuales equivalen á 3 x 7  V y poi' consiguiente, son primos entre si.Luego los dos números propuestos tienen por m. c. d.5 x 9 ,  ó sea 45. . ..Encardamos mucho á los principiantes que se ejerciten en estas modificaciones, con lo cual conseguirán abreviar consi­derablemente los cálculos.
Beterminacion del múltiplo mas simple de varios números.109. Se llama múltiplo mas simple de varios números el 

menor número que á la vez es divisible por todos los números*^^^La's teorías precedentes suministran dos métodos diferen­tes para obtenerle. . ,  ^P r i m e r  M É T O D O . — Empecemos por considerar solo dos nu“ “ Destgnando por D su máximo común divisor, p o '/ / .,? 'I“® cocientes de la división de A  y B por D , lendreinoa (n. 106) las dos igualdadesA = D x ( y ,  B — D x y ' ,siendo q w q' primos entre si (n.'* 78). ^jDigo ah ora , que el número buscado es igual aD x y x ^ ' .Porque por lo pronto este producto es múltiplo de A  y de ,B puesto que es díMsié/o por D x  y y por D x ^ -': falta probaique es el múltiplo menor ó mas simple que puede obtenerse. ¡ Llamemos por un momento M á un múltiplo cualquiera de  ̂A v  B . Para que sea divisible por A , ó Dx</, es necesario que i M contenga todos los factores que entran en la composición de , cada uno de los números D y y; del mismo m odo, para sei , 
divisible por B , ó D x ry ', debe contener todos los factore^ie cada uno de los números 1) y y'; y como q y q' f  ¡
entre si. es necesario que M contenga, no solamente todos ios , factores que componen á D , sino también todos \os. que en- ■ tran en el cociente q y todos los que entran en el cociente q • Luego M no puede ser menor que D x y x  y'.

L. C. D. D.



DE AÍUT31ÉT1CA. H IToJos los oíros múltiplos de A  y  B, se obtemlrian multi­plicando este producto por 2 , 3 , 4 , 5 , etc.De aquí resulta el procedimiento siguiente para obtener el 
multiplo mas simple de mas de dos números A , B, C , etc.

Dcterminese el máximo común divisor D entre A  y  B; des­pués divídanse A  y B por dicho m. c. d.Multipliqúense' por Dios cocientes así obtenidos y y  9'; con lo cual se tendrá el producto D x  y x ^ ' ,  ó M , que será el múl­
tiplo mas simple de A  y B.Determínese del mismo modo el múltiplo mas simple, M'A R ^ tendrá el múltiplo mas simple deA , B, C .

Procédase del mismo modo con M' y  E ; y  así sucesiva­mente.
Advertencia. Aquí conviene, al revés de lo que se prac­tica cuando se trata del m . c. d., empezar por los dos núm e- ros mayores; pues el número buscado no puede ser menor que 

el multiplo mas: simple de dichos dos números.S egundo  método . —  Descompóngase cada uno de los «w- 
‘>fierospropuestos A , B , C , e tc ., en sus factores primos, dan­do a estos factores los esponentes que les correspondan.

Fórmese en seguida el producto de todos los factorespri- W05, comunes ó no comunes á A , B , C , etc., afectando á cada 
¡actor con el esponente m ayor  que tenga en los diferentes nú-Por este medio se obtiene un resultado, evidentemente mamóle por todos Ibs números A , B , C , etc .; y  que además es el múltiplo menor; porque todo número que contuviera uno de las factores primos, con un esponente inferior al mayor de ouos, no seria divisible por el número entre los propuestos ^ue contuviera á aquel esponente mayor.
, ^^^^rtenda. Si los números dados son primos absolutoŝ  o Dien si cada uno de ellos es primo con todos los otros, el 
'Multiplo menor no puede ser otro que el producto de todos los números dados.y*'upondremos, por ejemplo, form arci múltiplo mas sim-1. °2 . °De los números 136730 y 37224 ;De los números 19305, 10340 y  4 1 5 8 ,aplicando sucesivamente los dos métodos,  lo cual puede ser­vil’ de comprobación.



112Se hallará1 .“2.°
ELE51EM0SM-^231347Ì()0,M = 2 o .4 0 5 3 8 0 .El capítulo tercero proporcionará ocasión de poner en práctica estos procedimientos.CONCLUSION.—  Algunas de las teorías espíicadas en este ca­pítulo habrán parecido acaso un poco difíciles para los prin­cipiantes : pero sin em bargo, es muy importante comprender­las bien, porque facilitarán en gran manera la inteligencia del capítulo inmediato, que lleno por objeto el cálculo de las fracciones ordinarias.
Ejercicios.I . Demostrar que la suma de dos números cualesquiera, multiplicada por su diferencia, da por producto la diferencia 

de las segundas potencias de ios mismos números.I I . Siendo 255 la suma de dos números y  39 su diferen­
cia ¿cuales son esos dos números?Generalizar la proposición, es decir, establecer una regla general para hallar dos números cuando se conocen su suma 
y s\i diferencia, haciendo solo uso de los signos ahreviativos del n.® 44 y  únicamente por medio del raciocinio.IH . Probar que lodo número entero es siempre la suma de varias potencias de 2 , si es par, y la suma de varias po­tencias de 2 , aumentada en una unidad, si es impar. Ejem­plos, 876, 2539, 6750.I V . Todos \os, números primos, diferentes de 2 y 3 , están comprendidos en la espresion 6«=!= i (pronúnciese el signo 
mas ó menos), siendo n un número entero cualquiera.V . Todo número entero ((ue no es primo, admite ;jor lo 
menos un divisor jorimo, diferente de 1.V I. El residuo de la división por 9 del producto de un número cualquiera de factores, es igual al que dá g\produc­
to de los residuos que dejan los diferentes factores.Probar que esta propiedad corresponde á cualquier hú­mero, aunque no sea e! 9 . .V il . llallándo.so colocados en una misma línea por orden



DK AIlIÎMÉTltA. 113
dt magmiud lodos los d iv iso res simples y  compuestos de un n ú m ero, probar q u e el producto de dos factores cu ale sq u iera tomados á igual distancia de los eslrem os es c o n st a n t e  é igual 
alproducto de los dos factores eslrem os.V III. Se sabe q u e , designando D el máximo común divi­sor de dos números A  y B , se tieneA = D x ç ' ,  B =  D x ^ '  (siendo g Y Ç' primos entre si.)Deducir de esto un medio de obtener el m . c. d. entre un numero dado A , y  el producto indicado B x C x E . . . ,  de otros varios, sin efectuar prèviamente dicho producto.La regla consiste : 1.® en buscar el m. c. d. D entre A y  B, dividiendo después A por D; 2.® buscar el w . c. d. D 'e n ­tre el cociente obtenido y y eí tercer número C ,  dividiendo después q por D'; 3.® buscar el m. c. d. D" entre el segu nde cociente g' y el cuarto número E ,  dividiendo después g' por D ';  y así sucesivamente.E l w . c. d. b uscado es D x D ' x D " x . . . ;  lo cual se demos­
trara.I X . Determinar cuál es el menor de los números que tie­nen 120 divisores; y  cuál el menor de los que tengan 81 di­
mores.
, X .  El producto de tres números enteros consecutivos es siempre divisible por 6.X I . La espresion « ( n n - l)  (2 /í-hl) es siempre divisible por 6 , siendo n un número entero cualquiera.X iL  Demostrar que siendo m y  n dos números enteros cualesquiera, pero siendo la espresionm (ot— 1) (?»— 2 )...(? »  — n - h l)i . 2 . 3 . 4 . . . «siempre número entero.En otros términos, el producto dennúmeros'enteros conse­cutivos es siempre divisible por el producto 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x . , ,



1 1 4 ELEMENTOS

C A P IT U L O  III.
§  I . Fracciones ordinarias. — §  II . Números complejos.

§  I . FRACCIONES ORDINARIAS.
Nociones y principios preliminares.

l i o .  Hemos visto ya (n.®* 1 y  8) lo que es una fracción y qué idea debemos formarnos de ella.En una fracción ó quebrado se distinguen siempre dos términos, el denominador y  el numerador. E l denominador indica en cuántas partes iguales está dividida la unidad, y el num erador, cuántas de dichas partes se toman: el conjunto de las parles que se tom an, constituye la fracción ó quebrado.Por ejem plo, en el quebrado -  ,q u e s e  enuncia tres cuar­
tos, 4 es el denominador, é indica que la unidad está dividi­da en cuatro partes iguales ; y  3 es el num erador, é indicaque se loman tres de esas parles. Así también s® enun­cia once doxavos, espresa once parles de doce en que se supo­ne dividida la unidad.Resulta igualmente del n .“ 4 2 , que una fracción tal como^ , 6 1 3  veces la 15.* parte de la unidad, es equivalente á la1 5 .“ parle de un todo espresado por 13; es decir, que un que­
brado puede considerarse como el cociente de la división de 
numerador por su denominador.



DE ARITMETICA. 115Este Ùltimo punto de vista conduce naturalmente á consi­derar espresiones fraccionarias tales como19 23 47 *6 ’  1 2 ’ 1 5 ’ *"cuyo numerador escede al denominador.Estas espresiones son fáciles de com prender, en cuanto se refieren á la división de los números 19, 2 3 , 4 7 , respectiva­mente en 6 , 12 , impartes iguales.19Pero ¿cóm o podrá espresar 19 veces la 6 .“ parte de la unidad?Para esto se concibe,  que se tienen cuatro unidades prin  ̂
cipales, cada una de las cuales está dividida en 6 parles; des­pués para formar 19 ó 6 x 3 - í - l , se toman las 18 sestas par­
tes úq que se componen las tres primeras unidades principa­les, á las cuales se añade una de las partes de la cuarta. A sí se obtiene , 1919 seslos o 23Del mismo modo supone dos unidades principales, d i-Xavidida cada una en 12 dozavos; se toman las 12 partes de la primera unidad principal, á las cuales se añaden 11 de las partes de la segunda.E l mismo razonamiento se baria respecto de la frac-
Clon - r .  l oPor estension puede también ponerse,  y a  sea la unidady ya sea un número entero cualquiera en forma de quebrado. Así 1 puede escribirse1 ?  ? ?1 2 ’ Í 5 ’  2 3 ’ ***Igualm ente, 1 0 ,1 4 , 2 5 , . . .  equivalen á1 U  ^r *  1 ’ ■



•lift E L E M E N T O . ^Eslo adem ases una consecuencia de la doble propiedad enunciada en el n .” 7 5 , á saber : que lodo numero es divisi­
ble por si mismo y  que la unidad es ííimsor de ,*Tendremos muchas veces ocasión de hacer uso deeslas dosb ’deflnicion que acabamos de dar del numera­dor y  denominador, se deducen evideiUemente las consecuen-
*̂’ 1̂ “ ’^5¿^sTn" alterar el denominador de un quebrado, se 
multiplica ó divide su numerador por un nùmero entero cual­
quiera, el nuevo quebrado sera ese mismo numero de veces
mauor ó menor que el propuesto. i o^En efecto, cuando se ranltipiica el numerador por 2 , 3, A se toman 2 , 3 , 4 , . . .  veces mas parles iguales, y  cono estás son de la misma m agnitud, resulta el nuevo quebrado2 , 3 , 4 , . . .  veces m ayor. Sea la fracción es claro que los q u e b r a d o s ^ , g ,  son 2 , 3 , 4 , . . .  veces mayores que ̂ ^AU on^rario, dividiendo el numerador por 2 ,  3 , 4,...^ se loman 2 , 3 , 4 , . . .  veces menos parles; luego, e t c .. . .  A si,son quebrados respectivamente 2 , 3 , . . .  veces menores 2o 6que el propuesto2 .“ Si, sin alterar el numerador, se multiplica ó divide el 
denominador por un número entero cualquiera, queda el que­
brado dividido ó multiplicado por el mismo número.E n efecto, cuando se multiplica el denominador por 2 , 3,4 , . . .  se indica que la unidad está dividida en 2 , 3 , %"*ces mas partes iguales, las cuales por consiguiente serán 2 , o, 4 . . .  veces mas pequeñas; y  como se loman siempre las «m«'íMfls, el quebrado valtb-á 2 , 3 , 4 , . . .  veces menos.A l contrario, si se divide el denominador por 2 , o , 4 , . -  la unidad queda dividida en 2 , 3 ,  4 , . . .  veces menos partes iguales, que por lo tanto serán 2 , 3 ,  4 , . . .  veces Ycomo se toman las m ism as, el quebrado resultante debe se 2 , 3 , 4 , . . .  voces mayor que el propuesto.



DE ARIIMÉTIÍA. 11 7^3.® £l valor de un quebrado no se altera multiplicando ó 
dividiendo sus dos términos por un mismo número entero.En efecto , resulta de los dos primeros principios que el efecto de la alteración del denominador queda destruido por el efecto de la alteración del num erador, habiendo por consiguiente compensación. 6 9 12 15 -Por ejem plo, los q u eb rad o s^ , son lodosequivalentes al quebrado porque resultan de la multipli­cación de los dos términos de este, por 2 , 3 , 4 , 5 , . . .  Asi lam- 24bien, el quebrado ^  es igual á cada uno de los quebrados , 8 6y , . . .  porque resultan estos dividiendo por 2 ,3 , 4 , . . .  losdos términos de aquel. , . . .Estas proposiciones son análogas á los principios estable­cidos (n.“s 59,  60 y 61) sobre la división de números enteros, y por consiguiente, deben considerarse como aplicación de los misinos á los quebrados, en cuanto cualquiera de estos pue­de considerarse, como el cociente de la división del numerador 
por el denominador. . .112. Como continuamente se está aplicando la tercera proposición, creemos oportuno demostrarla direclae indepen­dientemente de las dos primeras.Tomemos, por ejemplo, el quebrado g ,  y  multipliquemospor 3 sus dos términos 5 y 8 ; tendremos y digo que estequebrado es equivalente al propuesto.En efecto, teniendo antes la unidad dividida en ocho parles •guales, dividamos ahora cada octava parte en tres partes iguales, y  tendremos la unidad dividida en veinte y cuatro parles iguales. Cada octava parte vale por tanto tres vemlt- 
ouaíro-avoSt Y cinco octavas parles valdrán quince veinticua-í  5 *
tro-avos, de modo que los quebrados g Y  ^ v a le n e x a cta m e n - le lo mismo.

11t)e la misma manera se demoslraria que los quebrados ^
L



118 ELEMENTOScey  ^  son iguales, porque el segundo resulta multiplicando por155 los dos términos del primero.Como recíprocamente se pasa del quebrado ^ a l  quebra-ed o j  lomando la Urcera parle de cada uno de los términos de 8
, , - . 1 55aq u el, y  tomando la quinta parte de los términos de ^  se 11obtiene el quebrado puede concluirse que un quebrado no

muda de valor multiplicando ó dividiendo sus dos términos 
por un mismo número.O peraciones con las fracciones.Pasamos ahora á espllcar las diversas operaciones que pueden ejecutarse al resolver cueslionescuyos datos sean que­brados ó fraccionarios. Pero antes de esponer las cuatro ope­raciones fundamentales, debemos enseñar dos transformacio­
nes da uso muy frecuente, particulares y  propias del cálcu­lo de quebrados.

Reducción de los quebrados a un común denominador. .113. E l objeto de esta transformación es reducir á una 
misma especie ó á un mismo denominador  ̂dos ó mas quebra­
dos propuestos con denominadores diferentes. A  esto conduce de un modo muy sencillo el principio ya esplicado de que un quebrado no muda de valor aunque se multipliquen sus dos términos por un mismo número. 3 5

Sirvan de ejemplo los quebrados -  que tratamos de re­
ducir á un común denominador.Si multiplicamos los dos términos 3 y  4 del primero por 7 denominador del segundo, y  los dos términos 5 y 7 del se­gundo por 4 denominador del prim ero, los quebrados pro-

21 20puestos se convierten respectivamente en y



DE ARITMÉTICA. 119Estos quebrados tienen el mismo valor <jue los propues­tos, según el principio del n .“ 112; y  ademas tienen iguales los denominadores, porque cada uno de ellos es el producto de los dos denominadores primitivos 4 y  7 .
Sea ahora reducir d un común denominador los québra-, 4 5 6  

ios g ,Multipliqúense los dos términos 4 y  7 del primero por 88, producto de los denominadores 8 y  11 del segundo y tercero: después multipliqúense los dos términos 5 y  8 del segundo por 77, producto de los denominadores 7 y  11 de! primero y tercero; y  finalmente, los dos términos 6 y  11 del tercero por 56, producto de los denominadores 7 y  8 del prim ero^segundo: con esto se obtendrán ios nuevos quebrados^  336 6 1 6 ’Estos quebrados tienen el mismo valor que los primitivos, y  sus denominadores son iguales, porque cada uno de ellos es el producto de los tres denominadores 7 , 8 y 1 1 , con sola la diferencia de haberse multiplicado en diferente orden. (V éa- 5 e e ln ."5 3 ) .Regla general. Para reducir un número cualquiera de 
quebrados d un común denominador, multipliqúense sucesiva-̂  
mente los dos términos de cada uno por el producto efectuado 
de los denominadores de los demás.Hé aquí el modo de aplicar en la práctica la regla :3 7 10 23 29

Sean los cinco quebrados 2 5 ^ 43’Para mayor sencillez se dispone la operación del modo si­guiente:
1 1 —  —8’ T I ’ 13’ 25’ 4 3 ’153725, 111800, 94600, 4 9 1 9 2 , 28600,461175 782600 946ÓOO 1131416 8 2 9 4 0 0 ^1229800’ 1229800* 1229800’ 12 2 9 8 0 0 ’ 1229800*Después de haber formado el produelo délos cinco deno-



120 ELEMENTOSminadores 8 , 11, 1 3 , 25 y  4 3 . que dan 1229800, por deno­minador común de los quebrados transformados, se divide di­cho propucto sucesivamente por cada uno de ios denominado­res particulares; y se obtienen los cinco cocientes 153725, 111800, 94600, 49192, 2 8 6 0 0 , que respectivamente se co­locan debajo de los cinco quebrados propuestos: se multiplica -después el numerador de cada fracción por el cociente que le corresponde, obteniéndose de este modo los numeradores de los nuevos quebrados, y  quedando reducidos á un común de­nominador.E s  fácil de comprender la razón de este procedimiento; pues siendo el número 1229800 el producto de los cinco de­nominadores, el cociente 153725 de su división por 8 espre- sa necesariamente el producto de los otros cuatro denomina­dores 11, 1 3 , 25 y 43. Así tam bién, siendo 111800 el co­ciente de la división de 1229800 por el segundo denominador 11, equivale al producto de los otros cuatro denominadores 8 ,1 3 , 25 y 43: lo mismo podría decirse respecto de los demás cocientes. Este medio además es sin contradicción mas espe- dito que si para cada quebrado se efectuara el producto de los denominacfores de los otros cuatro. Pero en realidad no es ventajoso sino cuando hay que reducir á un común denomi­nador mas de tres quebrados.114. H ay un caso en que puede hacerse muy sencilla­mente la reducción á un mismo denominador; y es cuando el 
mayor de los denominadores puede dividirse exactamente por 
cada uno de los oíros.

Sirvan de ejemplo los quebrados2 3 5 7 233 ’ V 6 ’ 1 2 ’ 3 6 ’9 , 6 , 3 , 1 ,24 27 30 21 •2336’ 36’ 3 6 ’ 3 6 ’ 36'Es fácil ver que 36 puede dividirse exactamente por los otros cuatro denominadores 3 , 4 , 6 y 12. Se efectúan, pues, osas divisiones sucesivamente, y se escriben los cocientes 12, 9 , 6 y 3 debajo de los cuatro primeros quebrados y despucs se multiplica el numerador de cada uno por el cociente que le
J



DE Aim 'M ETICA. 2 3 1 2 1corresponde, dejando inlacio el quebrado y quedando asíreducidos lodos al común denominador 36.A  veces sin que el mayor denominador sea divisible exac- tamenle por todos los dem ás, se advierte (\wqpuede serlo su 
producto por 2 , 3 , 4 , . . . ;  en cuyo caso también hay simplifi­cación.

Sean los nuevos quebrados3 7 11 13 17 254 ’ 8 ’ 1 2 ’ 1 8 ’ 2 4 ’1 8 , 9 , 6 , 4 , 3 , 2 ,54 63 66 52 51 5072’ 7 2 ’ 7 2 ’ 72’ 72*El denominador 36 es divisible separadamente por 4 , 12 y 18, y no lo es por 8 ni por 2 4 : pero duplicándole, se ob- liene 7 2 , número evidentemente divisible por esos dos deno­minadores.Esto supuesto, se forman los cocientes de la división de 72 por cada denominador, y  se van colocandodebajo de los que­brados respectivos: se multiplica luego el numerador de cada ono por el cociente que le corresponde, y lodos resultan con ol común denominador 72.
Pormacion del menor denominador común de varias 

fracciones.115. Las simplificaciones que acabamos de indicar exigen merlo hábito de hacerlas; pero hay un medio directo de obte­ner en lodos los casos el menor denominadoii común de varias bacciones.Este número no es evidentemente otra cosa que el mínimo 
‘ í̂miiplo de los denominadores, y ya hemos visto (n.® 109), •̂ oino se determina el número múltiplo de varios números.A s i, en el ejemplo precedente, como tenemos4 ^ 2 ^  8 =  2^ ; 12 =  2 2 .3 ; 1 8 = ^ 2 .3®; 24 =  2=’ .3 j36 =  22 .3 '^infiere que el múltiplo mas simple es



1 2 2

2=*.3=* ó 7*2;

ELEMENTOS

que es el denominador común anles obtenido.Sirvan de nuevo ejemplo los quebrados11 13 17 25 37 83 29 2331 5 ’ 1 8 ’ 2 8 ’ 4 4 ’ 1 4 0 ’ 175 ’  480 ’cuyos numeradores no contienen, al menos en apariencia, factores primos (como 2, 3 , 5 , . . . )  que entren á la vez en los denominadores correspondientes; pues en caso contrario, se­ría necesario ante todas cosas suprimir esos factores en los dos términos.Haciéndola descomposición de los denominadores, sea a la simple inspección, sea por la aplicación directa de la regla del n.® 1 0 2 , se encuentran los resultados
3. 5 I 2 .3"“ ! 2 ^ 3  1 2 ^ 7  12M 1 i 2"“ .5 .7  1 7 .5 ^  2».3.5;lo cual dá por mínimo múltiplo2 5 .3 2 .5 ^ 7 .1 1  ó 554400.Tal es el denominador común menor ó mas sencillo que puede darse á las fracciones dadas; número incomparable­mente menor que el que se obtendría aplicándola regla gene­ral del n.® 113.  ̂ ,Ahora solo nos resta determinar los números que han oe multiplicar á los num eradores, para obtener ios numeradores de las nuevas fracciones; y  para esto basta , según anles he­mos d ich o , dividir 554400 por cada uno de los denominado­res dados. .Así se obtienen loscocienles respectivos: 36960, 308W» 23100, 1 9 8 0 0 ,1 2 6 0 0 , 3970, 3168, 1 1 5 5 , los cuales debe- rian imillipliearse por los numeradores correspondientes Ib  13, 17, 2 5 , etc.

Reiaciones de magnitud entre varios quebrados.lié  aquí algunas aplicaciones de la transformación prece­dente:



DE ARITMETICA. 123116. P rim era  c u est ió n . — Se pregunta cuál de las dos

fracciones -  — es la mayor.O í¿Al pronto no se puede responder á esta cuestión ; porque por un lado, la unidad está dividida en la segunda frac­ción en mayor nùmero de parles que en la prim era,  por otro lado se toman mas parles en aquella que en e sta , pues el numerador 7 es mayor que el numerador 3.Pero se salva la dificuliad reduciéndolas á un común de­nominador; porque es evidente que de dos fracciones que tie­
nen el mismo denominador̂  es mayor la que tiene mayor nu- 
nierador.Hecha esta reducción, se convierte el primer quebrado en 36 35 3y el segundo en luego z  es el mayor de los dos sien-.

1^^60 que lleva al otro.Del mismo modo se averiguaría q u e , de las tres fraccio- A 6 8 8 61 1 ’ 13» "^^yores la menor — , y  la media4
7» pues reducidas á un común denom inador, resultan re s- 572 546 616Peciivamente - — -, ------ .  ------- .l o o r  l o o r  1001También se podrían reducir las fraccionas á un común « íí- 
nierador (lo cual se baria aplicando á los numeradores lo. que. se ha dicho para los denominadores) ; y de las fracciones re­búllanles sería mayor la que tuviera mnor denominador̂  pues, b'cndo moyor la especie de las parles, se tomaba el mismo uiimero de ellas. Pero el primer medio tiene la ventaja de! 8cer conocer al mismo tiempo las diferencias que existen ®^be las fracciones propuestas comparadas dos á dos., y ? .  S egun da  CUESTION.— ¿Qué alteración sufre un que-. ^ucío, añadiendo un mismo número à los dos términos ?Sirva de ejemplo el quebrado á cuyos dos términos se. ^uaden 6 ,  resuliando 18



1 2 4  ELEMExMOS7 13Reduciendo ambos quebrados J g Y  ^ coman deno-. . . 126 , minador, se convierte el primero en 21^ »  Y segundo en1562^ :  luego el quebrado propuesto ha aumentado su valor; y30el esceso está espresado por la diferenciaPara darnos cuenta de este hecho, observemos que siendo
12 7la unidad igual á ,  el esceso de la unidad sobre esta ea-presado por — ; y  por igual razón el esceso de la unidad so-

\ ¿ t13 5b r e jg  está espresado por j g .  Los numeradores de estas dosdiferencias son iguales; y así debia s e r , porque habiéndose formado 18 y 13 por la adición de 6 á ios términos 12 y 7, ba de haber la misma diferencia entre los dos primeros que en­tre ios dos segundos. Pero la diferencia j g  es necesariamente 5menor que la diferencia — , porque el primer denominador esmas grande, siendo ios numeradores iguales; luego el quebrado 13 7Yg difiere menos de la unidad que el quebrado J 2 ’ ^consiguiente el primero mayor que el segundo.Se concibe adem ás, que cuanto mayor sea el nttaero aña*dido á los dos términos del quebrado tanto menor será ladiferencia entre la unidad y  el quebrado resallante, pne» siendo siempre 5 el numerador de la diferencia, va crecienuo el denominador; por consiguiente, cuanto mayor sea el nu­mero añadido á los dos términos de un quebrado, tanto ma­yor será el nuevo quebrado.Pudiendo evidentemeote aplicarse este mismo razonamieu' lo á cualquier otro quebrado, puede concluirse que si a 
dos términos de un quebrado se añade un mismo número, 
quebrado resultante es mayor que el propuesto, y es tanto 1« 
yor cuanto mayor es el número añadidô



DE ARITMÈTICA. 125Por razón inversa, «»  quebrado disminuye de valor cuan­
do se quita un mismo nùmero à sus dos términos.

Advertencia. Lo contrario sucederia, si el número frac-17cionario fuera mayor que la unidad, como (n.® 110). .Añadiendo 8 á los dos términos, tendríamos ^25 3 17que — escede á la unidad en ~  solamente,  mientras ^  es-3 3cede á la unidad en número >  queHemos creido oportuno detenernos en pormenores sobre esta proposición, á lin de impedir que los principiantes con­fundan esta circunstancia con el caso en que se multiplican ó 
dividenpor un mismo número los dos términos de un quebra­
do. En este caso no se altera (n.® 112) el valor del quebrado, mientras que añadiendo ó quitando un mismo núm ero, au­menta ó disminuye el quebrado.

Reducción de un quebrado à menores términos.118. Con frecuencia resultan del cálculo de los quebrados algunos cuyos términos son bastante grandes, y  cuanto, ma­yores son el numerador y el denom inador, tanto mas trabajo cuesta formarse idea clara del valor del quebrado.
• 12Por ejemplo, el quebrado indica que debe dividirse launidad en 15 partes iguales, tomando 12 de ellas. Pero sien­do 12 y 15 divisibles por 3 ,  si estas divisiones se efectúan,4fc s u lt a - , quebrado (n.® 112) equivalente al propuesto; y  en­tonces ya para formarse idea de é l , basta concebir la unidad dividida en 5 parles v lomar 4 de ellas ; lo cual es mucho mas sencillo.Luego, cuando son de cierta magnitud los términos de una fracción, es útil reducirla á o tra , cuyos términos sean 

'tenores.Ë1 primer medio que se ocurre es dividir los dos lérm i- nos por los números 2 , 3 , 4 , . . .  mientras sea posible.



1 2 6 ELBMBNtOi 1081.® Sea el quebrado el que se quiere reducir á tèrmi-
710S menores.Los dos términos de esta fracción son evidentemente di­visibles por 4 (n.® 68); y efectuando la d ivisión , resulta 27 estos dos nuevos términos son divisibles por 9 (n.® 70),3cuya división efectuada, dá por resultado ^fracción que yano puede simplificarse mas.12882.® Sea la fracciónSiendo divisibles por 4 los dos términos, se efectúa la dî  322visión y  se obtiene fracción cuyos dos términos puedenDOO 161lodavía dividirse por 2 ,  resultandoLas divisiones por 3 y por 5 son imposibles (n.' ‘ 70 y 66); , 23pero si se ensaya la division por 7 ,  resulta exacta y dafracción cuyos dos términos no son ya divisibles por ningún número diferente de la unidad.Estos ejemplos han sido fáciles; pero no siempre sucede lo m ism o, sobre todo cuando los dos términos de la fracción propuesta se componen de tres ó de mayor número de cifras: porque puede suceder que haya algún factor primo de dos ó de f m c i f r a s ,  por ejem plo, común á los dos términos de la fracció n , sin que pueda conocerse ápriori, porque no exista carácter de divisibilidad para dicho factor; y sin embargo se concibe cuán útil sería tener un medio general de reducir una 

¿fracción dada a su menor espresion posible.-Este medio es el que vamos á esponer.R educción de  un quebrado á  sus menores térm inos. 
Proposiciones preliminares.119. Se llama fracción irreductible la que no puede ser reemplazada por otra del mismo valor, pero espresada 

términos menores.

i



DE AniTMÉTJCA. 127PRJMERA PROPOSICION.—  Los témiinos de toda fracción ir­reductible son necesariamente primos entre s í .Porque, si tuvieran un factor común, dividiendo al uno y al otro por este factor, se obtendría un nuevo quebrado, cuyos términos serían respectivamente menores que los del propuesto; y  entonces este no sería irreductible; lo cual es contra la hipótesis.120. S egunda proposición . — CMa«do una fracción tiene 
primos entre si sus dos términos, y hay otra fracción que 
te es igual, los dos términos de la segunda son necesariamen­
te UN mismo múltiplo de los dos términos de la primera.En efecto, sea ~ una fracción cuyos dos términos se su -

a'ponen primos entre si, y  ^  otra fracción equivalente á aque- tendremos la igualdad
a
b‘. S ise  multiplican los numeradores de estas dos fracciones 

aguates por el mismo número b' [lo cual hace á las dos (nu­mero 111) ó' veces m ayores), se tendrán resultados también 
iguales; tendremos, pues,

a'.b' a.b'

de donde, suprimiendo en la primera fracción el factor b', común a sus dos térm inos, se saca
a . b'

n iiP V Q su p u esto , siendo entero el primer miembro de esta A flph , también debe serlo el segundo; es decir quehinAhí.- producto a .  A'; pero b es primo con a, porPolesis; luego b debe dividir á b' (n.“ 87), y  se tendrá ^A '= A . w , (siendo m número entero).



128 ELEMENTOSSustiluyendo este valor de 6' en !a igualdad precedente, se obtiene . a. b.m o' =  — ;— :de donde, suprimiendo el factor 6, común al numerador y de­nominador se saca esta otra
a '= a . m.Donde se ve que a' y  b' son el mismo mùltiplo in. a y m.b de los términos a y 6 de la fracción propuesta.

L. C. J). D.121. C onsecuencia de las dos proposiciones preceden­tes.—  Dos fracciones irreductibles iguales son necesariamente 
idénticas.Lo cual quiere decir que los numeradores son iguales y que también lo son los denominadores, 

a a'Sean en efecto, t ,  t t  dos fracciones irreductibles, b b'.Supongamos que tenemos la igualdad
b’ '(»Por lo pronto, puesto q 'ie ^  es irreductible según el su­puesto, sus dos términos son primos entre si, en virtud de la primera proporción; luego, en virtud de la segunda, debe-mos tener

a'=m a, b' =  mb.siendo m un número entero, igual por lo menos á 1 ;  de donde se sigue que a' y  b' no pueden ser respectivamente menores que a y b.Por otro lado, habiéndose supuesto también irreductible l3 
a’fracción se probarla del mismo modo que a y b no po­drían ser respectivamente menores que a' y b’ .



DE ARITMÉTICA. J2 9« o m  m?n m/!ín?; ^ respeclivamenle me-« o m  uno que otro, son necesariamente iguales; y  se tendrá
a ~ a ', b =  b'.

L. C. D, D.PXorosicioN. -  Toda fracción, cuyos tèrmi- 
ôs son primos entre si, es ir r e d u c t ib le .lo rq u e , en virtud de la segunda proposición, ninguna fracción tal como ^  podria ser igual a la propuesta cu - Iu v ilr ™ ‘"°® suponen primos entre sí, sino en cuanto se 

a'— ma, b' =  mb.Donde se ve que ^  no puede ser reemplazada por ningu-” ^19?  de menores términos y  del mismo valord iin if-L . recíproca de la precedente, d e -iíOft  ̂ i’éducir un quebrado á su menor espre-

térltJ iT ^  á demostrar q u e ; si se dividen los dos 
d i S  T  cualquiera por su máximo comúntiS e ’  resultante es igual al primero é ir r ed ü c-Sea ^  la fracción propuesta, D el máximo común divisorv V n n r V ' /  respectivos de la división de «J  ̂ por ü  : tendremosa = D x a ' ,  b=T)xb'; donde se deduce necesariamente

a D xa*¿  ~  D W ’s«i?nmíCTíí/o en el segundo miembro el factor D a los dos términos, se saca
a a' 
b " ^ ¥ '

r



1 3 0 ELEMENTOS • 1 ' ”Luego leñemos fjue la fracción p" es igual aAdemás, Qsirreductible (n." 122), porque siendo a' yb' los cocientes de la división de los números a y 6 por su má­ximo común divisor, son (n." 78);>n»ios entre si.Luego, para reducir un quebrado a su menor espresion, 
hasta buscar el máximo común divisor entre sus dos térmi­
nos. V dividir después por él cada uno de estos. *’ 7665Sea por ejemplo la fracciónAplicando á los dos números 15184 y 7665, el procedi­miento ordinario del máximo común divisor, con Ias.moditica- clones indicadas en el n.° 108, se halla que su máximo co­mún divisor e s 73; dividiendo, pues, por.73 dichos^dos nú­meros, resultan los cocientes 208 y 105; luegofracción irreductible equivalente á la propuesta. ’, 29003

Segundo ejemplo,Máximo común divisor 1261; cocientes respectivos, 29 y
2 3 . Juego H? es la fracción reducida á sus menores térrnims.124. Observación.— D e lo que precede se deduce que, s» 
de los dos términos de una fracción, se restan los mismos müi-' TiPLOs de los dos términos de la fracción irreductible 
lente, la fracción resultante es también equivalente a la pro- 
puesta.Tomemos por ejemplo la fracción ^  que, reducida á sus 
menores términos, según el procedimiento indicado en el nu'mero precedente, es igual a - .Si de los dos términos 18 y 24 de la fracción propuesia  ̂se restan respectivamenle cuatro veces 3 , ó 12 y. cuatro vces 4 6 16, se obtiene una nueva fracción g , que es igud ^la propuesta aun cuando se baila espresada en términos me­nores;



DE ARITMÉTICA. 13lPorque, suprimiendo el faclor 2 , común á 6  v á  8, seha- „ 3   ̂ ’na ^ , lo mismo que cuando se simplificó la fracción propues­ta 41 ?24’£s muy fiícil darse cuenta de este resultado:En efecto, si — es igual fracción irredi dos términos son por consiguiente primos entre s i, es porque• f o  , r  C\K r n  r ' ' “- H l l i U  H  d i ,  p U i q U Cy 24 son (n. 120) los mismos múltiplos ( ím  veces 3 '̂ seisveces 4) de los dos términos de la fracción y  cuando de 183 y  cuatro veces 4 , se obtie- 
¡n<t dos veces 3 y  dos veces 4 , que son también

mos múltiplos de 3 y de 4 ; de donde resulta la nuevafracción -  igual áde parece que debía suministrar un mediomedie fracció n; pero se comprende que sería unanir^mQn ”̂í f  ^̂ ^̂ cirio, porque supone conocida depuesta ^  fracción irreductible á que es equivalente la pro-observar que aquí se restan de los tinh dn • fracción dos números diferentes, cosa dis­restar HY, esplicada en el n .°  117 , que consiste enlo cual numero de los dos términos de una fracción,1 necesariamente altera su valor.cuatro operaciones fundamentales»^cnas con los quebrados.S uma de quebrados.
número oí/p quebrados tiene por objeto hallar unPupfion l<̂ nto como varios quebrados juntos.®üniar son casos; ó los quebrados que se van ámismo

turnan /o? «««, especies distintas. En el primer caso,
el denomivtnf V P^ne a la suma por denomina-

d̂enominador común. En el segundo se empieza por re-



132 ELEMENTOS
ducir los quebrados a un común denominador, y  queda la cuesUon reducida á la anterior.Así

2Í 1 1 .11 4 2 - í- 3 - j- 4
11 11 l i *Del mismo modo

È- -2 3 ”^ 2 4  5 + 2 - 1 - 1 4 - 423 23
ir los quebrados2 3 73 ’ 4 ’ 8 ’8 , 6 , 3 ,16 18 212 4 ’ 2 4 ’ 24*

1 ?'23*

Después de haberlos reducido á un común denominador (n.® 115), se hace la suma de los numeradores, lo cual da oo,se le pone el denominador 2 4 , y resulta la suma
Sacar los enteros de un número fraccionario y recipro­

camente.126. . Este último ejemplo conduce á una espresion frac- cionavia ,  mayor que la unidad (n.“ 110) y  que conduce á
¿/íuna nueva operación.Se ha v is lo ( n .m O )  que la M m « e q u i v a le á ~ , ó á

y cuatro neinte y cuatro-anos; de donde se sigue que cuantas5o T»j^veces contenga 55 á 2 4 , otras tantas unidades hay en vidiendo, pues, 55 por 24, se obtiene 2 por cociente y '7̂*®



5 5 1)E AIUTM ÉÍICA. 1 3 3residuo; luego —  es un número compuesto de 2 unidadesmas una fracción 24‘En general,  cuando se llega á un resultado fraccionario, cuyo numerador escede al denominador, para sacar los ente­
ros contenidos en él, es necesario dividir el numerador por el 
denominador.E l cociente que se obtiene, representa el entero, y  el re­siduo es el numerador de la fracción que debe agregarse al entero (0.° 43).Por este medio se hallará

V7
12

153 15 3188 “ ^89*
Reciprocamente, cuando se tiene un número misto y se quiere convertir en fraccionario, es necesario multiplicar el 

centro por el denominador, añadir al producto el numera­
dor, y poner á la suma por denominador el del quebrado.Por ejem plo, . ,2  3 x 5 - f - 2  175^ ^ 7  1 1 x 1 2  +  7 139^ 1 2 ~  12 “ T F ■̂ 17 .8 x 2 4  +  17 209^ 2 4 “  24U e sTA p e  QÜEBIIADOS.127. L a  resta de quebrados tiene por objeto hallar el es- 
ceso de un quebrado mayor sobre otro menor.Si los dos quebrados tienen el mismo denominador, se 
êsta el numerador menor del mayor, y ala diferencia se po- 

nepor denominador el denominador común. S i no tienen el mismo denom inador, se reducen á él y se procede después cô  ^0 en el caso anterior.A s i, sea por ejemplo restar ^ d e  — : quedarán 2- •leí mismo modo 172 4 ~ 2 4 “ 24'^ 12'



134 ELEMEMTOS7Sea ahora restar ^  de g .Estas dos fracciones equivalen (n.® 113) á porconsiguiente tendremos 21 16 21 —  1624 24' 24Del mismo modo19 13 1 9 x 1 7 — 13 X2 0^ “ Í 7 ~  2 0 x 1 7
24*

63340*Puede ocurrir restar un misto de otro.11 3Sea por ejemplo restar 5  ^  de 133 . ,3 9  ^ 9 113 ^ — 13 1111 ^ 4 4   ̂ 44^ 1 3 "  ^ 5 2 * * * ^ 5 2 ^52*Para efectuar esta operación se empieza por reducir los• QQdos quebrados á un común denominador resultando ^  para 44el prim eroy g g  para el segundo. Pero como no puede restarse— de — ,  se añade á este último quebrado una unidad,  que 52 52 91se reduce á su especie, convirtiéndose entonces en ^  (núme-44 'ro 126), del cual se resta el obteniéndose la diferencia Pasando á la resta de los enteros, se aumenta una unidadU<6



al suslraendü, y se d ice : de 6 á 13 vau "7: por consigajenle 47el resultado pedido es 7 ^  .dJ!128. H é  aquí un ejemplo en que se hallan reunidas la suma y la resta de los números mistos.
Un comerciante de paños ha ven dido de una pieza que te-7 3

nia 30 metros y - ,  primero un pedazo de 7”’* -  después otro2 5
de 9“ ' - ,  « finalmente 11“ - desea saber cuántos metros ó
le quedan de la pieza.Hará primero la suma de las tres ventas, y  luego restará 7esa suma de los 30“ - el resultado de la. resta le dirá losmetros de paño que le quedan.Para mayor sencillez se dispone la operación del modo si­guiente:

DE AlUTiMÉTJCA. 1 3 5

7"9
11

12 30™- 7 213T ” ' .3 .. . . .9 28 8 .......10 2420-2 . . .8 1 2 ...... ...... 243 * ‘ .4 .. 15Í 2 ’ *.1 .. . . .5 " 2 42210
Después de haber colocado unos sobre otros los tres su­mandos, se observa que los quebrados no tienen el mismo de­nominador y  pueden reducirse al denominador común 12. Se escribe este número á la derecha, un poco mas alto que los Quebrados, y  se subraya. Después se escriben debajo del 12, y J*especlivamente en la línea horizontal de cada quebrado, los cocientes 3 , 4 y 1 de la división de 12 por cada denomi­nador: se multiplica cada numerador por su respectivo co - ciente, y se obtiene 9 , 8 y  5 : se suman estos tres nuevos nu­meradores, que dán 2 2 , y por consiguiente la suma de los



1 3 6
22 1̂ 0 lotres quebrados propuestos es —  ,ó  1 — .S e  escribe el r s  de-IJ!  lis l abajo de los tres quebrados y  se lleva el 1 para sumarlo con

10los euteros del modo ordinario. A s í ,  resulta‘28 ^¡^,sumato-12tal de metros vendidos. 7Escríbese esta suma debajo de 30 se hace la suslrac-o

ELEMENTOS

Clon como antes se ha visto, observando para simplificar que los quebrados pueden reducirse al común denominador 2 ve­ces 12 ó 24.A s í,  se ve que quedan de la pieza 2 metros y  — , lo que fá-Gilmente puede comprobar el comerciante midiendo el retal que le queda. MULTIPLICACION DE QUEBRADOS.129. La multiplicación tiene en general por objeto (n.° 9) 
dados dos números, hallar un tercero que sea respecto del pri­
mero lo que el segundo es respecto de la unidad.Esto supuesto, en la multiplicación de quebrados se dis­tinguen TRES CASOS principales. A  sab er:I . ” M u l t ip l ic a r  un  quebrado  por un  e n t e r o .7Sea, por ejemplo, multiplicar —  por 5 .X ÁSegún la definición de arrib a, conteniendo cinco vecesála  unidad el mulliplificador 5 ,  deberá el producto equivaler« rr 7 , 7a 5 veces —  o ser 5  veces mayor que Pero se vio (nú-mero 111) que un quebrado se hace 5 veces mayor mulli-. j   ̂ , 5 veces 7 .  35 , ,pilcando su numerador por 5 ;  luego — 7;:;— o — será el12 12producto pedido.

, para multiplicar un quebrado por un entero, se 
multiplica el numerador del quebrado por el entero, dejando 
el mismo denominador.35 11El producto equivale d 2 — , como puede verse sa-

í



DE ARITMÉTICA. 137cando los enteros que contiene el número fraccionario (núme^ ro 126). 13Del mismo modo se vería que el producto de ^  por 29 es■ , . 377 , , _ 17.guai a ^  o a l o
11

Sea ahora multiplicar por^. Siguiendo la regla, resul-99 9 1la el producto ,  ó sacando los enteros, 5 75,  ó 5 x .l o  l o  2Este resultado pudiera haberse obtenido mas sencillaraen- 11te; pues para multiplicar —  por 9 , se puede {n.” 111) en lu­gar de multiplicar el numerador por 9 , dividir el denomina­l i  1dor por 9 , lo cual dá — ó 5. ¿á ¿kPara que sea posible este segundo modo de operar es me­nester que el denominador sea divisible por el multiplicador; pero esto no siempre sucede ,  mientras que la regla antes da­da es aplicable en lodos los casos: solo el uso puede hacer lamiliares estas simplificaciones.2.” Multiplicar un entero por un quebrado.
Sea multiplicar 12 porSiendo en este caso el multiplicador ^  equivalente á 4 ve­ces la séptima parte de la unidad, el producto habrá de eq u i- '"aler á 4  veces la séptima parlé de 12. Pero la séptima partede 12 es (n.® l lO )  y  , y  para tomar este número 4 veces, óf 12lener un número 4 veces mayor que y ,  basta (n .® lll)  mul­tiplicar el numerador por 4 ;  luego haciéndolo así tendremos -  - «6

7" c 6 - ,  que será el producto pedido.
ta Lue^o, ;?ara multiplicar un entero por un (ptehrado, has- 

^̂ d̂tiplicar el entero por el numerador ij poner al producto



l38 ÜLEMlíMOS
por denominador el del quebrado;, en seguida pueden sacar­se los enteros si los hay.Así 20329 X 8 — g 25del mismo modo ,  5 1202 4 x g  =  ^ = 2 0 ;resultado que también se hallaría empezando por dividir 24 por 6 ,  lo opal daría 4 , y  multiplicando este resultado por 5.Pero repelimos que no son siempre posibles- semejantes simplificaciones.3." Multiplicar un quebrado por otro., . 3 5bea multiplicar ~ porE l razonamiento es análogo al del caso precedente; pueslo que el multiplicador g  equivale á 5 veces la octavaparteáehunidad, el producto debe ser también 5 veces la octava parle3 3dei multiplicando para lomar la octava parte de es me­nester (n.® 111) multiplicar el denominador por 8 ,  lo cual tlá y  para tomar 5 ^eces esta octava parto, es menester raul-15liplicar por 5 su num erador, lo cual dá ^ , que es el produc-O Jéto pedido.Luego, para multiplicar un quebrado por otro, se multi­
plica numerador por numerador y denominador por deno­
minador, poniendo el segundo producto por denominador del 
primero. ^

■ Así se encontrará:
del misnío modo L  5 _ 3 51 2 ^ 6 “ 7 2 ’

1 2

3 24^ 4 ~ 6 0 “



DE ARITMÉI’ÍCA.  ̂ 139
Adverlencia. E n  los dos últimos casos el producto es siem­

pre menor que el multiplicando; y  así debía ser, porque la Operación se reduce realmente á tomar del multiplicando la parte indicada por el quebrado mtiliiplicador.130. Finalm ente, uno ó ambos factores pueden ser mis­
tos, pero sus varios casos se reducen fácilmente á alguno de los anteriores. 2 _ 7

Sea, por ejemplo, multiplicar 7 -  por 5 g .Estos números reducidos á fraccionarios (n." 126) equiva- 23 47len respectivamente á ^ - y  efectuando la multiplicación■ á O 1081por la regla de arriba, se obtiene el producto ó sacan­do los enteros, 45También podría efectuarse por partes la multiplicación; es . . , 2 7 2 -decir, mulliplicai- primero 7 por 5 , ^  por 5 , 7 por g» y  ^7 .sumando después los cuatro productos; pero sería mucho fflas larga la operación.División de quebrados.131 La división tiene por objeto (n.'  ̂ 27): dado un pro- dwcío de dos factores y uno de estos, ddkrminar el otro. De esta definición resulta evidentemente como de la de la multi­plicación (n.® 17) que el primer núm ero, llamado dividendo, 6s respecto del tercero, llamado cociente, como el segundo, llamado divisor, es respecto de la unidad.Esto supuesto, en la división de quebrados ocurren tres casos principales como en la multiplicación. A  sab er:1*° Dividir dn quebrado por un entero.*̂ «0, por ejemplo, dividir ^  por 6 .Siendo el divisor 6 igual á 6  veces la unidad, se infiere“l̂ 'c el dividendo ^  debe valer 6 veces el cociente buscado; ú



140 ELEMENTOSreciprocamente, que este cociente equivale á la sesta parle deldividendo = . Pero la sesta parte de un quebrado se toma (nú-mero 111) multiplicando por 6 su denominador; multiplican-5 5d o, pues, por 6 el denominador 7 , se obtendrá - —7 veces 6’ 42’que será el cociente pedido.Luego, para dividir un quebrado por un entero, se multi­
plica el denominador del quebrado por el entero, dejando el 
mismo numerador.A sí

11 11—  dividido por 8 , ó (n.° 44),12del mismo modo 8 = 11 111 2 x 8  9 6 ’
23 _  30 = '^ 23 233 0 x 1 2  36018 18 ’JÏ1 cociente de ^  por 6 es ; pero esta division puede .también efectuarse lomando la sesta parle del numerador, locual dá resultado equivalente al primero simplificado por6 , factor común á arabos términos.2 .” D ividir un bntero por un quebrado.7

Sea dividir í2porDo se.r el divisor ^ igual á 7 veces la novena parte de launidad, se infiere que el dividendo 12 ha de ser 7 veces la novena parle del cociente buscado. Luego tomando la sépli- 
12ma parle de 12, que es y ,  se tendrá la novena dél cociealobuscado; y  para obtener el cociente total bastará lomar 9 ve- 

12c e s y ,  lo cual so hace multiplicando por 9 su numerador'



hecho asi, resulta, . 3
D E  A R m i E 2 T I C .\ .9 veces 12 . 108 141ó - ; ^ ,  y  sacando los enteros,1 5 - ,  que es el cociente.Luego, para dividir un entero por un quebrado, se multi­

plica el entero por el denominador y se parte el producto por 
el numerador, sacando los enteros si los hay.Observemos que tomar la 7 .“ parte de Í2  y multiplicar elresultado por 9 , equivale á multiplicar 12 por - :  asi podrá tam­bién decirse que para dividir un entero por un quebrado, se 
inultiplicará el entero por el quebrado invertiao. (Véase eln.“ l2 9 , 2 .“).3.° Dividir un quebrado por otro quebrado.3 8

Sea,por ejemplo, dividir -^por — .E l razonamiento es parecido al anterior. Siendo el divisor8 . 3íT  Igual á 8 veces la 11.® parte de la unidad, el dividendo -  ^  odebe también ser igual á 8 veces la 11.® parte del cociente;luego la 8.® parle de 5»ó es la 11.® del cociente; y 11 ve- 3 , 33^ , o —  , es el cociente pedido.Luego, para dividir un quebrado por otro, se multiplica 
l̂ numerador del quebrado dividendo por el denominador' del 

quebrado divisor, y el denominador de aquel por el numera­
dor de este, poniendo después el primer producto por nume- 
rador y el segundo por denominador; ó mas simplemente, se 
^nltiplica el quebrado dividendo por el quebrado divisor in- 
^̂ rtido. (Véase el n .“ 129.) 'A s í , . ^7 4 5 20 20del mismo modo, 23 13. 23 153 0 * 1 5 ”  3 0 ^  13' 2 3 x 1 5  345 233 0 x 1 3 “  390 ~ ^ *



142 ELEMENTOS(Anles de formar los jirodQclos indicados, 23x15 y  30x13, se habría podido suprimirá factor 15, que es evidentemente 
común á los dos términos de la fracción.)

Advertencia. Siempre que en la división de quebrados, es el divisor menor que la unidad, el cociente debe ser mayor 
que el dividendo.Porque este cociente resulta de la multiplicación del di­videndo por el divisor invertido, que se convierte así en un número mayor que 1.132. Finalm ente, si hubiéramos de dividir un misto por 
otro misto, se reducirían ambos á fraccionarios y  se operaria como en la división de quebrado por quebrado.3 2

Sea dividir 12 -  por 6 Tendremos :i  3 Í5 3  73^ ^ 4 ' ^ 3 “  4 “ 4 ^20~~  80 “ ^ 8 0 ’del mismo modo^ 8  ,  5 85 125^ Í I  • ^ ^ 8 ^ 1 1  ‘ 85 8 680 1361 2 á “ Í 3 ^ ~ 2 7 5 ’~ 1 1 '^
Fracciones de términos fraccionarios.133. AI esplicar la división de los quebrados, hemos he­cho siempre uso de dos puntos ( : ) ,  para indicar la operación que debía ejecutarse, por ser esta notación generalmente mas sencilla y mas cómoda que la raya { — ). Sin embargo, hay circunstancias, en que el empleo do esta es útil y aun indis­pensable para la claridad de los razonamientos, como pronlo veremos en algunos ejemplos.A s í , según digimos en el n .° 44 {signos de la división),57 5 8-r-tie n e  la misma significación que ~ : tt.

9



DE ARITMETICA. 1 4 3
a

T\ 1 ■ 1 ¿  ̂ cJ)ei mismo modo —  equivale  ̂ ¿
dSolamente es necesario, para evitar toda confusión, cui­dar de que la raya de la operación principal seíimpoco mas 

larga que las otras dos.Adem ás, si se hace uso de letras, como en el segundo ejefnplo, al tiempo de pronunciarla, podria decirse para ma­yor claridad: a sobre h, dividido por c sobre d.De esta manera venimos á parar, á la consideración de 
fraccionarias, cuyo numerador y  denominador no son ya números enteros, sino que son también á su vez nú­meros fraccionarios, á los cuales, atendida la naturaleza de los procedimientos establecidos, se pueden aplicar en todo ri­

gor los principios  ̂ demostrados para el caso en que los dos 
términos de un número fraccionario son números enteros.Para jusliiicar esta proposición, hagamos ver por ejem­plo ,  que: si se multiplican por un número entero cualquiera, 
los dos términos de una espresion fracccionaria, que se su­ponen también fraccionarios, no se cambia el valor del co~ 
dente.

Sea ~  el número propuesto: multipliquemos por w, sus
y » Qr Cdos térm inos^ y  digo que el cociente será el mismo antesy d^pues de la multiplicación.En efecto, por lo pronto tenemos (n.° 131, 3.®)

a
b a d  a x  d
c c b X c ’
dAhora, si multiplicamos los dos términos del número pro-



144 ELEMENTOSpuesto por un número entero m, obtendremos, aplicando las reglas sobre la multiplicación y división de las fracciones, la serie de igualdades
a
rxmo
c
~,y.ma

ay-m
~T.
cxm
~ ~ d '

axm  
=  — ;— X d a x mx d

b ^ cxm bx cym
ay d
bxc '

(esta última espresion resulta de la supresión del factor co­mún m). ,  . ,Donde se ve que el resultado es absolutamente igual, sea 
antes, sea después de la multiplicación.

De los quebrados de quebrados»134. A  la multiplicación de los quebrados se enlaza otra e s p e c ie  de-operación, conocida bajo el nombre de regla de 
los quebrados de quebrados.Para dar idea clara de esta operación, supongamos pri­mero que de la fracción se quiere tomar una parle indica- . 2da por la fraccio jComo esto equivale á tomar 2 veces la tercera parte de ó lo que es lo mismo (n.“ 129, 3 .“) á multiplicar pof
2- ,  tendremos el resultadoo 5 x 27 x 3 ’ A

E n  segundo lu g a r , supongamos q u e , del nuevo quebrado~  se quiere lomar una parle indicada por la fracción 21



^ nE ARITMÉTICA. J4 5aegnn lo que acabamos de decir, leudremos por resultadolO x  8 21-X13’ 80273 ’y esta última espresion representará ios ^  délos ^  d e -
13 3 7*

salladoTomemos ahora los de ^  ; obiendremos el nuevo re-
8 0 x  3 273x11 240 3003 '«spresion que representará los ~  de los de los -  de Donde se ve que:

m lttJr fracción de otra fracción,  es necesario
los (¡fin ^  eiUre si y lo mismo todos

después el primer producto ñor 
‘numerador y el segundo por denominador. ^¿ero dahn tomarse íracciones de fracciones de un en-dô e’ l n i entero en forma de quebrado, escribién-A s í,'»* i  I  de los I  de los^ de f  \____________ . ̂ ® 7 1  3x4 x8 x7 x 12 x 3 x 5 x 6 x 12 210

^ - 4 -
** sacando los enlei'os igual á144 672

Se preguntaba à un aritmético qué hora era 
l l^ m d ió : son los j  de los ¡  de los ^de los -® <fe 21 !,o,-as.
f îiuekora eraren efecto?''“ ' d « S Mn d n “ ’i f P ' ' ' “ ero en linea lodos los numei-artores, incluso el entero v  de“4 “



ó , sacando los ente-

146 ELEMIÍNTÜSpaes debajo en oirá lin e a , lodos los denominadores, inclu­so 1 {n." 110): 3, 5 , 7 , 6 , 24,4 , 6 , 12, 7 , 1.Esto supuesto, hágase el producto d é lo s  números déla primera línea y  el de los números de la segunda, y divídase el primer produelo por el segundo.Así se obtiene por resultadoros 7 “2^ ’  reduciendo, 7 Luego eran las ?y wcí/í«-
Advertencia- Puede sim plificarse‘ la operación, obser­vando que: 1 .” 7 debe ser evidentemente factor comunal producto de los numeradores y  al de los denominadores, y por consiguiente nada impide que se suprima antes de etec- tu arlas m ultiplicaciones; 2." lo mismo sucede con el tactor 6 , y  con el factor 1 2 , que entra en el número de los deno­minadores y  divide al mismo tiempo al numerador 2 4 ; y ü ' nalmente con el factor 2 ,  cociente de 24 por 1 2 , que esta también comprendido en el denominador 4 .H e d ía , pues, la supresión de lodos los factores comunes>r e s u l t a r á ^ ,  ó ó  7 como antes se encontró.Esta clase de simplificaciones, que no deben descuidarse, exigen cierta costumbre para poderlas hacer.
Otras aplicaciones.— los^ú&\05 de un número for-man lo s— ó la mitad del número.12E l tercio del quinto de un número es igual á la décim- 

quinta parte; la mitad de los es igual á los g ,  etc.
Yaluacion aproximada de las -fracciones ordinarias.135. Para completar la teoría general de las fracciones, vamos á resolver una cuestión que tendrá útiles aplicacione» y  cuyo enunciado es el siguiente:



DE ARITMÉTICA. 147
D a d a  u n a  f r a c c i ó n  irreductible, c u y o s  t é r m i n o s  s e a n  

^(^stante g r a n d e s  p u r a q u e  s e a  d i f í c i l  f o r m a r s e  id e a  c l a r a  d e  
s u  v a l o r ,  r e e m p l a z a r l a  p o r  o t r a  q u e  s e  l e  a p r o x i m e  m a s  ó  m e -  
m ,  p e r o  c u y o s  t é r m i n o s  s e a n  m a s  s i m p l e s .  (Tales son las aue llenen por denominadores 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 8 , 9 , 10 , 12, 15, •*9, 24 , ele.) ’Sirva d e  p r i m e r  e je m p lo  !a fracciónííosfíyos, es decir, reeinpla- “ iia por otra fracción cuyo d e n o m i n a d o r  sea 12.Empecemos por observar q u e, valiendo la unidad ^ , ( 06-<DC1’0 110), los de la u n i d a d  valen los ^  de 12 d o z a -5 2 3 x 1 2«rtí (n o io n  0\ ^  I r ',o ,(Q . l i d ,  i .  ) — de d o sa v o so — r - — (núme- i’o 133). - ,S i pues se efectúan las dos operaciones indicadas en la o23 X<^spiesion , ia parte entera dei cociente espresará el«niñero de d o z a v o s  contenido en el número propuesto. Ejecutada esta doble Operación ‘523

126276582 9496se obtienen 6 como parte entera del cociente; lo cual dá -ó l  523 1
^2 valor de c o n  m e n o s  d e  ^  de diferencia.Po'-que la parle despreciada en el resultado es la d u o d é c i -® paite de la fracción que debía añadirse'al cociente’ y por consiguiente es m e n o r  a u e  — ̂ 12



148 HLEMEMOSSirva de segundo ejemplo la fracción cuyo valor, 1se pide aproximado en menos deCon arreglo á este procedimiento se tendrá31793179 ’  8764 x 2 08764 20Efectuando la doble operación indicada en^^a^spresion3179 encuentra por resultado ünal, 7 , luego8764 * ^^ e s  el valor de aproximado hasta o ,136. En general,  para transformar una fracción ^ de unaespecie dada y marcada por su denominador b , en otra de es­
p e c ie  diferente, marcada por « , ó b ie n , para sustituirle otra fracción que lleve por denominador el nùmero entero n: 

Multipliqúese el numerador de la fracción propuesta por n , V divídase el producto por el denominador.
Fórmese en seguida un nuevo quebrado, que lleve por nu­

merador la parle entera, a' del cociente que resulte de la di­
visión, y por denominador, n .La fracción — es la fracción buscada. 

n137 Advertencia.—  Siempre que el denominador d élafracción que va unida al cociente obtenido, es mayor que el 
duplo de su numerador (lo cual se reconoce a la simple visia], ^ . . o'puede concluirse que el error cometido sustituyendo -  en vezd e | ,  es menor que ^ de i ,  ó ^ ,  y se dice en esle caso,  quees el valor aproxim ado, por defecto, ó en menos, de lao' fl 1fracción ^ , á la cual no llega á fallar



DU ARITMÈTICA. 149Sí poi’ el contrario» el denominador es inferior al duplo del numerador, es costumbre ofladir una unidad ó la parte
a '-hi

entera del cociente, resultando entonces------- que sera elvalor aproxim ado, per esceso, sobrándole menos d e — .682A s í ,  como en el primer ejemplo, la fracción que completa el cociente, tiene el denominador menor que el du­

plo de su numerador, debe tomarse ^  en vez de y  en­tonces se tiene el valor de la fracción propuesta, aproximado 
por esceso ,  sobrándole menos de — .En el segundo ejem plo,’ el denominador de la fracción 2232

es mayor que el duplo del num erador; por consi- 7guíente —  es el valor aproxim ado, por 'defecto, fallándolemenos de 40'H ay más todavia: en este caso el denominador es aun7mayor que el triplo del numerador; luego ¿r^no d ifie re , en
¿ á \ )wenoj, de la fracción propuesta, sino en una cantidad wenor 

1p e  — .60Añadirémos finalmenlc que para a b re v iar , se dice algu­nas veces: Determinar en menos de~ el valor de una frac- ' n
acion ^ ; y  es muy.conveniente para evitar cualquiera equivo­cación ,  conservar en la memoria el significado de esta lo­cución. O b s e r v a c ió n  g e n e r a d  s o b r e  t a s  f r a c c io n e s .138. Digimos ai comenzar el segundo capítulo (n.*̂  45),



1 5 0  ELEM líM OSque esplicaríamos cómo son susceptibles de aplicarse á los números fraccionarios los piincipios relativos á los números 
enteros.Ahora b ie n , resulta dé la naturaleza de los procedimien­tos establecidos para el cálculo de las fracciones  ̂ que las cua­tro operaciones fundamentales, que se efectúan con esta clase de números, se reducen, en último análisis, á operaciones del mismo género ejecutadas con números enteros.Lu ego , todos los principios sobre la multiplicación y la 
división, que han sido objeto del primer párrafo del capítulo segundo, se estienden igualmente á los números fraccio­
narios.Por ejemplo:

El producto de dos ornas quebrados es el mismo, cual­
quiera me sea el orden en que se verifique su multiplicación;

Multiplicar una fracción por el producto efectuado de 
otras varias, equivale ú multiplicar una de ellas sucesivamen­
te por todas las otras;Se pueden multiplicar b dividir ron ins sjism o  n ú m e r o  los 
dos términos de una espresion fraccionaria cualquiera {nú­mero 133) sin que el cociente cambie de valor;y  lo mismo los demás principios.•Análogamente se deduciría de la deíinicíon (n.** 46) de las espresiones m ú l t ip l o  y  s u b m ú l t ip lo  ó d u viso r  de un nú­m ero, que existen quebrados múltiplos y  submúltiplos ó divi­
sores de otros quebrados, lo cual significa que la división de la fracción múltiplo por la fracción submúltiplo dá un co ­c ie n t e  e n t e r o .* ' 1 1, I 12 8 6 „  . 2A si, los q u e b r a d o s ^ , son múltiplos de puesél primero contiene á este seis veces exactamente, el segundo 
cuatro veces y ei tercero tres. -£ n  general, todo quebrado tiene por divisores á su mitad, su tercio, su cuarto, etc .; de donde se infiere que el número de sus divisores es infinito, lo cual no sucede con los núme­ros enteros sí solo se consideran los divisores enteros.Dos fracciones pueden también tener divisores comunes;,  3 5  7por ejemplo, ^  ^ » tienen por divisor común la fracción 7̂  y lodos los submúltiplos de esta; porque los cocientes re-



DE ARÍTMETICA. 15135 7 7sultanles de dividir ^  po*' ^  (según la regla del mime­rò 131, 3.®), son respecüvamcnle iguales á 5 y  2 ,  números 
enteros. .Luego, generalmente pueden establecerse con relación á las fracciones propiedades análogas á las que hemos espuesto sobre el máximo común divisor y sobre el minimo múltiplo 
de dos ó mas números. A l fin del capítulo propondremos va­rios ejemplos para ejercicio.§  I I .—  De los núm eros c o m ple jo s .Colocamos aqui la teoría de los números complejos’por sei- una aplicación inmediata de la teoría do las fracciones ordi­
narias.Pero como las operaciones que e xige , han perdido su im­portancia después del establecimiento del sistema decimal de 
pesos y medidas {*),  nos reducjrémos á dar las nociones in­dispensables para la resolución de las cuestiones, que gene­ralmente tienen por objeto la comparación de las medidas an­tiguas con las nuevas, y á las que se refieren particularmen­te á la división del tiempo, á la división del circulo y  á las principales divisiones del termòmetro.139. IÇocionespreliminares.-—ÎÎQïïiOs \h\o (n.® 8) que, para valuar las cantidades menores que la unidad principal, se concibe esta unidad dividida en cierto número de partes 
iguales, que se consideran á su vez como nuevas unidades.En la teoria que nos ocupa, la unidad se divide al prin­cipio en un pequeño número de parles iguales; estas después se dividen en otras,  y  estas en otras,  etc.A s í, en la antigua moneda (francesa) la libra se dividia en 20 parles iguales llamadas sueldos y  el sueldo en 12 par­tes iguales llamadas dineros. Del mismo modo, la unidad de longiiud ó la toesa se dividía en 6 pies, el pie en, 1 2pulga­
das , etc.

j * ) Asi clic© el autor reliriéndose á Francia : nosotros lo dejamos para ser fieles en la traducción, á pesar de no tener aun esfable- '-■'do en el uso «ciierai el sistema de-i)Osos y medidas.,/.V. rl,-i T.J



152 ELEAIENTOS140. Cada arte, cada industria, cada pais subdividia á su manera la unidad principal que le era propia (*).El cuadro siguiente comprende la lista de las unidades 
principales y de sus subdivisiones.

Cuadro de las monedas, pesos y medidas españolas ( ” ) .MONEDAS.
Monedas efectivas de cobre.1 ochavo.1 cuarto.2 cuartos. 2 maravedís. 4 maravedís. 8 maravedís.
Monedas efectivas de plata.1 real de vellon. .1 media peseta. .1 peseta. . . .1 medio duro.1 duro ó peso iuerle

34 maravedís.2 reales de vellon. 4 reales de vellon. 10 id .20 id.Además de esta moneda hay la llamada columnaria, y consta de las piezas siguientes:1 peselacoliim naria. . .1 media pe.setacolumnaria. 1 real columnario. . . 5 reales de vellon. 2 i d . , 17 mrs.1 i d . ,  8 Va id.
Moneda de oro efectiva.1 escudilo.....................................  20 rs. vn.1 escudo...........................................  40 rs! vn!1 doblon de á 2 escudos..............  80 rs. vn.1 doblon de á 4 escudóse media onza. 160 rs. vn.1 d o b lo n d eáS escu d o sú o n zad eó ro . 320 rs. vn.

(*) Para la historia y  el origen de estas clases de medidas, véast? una obra de M. Saigey, titulada Traité de Métrologie ancienne et mo­
derne.( "  ) Hemo.s sustituido naturalmente las medidas, etc-, españolas á las francesas que pone el autor. (iV. del T.J



ÜH Aim.MÉ'llCA. 153Adeüiás hay oirás irregulares, y son las siguientes:1 escudito de oro anterior alaño 1785 vale. 21 rs. 8Vá nirs. 1 onza de oro anterior al año 1772. . . .  321 r s ., 6 mrs.Por real decreto de 15 de Abril de 1848 se ha mandado (|ue la moneda que en adelante se acuñe se componga de las piezas siguientes:DE ORO. . — El doblen Isabel DE PLATA.—El duro. . . .E l medio duro ó escudo Ea peseta. .Ea media pesetaEl real...............COBRE.— E l medio real. .Ea doble décima Ea décima. . .

5 duros ó 100 rs. vn. 20 rs. vn.10 rs. vu.4 rs. vn.2 rs. vn.JO  décimas de reaE5 décimas.2 id.1 id.
Medidas de longitud.1 vara. . . . . .  3 pies.

1 pié......................  12 pulgadas.
1 pulgada.............  12 líneas.l  línea..................  12 puntos.De aquí se inferirá el número de pulgadas, líneas y pun­ios que tiene una v a ra : lo decimos aquí en esta sola clase de niedidas para ejemplo de las demás.. Ea vara tiene 3 pies, y  cada pié tiene 12 pulgadas; luego P vara tendrá 36 pulgadas, y como cada pulgada tiene 12 meas, la vara tendrá 36 veces 12 líneas, es d e c ir , 432 It- y así sucesivamente respecto de las demás unidades.

Medidas itinerarias.Di grado medio de la tierra. . . 20 leguas.Ea legua.............................................  6666 V 3 varas.Ea vara...............................................  3 pies.En la marina se usan las siguientes:Ea legua marina.....................  3 millas.Ea milla....................................... 10 cables.



154 ELEMENTOSl í l  cable......................................  111 brazas.La braza......................................  6 piés.
Medidas de superficie.Para medir superficies se usan los cuadrados de las medi­das longitudinales en la siguiente forma :La legua cuadrada. L a  vara cuadrada. . E l pié cuadrado. . La pulgada cuadrada La línea cuadrada.

400000000 piés cuadrados.9 piés cuadrados. 144 pulgadas cuadradas. 144 líneas cuadradas. 144 punios cuadrados.
Medidas agrarias.La fanega de tierra de marco real. 12 celemines.El celemín.........................................  48 estadales cuadrados.E l cuartillo de ceiem in................  12 estadales cuadrados.E l estadal cuadrado............................  144 piés cuadrados.La aranzada.................................. ' .  400 estadales cuadrados.La taliulla murciana.......................  1600 varas cuadradas.

Medidas de capacidad para áridos.L a  fanega....................  12 celemines.E l ceiemin..................  2 medios celemines.E l medio celemín. . 2 cuartillos.La media fanega equivale á un voliímen de 2220 pulga- das cúbicas, y  caben en ellas 6 0 ,2 5  libras de agua destilada-
Medidas de capacidad para liquidas.L a  cántara..............................  8 azumbres.La azumbre..............................4 cuartillos.E l cuartillo.............................  4 copas.Las medidas para el aceite están arregladas al peso, yLa arrol)a. 4 cuartas ó cuarterones.La cuarta. 7 V i libras de aceite.



DE ARITMÉTICA. * 155La lib ra .. 4 panillas, ó cuartas, ó cuarterones (según el pais varía el nombre).La arroba de aceite contiene 27,25 libras de agua. 
Medidas de solidez.Para medir la solidez se usan los cubos de las unidades lineales ó longitudinales en la forma siguiente:La vara cùbica. . . 27 pies cúbicos.El pié cùbico. . . . 1728 pulgadas cúbicas.La pulgada cùbica. . 1728 líneas cúbicas.En la marina:I 155La tonelada de arqueo, 6 9 - ^  pies cúbicos de agua del mar. Uá iEl pié cubico de agua destilada pesa 40,8973 libras. 

Pesos.E l quintal. La arroba. La libra. . La onza. . El adarme.
4 arrobas. 25 libras.10 onzas.16 adarmes. 36 granos.Hay otras pesas especiales en la forma siguiente• El marco...........................  8 onzas.La libra de botica. . .  12 onzas.La onza.............................  Sdracm as.La dracma.......................  3 escrúpulos.El escrúpulo.................... 24 granos.

El tiempo.Un s i g l o . ........................  100 anos.El ano...............................  365 dias.



156 ELEJIEMÜSlíl (lia................................  24 horas.La hora. : ....................  60 minulos.El minuto.........................  60 segundos, etc.E l año bisiesto tiene 366 dias.E l ano se divide también en 12 meses desiguales; peropí ra las cuestiones de interés de dinero y descuento se suele considerar los meses de á 30 dias y el año de 360.141. Sentadas estas nociones, se llama número complejo todo número concreío (n.® 2) que contiene al mismo tiempo varias unidades principales de cierta especie, y una ó mu­chas subdivisiones de la misma unidad.A s í, 13 duros 17 reales 11 m aravedises, 25 varas2 pie: 7 pulgadas 6 líneas, 41 libra 13 onzas 9 adarmes 15 granos, 63 dias 21 hora 53 minulos 29 segundos, son números cow- 
piejos.8 duros, 17 v a ra s , 23 libras, considerados aisladamente, son números incomplejos.La resolución de las cuestiones siguientes sirve de basei las cuatro operaciones fundamentales de los números com­plejos.142. P r im e r a  c u e s t ió n . — Dado un número complejo 
ducirle á unidades de su menor especie.Sea, por ejemplo, 18 varas 2 pies 9 pulgadas 7 líneas.Resulta del cuadro antepuesto que la vara vale 3 por consiguiente deberemos tener18 V. 2 p .= 1 8 x 3 - l - 2 = 5 4 + 2 = 5 6  pies.Del mismo m odo, como el pié vale pulgadas  ̂ le“ dremos •18 V. 2 p . 9 pulg. =  5 6 x l 2 4 - 9 = 6 7 2 + 9 = 6 8 1  pulgadas Finalm ente, valiendo la pulgada 12 lineas, se deduce1 8 v .2 p .9 p u lg .7 lín ;= 6 8 lx l2 + 7 = 8 1 7 2 + 7 = 8 1 7 9 lin e a S 'Luego 18 V . 2 p. 9 pulg. 7 l in .= 8 1 7 9  líneas.Sea ahora 45 duros 13 reales 14 maravedises. i



DE AaiTiMÉTICA. 157Tñndremos siicesivamenle :45 (i. 13 r. = 4 5 x 2 0 + 1 3  =  913 reales,Y45(1.13 r. U  m .::^ -9 1 3 x 3 -4 + U = 3 l0 4 2 4 -1 4 = 3 l0 5 6 m r s .Regla g e n e r a l .—Multipliqúese lo primero el número de 
unidades principales por el número de veces que una de ellas (según el cuadro n." 140) contiene à la unidad de la primera 
subdivision̂  y al producto añádanse las unidades de esta pri­
miera subdivision que haya en el número dado;

Multipliqúese en sequida el resultado asi obtenido por el 
número de veces que la tinidad de la primera subdivision con­
tiene fl la de la segunda, y al producto añádanse las unida­
des de está especie que haya en el número dado ;Y así sucesivaraenle, hasta llegar á la última subdi- ''ision.Por este medio se hallará:!•'’ 12 libras 7 onzas O adarmes 3 granos.IS lib . 7 on. =  l 8 x l 6 + 7 = 2 8 8 - f ' 7  =  295 on zas, 181ib .7 on. O a d . =  2 9 5 x 1 6 + 0 = 4 7 2 0  adarm es;18 I ib .7 o n .O a d . 3 g r .= 4 7 2 0 x  3 6 + 3  =  1 6 9 9 2 0 + 3  =  169923 granos.23 horas 55 minulos 10 segundos 23 terceros.23 h . 5 5 '= 2 3 x 6 0 + 5 5 = 1 3 8 0 - f - 5 5 = 1 4 3 5 S  .23 h . 55' 19" =  1 4 3 5 x6 0  +  19 =  8 6 1 l9 " ;23 h. 55' 19 " 23 "' =  8 6 1 1 9 x 60 +  2 3 = 5 1 6 7 1 6 3 " '.143. S egunda  CUESTION.—  Recíprocamente, dado un nú- 

'̂ ûidades pertenecientes á una subdivision de la uni- 
^̂d. principal convertirle en mimero complejo.La regla que debe seguirse es una consecuencia evidente 6̂ iM u e  precede , y  puecle enunciarse asi :

l̂ omiéncese dividiendo el número propuesto por el número 
Y^epresa (según el cuadro n .°  140) cuantas veces está con- sModiüisioft dada en la inmediatamente superior, así  ̂ obtiene por cociente un niimero de unidades de esta subdi-



158 ELEMENTOSVision superior, y por residuo, las unidades de la subdivi­sión dada, que deben entrar en el número complejo bus­cado ;
Divídase después el cociente obtenido por el número (¡ue 

espresa las veces que su unidad està contenida en su inmedia­
ta superior: asi se obtiene un nuevo cociente que espresa cierto, número de unidades de la tercera subdivisión, y«» 
nuevo residuo que espresa las unidades de la penúltima sub­división que deben hacer parle del número complejo bus­cado ;

Asi se continúa basta llegar á las unidades principales.
Advertencia. Si se obtiene O para alguno de los residuos, es señal de que en el número buscado uo hay unidades de la subdivisión correspondiente, pero debe conservarse el lugar.Apliquemos esta regla á los dos primeros ejemplos del n ."  142.Respecto del primero tendremos :8179 lin . : 12 =  681 p u Ig .H -7 ;.681 pulg. : 1 2 =  56 pies 4 -9 ;56, piés ; 3 =  18 v . 4 - 2  piés.Luego 8179 Un. =  18 V. 2 p. 9 pulg. 7 Un.Para el segundo tendremos31056 rars. : 3 4 = 9 1 3  rs. 4 -1 4  mrs;913 rs. : 2 0 = 4 5  d . 4 -1 3  rs.Luego 31Ü56 m r s .= 4 5 d . 13 rs. 14 rars.De un modo análogo se tratarían los otros dos ejemplos. 144. T eiicer a  cuestlon . —  Convertir un número compii' 

jo dado en número fraccionario de launidad principal.Esto es también una consecuencia de la regia del n.** 142- . Propongámonos por ejemplo el número 18 varas 2 piés 9 pulgadas 7 lineas.Después de haber reducido á lineas este núm ero, lo cual d a 8179 lineas, se observa que según el cuadro de! n .° 140>



DE AaiTMÉTICA. 1 5 9una vara vaio 432 lin eas,ó sea , 1 línea vate - ^ ^ d e  vara;lue- 8179 ,go8l79 lineas valen de vara.Del mismo modo hemos visto (n.“ 142) qae 45 duros 13 reales 14 maravedises equivalen á 31056 maravedises, y co -mo el maravedí vale de duro (n.® 140), tendremos31056 , ,
3l0 5 6 ™ '= “g ^ d e d u ro .

R egla  GENERAL.— 5e e m p ie z a  p o r  r e d u c ir e i  nùm ero com ­
plejo p ro p u esto  à  u n id a d es de la  in fim a  especie que contiene; y despees se fo r m a  u n  nùm ero fr a c c io n a r io  que tenga p o r  nu­merador eí núm ero o b te n id o , y  p o r  d e n o jiin a d o r  el núm ero  
de unidades de d ich a  in fim a  especie^ que com ponen u n a  u n i­
dad p r in c ip a l.Por esta regla se hallará para los dos últimos ejemplos del n." 142, - . 169923 -,12 libras 7 onzas O adarmes 3 granos =  d e lib r a .5167163 516716323 lloras 55' 19" 2 3 '"  =  A o™ ,Óo . . -  , , 5167163 5167163 .3 horas 5o' 19' 2 3 "  —  2 4 x 2 1 6 0 0 0 ^ 5 1 8 4 0 0 0lomando el día por u n id a d  p r in c ip a l .145. C u a r t a  C U E S T I O N .— Recíprocamente, d a d o  u n  n ú ­
mero fr a c c io n a r io  cu a lq u iera  de la  unidad principal d e  una  
especie, co n ve rtirle  en núm ero co m p le jo .Esta cuestión, que es la inversa de la precedente, exige algunas esplicaciones.* 615Sea, por ejemplo, el número <16 v a ra , que se trata 0̂ reducir á complejo de v aras, p ié s , pulgadas, ele.



1 6 0 ELlíMENTOScat Se comienza dividiendo 615 por 23 (n.® 120), á fin dcsa- r el entero contenido en el número fraccionario: así se ob­tiene el cociente 26 y  el residuo 17; por consiguiente puede decirse que615 , 17de 1 vara =  26 varas ~^^de mra;es menester ahora valuar esta fracción de vara en pies pul­gadas y líneas. ’17 17Como la vara vale 3 p i é s ,^  de vara valdrán de 3 , 1 7 x 3  , , ,P 'c s , o ■ 23 «e 1 pie; luego si multiplicamos 17 por 3 ydividimos el producto 51 por 2 3 , el cociente entero 2 espre-5sa Ios;?¿e5, y  la fracción correspondiente al residuo 5, es«na fracción de pié, que debe reducirseliazonando sobre esta nueva fracción como sobre la ante- i'ior, veremos que ei residuo 5 debe multiplicarse por 12, y el producto, 60 , que resulta, dividirse por 23. Asi se obtiene14por cociente 2 pulgadas, y  una fracción correspondiente5̂
Repulgada, que debe reducirse á lineas.Multiplicando del mismo modo 14 por 12,  y dividiendo el producto resultante 148, por 23, se obtiene por cociente 7 H-

7
neas, y una fracción de línea Luego finalmente615 , 7- ^ d e v a r a = 2 6  varas2 p iés ,2 p «lgad as7 1 ín eas^ . de linea.JiOEl cálculo se dispone en la forma siguiente:



PE AIUTMETICA. 1612 32 6 v . , 2 p . , 2 p u l g . , 7 l . —015 155 17 _ 3515
126014

J 2
Í6S07Regla general. — Para reducir un número fraccionario de una unidad principal cualquiera á número complejo: se sacan  

’‘O p r im e r o , si es posible, lo s  enteros con ten id o s en e l núm e­
ro; m  se obtiene un número de unidades principales íuue puede ser 0); • * i v i

M u ltip liq ú e se  en se g u id a  e l resid u o  de esta d iv is ió n  p o r  e l 
n m e r o  de veces que la  u n id a d  p r in c ip a l contiene á  la  de la  
^prnera s u b d iv is ió n , y  d iv íd a se  el p r o d u c to  p o r  e l denom ina­
dor del núm ero d a d o ; asi se obtiene un cociente que es el n ú - unidades de la primera subdivisión, y  un segundoWM ■ j^^.^^jPlkdese este re sid u o  p o r  e l núm ero d e  veces que la  
^ m a d  de la  p r im e r a  su b d iv is ió n  contiene á  la  de la  segu n d a  
J l ^ t ú a s e e l  nuevo p ro d u cto  p o r  e l d en o m in a d o r d e l núm ero  »««o; el tercer cociente así. obtenido representa las unidades subdivisión que deben entrar en el número 
l o g a ^  ’ después se  opera con e l re sid u o  de una m a n era  a n á -(Irtílu- ^^SERVACioN í . — Las operaciones que exigen las bacion ‘‘^S'Us pueden servirse mutuamente de compro-aplicando la regla del n." 145 á los cu atro  números Clónanos del n .° 144, deben reproducirse los cuatro nú­es complejos que les corresponden. cuarto ejemplo,cionp« H  ̂ ® encuentra la ocasión de emplear las modiflca-división, indicadas en el nú-

:a í ---------- -



162 ELEM EiM OSDel mismo modo, puede comprobarse el resultado que se refiere al ejemplo particular del n .°  145, por medio de la re- «la del n.® 144. Pero importa bien fijar la atención en la ope­ración que se necesita para terminar la comprobación.La división de 615 por 23 ha dado el cociente 26 varas 27pies 2 pulgadas 7 líneas ^  Y se trata de reproducir el nu- 615'meroSiguiendo la regla del n.® 144, tendremos por lo pronto 26 V . ,  2 p . ,  2 pu lg ., 7 líns. =  11551 lineas, 7nùmero de líneas á que se necesita añadir la fracción cu­ya Operación dá (n.° 126, recip.)26568023 de línea;dividiendo ahora por 432, nùmero de líneas que tiene la, va­ra ,  tendremos : 432 o ( o .- 1 3 1 ,1 . )En esta última espresion se ve que el numerador 265680 es divisible por 432 y  dá de cociente 615.Dividiendo, pues, ios dos términos de la fracción por 432, ó, lo que es lo m ismo, suprimiendo, (n.® 56) este factor
'  ̂ 615

común, se encuentra por último es el valor de 267varas, 2 p ies, 2 pulgadas, 7 lineas147. O b s e r v a c i ó n  I I .— Los principios que acabamos de esplicar, deberian ser suficientes para poder efectuar íascMfl" 
tro operaciones fundamentales de la Aritmética en los núme' ros complejos.Para esto debería adoptarse el método siguiente :1.® Transformar cada núinero complejo en un solo numC' 
ro fraccionario de la unidad'principal correspondiente;' ’̂ 
ejecutar con estos números fraccionarios la operación propues-
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ta (según las reglas del cálculo de las fracciones comunes), lo cual daría por resultado un número fraccionario; 3.® conver­
tir este número fraccionario en número complejo, de la espe­cie indicada por la naturaleza de la cuestión.Sin em bargo, los procedimientos directos dán lugar á o b - servapiones importantes, y ofrecen además aplicaciones úti­les para las teorías que hemos de esplicar mas adelante; por cuya razón vamos á esponerlos tan sucintamente como sea posible, por medio de ejemplos muy sencillos, á cuya imita­ción podrán después resolverse otros mas complicados.

Adición y sustracción.148. I . ” A dició n . — Coloqúense (como se hace con los nú­meros enteros) los números dados unos debajo de otros de mo­
do que las unidades de la misma especie se correspondan en 
columna vertical, y tírese debajouna linea horizontal; después 
Itagase la suma de todas las tmidades contenidas en cada co­
lumna, comenzando por la derecha.S i ,  como sucede ordinariam ente, la suma de las unida­des contenidas en una columna eseede al número que espresa cuantas veces la unidad de la subdivisión correspondiente e s - la contenida en la especie inmediata superio r, divídase {nú­mero 143) la suma obtenida por diebo número; así se obtiene 

residuo (que puede ser 0) el cual se escribe debajo de la “ hea horizontal y un cociente que se lleca para añadirle á las unidades de la columna siguiente; opérese del mismo modo y  después con la que s ig a , y  así sucesiva-SusTHAceies.— el número menor debajo del 
de modo gm se correspandan las unidades- de una «isma subdivisión ó. especie, y  tírese una raya por debajo de ouo; después, réstense sucesivamente unas de otras las uni­

dades de cada subdivisión, empezando por la inferior, df*« I en una de las subdivisiones, el número de unida- ucsdel suslraendo es mayor que su correspondiente d d  m i- menüo, añádase (n.” 14) á este una unidad de la especie in -  cmata superior, convertida en unidades de la especie de con esto se hace posible la sustracción parcial; el l i . al pasar á la sustracción siguiente,  debe tenerse 
dmtado de aumentar una unidad al nuevo suslraendo.



164 ELEMENTOSHé aquí algunos ejemplos en los cuales nos reduciremos á presentar el cuadro de las operaciones:
Adición.

-jdu. ig r s . 2 4 “ *̂*-5 12 30
6 8 2210 19 149 10 6

3 6 a v b .  1 4 l i b .  9 o n . l 3 a d .402516
20

20 10 14 14 6 1123 10 818 12 4
g d i .  6 h r . 3 2 /  1 4 ' '14 19 55 20 7 10 44 34 12 6  10 4520 4  20 4

4 Q d u . g t s .  2 8 m rs . I 4 0 a ' - b - 1 7 4 “ ^ - 2<*"- 2® ‘ -̂ 6 3 ‘‘ * - 2 3 ‘> " - 4 2 '  b T

Sustracción.

1 3 2 d u r . l 8r s . i g m r s .75 19 14 4 2 v .2 p s -iip u i-  7ii-18 3 4 11 gdi. 7‘'-11'19" 5 18 42 545 6 d u r - 1 9 r s . 5mrs. 23'’-2P'- g p u l . 8 1 Í. 0^'-12^ 28' 25"
P r u e b a s . 132 18 19 42 2 11 7 6 7 11 19

Multiplicación.149. Para dar una idea clara de la manera de proceder en esta operación, nos propondremos la cuestión siguiente: 
Determinar cuánto cuestan 69 varas 2 piés y  7 pulgadas 

de una obra cualquiera de mamposteria, suponiendo que cada 
vara cuesta á 5 duros 11 reales y 23 maravedises.Se concibe que si el precio de la vara es 5*^^-11"' y 23™” ', el de 69^’‘- y una fracción de v a ra , debe ser igual á 69 veces dicho precio, mas una parte del mismo precio , indicada por la fracción. Luego es necesario multiplicar primero S**” ,  11̂ ®’ y  23“ ” - por 6 9 , y  después por la fracción de vara.



DE ARITMÉTICA. 165Efectuemos sucesivamente estas dos muUipUcac iones.5 d r ., 11 r s .. 23 mrs.69 v r . , 2 p ., 7 pulg.345Parte corresp. á 10 rs . . 34 10á 1 real. 3 9á 17 rars. 1 14 17á 6 mrs. 0 12 6á I p i é . . 17 9 241 7 3 . . , "3 6á I p i é . . 17 2 241 '  3- 'Má 6 pul. 0 18 30'36á 1 pul- 3 »  Ï - 17"3 6390 d r ., I r l . , 32 mrs........... 23
E sp lica g io n . — Podria comenzarse, para multiplicar el mul­tiplicando por 69, tomando 69 veces los 23 maravedises, des­pués 63 veces los 11 reales y  luego 63 veces los 5  duros, reduciendo después todos los productos á un solo número complejo, según la regla del n ." 1 4 3 ; pero es generalmente mas sencillo proceder del modo siguiente:Se comienza por multiplicar 5  por 69 en la forma ordi­naria.Después para obtener el producto correspondiente á ios 11 reales, se descompone el número 11 en 10 +  1 ,  es decir en dos partes, de las cu ales, la una es la mitad de la unidad principal, y  la otra la décima parte de dicha mitad.Esto supuesto, el producto de 10 reales, ó lo que es lo 1>nismo, de -  duro por 69, no puede ser mas que la mitad dellaísmo 69 ; de donde resulta haber de considerar momentá- «eamenít» el entero del multiplicador cómo si espresára uni- oaoes de la misma naturalesa que el multiplicando , y  haber



166 ELEMENTOSde lomar la mitad, lo cual dá 34 duros y  10 reales que se co­locan debajo del primer producto.Ahora b ien , como un 1 r e a l, que es la otra p a rle , es la décima parte de la mitad del duro, para tener su producto por 6 9 , bastará lomar la décima parle del anterior; lo cual dá3 duros y  9 reales, que se escriben también como se ve en el ejemplo.Procederemos de un modo análogo con los 23 maravedi­ses, los cuales se descompondrán en que son la mi­
tad de 1 real y  6 veces la décima séptima parle de dicha mitad.Para tomar el producto de 63 por 17 maravedises, toma­remos la mitad del producto que nos dió 1 real; con lo cual tendremos 1 duro 14 reales y  17 maravedises.Üllim am enle, como 6 no es parte alícuota de 17 ni de 34, no hay mas remedio para hallar la parte correspondiente á dichos 6 maravedises, que tomar la décima séptima parle del producto inmediato anterior y  repetirlo 6 veces.Pasemos ahora á la multiplicación del multiplicando por la 
fracción, ó mejor dicho, por las subdivisiones de la unidad principal del multiplicador.Primeramente observaremos que dos piés son l - l - l  ter­
cios de v ara; por consiguiente si 1 vara vale lo que dice el muUiplicando, para tener el valor de dos piés tendremos que lomar la tercera parte de dicho multiplicando y repetirla dos veces. Así se ha hecho en la operación, donde se ve dos ve-2ces repetida la cantidad 1 duro 17 reales7 m aravedises^.Pasando á las 7 pulgadas, descompondremos el 7 en 6 + 1 , 1 1es decir en -  pié y  ^  de dicho medio pié. Tomaremos, pues, la  mitad del último producto obtenido y  tendremos el valor de5las 6 pulgadas que será 18 reales 20 m aravedises*-: y  por último tomando la sesta parte de esta cantidad, que sera3 reales 3 maravedises 177; ,  tendremos el valor de la pulgada 

00que nos restaba.Falla  ahora solo sumar todos los productos parciales em-



DE AIUTMÉTICA. 167pezando por las fracciones de m aravedí,  á cuyo fin deben reducirse todas á un común denominador.Para esto , reflexionando sobre el modo con que se han formado los denominadores, se conocerá que lodos ellos de­ben ser submúltiplos del último obtenido que es 36.En efecto, se tiene3 6 = 6 x 6 - - 3 x 12.M ultiplicando, pues, los dos términos de cada uno de los quebrados por el factor correspondiente se obtienen los nue­vos quebrados, que en el ejemplo se ven al lado de los pri­mitivos.Se tira una raya por debajo de lodo: se suman los que­brados; ú la suma se sacan los enteros que contiene que son 2, los cuales se llevan para agregarlos á la columna de los ma­ravedises; se súma esta según la regla del n.® 148, y  lo mis­mo sfe hace respectivamente con las columnas de reales y de duros; hecho lo cual se obtiene el producto total,23390 duros 1 real 32 maravedises oo150. Este método de m ultiplicación, que se llama de la s  
p a rtes alícuotas^  se puede enunciar asi:Después de haber multiplicado los enteros ó unidades su­periores de los dos factores (sin sumar los productos parcia­les, si los h a y ), se d escom p on en  la s  su b d iv is io n e s  del m u lti­
p lica n d o  en PARTES ALICUOTAS de la  u n id a d  p r in c ip a l ;  y se lo ­
m an del entero d el im illip lic a d o r  (considerado por el momen­to como espresando unidades de la misma naturaleza que la unidad principal del multiplicando) in d ic a ­
das p o r  la s  d ife re n te s  p a r t e ^ a lic u o t a s ;Del mismo modo, se  d é fo m p o n e n  la s  su b d iv isio n e s del 
m u ltip lica d o r en partes alícuotas de la  u n id a d  p r in c ip a l , y  
unas de o t r a s , y  se tom an de todo e l m u ltip lica n d o  p a r t e s  su ­
cesiva s, m arccidas p o r  esa s d iferen tes p a r t e s  a lícu o ta s;Por últim o, se  su m a n  todos lo s  p r o d u c to s  p a r c ia le s  a si ob­
tenidos, em pezando p o r  lo s  quebrados o rd in a rio s  que los acom­pañan.151. O bservación . — De esta manera de proceder rcsul- la evidentemente:



168 ELEMENTOS1 . ° Que en lodo el curso de las inulliplicaciones parcia­le s , aunque el multiplicador sea un número concreto  ̂ según el enunciado de la cuestión, su unidad principal y  sus subdi­visiones deben considerarse como números abstractos, que espresan el número de veces que ba de lomarse el multipli­cando, y  qué partes bau de tomarse de este para obtener el resultado apetecido, pero conservando siempre al multipli­cando su cualidad esencial de número concreto. Solo de un modo ficticio , cuando se hace el producto de la subdivisiones del raultiplícando por el m ultiplicador, es cuando se conside­ra á este como espresando unidades de la misma naturaleza que la unidad principal del multiplicando;2 . ® Que todos los productos parciales y el producto total 
son siempre de la misma naturaleza del multiplicando (*).

División.Insistiremos poco en esta operación, en que por lo gene­ral es mas cómodo seguir la regla establecida en el n.® 147.Consideraremos, sin embargo, sucesivamente los dos ca­sos principales que pueden presentarse, empezando por el mas sencillo rolativamenle á la ejecución de los cálculos.152. Primer caso. — Cuando el dividendo y el divisor son números complejos de la misma especie.Por ejem plo, podrá preguntarse: ¿cuántas varas de cier­
ta tela podrán comprarse con 72 duros 18 reales 17 marave­
dises, suponiendo que una vara cuesta 3 duros 7 reales y 12 
maravedises?O  bien: ¿cuánto dinero habrá de payarse por 132 varas 3 palmos y S pulgadas de un trabajo cualquiera, en el supues­
to de que cada 2 varas y 3 palmos cuestan un duro?Es claro q u e, para la resolución de estas dos cuestiones, se debe determinar cuántas vec^ está contenido el menor de los dos números complejos en e l^ ia y o r ; lo cual se consigue—1 .“ reduciendo (n.° 142) los dos números dados á unidades de

( ) Ciertas cuestiones de Geometría, especialmente las que tienen por objeto la medida de las super^ctes y de los volúmenes, constitu­yen una escepcion á este principio general ; pero esto procede de con­sideraciones que no pueden tener cabida en este sitio.
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SU Ínfima subdivisión ó especie; —  2.® dividiendo en seguida 
uno por otro los números enteros asi obtenidos.Él cociente es al pronto un simple número abstracto, que según el enunciado de la cuestión, debe después espresar va­
ras, palmos, pulgadas, e tc ., en el primer ejem plo, y  duros, 
reales y maravedises en el segundo.Si se reducen á maravedises los complejos72 duros 18 rs. 17 mrs. y 3 duros 7 rs. 12 mrs. se obtienen 49589 y  2290 m rs.;1 , w . . . . ^9589lo cual da el numero fraccionario tlebe conver­tirse en com plejo, según la regla del n.® 145.Hecha la operación, se obtiene por resultado ünal21 varas 2 palmos 5 pulgadas,12942 ^ de pulgada que ordinariamente se des-y una fracción precia.Asi la respuesta al primer problema propuesto es21 varas 2 palmos 5 pulgadas.Del mismo modo reduciéndose á pulgadas los dos núme­ros, 132 varas 3 palmos 8 pulgadas y  2 varas 3 palmos del segundo problema dán4787 pulgadas y  99 pulgadas ;donde se deduce el número fraccionario4787 99 ’t̂ie convertido en duros, reales y  maravedises, dá 48 duros 7 reales 2  maravedises, fitl es la respuesta á la segunda cuestión.



170 ELESIENTOS153, S egundo  gaso . — Cuando el dividendo y el divisor 
son de naturaleza diferente.E n este caso , ciialquierá que sea la cuestioa propuesta, el cociente debe espresar unidades principales de la misma especie qne el dividendo, puesto que (n.'’  151) el dividendo, considerado como un producto, ha de ser de la misma espe­cie que uno de sus factores.Pero entonces, el divisor com plejo, siendo convertido (n.® 144) en un número fraccionario de la unidad principal, se transforma en un nùmero abstracto, por el cual debe^er 
dividido el dividendo; lo que se hace {n.® 132) multiplicando á este por el número fraccionario invertido.E je m p l o .—  Se han construido 75 varas 2 piés Q pulgadas 
de una obra que han costado 497 dxiros 17 reales y 14 mara­
vedises: se desea saber el precio decada vara.Si fuera conocido el precio, multiplicándole por 75 varas 2 piés 6 pulgadas, debéria reproducirse la cantidad 497 du­ros 17 reales 14 maravedises; luego (n.® 27) es necesario di­vidir 497 duros 17 reales 14 maravedises por 75 varas 2 piés 6 pulgadas.Convirtienclo este último número en fraccionario de launidad principal (n.® 144), resulta 2530~36“Multiplicando 497 duros 17 re a le sl4  maravedises por72, por el método de las partes alícuotas (n.® 149), se obtiene .35746 duros 14 reales 22 maravedises, cuya cantidad, divi­dida por 2530 conduce al resultado final

14 duros 2 reales 19 maravedises 20682530'A si, pues, despreciada la fracción tendremos que el pi'®' ció d é la  vara son 1 4 duros 2 reales 19 maraveeyses.154. P r im era  o bserva ció n . —  Concluyamos de aquí,1.® Que en toda división que haya de ejecutarse entre números complejos, si los dos términos son de la misma eS' 
pede, el cociente se considera por lo pronto como un número 
abstracto, que después ha de espresar unidades y  subdivisio' nes de estas unidades, determinadas por el enunciado de I** cuestión;



DE ARITMÉTICA. 171Esle cociente debe ser el multiplicador en la prueba de la Operación pon medio de la muipHcacion.2.° Que si por el contrario los términos de la división son 
k  especie diferente, q\ cociente espresa necesariamente unida­des de la misma especie que el dividendo, mientras que el di­visor, aunque complejo, debe ser considerado como un nú~ 
mero abstracto que hace el papel de multiplicador en la prue­ba de la operación.155. S e g u n d a  o bserva ció n . —  Hasta aqui no hemos indi­cado mas medio que la división para probar la multiplicación, ó recíprocamente (no hablamos de la prueba por 9 que solo puede aplicarse á los námeros enteros.) Pero en la práctica de las operaciones con números complejos suele ser mas có­modo, 1.® en la multiplicación, duplicar uno de los factores y 
tomar la mitad del otro, multiplicando de nuevo los núme­ros resultantes; 2.® en la división, duplicar ambos términos. Así se evita el embarazo que causan las fracciones comunes que acompañan ordinariamente á los resultados obtenidos.Es evidente que esle medio de comprobación puede tam­bién emplearse en las operaciones de números enteros. Pero Bo pudimos mencionarle en el primer capítulo, porque se apo­yo en principios que todavía no habiamos demostrado en­tonces.

Ejercicios.

1 1 2  3b Hallar un número tal, que su - y  ^ reunidos,formen una suma que, disminuida en 139, dé 1279.n . Un estanque puede llenarse por cuatro caños diferen- jos- Si solo está abierto el prim ero, se llena el estanque en 5 boras; si el segundo en 7 j sí el tercero en 9; si el cuarto en • se desea saber en cuánto tiempo se llenará el estanque si ostán abiertos á la vez los cuatro caños.. HE Suponiencb que la población de Asia son 390257000 babitanles; hallar las de E uropa, Africa y Am érica, sabiendo



1 7 2 tíLEMENTOSque la población de Europa es l o s ^  de la del A sia , la de 3 7Africa los ~  de los de esla misma población, y  la deAmérica solo t t - 11 11I V . i a  mar cubre los de la superficie total del globo.
121La superficie de Asia e.s igual á d e  la de E uro p a; la deAfrica los y ,  la do América ios la d e O cce a n ía io s^ ;sesabe además que la superficie de Africa son 2970000000 

hectáreas.Calcular las de las otras parles del mundo y  deducir la superficie total del globo.V . Demostrar que la suma de dos fracciones irreductibles de denominadores diferentes no puede ser un número entero.V I. Demostrar que añadiendo un mismo número á los dos términos de un número fraccionario, se obtiene un resultado 
tanto mas aproximado á la unidad, em mas ó en rnenoŝ  cuaO' to mayor es el número añadido. Hacer ver que la diferencia entre la unidad y  el resultado puede ser menor que cualquier 
cantidad dada.V lf . Investigar el procedimiento para obtener el máximo 
común divisor de dos ó de mas de dos fracciones.Aplicación á las fracciones 3 5 7_ 19 4 ’ 6 ’ Í 8 ’ ñ '

yin. Investigar el procedimiento para obtener el rninmo 
múltiplo de varias fracciones.Aplicarlo á ios quebrados ^

28IX'. ¿C u ál es el mayor múltiplo de las fracciones ^  4  48 . ,y  :[9 » á 100000?



DE ARITMÉTICA. 173X . Multiplicar 19 duros 19 reales y 19 maravedises por 19 duros 19 reales y 19 m araveaises, — 1.® en el caso en que el producto baya de espresar unidades de la misma especie que los facto res,— 2 ."  en el caso que el producto haya de es- presaj’ mras, pies y pulgadas.X I. ¿Cu ál será el precio de una pieza de tela de 23 varas7 de v a ra , costando la vara á 35 reales 19 maravedises?X II. Con 745 duros 11 reales y  20 maravedises se han comprado 87 libras y 12 onzas de un género: se quiere saber ácórao sale la libra.
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CAPITULO IV.

§  1. De las fracciones decimales y de sus principales propiê  
Hades. — % II . Sistema decimal de pesos y medidas; su com­

paración con el sistema orítinorio.

§ I. DE DAS F R A C C I O N E S  D E C I M A L E S .
156. INTRODUCCION.— La manera mas cómoda y  sencilla de subdividir la unidad principal en el sistema ordinario de numeración es subdividirla en partes que van disminuyendo 

de diez en diez sucesivamente; así resultan fracciones que tie­
nen por denominador la unidad seguida de ceros; y  que por eso se llaman fracciones decimales.Este método tiene la gran ventaja de referir inmediata­m ente, ó por medio de transformaciones facilísimas, las ope­raciones de quebrados á operaciones de enteros, como trata­mos de cspiicar en este capítulo después que hayamos espues- to la numeración de las dichas fracciones decimaleŝ  es decir, su nomenclatura y el modo de escribirlas en cifras.157. Numeración de los decimales.—  Así como decupli-, cando la unidad sucesivamente, se forman nuevas unidades que van tomando los nombres de decenas, centenas, millares, 
decenas de millar, etc., así también de un modo^inálogo, aun­que in verso , se ha concebido la unidad principal divididaen 
diez partes iguales que se han llamado décimas; púa  décima en diez parles iguales que se han llamado centésimas [porque la unidad principal contiene diez veces diez parles ó cien par­tes de ellas) ; cada centésima en diez parles iguales que se haii llamado milésimas; cada milésima en diez parles llamadas 
diezmilésimas; y asi se han formado sucesivamente las cuii'



DE ARITMÉTICA. 175
■milésimas, millonésimas, diezmillonésimasele.,  c o n  lo  cu al-teo ein o s y a  la  d e n o m in a c ió n  d e  to d a s  la s  e s p e c ie s  d e  u n i­dades en  q u e  la  u n id a d  p r in c ip a l  p u e d e  ir s e  s u b d iv id ie n d o .R e sp e c to  d e  la  m a n e r a  d e  e s c r i b ir  e s a s  fr a c c io n e s  e n  c i ­fras, r e s u lla  d e l p r in c ip io  fu n d a m e n ta l  d e  la  n u m e r a c ió n  e s ­crita d e  lo s n ú m e r o s  e n te ro s  ( n .°  o ) q u e ,  c o n ta n d o  d e  d e r e c h a  a iz q u ie r d a ,  tie n e n  las c i f r a s  valores relativos q u e  v a n  c r e ­ciendo d e  d ie z  e n  d i e z ;  y  p o r  c o n s ig u ie n t e  c o n ta n d o  á  la  in ­v e rsa , d e  iz q u ie r d a  á  d e r e c h a ,  v a n  d is m in u y e n d o  d e  d ie z  en d ie z .L u e g o  s i á  la  d e r e c h a  d e  u n  n ú m e r o  e n te ro  y a  e s c r ito  e n  cifras s e  e s c r ib e n  m a s c i f r a s ,  te n ie n d o  c u id a d o  d e  s e p a r a r  e s -  las d e a q u e lla s  p o r  m e d io  d e  u n  s ig n o  c u a l q u i e r a ,  p o r  e je m ­plo u n a  coma, te n d re m o s  c o n  so lo  e so  r e p r e s e n ta d a s  la s  p a r ­les m e n o re s  d e  la  u n id a d  e n  la  d is m in u c ió n  p r o g r e s iv a  d e  diez e n  d i e z ,  e s  d e c i r ,  la s  décimas, centésimas, milési­
mas, etc.A s i , el conjunto de cifras 24,75 espresará 24 unidades, ' decimas y  5 centésimas; 5,478 espresará 5 unidades, 4 decimas, 7 centésimas y 8 milésimas.158. Propongámonos enunciar en lenguaje ordinario el 
numero... 56,3506.E s te  n ú m e r o  p u e d e  d e s d e  lu e g o  e n u n c ir s e  a s í : 56 unida- 
uss, 3 décimas, 5 centésimas, 0 milésimas y 6 diezmilésimas.P e r o  o b s e r v e m o s  q u e  3 décimas v a le n  30 centésimas, ó

milésimas, ÒZ000 diezmilésimas; ÚQ la  m is m a  m a n e r a , o centésimas v a le n  50 milésimas, ó  500 diezmilésimas.L u e g o  e l n ú m e r o  to ta l s e  e n u n c ia r á  56 unidades, 3506 
a'íezmilésimas.D e  m o d o  q u e  p a r a  e n u n c ia r  e n  le n g u a je  o r d in a r io  u n  n ú -  iDero fr a c c io n a r io  d e c im a l e s c r ito  e n  c i f r a s ,  es necesario 
fundar separadamente la parle entera, es decir, la que es- 

a la izquierda de la coma,  enunciar en seguida la parte 
pe está a la derecha como si espresára un número entero, y 
nfiadir al final del enunciado el nombre de la unidad de la 
nitma subdivisión decimal.. A s í ,  7,49305 r e p r e s e n ta  7 y  49305 cienmüé-
mas.D e l m ism o  m o d o ,  249,007056 s e  e n u n c ia  249 unidades y 7056 millonésimas.
. Se puede también si se quiere comprender en un solo enun- ciaclo la parle entera y la parle decimal.



176 ' ELEMENTOSE n efecto, tomemos por ejemplo el número 56,3506.Como una unidad vale 10 décim as, ó 100 centésimas, ó 1000 milésim as, ó 10000 diezmilésimas, se sigue que 56 uni­dades equivaldrán á 560000 diezmilésimas.Y  por consiguiente 56,3506 representa diezmilé-
simas.De la misma manera 7 unidades valen 700000 cienmilési­
mas, por consiguiente el número 7,49305 vale 749305 cien­
milésimas.Es decir, que hasta después de haber enunciado el número 
como si no hubiera coma, colocar al final del enunciado el 
nombre de la última subclivision. Sin em bargo, está mas en uso enunciar la parle entera separadamente (*).159. Reciprocamente, propongámonos escribir en cifras 
una fracción decimal enunciada en lenguaje ordinario.Sea la cantidad unidades, trescientas cincuen­
ta y cuatro milésimas.Se escribe desde luego la parte entera 29; después, como 300 milésimas equivalen á 3 décimas, y  50 milésimas equi­valen á 5 centésimas, se pone la coma á la derecha del 29 y se escriben en seguida sucesivamente las cifras 3 , 5 y  4; re­sultará ser 29,354la cantidad enunciada.Del mismo modo ciento nueve unidades, dos mil fres diez- milésim as,  se escribirán 109,2003.

(*) Para enunciar la parte decimal, propondremos también otro medio que en general suele ser mas cómodo en la práctica. Después de enunciar la parte entera en la forma ordinaria, divídase mental­
mente la parte decimal en secciones de á tres cifras, empezando desú.̂  
la coma (la última sección podrá á veces tener solo una ó dos cifras); 
¿inúndese en seguida cada sección separadamente, añadiendo oí 
de cada enunciado parcial el nombre de la unidad de la especie de su 
última cifra.Ejemplos.—El número 2,74986329 se enuncia: 2 unidades, 
milésimas, 863 millonésimos, 29 cienmillonésimas.14,0230000764 se enuncia así;  ̂4 unidades, 23 milésimas. 0 w'" 
llonésimas, 76 billonésimas, 4 diezbillonésimas.
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Propongámonos ahora escribir la cantidad ocho unidades /rctíiía y milésimas. ’Como 30 milésimas hacen 3 centésim as, y  no hay déci­mas en el enunciado, se escribe 8 ,0 3 7 ; es d e c ir , que se po­ne a la derecha de la coma un cero para ocupar el lugar de las «m m as y  dar á las cifras que siguen su verdadero valor líEGLA GENERAL. Para escribii' en cifras una cantidad de­cimal enunciada en lenguaje vulgar, se empieza por escribir 

taparte entera, y se pone una coma; después se escriben á la 
aerecha de esta coma sucesivamente las cifras que representan 
las décimas, las centésimas, etc., que contiene el enunciado 
maando de reemplazar con ceros los órdenes que falten.

isi no hay parte entera, es decir, si el número propuesto es una tracción propia, se escribe w/rOpara ocupar el lugar de t ó r ^ coftímwtt después, según acabamos deA s í, diez y  siete centésimas se representan por 0 ,1 7 . Ciento veinticinco í/íezmt/mmas por 0,0125.Ooce mil doscientas cuatro millonésimas por 0,012204 lo r  ultim o, puede suceder que en el enunciado uo'sedis- la parle decim al,  en cuyo caso se es- «>ira la cantidad tomo si espresára unidades enteras, y des- 
colocara una coma de manera que la última cifra de 

unidades de la especie que marca el enun-pipníl*̂ ' escribir la espresion cuatro mil dos-enias catorce centesimas, se escribe desde luego 4214; v co-comi 1®̂ ® espresar centésim as, se pone laentre el 2 y el 1 , lo q u ed á 42 ,14 .íinim ipanera, doscientas cincuenta y tres mil vein-l o s d c m í ™ ^ ^  se representará por 2 5 ,3 0 2 9 ; y asiá comprenderse ahora las ventajas i^ejnoporciona esta manera de escribir las fracciones deci-««  eíí forma de fraccio-‘' l e r o s S q u e b r a d o  común se compone de dos nú- sobi-e otro, que son el numerador y ,d para in S  ®" 'os/iecimales el sitio de la coma basta 
de fT f  denominador, que es igual á la unidad senui-

decimales hay, os decir como ^''^'«áiiios hay á la derecha do la coma. ’



j[78 ELEMENTOSE l numerador consla de todas las cifras que bay á la de­recha de la com a, y  si se considera el culero reducido ala es­pecie del quebrado, es dicho numerador el mismo numero
propuesiô y suprimida la coma.A s i, la cantidad 23,5037 puesta en forma de quebradonrdinario Rpr'i 23 ■ ó — ía espresion 2,00409 esoidm ano sera ¿ó j q q q q » ^ ^q q o O ’ ^: yi A 9 finalmente 0,0002l54equiva-igual a 2 ^00000’ 100000'2154

 ̂ 10000000' 53 2053Recíprocamente, 2   ̂ j q o o , se transforma en 2,0o3;17204910000 en 17,2049.Estas Iransformaciones de fracciones decimales en que­brados comunes, y  v ic e v e rs a , son de mucho uso en 0cálculo. ,  ,  , 7 o-161. Variación de lugar de ¡a virgula.— en una Jt ac­
ción decimal se corre la coma uno ó mas lugares Mcia la de- 
rechüy ta cantidad se multiplica por 10, 1 0 0 , 1 0 0 0 , etc. ; Y al contrario, corriéndola uno ó mas lugares hacia lat^uw ' 
da, la cantidad se divido por 10 , 100, 1 0 0 0 ...

Sea, por ejemplo, la espresion 153,07295.
Supon f/amós gue sé'corre (a eoma 3 luf/at'es hacia- la üei 

cha, lo que dá 153072,95: digo que la cantidad se ha hecho 1000 veces mayor. En efecto, la cantidad primitiva eiaj^ual á ; cuando la coma ha variado de lugar, equi-vale á 100000 , 15307295
100

, fracción cuyo dcpominadoi;cs 1000 vecesmenor que el de la otra-, luego [n." 111) la segunda es lOOO veces mayor que la propuesta. ,Por el contrario, si la coma se corre dos lugares haciaizquierda, resulta 1,5307295, ó bien i q o o OOÓO' yo denominador es 100 veces mayor que el de la propue®'“



. DE ARITMÈTICA. 17Q15307295lOOüüU ’ nueva fracción es 100 veces menor (|uela oirá., Se puede también demostrar esto observando que al va­riar de lugar la co m a, el mlor relativo de cada guarismo se liace 10, 1 0 0 ,1 0 0 0 , etc ., veces mayor ó menorA si » comparando 153072,95 con 1 5 3 ,0 7 2 9 5 , se ve que la cifra 3 , que en estas espresaba unidades sim ples, espresa añora millares;h cifra 5 á  la izquierda del‘ 3 , que espresaba decenas, representa ahora decenas de millar; v  asi de los de- toas guarismos.102. C eros colocados á la  d er ech a  de  un a  fra cció n  d e -  • ciMAL.— Añadiendo un número cualquiera de ceros á la dere­
cha de una fracción decimal,  no se altera su valorA s i , 2 ,415 es igual á 2,4150 ó á 2,41500, ó á 2 ,415000, e tc ,...; en efecto, estas espresiones pueden (n.® 160Ì noner- bajo la forma ■ '2415 24150 241500 1 0 0 0 ’ 10000’ lÜOüOO’ ” 'y bien se ve que las dos últimas fracciones no son mas que la 
1 0 términos se han multiplicado por 1 0 0 ,1 0 0 0 ,.. . ,  lo cual no altera su valor (n.^ 112]. bw ego,etc. ^.i^ Jf'^ b .ien  puede observarse que los ceros colocados á la ios guarismos decimales no alteran su valor rela- y como los ceros no tienen por si valor algun o , c lara- ® que la fracción no se altera por su adición.mM., DE VARIAS FRACCIO'n eS DECIMALES A INcersa principio, que acaba de esfable-,p para reducir vanas fracciones decimales á queva n ' ««fimo mmero de cifras decimales, sin mudar de o en otras palabras, á tener un denominador común. ''spresion^P* f>t'dinariamente, para ab reviar, esta últimal̂ nr pjeinpiOj las fracciones12,407 I 0 ,2 5  I 7,0456 j 23,4 *'iuivalen á estas otras



180 ELEMENTOS12,4070 1 0,2500 i 7,0456 1 2 3 ,4 0 0 ;y bajo esta form a, todas tienen á 10000 por denominador común.Establecidos estos principios, podemos pasar a esponer las operaciones con fracciones decimales.ADICION Y SUSTRACCION.164. La suma de las fracciones decimales se efectúa lo mismo que la de números enteros, después de haberlas 
cido todas á un común denominador y y  teniendo cuidado 
separar en el resultado por medio de una coma tantas cifrus 
decimales como hay en el sumando que mas tenga.Un solo ejempío bastará para aclarar esta regla.Propongámonos sumar las cantidades32,4056 ! 245,379 1 12,0476 t 9 ,3 8  1 459,2375,Escribo lo primero míi O á la derecha de la segunda canti­dad, y  dos á la derecha de la cuarta ; después coloco los nú­meros asi preparados unos debajo de otros, de modo que las unidades del mismo orden se correspondan, y  efectúo la suma como de ordinario.Hallamos por resultado 7584497, o bien, separando 4 cifras decimales á la derecha,7 5 8 ,4 4 9 7 , porque lodos los sumandos espre- san unidades del orden délas f e m t V t o í f ls .E n la práctica puede omitirse el escribii^ce- ros á la derecha de las cantidades que tienen menor número de cifras decim ales, teniendo únicamente cuidado de colocar en columna las 
unidades de ¡a misma especie.La resta de decimales se hace también del mismo modo qu« la de enteros, después de haberlos reducido á un comunal' 
nominador (n.® 87).Por ejem plo, restar 23,0784 de 6 2 ,0 9 .' Se escriben dos ceros á la derecha del 6 2 ,0 9 , lo 62,0900; después se efectúa la resta como de ordinario, te­niendo cuidado de separar cuatro cifras decimales á la de cha del resultado.

32,4056245,379012,04769,3800459,237j7 5 8 ,4 4 j7



DE ARITMÉTICA. 181Estos procedimientos están fundados en que, teniendo entre si las unidades de d i-  ^2,0900 versos órdenes en las fracciones decim a- ^3,0784 les las mismas relaciones de magnitud que 39,0116 en los números enteros, debe verificarse fio oQnn con las unidades que se llevan de las infe- ’ ^riores ó con las que se toman de las superiores en las opera­ciones con aquellas, lo mismo que se verifica con las unida­des que se llevan ó toman en las operaciones con estos.
MULTIPLICACION.16o. Para efectuar esta operación, se multiplican los dos 

factores entre si sin hacer caso de la coma; y  después de ob­tenido el producto total, se separan á la derecha, por medio 
de una coma, tantas cifras decimales como hay en ambos fac­
tores. '

Sea, por ejemplo , multiplicar 35,407 por 12,54.
Hecha abstracción de la coma , dán estos dos números el producto 44400378.Separando ahora á la derecha de este núm ero, tres mas 

dos ó sea cinco c ifra s ,  se obtiene444,00378que es el producto pedido.Para darnos razón de esto procedim iento, observarémos qne las dos cantidades propuestas pueden ponerse bajo la forma35407 1 2 5 4 , „
1000 ^ 100de donde se deduce, según la regia de! n .“ 1 2 9 , el producto35407x1254 

1000x 100 ’hLin íl! ’ necesario ; 1. “ multiplicar los dos mimoros, ohMni j ^̂ ®̂ *’3CCion de las com as; 2 .° dividir el producto asi cnitio por JOOOOO, ó sea por la unidad seguida de laníos



182 ELEXlEMOá
ceros como ciftas decimales hay en ambos facloi-es, lo cual Gíjuivale á separar cinco cifras á la derecha del producto.Así queda juslificado el procediiuieuto.

De otro modo. Quitando la,com a en el multiplicando, (jueda evidentemente multiplicado por 1000; pues antes es- presaba milésimas y ahora espresa unidades principales, lue­go en virtud de los principios del n.'" 5 7 , el producto se ha hecho por esta razón 1000 veces m ayor; del mismo modo, como quitando la coma en el multiplicando se le hace 100 ve­ces m ayor, se sigue que el producto se ha hecho también lOÜ veces m ayor; por consiguiente, por la supresión de las dos comas se ha hecho este producto lOOOOO veces m ayor; luego para darle su Justo valor es necesario dividirle por 100000, ó separar 5 cifras decimales á la derecha.Si hubiera un número mayor ó menor de cifras decimales en ambos factores, se baria un razonamiento análogo.Puede suceder que solo uno de los dos factores tenga ci­fras decimales. Én este caso se separan á la derecha del pro­
ducto tañías cifras decimales como hay en dicho factor. La demostración es demasiado fácil para que nos detengamos en ella.Por estas reglas se hallará que1 . ° el producto í/e4,0567 por 9,503esi.<7?m¿á38,550820í;2 . ® el producto de 4,0015 por 29 es igual á 110,0435;3 . ® elproducto de 0,03054 por 0 ,023 es 0,00070242.

Advertencia. Ksle último ejemplo merece lijar la ateu-cion. Haciendo abstracción de la coma en los dos factores, y efectuando la multiplicación, se halla por producto 70242; pero como hay c/nco cifras decimales en el multiplicando y 
tres en el multiplicador, necesita el producto tener ockOf y sin embargo no tiene mas que cinco.Para resolver esta diíicullad, observemos que debiendo espresar el producto unidades del octavo órden decimal, bas­ta escribir á la izquierda de 70242 un número de ceros lab que si se coloca en seguida la com a, la última cifra de la tc- recha ocupe el octavo lugar decimal. En este ejemplo se de­ben escribir cuatro, incluso el que ocupa el lugar de los en' leras; asi se obtiene 0,00070242.



DK AlUTM EllCA. 1 8 3DIVISION.
Vaiiiacion del cociente en fmccion decimal.1()6. Pueden presentarse úos casos principales : ..........O el dividendo y el divisor tienen el mismo número do cifras decimales; ó tienen diferente número.En el primer caso , suprímase la virtjula en el dividendo 

y en el divisor; y  después, opérese con los números enteros 
resultantes, en la forma ordinaria.En el segundo, comiéncese por reducir los dos números 
propuestos à tener el mismo número de,cifras decimales (n.'’ 163) ; con lo cual el segundo caso queda reducido al primero.P rim er  caso . — Sea dividir 47,359 por 8 ,2 3 4 .Estos dos números pueden (u." 160) ponerse bajo la forma47359

1000
8 2 ^ ,  iÖÖO ’de donde, dividiendo el uno por el otro, según la regla de la división de las fracciones (n.® 131), se liene47359 1000X 4 7 3 5 9 x1 0 0 0  473591000 8234 1 0 00 x82 34 8234 ’

suprimiendo el factor 1000 ,  común i  los dos términos.Se v e , pues, ([ue el cociente pedido es igual al de los dos números propuestos, hecha abstracción de la coma; lo cual jusliíica la regla arriba dada.También podria d ecirse: como .las dos fraceiones decima­les tienen el mismo denominador (n .“ 163), si se suprime la vírgula, se multiplican los dos términos de la división por un 
îsmo número 1000; luego (n.*’ 61) el valor del cociente es 
mismo, antes y después de la supresión de la coma. •U  división de 47359 por 8234 dá por parte entera del cociente , 5 , y por residuo, 6189; luego el cociente total es_6189



184 ELEMENTOS167. Valuación del cociente en decimales.— Teoiendo bas­tante grande sus términos la fracción ordinaria que acompaña 
hparte entera del cociente, es difícil valuarla en su estado actual, siendo además muy natural tratar de espresarla en partes de la misma especie que los números dados,  lo cual se consigue por medio de la regla del n.® 136: .47359 823461890 5,7516395..4252013500” 526603256078580447403570Oespues de haber sacado la parle entera, 5 , de! cociente, para convertir en décimas el residuo, 6 1 8 9 , se multiplica (n.‘* 136) este residuo por 1 0 , lo cual se hace colocando un O á su derecha ; después se divide 61890 por 8234 ; el cociente espresará décimas y  se escribe á la derecha del 5 , poniendo en medio una coma-A la derecha de! nuevo residuo, 4252, se coloca un O pa­ra convertirle en centésimas; después se divide 42520 por 8234, lo cual dá el cociente 5 , que se coloca á la derecha del anterior 7 , y el residuo 1 3 5 0 , al cual se añade también un 
0 ; y así sucesivamente hasta obtener el número de decimales que parezca necesario según el enunciado de la cuestión que ha dado lugar á la división propuesta.R e g la  g en er a l . — Para espresar en decimales el cociente de la división do dos números decimales del mismo denomi­
nador, ó , lo que es igual después de suprimida la com a, de 
dos números enteros cualesquiera:

Comiéncese por determinar la parte entera del cociente (que puede ser 0) ,  y póngase á su continuación uria virgula;
Coloqúese un O a ¿a derecha del residuo, y divídase el nu­

mero asi formado por el divisor; después, escríbase el nuevo 
cociente á la derecha de la coma;



DK ARllillÉTlCA. 185
Coloqúese un Q àia derecha del nuevo residuo, y efectúese 

hi división por el mismo divisor, escribiendo el cociente á la derecha de los dos primeros;
Continúese asi hasta obtener el número de decimales pe­

dido.168. Observación sobre las aproximaciones.— En el ejem­plo precedente hemos prolongado la operación basta la sép­
tima cifra decimal in clu sive , á fin de fijar las ideas sobre los diversos grados de aproximación que pueden obtenerse por medio del desarrollo de un número en decimales.Tomando por el pronto únicamente las dos primeras c i­fras decimales, tenemos el cociente 5 ,7 5 , al cual falla menos 
deO,OX, pues la parle despreciada es evidentemente menor 
que la unidad do este orden decimal.H ay mas : como esta parte despreciada es inferior á 0 ,0 0 2 , 2 1

1000 ó zT^v,. se infiere que 5 ,7 5  esprcsa el valor del co - ouudenle, fallándole menos de 1500'Ahora, si lomamos las tres primeras cifras decimales, ten­dremos por valor del cociente 5 ,7 5 1 , fallándole menos de fi»fiOl; pues la parte despreciada, 0 ,0 0 0 6 3 ..., es inferior á 
0,001.Pero aqui debemos hacer una observación importante: Como la cifra 6 es mayor que 5 , resulta que 0,0006 es p y o r  que 0 ,0 0 0 5 , ó que media unidad del orden de las mi­
lésimas; lu ego, tomando 5,752 en vez de 5 ,7 5 1 , por valor del cociente, se comete un error, que á la verdad espor esce- pero menor que el que se comete cuando se toma 5,751; de modo que puede decirse que 5,752 espresa el cociente, nosolo aproximado hasta 0 ,001, sino hasta ^  0,001.En general, siempre que la cifra siguiente á la última que lomamos es menor que 5, deben tomarse las cifras decimales 
t̂ les como se obtienen; y  entonces se tiene el valor del c o - cienie aproximado en menos de media unidad úe\ orden en ^ue nos detenemos., S i , por el contrario, la cifra siguiente es igual ó superior 5 » conviene aumentar una unidad á la última cifra obteni- á fin de tener un valor mas aproximado del cociente; c!



186 ELEMEiN'fOáerror cometido es por esceso, pero es menor que media unidad tlel orden en que se detiene la operación.A s í , en el ejemplo anterior, se tiene sucesivamente como cociente de lii división propuesta:5 ,752 por esceso, sobrando menos de Tuedia milésima,5,7516 por'defecto, fallándomenos ú’inediadiezmilésima,5,75164j9or esceso, sobrando menos de media cienmilésima,
óylhiiS^Qporesceso, sobrandomenosde7nediamí7/ow««/na.Para concluir añadiremos q u e , cuando la operación sede- tiene en una cifra decimal cualquiera, el último residuo obte­nido hace conocer si la siguiente cifra del cociente debe ser 

inferior, igual ó superior ii 5 , sin que para ello sea necesario calcular dicha cifra.En efecto, si el residuo es menor que* la mitad del divi­s o r , que es constante, la cifra siguiente debe ser menor que 5.S i el residuo es igual ó superior á la mitad del divisor, la cifra siguiente/lobo ser igual ó superior á 5.A s í , en el ejemplo que hemos puesto, la octava cifra de­cimal debe ser menor que o , pon|ue el residuo en que nos liemos ílelenido, 3570, es evidentemente menor que la mitad del divisor 8234.Esta observación es el resumen de toda la teoría de ¡as aproximaciones en la üa/«rtCíon de los números fraccionarios en fracciones decimales.169. S egukdo  CASO.— lilsíe caso se subdivide en otros dos:
Priúieramente.— E l dividendo lleva mems cifras decima­

les que el divisor.Entonces, se escribe á la derecha del dividendo el núme­ro de ceros necesario para que haya el mismo niimero de de­cimales en los dos términos de la d ivisión; con lo cual la cues- lien 6¡n otras modificaciones entra en el caso primero.Por ejemplo, sea dividir 2 ,4 0 5  por 0 ,0 3 4 9 7 , ,Añadiendo dos ceros á la derecha del* dividendo, lo cuai dá 2 ,4 0 5 0 0 , suprimiendo después la vírgula en ambos tér­minos y efectuando la división de los dos números resuH^H- tes', 240500 y  3497, según la regia del n.® 166, se baila valw  del cociente, aproximado hasta 0 ,0001, la canlidae 68,7732.



DE AIUIMÉIICA. 187Eále valor eslá aproximado en menos, y no le llega á fal­tar ^ 0 ,0 0 0 1 .
En segundo lugar. —  E l dividendo liene mas cifras deci- 

mies que el divisor.Entonces pueden emplearse dos procedimientos:1.” Sea c/iüídir 3,470456 p or 1,027.Observemos (pie si suprimimos la vírgula en el divisor, lo cual le hace 1000 veces m ayo r, y si /a corremos en el d i­videndo tres lugares liácia la derecha, lo cual equivale tam­bién (n.'" 101) á hacerle 1000 veces m ayor, el cociente de la división de los dos números resultantes será el mismo (n.® 01) que el de los números propuestos.Con esto la cuestión queda reducida á dividir 3470,456 por 1027. 3470,456“ 38 Ü 4 10273,37921781 35i) 466 ~ 2 2 3 017607330141Después de hallada la parle entera, 3 ,  del cociente y el residuo 3 8 9 , en lugar de poner, como en el n.° 167, un O á su derecha, se baja la cifra 4 que espresa décimas, y  so cfec- lúa la división que dá el cociente, 3 , el cual se coloca á la derecha del primero, separándolos con una com a; después al lado del residuo 8 1 3 , se baja la cifra 5 ,  que espresa centé­
simas y asi 60 continúa hasta bajar todas las cifras decimales que quedaban en el dividendo.llegados al residuo 2 2 3 , se coloca un O á'su derecha y  se continúa la operación como en el primer caso.Se v e , pues, que este modo de proceder consiste en sur 
P̂ imir la coma en el divisor, teniendo cuidado de correrla en ol dividendo tantos lugares hacia la derecha como cifras de­súnales tiene el divisor : hecho lo cual se procede con los hú- 

resultantes lo mismo que en el primer caso , co n ia



188 ELEMENTOSÚnica diferencia, de que en lugar de poner desde luego ceros á la derecha de los diferentes residuos, se debeq ir bajando 
todas las cifras decimales que quedan en el dividendo.2.'’ Volvamos al mismo ejem plo, empezando por escribir .á  la derecha del divisor 1 ,0 2 7 , tres ceros, es decir, el núme­
ro de ceros necesario para que los dos términos tengan el mis­mo número de-decimales.Entonces tendremos que dividir 3470456 por 1027000.' 3470456 I389456813569466 3,379217

223017607330'141A  lin de determinar la parte entera del cociente, se prin­cipia por aplicar la regia dada en el n.® 38 para la división de números enteros, y relativa al caso en que el divisor ter­mina en ceros.Así se obtiene el cociente 3 , y  el residuo 389456.Ahora para hallar la cifra de las décimas, se observa que* según el príncifiio del n.® 6 0 , en lugar de colocar un O á la derecha del resídiio> lo cual serja multiplicarlo por 10 , se puede suprimir el último O ú la derecha del d iviso r, lo cual 
divide á este por 10.Asi se tiene el cociente 3 , que espresa las décimas del co­ciente buscado, y  el residuo 81356.Del mismo m odo, en lugar de colocar un O á la derecha de este nuevo residuo, se suprime otro O en el divisor, y se divide 81356 por 10270, aplicando también si se quiere la regla del n.® 38.Así se obtiene el nuevo cociente 7 y  el residuo 9466.Suprimiendo ahora el último O de la derecha del divisor, dividiremos 9466 por 1027 ; lo cual dá el cociente 9 y el re­siduo 223.A partir do este residuo se sigue la regla del n.® 167 para obtener mas cifras decimales.



DE AIUTMÉTICA. 189Este segundo procedimiento es evidenlemenle menos sen­cillo que el prim ero, y si le bemos espueslo, ba sido única­mente para tener Ocasión de esplicar cómo í\%\íq, procederse 
cuando hay que poner ceros á la derecha de los residuos de 
una división, cuyo divisor termina en uno ó va r io s  c e r o s .170. Casosparticulares.~^oi\ aquellos en que so/o m«o 
délos términos de la división que ba de efectuarse, tiene ci­fras decimales.Por ejem plo, cuando sea necesario dividir 51,47876 por 849, ó bien 3145 por 23,479.En el primer caso, se procede con arreglo al primer mé­todo indicado en el n .°  169, en el artículo que empieza: en 
segundo lugar.En el segundo ca so , se suprime la coma en el divisor, y se añaden al dividendo tantos ceros como decimales bay en el divisor; lo cual equivale á. multiplicar los dos términos por un mismo número. Estos casos son sumamente sencillos y no necesitan mayores esplicaciones.
propiedades de la s  FRACCiONES DECIMALES PROCEDENTES DEFRACCIONES ORDINARIAS.

, \

Conversión de las fracciones comunes en fracciones decimales.171. Hemos visto (n.° 167) como nos conduce el cálculo á convertir un quebrado común en quebrado decimal ;• esta Operación constituye una parte esencial de la teoría de la di~ 
de las fracciones decimales.Pero aquí haremos una observación importante que nos servirá para la esposicion de las propiedades de las fraccio-decimales, que pasamos á establecer.Esta observación consiste en q u e , en lugar de colocar ce- 

'̂ os sucesivamente á la derecha de los diferentes residuos, que 
obtienen aplicando la regía del n.° 1 6 7 , para convertir en decimales un número fraccionario, se pueden colocar desde ; ■?? lodos los ceros à la derecha del dividendo, efectuando Y  division del número resultante, por el divisor teniendo cui­dado de que la virgula ocupe, en el cociente obtenido el lugar 

P'C le corresponde.Para darnos cuenta de este segundo modo de proceder,



13190 ELEMENTOSpropongámonos converlir en decimales la fracción ^  y haga­mos un cotejo de los dos modos de ejecutar la operación.47m  _̂__________360 í 0,276595"3 7o
280

270"35

13000000 1 47" M o  "ììTo 280 ~450 270 “ 35

0,276595

En el primer procedimiento,  después de escribir un cero en el cociente para ocupar el lugar de la parle entera, se aña­de un cero al numerador 1 3 , de la fracción, para obtener las 
décimas ; después se agrega un cero á la derecha del residuo de la división para obtener las centésimas; y del mismo modo se procede con los residuos siguientes hasta obtener en el co­ciente millonésimas, por ejem plo, de modo que el número to­tal de ceros bajados de esta manefa es el de seis.En el segundo procedimiento se multiplica primero el 
morador 13 por 1000000, es d ec ir ,  por la unidad seguida de 
seis ceros y  se efectúa en seguida la división.Es evidente que el cociente asi obtenido solo difiere del obtenido por el primer procedimiento en ser 1000000 de ve­ces mayor : se le reducirá, p u es, à su verdadero valor divi- íliéndole por 1000000, ó separando con una coma seis cifra? decimales hacia la derecha.
Fracciones deámales de número limitado ó ilimitado de cifras . decimales; fracciones periódicas.Ahora vamos á establecer las propiedades que sirven pa­ra demostrar que la operación, cuyo desarrollo acabamos of com pletar, puede conducir á fracciones de un número htni' 
lado 6 ilimitado de cifras deermafes, y que la inspección sola del denominador de la fracción ordinaria que debe convertir' se en decim al, basta para caracterizar esas dos clases de trae- ciónos* »172. PiuMERA PROPIF.HAD. — Todn fracción ordinaria cuyo



DE ATllTMÉTICA. J91
denominador 7 1 0  contiene mas factores primos que 2 ^ 5  {fac­tores de la base 10 de! sistema decimal) elevados respectiva- 
7)mteá derlas potencias, dá lugar á una fracción decimal 
de mlrnero l im it a d o  de cifras decimales.AS e a ,  p o r  e je m p lo , la  f r a c c i ó n c a y o  d e n o m in a d o rcontiene los factores 2 y  5 , elevados el uno á la 4 .“ y  el otro á la 6.* potencia; siendo A  un número entero primo con 2 y 5.Digo que esta fracción coman convertida en decim al, dará logar á una fracción de un número limitado é igual á 6 , de cifras decim ales, siendo 6 el ma^or de los esponentes de 2 y de 5.En efecto, concibamos q u e , para hacer la conversión, se na comenzado, según la observación del número precedente, por multiplicar el numerador A  por 10*̂  ó lOODOOO.Como 10*’’, ó sea  2*^x5®, es esencialmente divisible por 2 x5®, su 7núUiplo A x  1000000 también lo será (n.” 63); de donde se infiere que el cociente de la división de este produe­lo por el denominador de 1.a fracción propuesta es un número 
entero; pero este cociente no es evidentemente otra cosa mas que el resultado de la conversión de la fracción común en tracción decim al, multiplicado por 1000000; luego será ne­cesario dividirle por 1000000 ó separar 6 cifras decimales hacíala derecha para obtener este resultado.Por consiguiente en este caso la conversión de la fracción 
ordinaria en fracción decimal dá lugar á un número limita­
do de cifras decimales é igual á 6. ̂El mismo razonamiento'se aplicaría evidentemente á cual­quier otro producto de las potencias de 2 y  de 5 , que con- el denominador cera, esclusion de lodo otro faclor;7nm(?.Euego, etc. ,Así es como las fracciones7 13 11 3 !78 ’ 2 5 ’ 4 0 ’ 1 2 5 0 ’cnaies pueden ponerse bajo la forma7 13 11 317

52 ’ 2 * x 5 ’ 2 x .V ‘ ’



192 ELEMENTOSconvertidas en decim ales, producen los resultados:0,875 i 0,52 I 0 ,275 j 0 ,253 6.La primera y  la tercera dan lugar á tres operaciones, lasegunda á dos v la cuarta á cuatro.Sea ahora dividir 71,34 por 0 ,003 75 : según la regla ge­neral de la division de las fracciones decim ales, tendremos que dividir 7134000 por 375.7134000 . , . 2378000 , . . .Pero — —  equivale a — 77̂7— ,  por la supresión del375 “  125factor 3 común á los dos términos.Aqui observamos que 1000 es divisible por 125, ó 5®, y dá por cociente 8 ; luego el cociente de 2378000 por 125 de­be ser entero é igual á 2 3 7 8 x 8 , ó 19024.173. Reciprocamente, se podria proponer pasar de una 
fracción de número l im it a d o  de cifras decimales à la fracción 
ordinaria de donde trae su origen.El medio de resolver esta cuestión consiste evidentemen­te: 1 .“ en formar una fracción cuyo numerador sea el nume' 
ro decimal dado, y que tenga por denominador la unidad se' 
guida de tantos ceros como cifras decimales hay en dicho nú­mero; 2.® en reducir el quebrado común resultante á su mC' 
ñor espresion.Por ejem plo, sea el número 3,475.3475Este número equivale á (n.® IGO); suprimiendo en139los dos términos el factor común 25 (n.® 6 8 ), se obtieneque será la fracción pedida.Tratando del mismo modo las fracciones decimales, del nú*mero precedente, se obtendriau resultados análogos.174. S e g u n d a  p r o p ie d a d .  —  Toda fracción común , cuyo 
denominador contiene uno  ó v a r io s  factores primos diferentes 
de'2 y de 5 , pero que no entran al mismo tiempo en el nume­
rador dá lugar à una fracción decimal de un 'número de ci'lugar á una fracción 
[ras decimales il im it a d o  ó in f in it o .A dem ás, esta fracción decimal ei p e r ió d ic a ,  es decir, que al cabo de cierto número de operaciones, se reproducen 
las mismas cifras constantemente y en el mismo orden.En efecto, según la observación del n .°  171, sería nci’'?"

j



DI'] AniTMÉlICA. 103sario para que el nùmero de las cifras decimales fuera limi- 
tado, que el denominador de la fracción propuesta pudiera dividir al numerador seguido de un número, limitado de ce­ros. Abora bien, la nuiUiplicacion dclm im erádorpor 1 0 ,1 0 0 , 1000, no puede introducir mas factores primos, que 2 v 5  elevados á cierta potencia; por consiguiente, los factorespri- woíque se suponen existir en el denominador sin entrar en ei numerador, tampoco se hallarán (n.° 93) en el producto uel numerador por una potencia cualquiera de 10. Luego cualquiera que sea el número de ceros que se coloque á la derecha del num erador, no se podrá obtener un producto 
3̂:actamente divisible por el denominador; y  por consiguien- le, las operaciones se continuarán al in fin it o .Bigo además que la fracción sqví periódica.En efecto, como cada residuo que se obtiene aplicando el procedimiento de la conversión en decim ales, es siempre me- 

nor que el d ivisor, os evidente q u e, cuando se hayan hecho « lo mas TANTAS operaciones como unidades hay en el divisor ^ENos UNA, se deberá volver á encontrar uno de los residuos ya obtenidos. Escribiendo entonces uii cero á la derecha de este residuo, se tendrá un nuevo dividendo parcial que será e que el correspondiente al residuo repetido; y , como eidivisor es constante, el nuevo coci(3iUey el nuevo residuo serán también los mismos que los procedentes de la división
'̂ ŷprmer dividendo repetido, por el divisor; v a s i sucesi- ''ameníc.Be donde se sigue que ciertas cifras del cociente deben ‘ Opro(jucirsej9cmfúVa»/e??/0 y Gji <‘l mismo orden.Luego, etc.



19-í ELEMExMOSS ca n , por ejemplo, las fracciones5 19 23 428
50
W30

20

0,714285 I 7 1 4 2 8 5 ... 19050130” 1 9
370,513 I 513.

m5
230800

im800
1480,15 I 540 I 540 4281130 3151 ,3 | 587301.185027502300950" ^00185

En el primer ejem plo, donde tenemos 7 por divisor, liíj sido necesario ejecutar, 6 ó 7 — 1 , operaciones antes do que se repita algún residuo.E n  el segundo ejemplo, se ha reproducido un resíduot después de tres operaciones, á pesar deque según el divisoi, debian haberse efectuado 36.En el tercer ejem plo, han bastado cinco operaciones pU' ra«íue uno de los residuos se reprodujera y el período se nw nifestara.



DE ARITMETICA. 195Finalmente, en el cuarto ejem plo, se ha manifestado el periodo inraediatanieiUe clespiies de la octava operación.Pero lo que importa observar es que, en los dos prime­ros ejemplos, el primer periodo comienza inmediatamente después de la v írg u la , mientras q u e, en los otros dos ejem­plos, no comienza sino después de la segunda y después de la 
primera cifra decimal.El período es 540 en el tercer ejemplo, y  587301 en el cuarto.
Fracciones periódicas per a s  y 'sxmK?,.— Determinación de la 

fracción generatriz.175. La observación final del número precedente mani­fiesta que deben distinguirse dos clases de fracciones decima­
les periódicas, á saber:1 . ° Las fracciones periódicas puras que son aquellas cu­yo prim er^m of/o comienza en su primera cifra decimal ;2 . '* Las fracciones periódicas m ist a s , que son aquellas cuyo \ivmav periodo está precedido de una ó de varias cifras decimales.Esta distinción nos conduciría a establecer otras varias pfopicdades mas ó menos curiosas; pero nos reduciremos ú esplicar la que debe proporcionarnos H medio de retroceder desde írnrt fracción decimal periódica á la fracción ordinaria fiue le (lió origen , llamada fracción generatriz, operación análoga á la que hemos hecho en e! n ." 173 respecto de una fracción de número lim itado  de cifras (Icciniales.Dejaremos para el capítulo octavo la espUcucion de las demás propiedades.. 176. T er cer a  pro piedad . — 7'oda fracción periodica puraPAUTE ENTERA, cs equivalente á un quebrado común, que 
tiene por numerador uno de los periodos y  por denominador 
tin número compuesto de tantas c if r a s , 9 , escritas unas en 
pos de otras, coma cifras tiene el periodo.Sea ,  en efecto,  la fracción periódica0 ,5 1 3 5 1 3 5 1 3 ...,y designemos por N el número de que procede, sea el que fiuiera ; tendremos(1) N =  0,513513513...;



1 9 6 ELE^SE^TOSmullipliquemos los dos miembros de esta igualdad por 1000, lo cual en el segundo miembro se hace {n." I G í ) ,  avanzando ia coma tres lugares á la derecha ; así resallaN x 1000 =  513,513513 ó(2) N x 1 0 0 0 -= 5 1 3 h- 0 , 5 1 3 5 1 3 5 1 3 ...;de donde se deduce, restando miembro á miembro la igiia’- dad (1) de la igualdad (2),N x  9 9 9 = 5 1 3 ;luego 513N 999* Z . C. B .  l) .Sea ahora la fracción periódica(1) J N = 0 ,71 4285714285...; multipliquemos los dos miembros por 1000000, tendremos(2) N X 1 0 0 0 0 0 0 = 7 1 4 2 8 5 ,7 1 4 2 8 5 ...;de donde, restando la primera igualdad de la segunda N x  999999 =  714285;luego 714285N: 999999* 5 l3Reduciendo á sm menores términos las fracciones ^  y 714285
999999 > inmediatamente por la supresión de algunos

factores comuneŝ  que, como el 9 ,  estén a la v ista ,'y a  sea por el procedimiento del n .° 1 2 3 , se oblendrian, como puede19 3comprobarse, los quebrados ^ y  délos dosprimerosejem- los del n .M 7 4 .



DE ARITMÉTICA. 197Así se encuentra espücado el medio de pasar de una frac­
ción periódica p u r a  sin p a r t e  e n t e r a  á  la fracción gene­
ratriz.177. Cuando la fracción periódica tiene una parte ente­
ra, se determina del mismo modo la fracción generatriz, aunque empleando un artificio de cálculo.S e a , por ejemplo, la fracción 8 ,2 6 7 3 2 6 7 3 ...Según lo dicho antes, tenemos8 ,2 6 7 3 2 6 7 3 ...= 8 26739999Para reducir esta espresion a un solo número fracciona­rio, se observa que
luego

8

8 X 9999 :=  8 X  (10000 — 1) =  80000 -  8 ; 2673 80000 — 8 -h  2673 826659999 9999 9999y por consiguiente8 ,2 6 7 3 2 6 7 3 ... = 82665 9999 ’Reduciendo esta última fracción á sus menores términos, 835se halla que es la fracción generatriz.Este resultado puede comprobarse, haciéndola conver­sion en decimales: 835 1018 ,2 6 7 3 2 6 7 3 ...^  680
La fracción periódica así encontrada es la misma pro­puesta.



198 ELEMENTOS178. Finalm enle, se puede pedir la fr a c c ió n  generatriz  de una fr a c c ió n  p e r ió d ic a  m ista .S e a , por ejem plo, la fracción 3,-45891891... Multiplicándola por 1 0 0 , tendremos3-45,891891...;ahora bien, según el número precedente, el valor de esta es- presion es 891 , 3-45X {1000 — l) + 8 9 i  ,3455-46 999 999Pero como se ha multiplicado la fracción propuesta por 100, será necesario, para reducir este resultado á su verda­dero valor, dividirle por 100; y así se tendrá (n.° 111)345546 99900 ’número fraccionario q u e , reducido á su menor espresion, se convierte en 6399
Tainos la fra c c ió n  g e n e r a tr iz  de la  fra c c ió n  p e r ió d ic a  mis­ta  3 ,4 5 8 9 1 8 9 1 ..., como puede comprobarse aplicando el pro- cedimienío del n.® 167.Citaremos como nolables los ejemplos siguientes:

0 ,9 9 9 9 ...= = -= = ! , 
0,01234.5679012345679...^ i ,o l

81'0 ,9 8 7 6 5 4 3 2 0 0 8 7 6 5 4 3 2 0 ...=Según hemos dicho antes, dejamos para el octavo capítu­lo el examen de otras varias propiedades de las fracciones pC' riódicas tanto puras comò mistas.



§ . I L — NUEVO SISTEMA DE PESOS Y MEDIDAS.Allora estamos ya en disposición de apreciar la ventaja que lleva el cálculo de las fricciones decimales al de los que­brados de cualquier especie, y de juzgar cuán importante se­ria establecer un sistema de pesos y medidas que estuviese en relación con el sistema decimal. Así lo han conseguido los sa­bios á costa de muchos esfuerzos, venciendo los obstáculos queoponian la ignorancia y las preocupaciones. Em pezaré- mos por dar á conocer la nomenclatura de este sistema,’ que ba recibido la denominación de sistema métrico (*).
Medidas lineales ó do lonr/itud.1"9. La unidad de longilutí, que lleva el nombre de m e ­tro ,  es la dieztníllonésiina parle de la distancia del polo al ecuador, contada en el meridiano que pasa por París.En virtud'de operaciones ejecutadas y comprobadas con la mayor precisión, se ha visto (pie el melro valuado en pies, pulgadas y lin eas, es igual á 3 pies, 7 pulgadas, 0 ,8 0 5  li­ncas; valor aproximado hasta milésimas delinea.Para designar las medidas mayores y  menores que el me­lro, se ha convenido en emplear las palabras (sacadas del griego y del latin):3URIA, KILO, HEGTO, DECA, DECI, CENTI, MILI,fine sigtìilican :

diez mil,mil, dento, diez, dóoimade, cenUsimade, milésimade,y que acompañan á la palabra metro.Así se ba formado el cuadro siguiente :
Miriámelro 6 medida de diez mil metros.
KiUhnptro ...................... mil metros.
llecfómetro ...................... cien metros.
Decàmetro ...................... diez metros.M etiio  ...................... unidad principal.
Decimetro ...................... décima de metro.
Cenliinetro ...................... centésima de metro.
Milimetro ...................... milésima de metro.

DE ARITMÉTICA. 1 9 9

fura la iulcligeiicia cmiipleU» ele algunas espresioties que usa--



‘iO O  ELEMínNTUS
Advcrlencia. El miriámetro y el kilúmeiro son las medi­das iliníoarias atlopladas actiialnienle; el miriámetro es mi poco monos de doble de la legua ordinaria, y el kilómetro un })0C0 menos de la quinta parte.

3íedidas de superficie.180. La unidad natural de las superficies es el melro 
cuadrado; pero cuando se trata de grandes superficies agra­rias, se loma por unidad un decámetro cuadrado, es decir, un cuadrado que tiene por lado un decámetro, ó sea diez me­tros; esta unidad se llama área.Los múltiplos del área y sus subdivisiones se designan por medio de las palabras miria, kilo, liecto..., deci, centi... (mipleadas en el n.’! 94.,Así. Jliria-área ó miriárea 

Kilo-área ó kilárca 
Jlecto-área ó hectárea 
Deca-úirea ó decárea A rea 
JJeciárea 
Centiárea 
Miliárea

significa diez mil áreas, mil áreas, cien áreas, diez áreas. 
unidad principal, décimo de área, centesimo de área, milésimo de área.

Adycrlencia. La miriárea, hectárea, área ycenliároa son las únicas medidas usadas; la hectárea vale poco mas ó me­nos lánoga y media, y reemplaza á esta m edida; la cenliárea no es otra cosa (jiic el metro cuadrado.

Medidas de volúmen.1 8 !. La unidad de volúmen es el m e t r o  c ú b i c o ; o s  decir, un cubo (ó dado) que tiene un metro de lado. Los múltiplos y snlmiúltiplos del metro cúbico no lian recibido en general denominaciones particulares; sin embargo, la 1000.“ parte del metro cúbico se llama decímetro cúbico, porque en i'fecto es un cubo que tiene un decímetro de lado: J a  1000000. “ par-
i'ctnos en el curso de esta nomenclalura, nos vernos obligados á i'C' lenrnos á la UeonuHria.



DE AiÜ TM É TiCA . 2 0 1le (lei metro cùbico so llama también centimetro cúbico, por- <|uo es un cubo (|{ie tiene un centimetro d o la d o , o t c ....-  Aigimas veces la unidad principal ó metro cúbico loma el nombre de esterio  (*).
Medidas do capacidad para los líquidos y los granos.1 8 2 . La unidad de capacidad es el decimetro cúbico, (]uo se llama lit ro . S us múltiplos y submúltiplos mas usados son los ¡siguientes:

Ilectódtroó medida de cien litros.
Decalitro.......................  diez litros.L itro .................................  unidad principal.
Decilitro......................... décima de litro.
Centilitro.. . . . .  centésima de litro.

Adoertencia. El litro reemplaza al cuartillo para los l í ­quidos, y viene á valer el doble.El hectolitro reemplaza la [anega para los áridos, y vale poco^menos del doble.El kilólilro, que tiene la capacidad de un metro cúbico, y ol núriálitrOy casi nuuca»se usan.
Pesos.183. La unidad de peso es el de’ un centimetro cúbico de destilada y en su maximum de densidad , que loma elnombre de gram o .Su equivalencia en adarmes es 0 ,o 5 G , es decir, poco mas ♦In nmdio adarnic?.niale^ ^'luí el cuadro de sus múltiplos y submúltiplos deci-

Miriágramo, que vale diez mil gramos.
fCilógramo........  mil gramos.
Uectógramo....... cien gramos.
Decágramo. . . . .  . diez gramos.G ramo........  unidad principal.
Decigramo..  décima de gramo.. Centigramo..................... centésima de gramo.
Miligramo. milésima de gramo.bi-1 i nuestro sistema métrico legal no so lia adoptado esa pala- ■ eu sistema primitivo. (N. del T.J



202 KLEMEMOS
Advertencia. El kilogramo es la unidcUl usual de peso, y vale poco mas de dos libras (*).

Monedas.1 8 i. La unidad decimal monetaria no se ha cslableoiiio en España, habiéndose limitado el Gobierno á prescribirla nueva division del real que hemos notado en el capítulo pre­cedente al tratar dé nuestro sistema coimin de pesos, medi­das y  monedas {**).185. Tal es la esposicion de la nomenclatura dodas nue­vas medidas: con solo eso pueden ya conocerse las ventajas de este sistema sobre los antiguos.
1. ° Es uniforme y sencillo, porque las unidades principa­les y  sus subdivisiones siguen siempre entre sí la ley del sis­tema decimal de numeración; y ya se sabe cuán fácil es el cálculo de los quebrados decimales.
2. " Es fijo , invariable y susceptible de ser adoptado en todos los países, porque no pertenece á ningún clima ni mi- cion en particular.
{*) Los sabios ú quienes se debe el sisloma decimal de ¡wsos Y medidas, idearon al firincipio tomar por unidad de peso*, el de ua decímetro cúbico <le a^ua destilada, porque este peso , que corres­ponde a l /l•iíd(7ra;7̂ o actual, era muy pro[)io para roetnplazar la uni­dad antigua, ó sea la libra; le habinn dado el nombre da grave, pero no tardaron en reconocer los inconvenientes sisuienles;

sos empleados en las artes y en el comercio.2.® Los submúiti])los eran el decigrave, el centigrave y el mai- 
grave. Como este último poso no es otra cosa que el gramo actual, y equivale á 2ü granos, poco mas o menos, es muy superior á los qae se emplean en pesos un poco delicados; por consiguiente era necesa­rio formar nuevas subdivisiones, tales como el diezmiligrave, cien- 
miligrave y  millonigrave. Los sabios discurrieron dar. un noiniu particular al miligrave, y liabian formado una unidad secunclarj' llamada en el idioma on ([uc so formó la nomenclatura gravel , y aquí dedujeron el decigravet, el centigravet y el miligravet. Sin eiii- bargo, la regularidad de la nomenclatura estaba destruida. La no ofrece estos inconvenientes, y comprende lodos tos pesos de nos servimos ordinariamente.( '*) ror un real decreto de oslo ano , se ba dispuesto que ia uin- dad monetaria española sea el encado que valdrá lo rs. vn.



DE AllITMÉlICxi. 203Todas las medidas proceden de iina prim iliva, e! metro, j|uese ha tomado de las dimensiones del globo, lin  Francia liasla las monedas tienen su enlace con esa medida, porque el 
[raneo, que es la unidad monetaria, pesa cinco gramos, y el íram oesol peso del centímetro cúbico de agua destilada (*).

Operaciones sobre las medidas métricas.Insislirémos poco en las cuatro .operaciones fundamentales < e la Aritmética aplicadas al nuevo sistema de pesos y niedi- üiis; fiiesto q u e , según la nom enclatura, toda colección de 
‘bondades principales// do subdimsiones de dichas unidades, pueden espresarse por medio de una fracción decim al, co n - ''irliendose por consiguiente todas aquellas operaciones en operaciones con fracciones decim ales, consideradas como nú- hjas*̂  ̂ fus cuales hemos dado ya reglasNos propondremos sin embargo algunas cuestiones relali-a la multiplicación y á la división, porque de ellas toma- '■emosmotivo para hacer algunas observaciones importantes, relativas á los cálculos de aproximación.

MidtipUcacion.ISG. PuiMEüA CUESTION. — Se desea saber culinlo valen 35 w íroí y 429 milímetros (lo cual se escribe 35*"-,429) de cier-(ó cuesta 10 reales y 76 céntimos5!iill¡plicíiniIo 19,78 por 3 5 ,4 2 9 , ó mejor 35,429 por ,;W o , se obtendrá un producto q u e , espresado en reales, dc- ‘"ios y  cenlimos, será el valor buscado.
7 pa abstracto es 70 0,0 77 04 ; luego 700 reales y7om!  ̂  ̂ 700'®-,07, ó mas exaclamenle (n.‘" 168)es el coste de los 35“ - ,429.Algunas veces la fracción de metro está espresada por un

precision de hacer algunas aUeraciones en el '’enes ^ otros puntos si hemos do acomodarle al uso de tos jó- ‘»Ustanf'i I pais: escusamos decir que nada variamos de lo
(N. del T.)



204 ELEMENTOS
quebrado común y en este caso la operación puede ejecutarse de dos maneras. 3S egundíí CUESTION.— ¿ Cuál es el coste de 23 metros y  ̂
de cierta tela á 8 reales y 25 céntimos el metro?31 . ”— La reducción d e - á  decimales dá 0 ,7 5 ; y  la cues­tión queda reducida á mulliplicar 8 ,2 5  por 2 3 ,7 5 , ó 23,75 por 8 ,2 5 ; lo cual dá 195,9375; luego 195” -,94®- es el valorde los 23‘̂ -t' de lela valor aproximado basta -  centésiSi por esceso (n.° 168).2 .  "— También se puede proceder del modo siguiente :8 ,2 5233/,

por V-2- por V i -

24 75 165 O189,754,1252,0625195,9375En esta operación, después de haber formado ol producto da las dos partes enteras, se ha tenido el cuidado de sumar los dos productos parciales, y de poner inmediatamente la coma en el lugar correspondiente, á fin de evitar todo error en la colocación de este signo en el resultado final.E n seguida hemos multiplicado 8 ,2 5  portomando primero la mitad de 8 ,2 5 , lo cual ha dado 4,125» y después la mitad de esta ím íaJ^obleniendo 2,0625.Hecho esto, lo hemos sumado todo y  hemos llegado aire* sullado 19 5,9 37 5, como por ol primer procedimiento.El último modo de operar es preferible, principalmenji' cuando la fracción ordinaria no puede convertirse en un mero limUado de cifras decimales. 11TEacEUA CUESTION.—7/a//ar el valor de 89"’- — , suponte’ '̂L Jí
do que el metro cuesta á 47’'5 -,l9 .



DE ARITMÉTICA. 205Procedamos primeramente por medio de las parles ali~ 
cuotas: 47,198 9 “ /i-2

p o rV i2 .porpor 2/12.
424 713775 2 4199,91 23,595 11,7975 7,8G50 4243,1675

11luego 89™- — cuestan 4243^®-,17 aproximado Imsla céntimos.
De otro morfo. —  Empezando por convertir en decimales el quebrado— , se encuentra 0 ,9 1 6 6 ...;  de modo que sería necesario miiUiplicar 8 9 ,9 1 6 6 6 6 ... por 47,19 :89,9147,198 09 19 8 99 1 629 37 3596 4

89,91647,19 89,916647,198 092 44 8 991 6 629 412 3596 64
8 0924 94 8 9916 6 629 4162 3596*6644242,85 29 4243,136 04 4243,1643 54 ̂ ííste cuadro ofrece tres operaciones distintas, ejecutadas:

• con dos cifras decimales en el nnilliplicando ; 2 .°  con tres;• con cuatro; y  se ha visto que esta última únicamente es la 4Ue da la aproximación en menos de un céntimo,dph. 'dificultad aquí está en saber cuántas cifras decimales ^ '̂̂ '̂ ûrse en el multiplicando, para tener seguridad de ¡] I el grado de aproximación exigido por la naturaleza r„ mientras q u e , por la primer manera de ope-Diio/? un resultado completo, en el cual pueden des-  ̂ Al ^ menos decimales,salví . ^  'dcesle capítulo, espondremos un medio directo de esta dificultad ; pero el primer medio es preferible; al



206 ELEMENTOSmenos con relación á las aproximaciones que pueden exi­girse.
Advertencia. También podría reducirse el número inislo 1189 —   ̂ iiwmero fraccionario,  mulliplicando el resultado por47,19 (n.® 129); pero el empleo de osle medio sería en gene­ral mas complicado que la operación por partes alícuotas.

Division.187. C uarta  c u est ió n . — Se ha comprado por 
una hacienda de 23 hectáreas 9 áreas y 25 centiáreas (ó 23^-,0925° ) ;  se desea saber á cómo cuesta la hecUirea.Para esto basta dividir 83719,25 por 23,0925; y el co­ciente valuado en re a/a , y céntimos, representará elprecio de la hectárea.E l resultado así obtenido es 2625'‘®-,38..19 ,Q uinta  CUESTION. — 28 kilogramos de kilogramo (te

cierta mercadería han costado 5 l9 '‘^-,35, y se quiere saber 
cuál es el precio del kilogramo.

Primer modo de operar.190 Segundo modo.1 9 _ _ 6 9 1  ^  “  24519,35242077 40 10387 O
22040160IG

240,79166 519,35 231 45 28,11)T sd iS12464,40'5554 60 1 1 1300 “  2 0 6 ^18,038 1926 405 670 ~ T Í 2La primer manera de opei'ar consiste en reducir priinf*’® lOeJi.número misto 28 ~  á fraccionario, mitJtJplicando despû ^2 4

J



DE ARITMETICA.691 . 2 0 7519,35 por la fracción inveiikla (n.“ 131); hallando asípor resultado 1 8 ,03 8. •En el segundo m odo, se ha- comertido en decimales la 19fracción — , lo cual ha dado 0 ,7 9 1 6 6 ...; después se ha d ivi­dido 519,35 por 2 8 ,7 9 , tomando solo en cuenla las dos pri­meras cifras decimales del d ivisor; y asi se ha obtenido por cociente 18,039.De donde puede inferirse, según una y otra operación, que el precio del kilogramo de la mercancía comprada es 18^*-,04.
Advertencia. Es de notar que en la segunda operación, ha sido suficiente dejar dos decimales en el divisor para ob- lener la aproximación suministrada por la prim era; pero no siempre*sucedo a sí, por lo cual habría sido mas conveniente para mayor seguridad, tomar «na cifra m as, aumenlándola en una unidad, y así habríamos tenido por divisor el número 28,792.Mas adelante trataremos sobre la aproximación de los co­cientes en las divisiones.Eslos ejemplos bastan para manifestar cómo debo proce­derse cuando hayan de multiplicarse-ii de dividirse entre sí iiumeros , relativos al sistema decimal de pesos, v»»edidas.

Conversión de las nntif/uas medidas métricas tj vice-versa.Ea comparación de los dos sistemas ha perdido ciertamen- Y so importancia, desde que el sistema métrico está inatula- do usar como esclusivo (*); sin embargo, como todavía en - cuentcji su utilidad en iniiclias circunstancias, vamos á espo- ^cna de una manera sucinta, reduciéndonos á las medidas li- 
^̂ eales y superficiales, á los pesos y á las monedas.

nJo'i. nutor, reiìriéndosc :'i su pais : sabido os quo enwtro no cs lodavia esclusivo et uso del sistema niétrico deciirml.
del T.J ■ el
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Medidas lineales.•188. Sabemos (n.° 1-iOj que el mclro vale 3,5889221 pies de Burgos t luego si dividimos este número por 3 ,  que son los piés que tiene una v a ra , hallaremos el valor del metro ea varas. Hecho asi resulta que e! metro vale 1,1963073 varas, es d ecir , 1 vara y 19C3073 diezmillonésimas de vara, valor que se diferencia del verdadero en menos de tma diezmillo- nésima. Uecíprocam eníe, dividiendo 3 , número de piés quo tiene la v a ra , por 3 ,588 92 21 , número de piés que conlieim el m etro, se halla 0 ,835 90 56 , que es el valor del metro en varas con la misma aproximación.Resulta, pues, que(1) r - O * " - ,8359056, ó 1''-= 0 ‘«-,836, con menos error de un niilímetro.

(2) ,1963073, ó ,196,con monos de una milésima de vara de error.189. Las espresione.s (1) y (2) bastan para la conversión de un número complejo de varas en metros y subdivisiones 
decimales del metro; y recíprocamente, de un número cual­quiera de metros y  subdivisiones decimales del metro en un número complejo de varas.S e a , por ejemplo, convertir 85 varas 2 pies Qpidf/adns en metros y subdivisiones decimales de metro.Puede seguirse el método de Espartes alícuotas:0,835905685'- 2n¡- 61

Parle correspte. á 1 pié. . id. á 1 pié. . id. á G p u lg ..
4 179.5280 66 87244871,05197600,27863520,27863520,1.393176□1.71,748.5640



DE AaiTMETlCA, 209Dospues de baber íormndo los dos producios parciales del multiplicando por el entero 85 del multiplicador, liomos lie- 
€00 la suma, y liemos separado por medio de una coma las siete primeras cifras de la dereclia. Se hace asi para evitar después la posibilidad de equivocar la colocación de la coma en el resultado final.En seguida liemos procedido á la formación de los pro­ductos correspondientes á los 3 pies y  6 pulgadas del multi­plicador, tomando primero el lerdo del multiplicando que es naturalmente el valor dew « pié, y  repitiéndole dos veces se­gún se ve en la operación; y tomando después la mitad del valor de un pié para tener el valor de Jas 6 pulgadas.rinalmente hemos hecho ia suma de todas estas partes v neraosoblenidoqueSS''-, 2P-,6P“*e- equivalen á 71“ -,748564.Para comprobar este resultado podrían convertirse las «o''-, 2P- CP̂ ŝ- i  pulgadas, y dividir el resultado por 43,067 que son las pulgadas que tiene un metro.Asi se obtendrían 71'“ -,7 4 8 6 , resultado que solo se dife­rencia del anterior en menos de una diezmilésima.sea convenir 71™-,74S6 en varas, pies yPara esto no hay mas que multiplicar el número dado'de 

melrosj subdivisiones decimales de metro por 1 ,1 0 6 3 , que el número de varas que el metro contiene.Hecha esta mulliplicacion y despreciados los tres últimos '*ecimaies se obtiene el producto 85,83285, el cual espresa 
jn varas y fracción decimal de vara el valor del número d a- 
«0 de metros y subdivisiones decimales de metro.leñem os, pues, que71”'■,74S6-z:85^83285,menos de una cienmilésima de error.,^*^ora nos falta convertir la fracción 0,83285 en pies y 
P'̂ fgadas, para lo cual se procede del modo siguiente:



2 i 0 e u :m e m 'os0,832
32,49855 

12 99710 4 9855
2 pies

5 ,9 8 2 6 0 _____ 6 pulgadasse multiplica lo primero la fracción dada por 3 ,  que es el nú­mero de piés que tiene \\i v a ra ,  y  se obtiene 2 ,^98 5o, es de­c ir , 2piés y  una fracción de pié que debe valuarse en pulga­
das. 1‘ara esto liemos multiplicado dicha tracción por 12, nu­mero (le pulgadas que tiene el p ié , y hemos obtenido el pío- duelo 5 ,9 8 2 6 0 , es d ecir, 5 pulgadas y 0,982 de pulgada, por lo cual tomamos en números redondos 6 pulgadas. R esu lta , pues, por último que71‘“ -,7486 =  85’'- . .  .2 ' ' - . .que es precisamente la cantidad del primer ejem plo, con lo cual (juedan reciprocamente comprobadas entrambas opera- CiODGS«190. Casos particulares. — I.® Siendo el pié hjererfa parle de la vara, es igual á la tercera parle de 0,83590o9 ü sea 1 pié == 0 ,2 7 8 6 3 5 2 ,es d ecir, en números redondos, 28 centímetros con cortísima diferencia. ,Siendo la pulgada la duodécima parte del p ie , vaUlia metros la duodécima parle del valor de este, ó sea1 pulgada =  0 ,023 21 96 ,es d e c ir , próximamente "iZ milimetros.Para bailar el valor de la línea se dividirla por 12 ese lor de la pulgada, y so vería que la linca vale un poco men  ̂
ÚQÜ milimetros. . í ,

2.  ̂ Reciprocamente, considerando ahora los muUipm del m etro, tendremos



DE A a m i E f l C A .1 decamelro 11»-,963073,1 heclóinetro =  H O ''- ,63073,1 kilófiieiro =  1196'-,3073]1 iiìir ià in e lro =  11963^-,073;se ve puGs, que el iiiiriáraetro vale algo mcìws de 2 Unuas espano as de a 6000 t ia m  '{^piès: y q ueel kilómeEm viene ' 3igo TUeiios de la quinto, parte de la inistna legua.
Medidas de superficie y medidas agrarias.“ 9EEÍ (pues solo puede demostrarse en g e o - meiria) que para valuar ía superficie de un cuadrado, qs, necesario uiiilUplicar por í í  mismo el número que espresa el va or (le su/ado en unidades principales v subdivisiones áii imidad.cin*!!'-!'? l : “ el valor d e la t a r a  cMadrada en metrosJíU l ados, según las correspondencias oficiales publicadas en Anuario aslrononiico, es 0*"-,6987.obtenerse multiplicando por si mismo elnuil h- fi«® ®®‘«o sabemos, es 0,8359056;'-«Vijiiultiplicacion da por producto 0,69873817210136l'-ndremor*^ solamente seis cifras decimales de este producto,

I v . o a d . ^ Q m .  c u a d . ^ 5 9 g ^ 3 g .sea 69 decímetros cuadrados, 87 cenlimetros cuadrados ycaad,-n!r^^T P«e^ío fine (n.“ 180) el decímetrónaaiadoes la centesima parte del metro cuadrado; el centi-asi en diezmdésima parle del metro cuadrado, y‘'SI sucesivamente. ^
Reciprocamente, multiplicando porsi mismo el valor del nero en varas, que es 1,1963073, se obtendrá el valor del i'emna varascuadradas; pero del producto lom a-nos solo las cuatro primeras cifras decimales y tendremos

J m .  c u a d .  ^ v .  c u a t i .  .S eím lh ” ^'’ decim al, que acompaña á este valorPor9m.Q’ ®« P'®s.cuadrados, sería menester multiplicarlín» !•; f ! l  íl'?® cuadrados que tiene una vara; y lue-3Ccion de pie que rcsiillára se podría valuar en pul-



2 1 2  ELC.MENTOSgadas cuadradas, mullíplicándüia por 144 quo son las pulga­das cuadradas que tiene un pié cuadrado.192. 2 .° — Busquemos ahora el valor de la fanega agra­ria en hectáreas y  recíprocamente. . , ,  ̂ „Para esto recordemos q u e , teniendo la fanega de tieira 576 estadales cuadrados, y cada estadal 16 varas cuadradas, la fanega tendrá 9216 varas cuadradas.Pai’a valuarla, pues, en hectáreas, habremos de convei- lir en metros cuadrados las 9216 varas cuadradas, y el pio- ducto habremos de dividirlo por 10000 que son los metroa cuadrados que tiene una hectárea.Hecha esta operación se hallará queifang. =0^®°^^-,6440.
Reciprocamente para valuar la hectárea en fanegas, ha­bremos de convertir en varas cuadradas los 10000 menos cuadrados que tiene la hectárea, dividiendo el producto por 9216 que son las varas cuadradas que contiene una bmega.De un modo análogo se procedería si se quisieran valuar 

estadales cuadrados en áreas ó áreas en estadales cuadractos.

Pesos.193. La libra castellana equivale á 0‘‘̂ '«?-,4601 ; y i'eci- procamente e U í% / 'a m o  equivale á2*‘^-,1735.La onza equivale á 282̂ '"*-,7558; y el gramo a 0°"*-,0d4»- el adarme equivale á is*-” - ,7972 ; y reciprocamente el gramo equivale á 0» “̂ ®-,5564. _ .Con estas equivalencias es muy fácil convertir unas j didas en otras, y valuar caso necesario en subdivisiones u la unidad principal las fracciones decimales resultantes, creemos necesario poner ejem plos, puesto que con • se procederia en la misma forma qne se ha hecho con las 
dades lineales {n.“ 188).194. (Este párrafo le consagra el testo original a las lu nedas francesas, esplicando la conversión de libras en / 
eos y vice-versa: En España no tenemos, según antes se dicho, moneiias relacionadas con el sistema rnétrico; pm♦siguiente nada tenemos que poner en sustitución al testo.) ^Aquí concluye, hablando pro|)iainenle, la cotejo de las medidas usuales con las del sistema metrico



DE AlUTiMÉTICA. 213cimal; pero sin em bargo, nosotros vamos á añadir algunas nociones sobre las divisiones ele! circulo y  del termómetro  ̂como enlazadas á las teorías precedentes (*)'.
De las dos divisiones del circulo.195. En G eometría se delinc la circunferencia de círcu­lo, diciendo que es una línea reentrante y  cerrada, cuyos punios lodos están á igual distancia de otro punto, que se llama centro del circulo ó de la circunferencia.Antes de la reforma dcl sistema de pesos y m edidas, el circulo, ó mejor d ich o , la circunferencia se dividia en 360 

parles iguales llamadas grados, cada grado en 60 partes iguales llamadas minutos, cada minuto en 60 segundos, cada segundo en 60 terceros, etc .; de aquí la denominación de de­cimal dada á esta división.En el mismo sistem a, se supone la circunferencia dividi­da en 400 partes iguales llamadas grados, cada grado en 100 parles iguales llamadas minutos, cada minuto en 100 segun­
dos, cada segundo en 100 terceros, etc.

(’ ) El autor ha omílido ea el texto tratar de las UDÍdndes de uo- íumenydelas de capacidad para áridos y líquidos: ánosotrosnos ha parecido oportuno poner aquí por nota las principales equivalencias.
Medidas de volúmen., El pié cúbico valuado en decímetros cúbicos es igual á 21.6325: re­ciprocamente el decimetro cúbico equivale á 0,0462 pies cúbicos.—La yam cúbica equivale á 0,5841 metros cúbicos; y el metro cúbico á ^7121 varas cúbicas.

Medidas de capacidad para líquidos.El cuartillo equivale á 0,5042 litros; y el litro á 1,9835 cwaríi- 
Uos.'—La cántara eíiuivole á 1,6133 decálitros; y  el decalitro á 0,6198 
<¡(tniarns.La libra de aceite equivale á 0.5025 litros; y  el litro á 1,9900 l i -  ycs de aceite.—La arroba de aceite equivale á l ,2563 decálitros; y el “ecoiiíro á 0,7960 arrobas de aceite.

Medidas de capacidad para áridos.El celemín equivale á 4,6251 íiíro sry e l litro á 0 , 2 1 6 2  celemi- 
fanega equivale á 0,5550 hectolitros; y el hectolitro á 1,8018l'̂ negas.



214 ELEMENTOSDe donde resulta el nombre de división centesimal dada á este segundo modo.Esto supuesto, como en los usos ordinarios, y  particu­larmente en los cálculos de la m arina, se emplea mucho mas frecuentemente la primera división que la segunda, importa saber cómo puede convertirse un número complejo de la di­visión sexagesimal en medidas centesimales, y  recíproca­mente.Para esto , observemos, que según lo d ich o , la cuarta parle de la circunferencia {que siempre se llama cuadrante) está dividida en 90 grados sexagesimales y 100 grados cente­
simales; de donde se sigue que 1 grado sexagesimal vala 100 .1 0  , ,

0 -^  de grado centesim al; y  reciprocamente uno de es- 90 , 9tos vale o — de uno de aquellos.De aquí se iníieren las dos reglas siguientes:1 , “ Para un número de grados, minutos, se­
gundos, e tc ., sexagesimales en un número de grados, minu­
tos, segundos, etc., centesimales.

Redúzcase el número dado á un solo número fraccionario de la unidad principal, multiplicando este número fraccióna­l orio por -j—, y convirtiendo en decimales el producto resultanle.lista fracción decimal espresará en grados centesimales y sus subdivisiones el número propuesto; es decir, que la paj'~ 
te entera representará (os grados, y la parte decimal dividida en secciones dedo s cifras, representará sucesivamente ios 
minutos, segundos, e le ., centesimales.2 . “ Reciprocam ente, para transformar un número dado de grados, minutos, segundos, e tc ., centesimales en un nu­mero de grados, minutos, segundos, e tc ., sexagesimales,

Réstese del número dado, que puede espresarse por una fracción decim al, la décima parte del mismo número.La parte entera del resultado representará el número do grados sexagesim ales; y solo faltará, convertir la parte deci' mal en «iimí/05, sc9̂ «doí, e tc ., siguiendo un procedimiento análogo al del a.° Í8 9 .
Ejemplo.— Sea el número WX grados bd minutos 17«^' 

gnndos de la división sexagesim al,  que para abreviar se re-



DE ARITMÉTICA. 215presenta por 34“ 59' 1 7 ", el cual se quiere convertir en gra­
dos, minutos, segundos, e le ., centesimales.34°59'17"602099'60125957"

12595 7125957 10 125957- ^ 75’3600 ^  9 ”  3240 ^ ^ 7" ^ 0
3240-38,875617

1820
2000560236092Esta labia contiene tres operaciones dislintas:1 .“ La conversion-Qü segundos ín .“ 14 2), lo cual dá 125957";

10La (le 125957 p o r q u e  produce,.) a 1259573240después de reducida,3 .“ Einalinente, la division de 125057 por 3240, ó mas bien de 12595,7 por 324.Siendo 3 8 ,8 7 5 6 1 7 ... el resultado de esta d ivision, con­cluimos que 34“59'17"==38g^-,875617, •ó según notación convenida34“.59'17" =  38s^-87™-56^-17‘ - .
Reciprocamente, — Sea co/iuerííV 38*''-87"*-56®17‘' en gra­

dos, minutos, segundos, e tc ., sexagesimales :.38,87561703,887561734,9880553 6059,283318 60’ 16,99938



2 IG  ELEM EM ÜSDespués de haber restado de 38,875617 la décima, parte de este número y haber obtenido el resto 34,9880553, se ha 
multiplicado por 60 la parte decimal de este resto, lo cual ha dado 59,28 33 18 , cuyo producto también se ha multipli­
cado por 6 0 , hecha abstracción de la parte entera, habiendo así llegado al resultado 1 6 ,9 9 9 0 8 , ó sea 17.Luego, 38g>'-87“ -56®-17‘- =  34'’59'17";lo cual comprueba la primera operación.Con este ejemplo basta para comprender lo que debería hacerse en cualquiera otro.

De las dos divisiones principales del termómetro.196. Solo vamos á ocuparnos de lo.s dos termómetros mas conocidos que son el de U eaumcr y  el Centígrado.En el primero se concibe el intérvalo qiie media entre el punto de congelación del agua y el punto de ebullición dividi­
do en SO parles iguales llamadas grados de Ií e .a c m ü r ; yen d  segundo, se concibe el mismo intervalo dividido en 100 
partes iguales llamadas grados centesimales.De donde se sigue necesariamente que cada grado deUeaumur vale ^ grado centígrado; y reciproca-•mente, cada grado centigrado vale ~ de grado de Ue.auimir!A dem ás, es cosa generalmente admilida que las fraccio­nes de grado se espresen en uno y  en otro caso en fracciones decim ales; de modo que no hay cosa mas fácil que transfor­mar unos en otros.1 . " Para convertir un número decimal de grados de Roau- mur en grados centígrados, es necesario añadir al número dado la cuarta parte sí propio.Ll resultado de la adición es el número buscado.2 . *̂ Para convertir un número decimal de grados centesi­
males en grados de Reauinur, réstese del número dado la 
(¡uinla parte del mismo, y se tendrá el número buscado.A s í , por ejemplo,39S- ,4 7 1 6 -=  3 9 ,4 7 1 6 -h l),8 6 7 9 ^ 4 9 3 -"•,3 3 9 5 ;

L .



DE ARITMETICA. 21"reciprocamente,49?- % 3 3 9 5 = 4 9 ,3 3 9 5  — 9,8679 =  398-«-,4716.Del mismo modo,ll9 s '= -,2 3 0 7 6 =  119,23076— 23 ,84 61 5^ 95 8“ -,38461;958*“ -,3 8 4 6 1 = 9 5 ,3 8 4 6 1 + 2 3 ,8 4 6 1 5 = -1 1 9 8 - 23076.lite.MÈTODO AlillEVlADO PARA LA MÜLTIPLICACIOÑ CON UNA APRO­XIMACION DADA.197. Terminaréraos este capítulo con la esposicion de un 
método’abreviado para obtener el producto de dos números con una aproximación dada, método cuya utilidad hacen re­saltar suficientemente las operaciones-anteriores. -Hemos visto en efecto q u e , para valuar las antiguas me­didas en nuevas, ó reciprocamente, hay que multiplicar frac­ciones decimales do gran número de cifras, aunque p o rlo  común solo se necesita tomar en cuenta un corto número de ellas en el producto.Importa, pues, tener un medio de obtener el producto de dos números decimales cualesquiera con el grado de aproxi­mación que exige el enunciado de una cuestión, sin necesi­dad de calcular todos los productos parciales que supone el pt'ocedimionlo ordinario d é la  multiplicación.liste medio os el que constituye el mètodo abreviado que Pasamos á esponer.Sea, por ejemplo; valuar en menos de una milésima el pi’oducto de los dos números.84,0783647 y  72,46538.Se conseguirla evidentemente el objeto deseado, si pudié- •’amos formar un número que contuviera todas las milésimas y loiias las unidades de órdenes superiores, contenidas en el Pi'oducto total..  íisto es precisamente lo que se consigue operando en la ci’ma que vamos á manifestar:



2 1 8 ELEMENTOS

‘ación propuesta. Prueba de la operación.84,0783647 724653808 356427 746387048588 548548 57972304016 815672 289861523 363132 507257504468 5797242035 21732520 434672 286092,77047 4
6092,7706^Se comienza por colocanú mulliplicador debajo del inui- Itplicando, escribiendo sus cifras en un orden inverso, (ie imuio (¡ue la cifra 2 de sus unidades simples se encuentra de- 

bajo de la cifra de las cieninilésiwns, es decir, debajo de la eilVa que ocupa el segundo lugar hacia la derecha de a(|uella ruyo orden indica el grado de aproximación exigido: después la cifra 4 de sus décimas, bajo la cifra de las diezmilésimas <lel niulliplicando; la cifra 0 de las centésimas bajo la cifra de las milésimas; y asi sucesivamente.Por medio de esta disposición, cada cifra del multiplica­dor corresponde á la cifra del multiplicando, cuyo produelo [)0i- el primero dá cienmilésimas.A s i, la cifra 7 de Vài decenas del mulliplicador, corres­ponde á las cifras de las millonésimas del multiplicando, por­que (iecc/m multiplicadas por millonésimas producen cien­
milésimas.Del mismo modo, si hubiera centenas en el multiplicador, se colocaría su cifra debajo de las diezrnillonésmas del niui- liplicando.Hsio supuesto, se multiplican sucesivamente todas las ci­fras fiel miilliplieando empezando por la derecha, porcada una de las cifras del multiplicador, no teniendo en c u e n t a e n  cada operación parcial, las cifras del multiplicando, que están colocadas á la derecha de aquella por la cual se multiplica; y los productos (considerados como resultantes de la mullip^' cacion de dos números enteros) se colocan unos debajo de oti'os de modo <jue sus unidades simples estén en una uiismn columna vertical. So suman en seguida lodos estos producios»



PE AUlTílÉilCA. 219y á ia derecha de la su m a, se separan cinco cifras decimales, cuyas (Jos últimas se tachan.La parte á la izquierda de estas dos últimas cifras es elVKODICTO Í’EDIDO.Para darnos cuenta de este modo de proceder, y conven­cemos de (pie así se obtiene Agrado de aproximación deseado, basta observar que en cada multiplicación parcial, no tenien­do en cuenta las cifras del multiplicando, que están á la de­recha de la respectiva cifra del m ultiplicador, se desprecian muchas cienmilésimas, cuya suma puede llegar á dar diezrni- 
lésimas de error. Pero admitiendo que por término medio se cometa un error de 5 cienmilésimas en cada multiplicación parcial, se ve que se necesitarían diez multiplicaciones par­ciales, y por consiguiente, diez cifras en e.l multiplicador, pa­ra que el error cometido fuera de. 50 cienmilésimas,  ó de 5 ,  y 20 cifras en el m ultiplicador, para que el error se elevara á 5 x 2  ó 10 diezmilésimas, ó una sola milé­
sima.198. PiiL'EBA DE LA oPEiuGioN. —  Para comprobar el re­sultado obtenido, hé aquí lo que conviene hacer en la práctica;Se loma el multiplicador por multiplicando, y recíproca­mente, según indica ia operación del número precedente; y se dispone el nuevo multiplicador como en la operación prim ili- ''<1, efectuando las multiplicaciones parciales del mismo mo­do, salvas algunas modificaciones que es necesario indicar:Se ha colocado un O á la derecha del 7iuevo multipli­
cando, á íin (le que la última cifra 8 ,  del nuevo mulliplica- «0̂  tenga su correspondiente en la multiplicación por dicha cifra:2 . “ Se ha lachado la primera cifra á la izquierda, 7 , del J^oliiplieador, porque según la regla antes establecida no de­be dar lugar á ningún producto parcial;3 . * Kii cada multiplicación p arcial, d\producto de la c i-  h'a del multiplicador por la cifra superior que le corresponde ■oinediatamente, se ha tenido el cuidado (y esto es im porlan- ®̂)de agregar las unidades que se llevarían del producto por dicha c ifra , de la cifra que está á su derecha en el multipli­cando. •A si, en la multiplicación por la cuarta cifra 7 del multi­plicador, se han añadido al producto de 5 por 7 ,  ó 35, las 2 lenidades que se llevarían del producto de la cifra 3 que está ¡Inmediatamente á la derecha del 5 por el mismo multiplicador 7.



2 2 0  ELEMÍÍMOSAnáiogamtíiUe, en la operación inmediata posterior, al producto do 6 por 8 , se han añadido las 4 unidades, que se habrian llevado del producto de 8 por 5 ó 4 0 , y así sucesiva­mente.4 .“ Por últim o, al llegar á la cifra 7 , que se ha tachado en el multiplicador, se le ha multiplicado mentalmente por la cifra 7 que está á su derecha en el multiplicando, y se hall 
1‘scrilo d(3bajo del producto precedente las 4 unidades que se 
llevan de este producto mental.Esta última modificación ofrece dos ventajas; la primera, 
atenuar mucho los errores cometidos; y  la segunda dar liigai' á conocer si debe aumentarse una unidad á la cifra en-que se ilctiene la aproximación , á lin de obtener un resultado mas exacto.Kn el ejemplo que acabamos de presentar, hemos hallado que son 47 las dos últimas cifras de la operación primitiva, mientras que por Vaprueha, hemos hallado 60. Todas las de­más cifras son las mismas.I>uego 6092,771 es el valor del producto pedido con me­nos (le media milésima de error por esceso.l ié  aquí otro ejemplo un poco mas complicado :Sean los dos números1307,510300896472 y 256,10978641,cuyo producto quiere obtenerse aproximado hisla cienmilé­
simas.

Operación propuesta. 1307,51030089647^ 14 687901052 2015 020001792 653 755150445 78 450618048 1 307510300 117675927 9 J 52570 1046008 78450 5228___________ 13033486'6,18388»« ■

Prueba de la operación.256,1097864100 2-74698 0030157031 ^ 6  1097864100 76 8329359230 1 7927685048 1280548932 25610978 768329 2048 230 15334866,1 8 3 8 W



DE AHITMÉllCA. 22!FJ-resultado pedido es aquí 334866,18389, al cual falla menos de una cienmilésima.Apliquemos el procedimiento que acabamos de esplicar á los ejemplos de los 186, 189 y  191.
Calcular con menos de 0 ,6 l  de error el producto de los números 8 9 ,9 1 6 6 6 ... y  4 7 ,1 9 .Disponiendo estos números según el procedimiento, y lo­mando en cuenta cuatro decimales en el producto, se obtiene 4243,165T; luego el producto pedido es 4243 reales 16 cén­timos como en el n .° 186.

y  Hallar el producto de 0,5130740 por 47,1984 con cittco decimales exactos.Se obtiene 24,21627.ff9', como en el n.® 189.3.® Multiplicar 1,949036 por «i mismo y obtener e! pro­ducto con seis decimales.Resultado; 3,79874132', como en el n .” 191.199. O b ser v a c ió n . — Fsle procedimiento puede aplicarse igualmente al cálculo aproximatívo del producto de dos nú­meros en/eroí, compuestos de un gran número de cifras.
Ejemplo.—Se \)uíe, el producto de 470256497 por 2305687 con menos de un millón de error:470256497,00 78050 32-940512994 00141076949 10 2351282 45 282153 84 37620 58 3291 751084264291 6 2  1084264292Tendremos seguridad de obtener el producto con la aproxi- ilación deseada, teniendo en cuenta las centenas de millar y 

decenas de anillar, es decir, calculando en el producto dos cifras mas que el número de ellas pedido.Para e.slo, se dispone el muiliplicador debajo del multipli­cando, escribiendo sus cifras en un orden inverso, y de nía- jera que la cifim 7 , de sus unidades simples, caiga bajo la c i -  de las decenas de millar del multiplicando ; entonces, la



‘-^22 ELEMENTOScifra 8 (]q las decenas del imilliplicador cao naluralmoDio bajo la cifra de las unidades de millar del multiplicando; y así res- pectivamenlo las otras cifras. Mas como las cifras de centenas 
de millar y de millones (h'\ multiplicador londrian cifras correspoiulienies en el multiplicando, se ba suplido esta falta con dos ceros, que se han colocado á la derecha de este, v que se suponen representar décimas y centésimas.Hecho esto , se ejecutan las operaciones parciales como en el número precedente; y se llega al resultado 1084264-29162, cuyas dos últimas cifras deben ser lachadas ó suprimidas, ob­teniéndose por último 1084264292que es el número total de millones ((uc se obtendría siguiendo el procedimiento ordinario.Del mismo modo se hallaria que el número de decenas de contenidas en .el producto 37 80 95 4x6 85 74 es igual á 17992.

Advertencia. En el capítulo octavo esplicaremos un méto­
do abreviado para obtener el cociente de la división do dos números decimales con una aproximación dada.

Ejercicios.

\. In a  propiedad rural de oiO'/^ fanegas ha c(istadi> 146500 reales: se desea sab er: 1." el número de hectáreas y áreas que contiene; 2.® el precio de cada hectárea.II. Un arco de circunferencia contiene 47” 1 9 '3 0 " (divi­sion antigua): se desea saber su v a lo r: 1 .” en segundos sexa­
gesimales; 2 ." en segundos centesimales.H I. Un camino de hierro cobra por el trasporte de iô  carbones 0^®-,388 por tonelada (de 1000 kilogramos) y  po*' kilómetro. Se paga además un derecho fijo de 7‘‘s-,50 por wa­gón que contiene 3240 hectóyramos. ¿ A  cómo costarán 28275'>®®^ -̂,65 comprados al precio do 8‘ ' -̂,25 el hectolitro, y transportados en el camino de hierro á la distancia de 15'""'’* ,97, pesando 82 kilogramos el hoclólilro de carbón?



DE AaiTjiÉnCA. 223IV. A  volumen igual, pesa el agua 773 veces masque el aire: se quiere saber el peso de 945’'^-,479 de aire.V. Según la ley francesa,  un franco debe tener 5 gramo's (le piala; una moneda de 5 francos, que solo pesa 24sr-,4G7, ¿tiene el peso debido? y si no lo tiene ¿cuánto ha perdido ?
Yí. Un platero funde 3 kilogramos de plata que contienen undmmo de cobre, con 5  kilogramos de plata que contienen un octavo de cobre. ¿Cu ál es la cantidad de cobre que hay en el metal así obtenido?V il. ¿Cu ál es la capacidad de un vaso que contiene agua, siendo el valor de su peso 2 monedas d e á  5 francos, 3 mo­nedas de 1 franco y  1 de 20 céntim os?V III. A  valor ig u a l, la moneda de oro pesa 15,5 veces menos, y  la de cobre 40 veces mas que la de plata.Se pregunta: i c u á n t o  pesan 1000 francos en oro; 2 .’’ cuán­tas monedas de oro de á'20 francos se necesitan para hacer el peso de un kilogram o; 3 .” cuánto pesan 100 francos en cobre.



2 2 4 ELEMENTOS
CAPITULO V.

Formación de las potencias y eslraccion de las raíces 
segundas y terceras.

PRIMERA PAUTE.

SEGUNDA POTENCIA Ó CUADRADO, Y RAIZ SEGUNDA Ó CUADRADA DEUN NÚMERO.
lociones y principios preliminares.

200. Hornos visto (n.° 45] que la s e g u n d a  p o t e n c ia  de un número es el producto de este número midliplicado por ít 
mismo, ó q\ producto de dos factores iguales á tiicho número, y  q u e , reciprocamente, la r a íz  c u a d r a d a  de un n úm ero es un segundo número que, multiplicado por si mismo, ó eleva' 
do á la segunda potencia, dá por resultado el número pro­puesto.lista SEGUNDA POTENCIA y la SEGUNDA RAÍZ sü dcsigiiaii laiD' bien con los nombres de c u a d r a d o  y de r a íz  c u a d r a d a .Así el c u a d r a d o  de  7 es 4 9 ; reciprocamente, la r a íz  cü-a- d r a d a  de 49 es 7 . , ^Del mi.srao modo, 12 tiene por c u a d r a d o ,  1 2 x  12 ó 14a: reciprocamente, 144 tiene por r a íz  c u a d r a d a  1 2 .Los CUADRADOS de \oi nueve primeros números enteros bailan en la tabla de Pilágoras (n.° 1 8 ) ; y los cuadrados (jo las diversas potencias de 1 0 , se forman (n.® 20) duplicando el número de ceros.La fonnacioji del cuadrado de un número no exige



"tlli: ARITMÉTICA. 2 2 5í}U6 la aplicación de las reglas de la viulUplicacioii ’ pero no sucede lo mismo con la estraccion  de la r a íz  c u a d r a d a , que llene por objeto :
J)ado un número y hallar otro, que multiplicado por sí 

mtsmoy reproduzca el número propuesto.Esta cuestión no puede resolverse sino por una operación esencialmente distinta de las espuestas hasta a q u í; y es ade­más de grandísima importancia en la Geometría v  en el A l­gebra.Eos diez primeros números enteros '1, 2 , 3 , 4, 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,' 10, tienen por cuadrados1> 4 , 9 , 16, 25, 36, 49, 64, 81 , 100;por consiguiente los números de la segunda sèrie tienen por raíces cuadr a das  los números de la primera.A la simple inspección de estas dos séries de números se conoce que; entre los números enteros do una ó de dos c i-  iras, solo hay nueve que son cuadrados de otros números en- 
ieros, y que todos los demás tienen por raíz cuadrada  un nú­mero entero,  mas ana parte de la unidad.A s í, 5 3 , que está comprendido entre 49 y 6 4 , tiene por RAIZ cu ad r a d a , 7 mas ana parte de la tmidad. Del mismo mo­do, 91 tiene por raíz cuadrada  9 mas una parte de la uni- í W ;  etc.. Los números 7 , 9 , . . .  se llaman las pa rtes  en te ra s  de las 
f'Qices cuadradas de 5 3 , 9 1 , etc.201. N úmeros in co n m ensurables . — Tratando de valuar la parte de la  unidad  que debe añadirse á la pa rte  ExNter a  de ta raíz cuadrada de un núm ero, se va á parar á la pronosi- díon siguiente; ^

Un número entero que no es el cuadrado de otro número
^meroy no puede tener por raiz un número fraccionario 
exacto. 'En efecto, para que un número fraccion ario  e u c t o ,  tal

cuadrada de un número e n -como - ,  pueda espresar la raisería necesario que el producto^ x  ó(n." 129) ^ ,  ôera igual á un número en te r o .



22C ELEMENTOSPero oslo es imposible; porque supongamos (como siem­pre es permitido] que la fracción ^ sea irreductible, óen otrostérminos, que o y ó  sean primos entre si : a® y serán tam­a-bien (o.“*92) entre si, y por consiguiente ^  no pue­de ser igual á un número enteuo .L u eg o , etc.De aquí se sigue que la raíz cuadrada de un número en­tero que no es el cuadrado de otro número entero, no puede medirse exactamente por medio de la unidad ;'en consecuen­cia ,  se llama número inconmensurable ó irracional , por opo­sición al número que puede medirse exactamente por meilio d é la  unidad y  que se llama número conmensurable o ra­cion al .Asi las raíces cuadradas de 7 , 2 8 , 65 , números de una o de dos c ifras, diferentes de los números ele la série arriba puesta (n.® 2 0 0 ), son números in con m ensurables o irracio­n a l e s .Para representar esta clase de núm eros, se conserva, de­lante de las cantidades que los originan, el signo radical 'Z (n.'’ 4 5 ), indicador de que debe estraersc la raiz.Se escribe, pues; v^7, \/28, y se dejan los números bajo esa forma.(Tratándose de la raiz cuadrada, se omite el colocar den­tro del signo el Indice de la raiz.)No podiendo eslraerse exactamente las raices cuadradas de los n úm eros?, 2 8 , 65, se dice que estos números no son CUADRADOS PERFECTOS ; y las PARTES ENTERAS de SUS rajccs - , 5 , 8 , son las raices de los mayores cuadrados contenidos en 
estos números, ó en otros térm inos, las raices cuadradas de dichos números aproximadas hasta en  menos de una unidao*202. E l examen atento de las dos séries de números (n.® 200) enseña también que la d ifer en cia  antre dos uúme' 
ros consecutivos ÚQ la segunda série es lanío mas considera­b le , cuanto mayores son sus raices; y si se sacan esas mrB- RENCiAs, se advierte que sigilen una ley constante.



Así se tien e: 1>E ARITMETICA.100 —  81 =  1 9 = 2  veces 9 ^ -1  81 — 64 =  17 =  2 veces 8 -f- 3 64 —  49 =  1 5 = 2  veces 7 +  1
227

De esta observación se deduce Ia*proposicion general si­guiente que vamos á dem ostrar:
La diferencia entre los cuadrados de dos números enteros 

conseculicos es igual al duplo del menor de dichos números 
‘íms una unidad.. Sean , en efecto, o y « +  1 dos números enteros consecu- 
tms; aplicando la regla del n .“ 48 y  observando que el cua- 
arado de 1 es 1, tendremos( a + l) 2  ó ( a + 1 )  ( a + i ]  =  a^ +  a x l + l x a  +  l ,  de donde

(a + l f -= ^ a 5 + 2 f l  +  lespresioiies que difieren de (cuadrado de a), en la cantidad 2 a - í - t ; lo cual justifica la proposición enunciada.A s í, la DIFERENCIA de los cuadrados de 348 y de 347 es Igual á 2 veces 347 mas 1 , ó á 695., De donde se sigue que entre los cuadrados de esos dos números tiay 694 números que no son cuadrados perfectos. Establecidas estas nociones, pasemos á las operaciones de eslraccion de la raiz cuadrada de un número. § *§ E E straccion  de  la  ra íz  cuadrada  de  un número conMENOS DE UNA UNIDAD DE ERROR.
Estraccion de la raiz cuadrada de un número entero.203. Como la raiz cuadrada de un número entero puede ser (n.** 201) un número conmensurable ó inconmensurable, nosotros nos proponemos abora buscar esa raiz si el número propuesto es un cuadrado perfecto, ó la parte entera de esa laiz, 6 en otros términos, cstraer la raiz del mayor cuadrado 

contenido en un número entero, ó bien también estraer la raiz 
ladrada de un número entero con menos de una unidad de error.



228 EI.EMliNTOSSi el número dado solo tiene una ó dos c ifra s , su rai% ó la PARTE ENTERA de SU raiz se obtiene á la simple inspección de las dos séries de números del n." 200.204. Según esto, solo debemos considerar los números que tienen mas de dos cifras.Comencemos por observar que la raiz de lodo número en­
tero compuesto de mas de dos c ifra s , tiene necesariamente 
mas (le una cifra, y porconsigiiieníc contiene decenas y uni­
dades.Ahora b ie n , si designamos por a y 6 las decenas y las 
unidades de la raiz, el número propuesto, sea el que quiera, puede representarse por la cspresion {a-hbf, la cu a l, desar­rollada con arreglo al principio del n.® 48, dá por resultado

a^-i~ab~{-ba +  b̂  ó de donde se sigue q u e :El cuadrado de un número compuesto de decenas y unida­
des cox\l\QnQ tres partes distintas, á saber: 1 .“ el cuadrado de 
las decenas; 2.® el doble producto de las decenas por las uni­
dades; 3 .* el cuadrado de.las unidades.205. Sentado esto principio general, sirva de primer ejemplo estraer la raiz cuadrada de 6084:608 4 7849 148118.4 8118 4 11840Constando este número de mas de dos c ifra s , pero siendo 
mas pequeño c\\\Q lüOOO, cuadrado de 1 0 0 , su raiz (la pala­bra raiz se loma aquí para abreviar, tanto para espresai; la 
raiz exacta, como para espresar la parte entera de la raiz), no puede tener ni mas ni menos de dos c ifras, es decir, qae contiene decenas y unidades.Si pudiéramos, pues, descubrir en 6 0 8 4 , el cuadrado de las decenas de la ra iz , obtendríamos fácilmente estas decenas; pero como el cuadrado de las decenas no puede dar menos de 
centenas, es claro que debe bailarse integro en la parte oO del número dado, á la izquierda de sus dos últimas cifras,



DE ARITMÉTICA. 229parte que además puede contener centenas y millares proce­dentes de los otros términos, términos del cuadrado.Abora bien , el número 6Ü está comprendido entre los dos 
cuadrados perfectos 49 y  0 4 ; por consiguiente, 6000 á su vez está también comprendido entre 4900 y  6 4 0 0 , que son los cuadrados de 70 y 8 0 ; lo mismo sucede con el número propuesto 6084; luego 7 es la cifra de las decenas que se buscaba.A si, la RAIZ PEDIDA coDsta de 7 decenas y de un número de unidades m enor  que 10.Hallada ya la cifra 7 de las decenas, se escribe á la dere- cha'del número dado, separándola de él por una raya verti­cal; después su cuadrado 49 se resta de 6 0 , lo cual dá 11 de resto, á cuyo lado se bajan las otras dos cifras, 84.El resultado, 1184, de esta primera operación contiene todavja {n.'’ 204);

El doble producto de las decenas por las unidades y el 
cuadrado de las unidades.Ahora bien, decenas multiplicadas por unidades no pue­den dar en el producto menos de decenas; por consiguiente la ultima cifra 4 no puede pertenecer al doble producto de las 
decenas por las unidades; a s i, pues, este doble producto se baila contenido en la parte de la izquierda , 1 1 8 ,  que se se­para del guarismo 4 por medio de un punto.buego, si después de haber duplicado las decenas, lo cual da 14, dividimos 118 por 14, el cociente 8 es la cifra de las 
unidades, ó una cifra mayor que la de las unidades.Este cociente no puede ser menor que la cifra de las uni­
dades porque como 118 contiene el doble producto de las de- 
cenas, 14 , por las unidades, es preciso que de esa cantidad pueda restarse el producto de 14 por la cifra en cuestión; pe- ■'o puede ser mayor, porque 118, además de aquel doble pro- ducio, puede contener también decenas procedentes del cua­
drado de las unidades.Para comprobar si el cociente 8 espresa las unidades, bas- escribirle á la derecha de 14, lo cual dá 148, y después de­bajo de sí m ism o, multiplicando luego 148 por 8 . Si 8 es en electo la cifra de las unidades, se forman de este modo evi­dentemente, I.** el cuadrado de las unidades; 2 .“ el doble pro­
ducto de las decenas por las unidades.Efectuada esta multiplicación, resulta el producto 1184, adinero igual al resultado de la primera operación; reslán-



230 ELEMENTOSdolé (le dicho resultado, queda O de resto; luego 78 es laRAIZ PEDIDA.En efecto, de las operaciones precedentes resulta, que de 6084 se han restado sucesivamente el cuadrado dé 7 decenas ó de 7 0 , mas el doble producto de 70 por 8 ,  mas íinalinenle el cuadrado de 8 , es d ecir , las tres parles que entran en la composición del cuadrado ele 7 0 + 8  ó 78; v como el resto es O , se infiere qué 6084 es el cuadrado de 7 8 , y por consiguien­te es (n.® 201) un cuadrado  p e r fe c t o .Sirva de segundo ejemplo el número 84 1:84.1 444.1 44 1O
_29T .O  ___ 9
i nHallándose este número comprendido entre 100 y lOüOO, su raíz se compone también de dos cifras ó de decenas y uni­

dades.Se probaria como antes, que la raiz del mayor cuadrado contenido en 8 , parle á la izquici'da de las dos cifras que des­de luego se separan, es la cifra de las decenas de la raiz pe­dida.E l MAYOR cuadrado  contcnido en 8 es 4; luego la raiz es 2 ,  la cual se coloca á la derecha del número propuesto; des­pués se resta 4 de 8 , y se obtiene el resto 4 .Bajando al lado de este resto la sección siguiente 4 1 , se obtiene 441, número que contiene todavía el doble produelo 
de las decenas por las unidadeŝ  mas el cuadrado de las imi- 
dades.liaríam os ver ahora, como se hizo en el primer ejemplo, q u e , si se separa la última cifra de la derecha, 1 , por medio de un punto, y se divide la parle de la izquierda, 4 4 , por 4, 
duplo de las decenas, el cociente es la cifra de las unidades, o una cifra mayor.Pero aqui el cociente es 1 1 , y  es evidente que no puode haber mas de 9 unidades simples, pues lo contrario, sería su­poner que la cifra hallada de las decenas no era la verdadera-Debemos, pues, ensayar la cifra 9 :  para esto, se esermo el 9 á la derecha de 4 ,  duplo de las decenas, y después deba­jo de si mismo, y se multiplica 49 por 9 . Esta mulliplicacioD



DE ARITMÉTICA. 231dá el producto 4 4 1 , que es igual al resultado de la primera Operación: por consiguiente, 29 es la raiz pedida, y  el nú­mero propuesto es un cuadrado  p er fec t o .Reflexionando sobre el procedimiento que acabamos de seguir para estraer la raiz cuadrada de un número de tres ó cuatro c ifras, se ve que consta de dos operaciones prin­cipales :La PRIMERA consiste, después de haber separado las dos últimas cifras á la derecha, en estraer la raiz del mayor cua­
drado contenido en la parte de la izquierda, y en restar de 
ella dicho cuadrado.Lsla raiz espresa necesariamente las decenas de la raiz to­tal ; porque el cuadrado de esta raiz seguida de un cero,  y  el cuadrado de la misma raiz aumentada en una unidad y  segui­da también de un cero comprenden evidentemente al número propuesto.La SEGUNDA Operación consiste, después de haber bajado las dos cifras á la derecha del resto , y separado por medio de tin punto la última de ellas, consiste, digo, en dividir tapar­
te de la izquierda por el duplo de la cifra hallada.E l cociente es la cifra de las unidades, ó una cifra mayor;Y  para asegurarnos si es la cifra buscada, se forma el 
cuadrado de dicho cociente, y el producto del duplo de las 
decenas por el mismo cociente. Si la suma que se obtiene es 
igual ó inferior al resultado de la pr im era  operación, se tiene seguridad de que el cociente espresa unidades, y entonces se escribe a la derecha de las decenas; en el caso contrario, se 
disminuye el cociente en una ó mas unidades.

Advertencia. No es posible poner desde luego en eviden­cia el cuadrado de las unidades: porque este cuadrado da en general (n.° 200) decenas ([üq se combinan con las que proce­den del doble producto de las decenas por Ja s  unidades; de c^odo que es imposible determinar de una manera precisa en ntié parle del número propuesto se encuentra el cuadrado de 
lus Unidades.Sirva de tercer ejemplo el número 3719:371 9 11.9 1 2La raiz del mayor cuadrado contenido en 37 es G, cifra



232 ELEMEiMOSque se escribe á la derecha del número dado; se resta el cua­drado de 6 , ó 36, de 37, lo cual dá 1 , á cuyo lado se baja la sección 19, separando por medio de un punto la última cifra de la derecha.Se duplica d  cifra 6 hallada para la raíz, después se ten­dría que dividir por 12 la parle que está á la izquierda de la última c ifr a ; pero como aquí el dividenífo parcial 11 es menoii que el d ivisor, debe concluirse que la raiz no tiene unidades 
simples, \)\iGslo que, si solo tuviera una, pociria restarse de 119 el producto de 121 por 1; lo cual es imposible.Se coloca, pues, un O á la derecha de las seis decenas, tendremos que la raiz buscada es igual á 60 , quedando un re­siduo igual á 119.De aquí se sigue que el número propuesto no es un cua­drado  pEnFECTo, y  que 60 es la raiz del m ayor  cuadrado 
contenido en dicho número, ó en otros térm inos, la rais del mismo número con  menos d e  un a  un id a d  de  e r r o r .E l residuo es lo que se debería rebajar del número pro­puesto, para que el número resultante fuera cuadrado  per­f e c t o ; es dicho resto y debe ser Gn efecto (n.° 202) m e^orqüb 
el duplo de 60 mas 1.Veremos mas adelante cómo puede valuarse aproximada­
mente la parte de la unidad que debe añadirse á la parte en­
tera de la raiz.206. Pasemos á la eslraccion de la raiz cuadrada de un número de mas de cuatro cifras.Sea 56821444 e! número propuesto;49~78.2 72 5 5 71.4 4 50 91 20 54.4 1 20 54 4

7538145 1503 150685 3 8725 4509 120544
OComo el número propuesto es superior á 1 0 00 0, su raiz debe ser mayor que 100, es d ecir, debe tener mas de dos cifras.



DE ARITMÉTICA. 233Pero, cualquiera que sea su núm ero, puede siempre cou- siderarse la raíz como compuesta de dos parles distintas: de­
cenas y unidades simples. (Por ejemplo, 5367 es igual á 5360 536 decenas, mas 7 miidades).Desde luego, el cuadrado de esta raiz, ó sea el número propuesto, se compone de tres parles, á saber:

cuadrado de las decenas, mas el doble producto de las 
decenas por las unidades, mas el cuadrado de las unidades.Ahora b ien , el cuadrado de las decenas dá por lo menos 
centenas; luego la última sección, 44, no puede formar parte de él ; luego diclio cuadrado deberá hallarse en lo que queda á la izquierda.Ahora digo que si se busca la raiz del mayor cuadrado contenido en 568214, considerando á este número como si espresára unidades simples, se tendrá el número total de las 
decenas de la raiz pedida.Efi efecto, sea a ia raiz del mayor cuadrado contenido en 5G8214; es claro por el pronto que la raiz pedida tiene á lo menos un número a de decenas, puesto que a^ xlO O  puede restarse de 56821400, y  con mayor razón , do 56821444.Además, la raiz buscada no podría tener {a-h 1) decenas; porque siendo (/2 +  l)^ mayor que 568214, ( a - i- l) 2 x  100 es- 
cedei 56821400 al menos en una centena, y por consiguicn- le es mayor que 56821444.1-uego finalm ente, la raiz pedida se compone de a decenas Olas cierto número de unidades menor (]iie 1 0 ; y queda la cuestión reducida á estraer la raiz cuadrada del número 068214, considerado por un momento como espresando uni­
dades simples.Hazonando sobre 'este número como sobre el número pro- , puesto, vendremos á p arar, para obtener las decenas de su ■ á estraer la raiz del mayor cuadrado contenido en la que está á la izquierda de 1 4 , es d ecir, en 5682; y pa­ja oblener las decenas de esta nueva raiz, es necesario tam­bién hacer abstracción de las dos últimas cifras 8 2 , y estraer raiz del mayor cuadrado contenido en 56.Eslraigamos, pues, la raiz de 5 6 ; tendremos 7 ;  escribi-esta cifra á la derecha del número propuesto, separándo- p por una raya; restamos de 5 6 , el cuadrado de 7 ó se.a 49 , ®cualdá 7 de resto, á cuyo lado se baja la sección siguien- I® I (porque ahora es necesario determinar la segunda cifra ® la raiz dei mayor cuadrado contenido en 5682). Separan-



234 ELEíIENTOS«lo la iillima cifra á la derecha de 7 8 2 , y dividiendo después 78 por 1 4 , duplo de la raiz hallada, ss obtiene por cociente 5 , que se escribe á la derecha de 1 4 , lo cual dà 145 ; se es­cribe también 5 debajo de 145; se multiplica 145 por 5 ,  y el producto 725 se resta de 782. Las dos,cifras halladas, 75, representan ahora la colección de las decenas de la raíz (leí número 568214.Pai’a obtener las unidades, se baja al lado del resto 57, la sección 1 4 , lo cual dá el número 5 7 1 4 , cuya última cifra se separa. Dividiendo 571 por 1 5 0 , duplo de la raiz hallaihi, se obtiene el cociente 3 que se escribe á la derecha de 150, lo cual dá 1503; se escribe también el 3 debajo de 1503, se multiplica 1503 por 3 , y  el [irodiicto 4509 se resta de 5714; 753 representa entonces el número total de las decenas déla raiz pedida.Finalm ente, para obtener la cifra de las unidades, se ba­ja  al lado del resto 1205, la última sección 4 4 ; después*, Iiü- ' ciendo abstracción de la última c ifra , se divide la parte de ln 
izquierda 12054 por 1 5 0 6 , duplo de la raiz hallada: se ob­tiene el cociente 8 ,  que se escribe á la derecha de 1506, lo cual dá 15068. Multiplicando 15068 por 8 ,  y restando al producto de 120544, se obtiene cero por resto.Luego 7538 es la r a íz  p e d id a .Para comprobar esta operación, basta multiplicar 7538 por sí m ismo, según las reglas de la multiplicación.207. H eula  g e n e r a l . — S is e  han comprendido bien las diferentes partes de la operación que acaba de esplicarse de­duciremos de ellas con mucha facilidad la regla siguiente. 

Divídase el número dado en secciones de à dos cifras, em­
pezando por la derecha; la última sección de la izquicráaPUEDE tener un a  sola  cifra; trácense á la derecha del número 
dos lineas, una vertical y otra horizontal, dispuestas como 
para la operación de la d ivisió n  ;Hecho- esto, /?ara obtener la paniERA c ifr a  de la raiz, es- 
tráiyase la raiz del mayor cuadrado contenido en la primero 
sección déla izquierda;

Escríbase esta prim era  c ifr a  á la derecha de la raya ver­
tical , fórmese si.i cuadrado, réstese de la primera sección de 
la izquierda y bájese á la derecha del resto la sección si- 
fjuiente;

A fn de obtener la segunda  c if r a  de la i'aiz, sepárese p f 
medio de un punto (a última cifra de la sección bajada;



DE ARITMÉTICA. 23-5
mese el duplo de la primera cifra de la m is ,  y escríbase de­
bajo de la rayaliorisontal; divídase por dicho duplo la parle 
pe queda á la izquierda de la cifra separada, tenioido cui­
dado de rebajar el cociente á 9 si por acaso resultara mayor; 
escríbase este cociente á la derecha del número formado por el 
duplo de la primera cifra de la rais; multipliqúese el núme­
ro resultante por el mismo cociente; ensáyese á ver si es posi­
ble restar el producto obtenido, del primer resto seguido de 
la segunda sección, y si esta sustracción no es posible, dismi- 
núijase al cociente el número de unidades necesario para que 
pueda efectuarse.

Escríbase la segu n d a  c ifr a  de.la raíz, así encontrada, á 
la derecha de ¡a primera, y bájese á la derecha del resto de la 
última sustracción la sección tercera;

Para obtener la tercer a  c if r a  de la raiz, hágase abso­
lutamente la misma serie de operaciones que para obtener la SEGUNDA, separando por medio de un punto la última cifra de 
la tercera sección bajada , dividiendo la parte que queda á la 
i^uierda, por el duplo del número que forman las dos pri­
meras cifras de la raiz, y operando sobre este cociente como 
sobre el anterior ;

llágase lo mismo para obtener las cifras siguientes de la 
âiz, las cuales se irán escribiendo sucesivamente cada una á 

la derecha de la precedente, hasta que se hayan bajado todas 
las secciones del núm'bro dado.Kl niimL'ro propuesto es 6 no es cuadrado perfecto, se- SiiR (jue el residuo final de estas operaciones es cero ó es di­ferente de cero.208. O b se r v a c ió n . — 1.* De la naliiraloza misma del pro­cedimiento resulta que el número de las cifras de la raiz es 
q̂aal al número de las secciones hechas en el número dado; lo cual además puede demostrarse directamente.2.“ Se ha observado ya (n.” 205, 3®'’* ejemplo) que cnan- •JO el número dado no es cuadrado perfecto, el resto debe ser 

'̂ n̂or que el duplo de la raiz mas una unidad. Segim el mis- principio, el resto de cada operación parcial debe á lo mas ®cr igual,al duplo út\ número formado por las cifras déla bailadas hasta entonces, porque este número mismo, ha­blando con propiedad , es la raiz de la joar/edcl número da- 
'-K  que le corresponde, considerada como espresando unida­des simples.fie este modo puede conocerse, en el curso de la opera-



Clon , s¡ una cifra hallada para la raíz está mal determimda'i 
aumentarse en una ó mas unidades.3 . Es evidente (fue, para hacer idi prueba de la opera­c ió n , es necesario mulliplicar por sí misma la raíz hallada, y SI hay algún residuo  ̂ añadirle al producto, para reproducir el numero dado; todo lo cual es consecuencia de la definición misma de la raiz cuadrada._ 209. Otra. OBSEavAClo^f. — Puede suceder, en la aplica­ción del procedimiento á ejemplos particulares, que (k-snues de haber bajado una sección y separado por medio de un pun­to la ultima cifra de su derecha; se reconozca que la parle restante a la izquierda es menor que el duplo del número for­mado por las citi'as halladas de la raiz. Esto es señal segura de que la raiz pedida no tiene unidades del orden siguiente al de la ultima d ira  obtenida; se pone, pues, entonces un Oen ia raí z ,  a lin de conservar á las cifras precedentes su valor relativo , y después se baja la sección siguiente, conlinuaiulo la operación por la regla general.De este modo se encuentra :

2 3 6  ELEMENTOS

V 17698849 =  4207, exactamente.210. Manera de obtener la raiz con menos de .m e d ia  uni­dad de error. — Hemos visto q u e , cuando un número entero no es cuadrado perfecto, la aplicación del procedimiento dá la raíz con menos de una unidad de error. Pero de la inspección misma del resto comparado con la raiz, se deduce el medio de obtener siempre esta raiz con menos de m e d ia  u n id a d  de 
error, sin tener necesidad para ello de prolongar mas la ope­ración. ‘ °  ‘S e a , por ejemplo, estraer las raíces cuadradas de los nú­meros 697685 y 18308009; se obtiene por resultados,835 con el m í o  460;4278 con el resto 6725.Estos restos so n , el uno menor, y  el otro mauor que las PARTES ENTERAS dc ías laices correspondientes.



DE ARITMÉTICA. 237Digo pues que,  en el primer caso la raiz obtenida, 835, espresa (en menos) la raiz buscada, fa ltán dole  menos de  m e­dia unidad,  y  que en el segundo, la raiz-obtenida mas 1, ó 4279, dá EN MAS la misma aproximación.1En efecto, sean a y a -h  ^ , dos números que difieren en-Aire sí en m edia  u n id a d .Si se desarrolla el cuadrado » según el princi­pio del 11.°  48 y  las reglas dadas para las operaciones con los ijuebrados, tendremosa - H - 1 1
-h2a. ^ -h j  ~  -h a -h 4 ’espresion que prueba que la diferencia entre el cuadrado de «« número y el cuadrado de otro número que escede  al pri~ wíero en m edia  unidad es igual à dicho primer nùmero aum en- 1tado en De aquí se sig u e , que si a representa la parte*en- teiia de la raiz de un número, y r  el residuo de la operación, la RAIZ TOTAL, será inferior ó superior á a -h  según que r1

inferior ó superior di a - h - ,  ó simplemente á a, puestoque a y r son necesariamente números enteros. Esta raiz es además necesariamente menor que a - M .Luego, los números a ó a - M ,  según los casos, difieren de la raiz total, uno en  menos , y  otro en mas ; pero siempre una cantidad menor que m edia  un id a d .
L. C. D. D.

^̂ li'accion de la raiz cuadrada de un número fraccionario 
<̂on menos de una unidad ó media unidad de error.Cuando ha de estraerse la raíz cuadrada de un ku-  ero fraccionario  compuesto de un entero y de un quebrado, j retiene solo necesidad de la parte entera de dicha ra iz , ó •Potros térm inos, cuando solo se quiere eslraer la raiz con



238 ELEMENTOSMENOS DE UNA UNIDAD, Ó (lo MEDIA UNIDAD DE ERROR, UO flOy UC-
cesidad'ík liacer caso de la fracción.En efecto, si el entero  del número misfü dado no es.un 
cuadrado perfecto, diferenciándose necesariamente en menm 
de una unidad los dos cuadrados consecutivos que le compren­den (ti.“ 202), dicho número misto está también comprendido entre aquellos dos cuadrados, y  por consiguiente su rah está comprendida entre las de los dos cuadrados, ó en otros tér­minos , tiene la misma pa rte  en t e r a  que la raiz del entero.

11A s i, 47 —  se halla comprendido entre los dos cuadrados

consecutivos 36 y 49; y por lo tanto su raiz está comprendida entre G y 7, raíces de dichos cuadrados, ó bien, tiene por PARTE ENTERA G, lo mismo quG la raiz del entero 47.Si el ENTERO fuera un cuadrado perfecto, el número total tendría por parte  en tera  de su raiz la raiz misma de diclio ENTERO, pues estarla comprendido entre este cuadrado yol cuadrado inmediatamente superior.
Caractères particulares de un número entero que no es 

cuadrado perfecto.212. Muchas veces se reconoce, á la simple inspección de un número entero, que no es cuadrado perfecto; y esto pue­de ser útil en la práctica de la estraccioii de la raiz cuadra­
da. l ié  aqui los signos principales :1 . “ Ningún nùmero terminado en 2 , 3 , 7 , 8 , puede ser 
cuadrado perfecto.P orqu e, según la composición del cuadrado de un núme­ro que tiene mas de una cifra (n.“ 204), las unidades simples (le dicho cuadrado no pueden evidentemente provenir mas que del cuadrado délas unidades de la raiz; y la tabla de los cuadrados de los /meue primeros números (n.° 200) nianiíles' ta que ninguno de ellos lennina en 2 , 3 , 7 , 8.2 . “ Ningún número terminado en el guarismo 5 puede set 
cuadrado perfecto, á 7io ser que la cifra de sus deceixas sea'̂ -También esto es una consecuencia de la composición del cuadrado de un número de mas de una cifra.En efecto, las dos primeras cifras del número propuesto no pueden ser producidas mas que por-el cuadrado de las 
unidades simples, pues, siejndo 5 la cifra do estas imidades,



DE AIUTHÉTICA. 239producto de las decenas por el duplo de 5 , ó por 1 0 , espresa necesariamente centenas. Pero el cuadrado de 5 es 2 5 ; luego el número propuesto debe terminar en 25 para poder ser cua­drado perfecto.3. “ Un número terminado en un solo cero ó en un mi- 
mero IMPAR cualquiera de ceros, no puede ser cuadrado per­
fecto.Porque, si la raiz fuera exacta, no podría menos de ser un número terminado en uno ó varios ceros; y su cuadrado, ó sea el producto de esta raiz por sí misma deberla n.® 200) terminarse en dos veces tantos ceros como tuviera la r ai z ,  es decir, en un niimero/?ar de ceros; lo cual sería contrario al enunciado de la proposición.4. ° Si un número es divisible por un tactor primo d , no 
puede ser cuadrado perfecto, si no es divisible por el cuadra­
dlo d-, de dicho factor.En efecto, la rai%, si pudiera ser exacta, debería contener al factor d; y  multiplicándola por sí m ism a, se obtendría un pi’oducto, que contendría necesariamente al factor ; lue­go , etc.A s i , j)or ejemplo, todo número par debe ser divisible porpara que puetla ser cuadrado perfecto.Del mismo modo, lodo número divisible por 3 , debe ser­lo también por 9 , para ser cuadrado perfecto.

Advertencia. Estos diferentes caracteres no so n , hablan­do con propiedad, ma s qu e  signos pero muchas'̂ eces pueden servir para evitar cálculos inútiles.
Aplicación de la teoría de la rais cuadrada à la invesligacion 

de los factores primos de un número.213. La estraccion de la raiz cuadrada de un número en - ifiro en menos de una unidad proporciona el medio de obtener una espresion distinta de la del i i .‘' 1 0 0 , como limite de los 
^̂ sayos para la invesligacion do los divisores primos de un Gomero.Ks fácil ver en efecto, que el menor número primo que, Offiado por divisor de una división cuyo dividendo es el n ú - |ero propuesto, dá un cociente fraccionario menor que dicho ivisor, es precisamente el número primo inmediatamente 
f̂perior á la raiz del mayor cuadrado contenido en el núm e- *̂0 dado.



240 ELEMENTOSLa PARTE ENTERA do la raiz cuadrada de un número es por consiguiente el limite de los ensayos para la investigación de sus factores primos.Se llega directamente á esta espresion por una demostra­ción enteramente análoga á la del n.'* 10 0; ya nos ocupare­mos otra vez de ella en el capítulo 8.®
§ 1 1 . —  E sTRACCION d e  l a  RAIZ c u a d r a d a  POR, APROXIMACION, DE UN NÚMERO ENTERO Ó FRACCIONARIO.
Estraccion de la raiz cuadrada con un grado de aproxima­

ción determinado.Cuando el número cuya raiz cuadrada se pide, no es cua­d r a d o  PERFECTO, siempre es posible obtener un valor de esta raiz tan aproximado como se quiera.2 1 4 . V a l u a c ió n  a p r o x im a d a  d e  l a  r a íz  c u a d r a d a  en uni­d a d e s  DE UNA ESPECIE CUALQUIERA.— Düdo uii núiiiero cual­quiera, determinar su raiz cuadrada en menos de una fracción- ,  siendo n un número entero; ó en otros términos, esprcsarla raiz cuadrada de un número por una fracción que tenga el 
número n por denominador y que solo difiera de la raiz total

en una cantidad m e n o r  aue - .’  n[Rsla cuestión es análoga á la que se trató en el n .“ I3ó relativa á la valuación aproximada de las fracciones.]Sea a el número dado (enteroó fraccionario);  siempre pue*
a X  n̂de ponerse (n.“ 135) bajo la forma — y si después dehaber efectuado el producto espresado por a x « 3 ,  se deter­

mina el nùmero entero que contiene dicho producto ; y en se-- guida se busca la p a r t e  e n t e r a  a' do la raíz cuadrada número entero, haciendo abstracción de la fracción que pue'
a'de acompañarle (n.® 211), digo que —  será la raiz pedida-En efecto, de estas diversas operaciones resulta, axn ^  está comprendido entre a'̂  y (a '- i- i) ^ ; luefo tambiénaxn- . . .  a'2 (a'+ l)'— ~  esta comprendido entre —a-Y  — por COUSI'



I)E AKIIMÉTIGA. (TX «2 2 4 1guíenle, la r a íz  c u a d ra d a  tle ó tie está tambiéncomprendida entre los dos números 
a '  a' +  i

Xcantidades cuya diferencia es igual ár a^ J 1 __Asi pues, —  y n o  difieren de s/asino en una ca n -lídad m enor  que pudíendo ser n  un número ta n  g ra n d e  
cotno Sé q u ie ra .215. La a p r o x im a c ió n  que proporciona una ú otra de estas dos fracciones podrá también (n.'* 210) ser espresaüa porsea en menos, sea en mas, según que el residuo de lacpeiación ejecutada con \/axn'̂  sea inferior ó superior á la •a PAiiTE ENTERA obtenida en la raiz.e je m p lo . —  S e  p id e  la  r a is  c u a d ra d a  d e l núm ero43 1379 g y , en menos de {*).Este número puede ponerse bajo la forma^ X I O O O(40)2 « (4QJ2•'efectuando la multiplicación de 22404 por 1600, lo cual
(■) Usamos esta espresion abreviada que equivale á decir que la*̂2 buscada ha de diferenciarse de la verdadera en menos de — .40

fN . del T.J



242 ELEMENTOS(lá 35846400, y  después la división de este producto por 59, se obtiene el cociente 0607566La PARTE ENTERA de la r a ú  cuadrada de este último número,0hecha abstracción del quebrado es779 con el residuo 725.779 19Luego ó 19 —  es el valor de e n  m enos de

— (n.° 210): porque el residuo 725 es menor que 7 7 9 , par- oüTE ENTERA de ^607566.Del mismo modo se hallaría que/ l3  1 12\ / _  aproximada hasta —  es igual á —  diferenciándose de V 19 15 15la verdadera en menos dò ^  (en menos);30
3 ^  aproximada b a s t a i  es igual á ó 1i  A  O  V» u U dife­renciándose de la verdadera raiz en menos de ■ 6 0 ’

(en  menos).2 1 6 . V alua ció n  a pro xim a d a  de  la  raíz cuadrada  en de-̂  
cimales.— E l número cuya raiz cuadrada se quiere estraer puede ser un número entero  ̂ ó una fracción decimal ó un 
quebrado común; deberemos, pues, distinguir tres casos, esplicarémos sucesivamente.

1P rim er  caso. — Sea oa/war \/4759 en menos de 1000'Conforme á la regla del número precedente, es necesan 
multiplicar án5  ̂ por (1000)^, ó 1000000, lo cual equival®  ̂escribir seis ceros á su derecha, y  después es necesario cí'  
traer, en menos de una unidad, la raiz cuadrada del númei resultante.



DE ARITMÉTICA. 243 ̂ P e r o  si s e  o b s e r v a  q u e ,  s e g ú n  la  r e g la  g e n e r a l  d e l fi .°  2 0 7 , d e b e  la  o p e r a c ió n  c o m e n z a r s e  r e p a r tie n d o  e l n ú m e ­ro en  s e c c io n e s  d e  á  dos c i f r a s ,  c o m e n z a n d o  p o r  la  derechâ  se co m p r e n d e r á  q u e  p o r  e l p ro n to  e s  in ú t i l  a l  c o lo c a r  lo s  seis ceros á  c o n t in u a c ió n  d e  4 7 5 9 ,  y  q u e  b a s ta r á  i r  b a ja n d o  u n a  sección d e  dos c e r o s  á  la  d e r e c h a  d e l  resto  d e  c a d a  o p e r a c ió n  p a rcia l.l is to  s u p u e s t o , l ié  a q u í  c ó m o  d e b e  p r o c e d e r s e ;6 8 9 8 5
12.8

8t  17 9 0 .07 59 60.0 C9 77 5D e s p u é s  d e  h a b e r  e s t r a i d o ,  c o n  a r r e g lo  a l p r o c e d im ie n t o  ordin ario  la  r a iz  d el mayor cuadrado c o n te n id o  en  4 7 5 9 ,  ío Cual d á el resto 1 3 5 ,  se  e s c r ib e n  dos c e r o s  á  s u  d e r e c h a , s e -  pfírando el último d e  e l l o s ,  y  o p e r a n d o  d e s p u é s  e n  la  ^ r m a  o rd in a ria .S ie n d o  1 1 7 9  e l re sto  d e  e s ta  n u e v a  o p e r a c i ó n , se  le  a ñ a ­den ta m b ié n  dos c e r o s ,  e l ú lt im o  d e  io s c u a le s  se  s e p a r a , operando ta m b ié n  e n  la  m is m a  fo r m a  q u e  a n te s .O b te n id o  e l re sto  7 5 9 6 ,  s e  e s c r ib e n  á  s u  d e r e c h a  lo s  í/o í  fluim os c e r o s ,  y  h e c h a  lo o p e r a c ió n  s e  e n c u e n tr a  0 8 9 8 5 , q u e  sera la parte entera d e  la  r a i z .A ijo r a  es n e c e s a r io  d i v i d i r  esta  parte entera p o r  1 0 0 0 ,  ó 
tres cifras decimales ix s u  d e r e c h a ,  c o n  lo  c u a l  p o r  'íhim o s e  e n c u e n tr a6 8 ,9 8 5  ó  m a s b ie n  6 8 ,9 8 6 ,¡l'ie será la  raíz  p e d io a ,  d ife r e n c iá n d o s e  d e  la  v e r d a d e r a  en 

ŝnos de media milésima, p u e s ta  q u e  e l re sto  6 9 7 7 5  es ma-  o n q u e  la parte entera de la raiz (v é a s e  e l n.® 2 1 0 ) . 
Advertencia. S e g iin  e s te  m o d o  d e  p r o c e d e r , q u e  c o n s is te  >r e s c r ib ie n d o  la s  s e c c io n e s  d e  dos c e r o s  á  m e d id a  q u e  s e  ^ j JY 'c c e s i t a n d o , p o d ría  o m it ir s e  e ! f i ja r  d e  a n te m a n o  e l g r a ­de aproximación; c a d a  s e c c ió n  d e  dos c e r o s ,  q u e  se  c o lo -



244 ELEMENTOSca á !a derecha del reslo de una operación parcial, suminis­tra una nueva aproximación.Podria también suceder que el número dado fuera cwa- 
drado perfecto, lo cual no se conocería sino después .de ha­ber aplicado la regla ordinaria de la eslraccion de raices ; y entonces serían enteramente inútiles los ceros que se hubie­ran escrito de antemano.217. R egla  GENERAL.— Para valu aren  decimales la rai?. cuadrada de un número entero, concíbanse escritos à la dere­
cha del número dos v e c e s  tantos ceros como cifras decimales 
debe tener larais; estráigase, en menos de una unidad, la 
raiz cuadrada del número resultante, teniendo cuidado de 
colocar las seccio nes de á  dos ceros á la derecha del número 
propuesto, si fuere necesario, ó de los restos sucesivos; y des­
pués finalmente, sepárese con una coma á la derecha de lo 
raiz obtenida, el número pedido de cifras decimales.Siguiendo esta re g la ,  se hallará.V I  =  1,4142136, aproximada hasta medm diezmillonéshna 

(en mas);\/t  =  2 ,6 4 5 7 5 , aproximada hasta media cienmilésima (en 
menos);V227 — 15,0665, aproximada hasta media diezmilésima 

(en menos);v^98437= 3 1 3 ,7 4 7 , aproximada hasta media milésima (e>} 
mas).218. S eg u n d o  CASO.— La regla para la eslraccion de la raiz cuadrada de una fracción decimal es consecuencia inme­diata de la regla precedente.

Comiéncese por hacer pa r  el número de cifras decimales, si no lo e s , lo cual se h ace , sin alterar (n.” 162) el valor cid número dado, añadiendo un cero á su derecha; esto se hace, á fin de que su denominador siendo entonces 100, I 000h>1 0 0 0 0 0 0 ,..., pueda ponerse bajo la forma
(10)2, (100)2, (looo)s

hágase en seguida abstracción de la coma, y opérese signid'' do la regla del número precedente.
J



DE AlUTaiÉTICA. 245Tomemos por ejemplo el numero 7,14056. Este número equivale á 7,140560.Ea parte entera de la raíz cuadrada de 7140560 es 2672; luego la raiz pedida es 2 ,672 en menos de una milésima.Aquí el número de cifras decimales de la raiz está indica­do por el número de decimales que tenia el número pro­puesto.Si se quisiera una aproximación mayor, bastaría (n.‘’ 2!6) escribir á la derecha del resto de la operación ya ejecutado, una sección de dos cero s, después á la derecha del resto de la nueva operación otra sección de dos ceros; v así sucesiva­mente.Por este medio se oblendria que la raiz pedida, aproxi­mada á menos de media cienmilésima, es 2,67218.Algunas veces por el contrario el número de cifras deci­males del número dado es superior al duplo del número de decimales que se piden en la raiz.Entonces deben suprim irse, á la derecha del núm ero, las Ultras sobrantes del duplo, operando en seguida con la parte que queda ú la izquierda de las cifras suprimidas.Esto es consecuencia necesaria de que la cifra de las déci- «wj de la raiz debe corresponder á las dos primeras cifras de m derecha de la coma en el número propuesto; la cifra de las 
mesrnas á las dos cifras siguientes; y así de las demás.. 1 repongámonos hallar la raiz cuadrada de 0,27934 apro­ximada hasta centésimas.Suprimiendo el guarismo 4 , tenemos 0 ,2 7 9 3 , cuya raiz cuadrada aproximada hasta centésimas es 0 ,52.Ea cifra siguiente de la raiz serla suministrada por la sec­ción 40 millonésimas, etc.219. Tercer  caso . —  Ea operación que debe hacerse para jaiuar en decimales la raiz cuadrada de un quebrado común, se deduce de las dos precedentes :

Comiéncese por convertir la fracción ordinaria en frac- 0« decimal (n.** 171) prolongando la operación hasta obtener sv e c íí tantas citras decimales como quieran tenerse en ladespués se opera con la fracción resultante en la forma 3Qles esphcada.



246Así KLKMEMOS
^ 2 3  +  p = v '2 3 ,866660 =  4 ,8 8 5 , en menos de 0,001;del mismo modo
v/y  =  ^0,73684210 =  0 ,8 5 6 8 , en menos de 0,0001. 10Hé aquí nuevas aplicaciones de la valuación de las raíces cuadradas en fracciones decimales:v^3l,027 =  5 ,5 7 0 , en menos de 0 ,001 ;n/0,0100 i =  0,10004, en menos de 0,00001 ;

v/ 292 — =  1 ,9 6 7 , en menos de 0,001; 31
\/11_  =  0 ,856 , en menos de 0,001.

Adveiiencia. E l desarrollo en decimales de la raíz cua­drada de un número que no es cuadrado perfecto, conduce siempre á una sèrie infinita de cifras decim ales, de donde al pronto parece poderse inferir que la fracción decimal debería concluir por hacersejumod/co (n." 174); pero nunca sucede­rá así; porque, si eso pudiera s e r , como toda/raccio» perio­
dica, es equivalente (n."® 17 6y 178)áuna/’raedon ordinana, resultaria que un núm ero, inconmensurable por su naturale­z a , sería igual á un número conmensurable ;  lo cual implica contradicción.
Consideraciones sobre la estraccion de la rai% cuadrada de im 

■número fraccionario.Hasta aquí hemos espueslo los medios de valuar las raí' ces cuadradas de los núm eros, bien sea exactamente, si es posible, bien sea aproximadamente, en unidades de una espe­
cie determinada.

J



DE ARITMÉTICA. 247Pero, cuando se trata de estraer la raíz cuadrada de una 
fracción  en particular, ocurre mucbas veces que no se fija de antemano el g ra d o  de a p r o x im a c ió n , en cuyo caso hay nece­sidad de establecer otras regias.220. Del procedimiento indicado en el n.® 129 para íwm/- 
tw lica r  un quebrado por otro, resulta que e l cu a d ra d o  d e  u n a  
fracción , que no es mas que el producto de la fracción por si misma, es ig u a l á  otra  fr a c c ió n  cuyos términos son respecti­vamente lo s  cu a d ra d o s de lo s  térm in o s de la  fra c c ió n  p r o ­
puesta.A sí,/ 3 y _ _ 3  3 _ _  9 / 7 VV 5 / ‘“ 5 ^ 5 “ 2 5 ’ U - a i "  y en general 491 4 4 ’ IZ Y6 / ' 289
Luejíogo j'oeiprocamente
t / i ^ 3  */_4í^__7V 25 5’ V 144 “ 12’ V 3 6 “ 6 ’De aquí se concluye q u e , para estraer la raiz cuadrada de üñ quebrado  cuyos términos son cuadrados p e r f e c t o s ,  es ítecesai'io e stra e r la  r a iz  cu a d ra d a  de cada uno de lo s  té r m i­
cos, fo rm a n d o  después u n a n u eva  fra c c ió n  que tenga p o r  numerador la  p r im e r a  r a iz , y  p o r  denom inador  la  segu n d a .. Además de la definición misma de la multiplicación se deduce también, que el cu a d ra d o  ú q  una fra cció n  propiam en-  ̂ dicha es siempre m enor que su  r a i z ,  puesto que es una  
parte de la fracción marcada por la fracción misma;lu ego recíprocamente, la  r a iz  cu a d ra d a  de una fracción ROpiApNTE DICHA cs m a y o r  que su  cu a d ra d o .A sí, por ejemplo,

v/
\/_> / 0 ,3 6  = 0 , 6  =  0 ,6 0  mmaro mayor que 0,Zi5.

' 9 . 3 15 925 5 ' numero
éio

'W 7 84 49
TU ~ Í 2 ~ 1 4 4 ’ numero m a y o r que  ;



248 ELEMENTOS221. Pero, por lo común sucede que los términos de [a fracción no son cuadrados perfectos; y entonces hay que con­siderar dos casos principales, según que el denominador eso
no es CUADRADO PERFECTO.Examinemos sucesivamonte cada uno de estos casos. 

Primeramente. —  S olo  el denomihador es cuadrado.Sea ia fracción 144Convengamos por el momento en aplicar á esta fracción la regla antes establecida para el caso de ser cuadrados per­fectos los dos términos.Tenemos en menos de una unidad̂  y  v^l44=12;7lo cual dá la fracción » pudiéndose probar fácilmente, co-___ ly grao en el n ."  214, que V53eslá comprendida entre y  r r ;12 12es decir, que cada una de estas fracciones espresa la raiz pe- 1dida en menos d e ~ ,  la primera por defecto y  la segunda
2porescrso. Esta puede reducirse á  ̂ ,  quebrado del cual pO' demos formarnos idea muy ciará. 253Sea ahora el número misto 12 que se reduce al frac- . I3O53Clonarlo Tendremos

\/5053 =  71, en menos de una unidad; v^iÓO' = 2 0 ;lo cual dá
\/ 253 71 11

R e g l a  g e n e r a l  para el caso en que el denominador es ttnCUADRADO PERFECTO:



DE ARITMÉTICA. 249
Estráigase la parte en tera  de la raiz cuadrada del nu­

merador, y la raiz exacta del denominador;  y  después fór­
mese una nueva fracción, que tenga por numerador la prime­
ra raiz y por denominador la segunda.

Advertencia. — Muchas veces en la práctica no se hace mas que indicar la eslraccion de la raiz cuadrada del nume­rador, y  entonces se tiene, por ejem plo,. / a __ \¡a
V Vdejando para mas tarde el efectuar la operación indicada en el numerador.222. E n segundo  l u g a r . —El denominador no es cuadrado 

perfecto, siendo como quiera el numerador.Este caso puede reducirse al precedente por medio de una simple transformación que consiste en multiplicar por el 
denominador los dos términos de la fracción.19Sea ^  el quebrado propuesto. Tendremos

23de donde 1 9 x 2 3(23)”-
. /19 ^437
V 23 ~  23 “ 20 , 1 ^ , en menos de ^  ;¿O ÀOmismo modo 2 5 x  48 v/1200 34(48)̂ 48 48 n24'1 18 3" 1Esta última fracción que solo difiere de ^  ó -r en —  ,^spresa la raiz, diferenciándose de la vcrdadei'a en menosde i



ELEMENTOS223. La Irasformacion que acabamos de indicar, es al­gunas veces susceptible de una modificación.Fqr ejemplo, —  puede ponerse bajo la formafracción cuy9|..denominador contiene el factor 1 6 , que es CUADRADO PERFECTO ; por consiguiente es claro que multipli­cando los dos términos solamente por 3 , liaremos cuadrado  PERFECTO al denominador.Asi resulta 25 25 X  34 8 “  16~>T9 75144 ’de donde
V 48 \Iló 8 , 912 “  12  ̂ 12 ’3

12 y  ^2 ’ °  i  ^ i ’ espresan la raiz pedida apro­xim ada hasta — » primera en menoŝ  y  la segunda en mas.Sea ahora la fracción 23214320*E l denominador, descompuesto en sus factores primos, equivale á 2 5 x 3 3 x 5 ,  ó 2 í x 3 ^ x 2 x 3 x 5 ;y  si se multiplican los dos términos de la fracción por 2x3>^ 5 ,  ó 30 , tomará la forma siguiente: !2 3 2 1 x 3 0 2 3 2 1 x3 0
2'»x34x5‘̂ ’ " (23x32x5)2 ® (360)2*

69630Luego
V23214320 \/696303 6 0 263 3 ^  ’

en menos de 3 6 0 *



DK AIUTMÉIJCA. 251
A.d\}erteuia. —  Esta modificación consiste, según se vé fácilmente: 1.® en descomponer el denominador en sus facto- 

resprimos; 2 .° en multiplicar los dos términos de la frac­
ción por el producto efectuado de las primeras potencias de 
los factores primos c¡ue entran en el denominador con una 
potencia de grado impar.Pero, si ofrece la ventaja de simplificar los cálculos, tiene íambien el inconveniente de proporcionar menos aproxima­ción que la que resulta multiplicando los dos términos de la fracción por el denominador íntegro.A sí, en el último ejemplo, se tendría2321 2 3 2 1 x4 3 2 0  100267204320 (4320)'de donde se deduciría (4320)s

2321 v/l0026720 3166/2321 
V 4320 ~ 4320 4320fracción que solo se diferencia de la raíz pedida en una ca u - 

1 1lidad menor que 7 :7^ ,  en lugar de ,  que se obtiene apli- 4 o —U oüOcando la modificación antes indicada.Esta modificación sin embargo suele ser útil en las apli­caciones, porque muchas veces se deja bajo la forma de ope- racío/í indicada la raiz cuadrada del numerador de la frac­ción que sella  modificado.- 1̂4 . OnsEnvACioN. — La condición de hacer cuadrado rEiiFECTo el denominador de la fracción propuesta, debe cura- 
indispensablemente, antes de proceder á la estraccion de la raíz de los dos términos.Eorque supongamos, por ejemplo, que se quiere aplicar ' 219 ̂Una fracción tal como -r-nr, la regía del n.® 2 2 1 ; Icndría- í>30 ’ °mos

V ''219 V 219530 v^530 U23*



2 5 2 14 ELEMENTOSKste resultado, será realmente un valor aproximUdode la raíz p d id a ; pero no puede apreciarse el grado de su * aproxim ación, pues siendo incompleto el denominador, no esíaia la unidad dividida en un número determinado de par­les iguales; mientras que, por medio de la preparación indi­cada, la unidad se encuentra dividida en un número exacto de partes ¡gu ales, de las cuales debe tomarse un número 
mayor ó menor,  marcado por la parte entera de la rai% del 
numerador.Esto esplica porque, cuando se trata de fracciones deci­
males, es necesario siempre hacer paii el número de las cifras decimales (n.® 218); á fin de que el denominador sea cua­drado perfecto.Cumplida de antemano esta condición por cualquier que­brado, cuya raíz cuadrada quiera sacarse, puede esteiiderse a todas las fracciones la regla del n.® 220, que solo se dió en­tonces para el caso de ser cuadrados per fecto s  los dos térmi­nos de la fracción.

Para extraer la rai% cuadrada de una fracción, empié- ^  
cese por hacer cuadrado  perfecto  el denominador; y  después 
estráigase la raíz cuadrada del numerador y del. denomina­
dor de la fracción trasformada.SEGUNDA PARTE.
FORMACION DEL CUBO V ESTRACCION DE LA RAIZ CUBICA DE LOS NÚMEROS.

Nociones y principios preliminares.225. Se llama cubo ó tercera potencia de un número, 1̂ producto de tres factores iguales al mismo núm ero, y 
cubica braiz tercera de un número, el número que, elevado al cubo, ó á la tercera potencia, reproduce el número pro** puesto.La formación del cubo de uu número entero ó fraccious- rio se reduce por consiguiente á dos multiplicaciones succsi' vas que se efectúan según las reglas establecidas.



DE ARITMÉTICA. 253lo s  diez primeros números son1, % 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 ;y sus cubos1, 8 , 27 , 0 4 , 125, 216, 343, 512, 729, 1000.Por ejemplo, el cubo de 7 , ha de ser igual á 7 x  7 x  7; por consiguiente direm os, 7 x  7 son 4 9 , y 49 x  7 son 343; lo mismo haríamos con los demás números.
Reciprocamente, los números de la segunda serie tienen por ratees cúbicas á los números de la primera.Se reconoce, á la simple inspección de estas dos séries de números que entre los números enteros de una, de dos, o (le í m  cifras, solo hay nuece que son cubos perfectos; cada nno de los otros tiene por raíz cúbica un número entero mas una parte de la unidad.226. Esta parte de la unidad no puede espresarse por numero alguno exacto.Porque, admitamos por un momento que un número en­

tero N tenga por raiz tercera exacta á un número fracciona-Wo tal como -  ; en este supuesto, seria necesario que ele­vando al cubo el número pudiera reproducirse el númerounterò N . Pero esto es imposible, porque " X ^ x ^ d á p o r  re-
(î  a^  y como siempre puede suponerse que ^ es un nú­mero fraccionario irreductible, se infiere que a y b son pri- ‘wos entre si; luego {n.'’ 92) también lo son y b̂ ; y por- iconsiguiente ^  es un número fraccionario irreductible, queuo podrá en manera alguna ser igual al número entero N .Como esta demostración se aplica á un número entero cwoíjMtera, se infiere que las raices cúbicas de los números 

^Meros que no son cubos exactos de otros números enteros, no Pneden obtenerse exactamente, y  son por lo tanto (n.®201) ir^CONMENSURARLES Ó IRRACIONALES.



254 ELE3IEMOS227. Aái como para descubrir el procedimiento de la es- tracción de la raíz cuadrada de un número entero cualquie­r a , hemos tenido necesidad de fundarnos en la espresioii del cuadrado de la suma de dos números (a-H 6), así también, para la estraccion de la raiz cúbica, es indispensable conocer la composición del cubo de la misma suma [a -f- b).Para esto recordaremos que ya en el n.® 204 hemos visto que ó (fl-í-6) X ( « + ú )  —  a^~h‘2ab -t- b̂ .Si se multiplica este resultado -+■ lab +  por a -h  A............................................  a  -t- 6según las reglas dadas (n." 48) n® - t -  2 o ^ A  ~h ab^
-+■ ü H  - h  2ab^ -htendremos, simplicando. . . . . .  -hdaH +  -hP.

'■ Luego (tt 4 - 6)3 =  +  3a^A -h- 3ab̂  -h bK228. Hagamos en esta fórmula 6 =  1 ;  tendremos 
{a ~h 1)3 =3= _j_ 3jj2 ^  3^ j  .de donde se deduce(a -h 1)3 — a3 irr: -f- 3fl -h  1 ;lo cual manifiesta que la diferencia enlre los cubos de dos 

números enteros consecutivos, es igual al triplo del cuadrado 
del número menor, mas el triplo del mismo número, mas una 
unidad.Así la diferencia entre el cubo de 90 y  el de 89 es igual á  ̂ 3 X (89)2 +  3 X 89 -h  1 =  24031.Con arreglo á esto puede juzgarse cuál será el intervalo que separa á dos cubos perfectos consecutivos, cuando sus ralees lomadas en la série natural de los números son núme- ros un poco considerables.



DE AniTMÉriCA. 2 5 5Í. —  ESTRACCION DE LA RAIZ CUBICA DE UN NUMERO EN MENOS DE UNA UNIDAD.
Extracción de la rais cùbica de un nùmero entero.229. Si el mimerò solo tiene tres guarismos á lo mas, su 

mz cùbica se obtiene inmedialamenle á la simple inspección ile Jos cubos de los nueve primeros números.A s í ,J a  raíz cúbica de 125 es exactamente 5; la raiz cú­bica de 72 es 4 , mas una parte de la unidad, ó sea 4 , en me­
nos üq una unidad.La raiz cúbica de 841 es 9 , en menos de tina unidad; por­que 841 está comprendida entre 729, cubo de 9 ,  v 1000 cubo de 10. ’ J ») números 4 y  9, partes enteras de las raíces cúbicas ile 72 y  841, son las raíces de los mayores cubos contenidos en los dos números dados.230. CoDsideréraos un número de mas de tres cifras.oea, por ejemplo, 103823 el número propuesto:103.823'i ,64 p398723;^^ 48 4748 47384 329192 1882304 220948 4718432 154639216 8836110592 10.3823luego 48 es demasiado grande.Hallándose el número dado comprendido entre 1000, ^uoo de 10, y 1000000, cubo de 100, su raiz cúbica ha de componerse necesariamente de dos guarism os, es decir, de 

t̂ccenas y unidades.Designemos por a las decenas y  por b las unidades; leñ­aremos (n.“ 227)103823 (a -í- bf ^  -h 3(í J -  +■



256 ELEMENTOSDonde se ve (;ue el cubo de un número compuesto de de- 
een a s  y u n id a d e s , contiene el cu bo d e  la s  d e c e n a s , m a s el tri*  
p i e  p r o d u c t o  d e l c u a d r a d o  d e  l a s  d e ce n a s p o r  la s  unidades, 
m a s  el t r i p l e  p r o d u c t o  d e  la s  d e ce n a s p o r  e l  c u a d r a d o  de las 
u n id a d e s , m a s  e l cu b o  d e  l a s  u n id a d e s .Esto supuesto, como el cu b o  de las decenas no puede dar unidades de orden i n f e r io r  al de las de m il la r ,  se intiere que l a s  í m  últimas cifras de-la d e re c h a  del número no pueden pertenecer á dicho cubo; deberá pues hallarse en la parte W  que queda á la izquierda {después de separadas las otras ci­fras por medio de un punto).Ahora bien, siendo 4 la raiz del m a y o r  c u b o , 64, conte­nido en 103, debe ser 4 la cifra de las d ecen a s  de la raíz buscada; porque 103823 está comprendido entre 64000 ó 40)3 y  125000 ó (50)3.Luego la raiz está compuesta de 4 d e c e n a s , mas cierto nu­mero de u n id a d e s  m e n o r  que d i e z .Hallada la cifra de las d e c e n a s , restemos su cu b o , b4, de 103; queda 39, á cuyo lado se escribe la sección 823, re­sultando el número 39823; en el cual se contienen todavía el 
t r ip le  producto del c u a d r a d o  de las decenas por las unidades, mas las otras dos partes antes enunciadas.Ahora bien, el c u a d r a d o  de un número de d ecen a s  no puede dar unidades de o r d e n  in f e r io r  al de c e n te n a s; luego el t r ip le  producto del c u a d r a d o  de las d e c e n a s  por las «mafl- 
d e s  no puede hallarse mas que en las tres cifras, 3 9 8 , que quedan, después de separar con un punto las dos primerasde la derecha. , , , , , ' .Por otro lado, podemos formar el triplo del cuadrado ue las 4 d e c e n a s , lo cual dá 48; luego, si dividimos 398 por 4S, el cociente 8 será la cifra de las u n id a d e s  de la raiz, o un nu­mero m a y o r ;  porque las 398 ce n te n a s  contienen, adem ^ dei triple producto del c u a d r a d o  de las d e ce n a s  por las u nida des, las centenas procedentes de las otras dos parles.Para comprobar si no es demasiado grande la cifra 8, po­dríamos, como en la raiz cuadrada, formar por medio de esa cifra 8 y  de la cifra 4 de las d e c e n a s , las tr e s  p a r t e s  del cuoo contenidas en 39823; pero en general es mas sencillo el ele­var 48 al cu b o .Hecha esta operación, encontramos 110592, numero w«' 

7jo r  que 103823; por consiguiente la cifra 8 es demastaa 
g r a n d e .



Formando el cubo de 47, se obtiene 103823 ; luego el nú- îïiero propuesto es un cubo i'eu fe ct o , cuya raiz cúbica es 4 7 .
Advertencia. —  No se puede comenzar por buscar la cifra de las unidades; porque, como el cubo de las tinidades puede dar (n.® 225) decenas y centenas, estas decenas^ estas 

centenas se encuenlran confuudidas con las que provienen de las otras parles del cubo.lié  aquí el cuadro de los cálculos para el número 47954.

DE AlllTMÉTIEA.. 2 5 7

47.9.54 3627 27209.54 37 3637 36259 2 Î6111 10847954 1369 129646656 37 361298 9563 77764107 388860633 46656 raiz, en
luego 37 es demasiado grande.F1 número propuesto no es cubo perfecto, y su .u.z-, ’«eaos de una unidad, es 3G; en otros términos, la raiz*det 

^mjor cubo, 46656, contenido en 47954, es 36, quedando un 'taiduo de 1298, según se ve en la operación.-31. Propongámonos ahora esíraer la raíz cúbica de un “dinero de mas de seis guarismos, por ejemplo, 43725658: 43.725.658 352 2716 74372542875850 643725658 43614208 ï’esto...... 111450

27 35_351751051225356 1 ^367542875

3523527041760105612390435224780861952037171243614208



a íü  ELEMENTOSCualquiera que sea la raiz buscada, tiene necesanamenie 
mas de una c i f r a ,  y  puede considerarse como compuesta do 
unidades y  de decenas solamente, pudiendo tener vanas ci­fras el número de las decenas. ...Ahora bien, el cubo de las decenas da por lo menos milla'
res; asi pues, este cubo se encuentracifras que quedan á la izquierda, después de sepaiai las tres^^*"Í)T¿"alio^rl que si se estrae la raíz del mayor cubo con­tenido en 43725 considerado como unidades simples, se drá é lm m cro  total de las decenas de la Pcdida.En efecto, sea a la ral/, tiel mayor cubo co"' “  43725; por lo pronto se inhere c|iie la raí/. Jlo menos un número a de decenas, puesto que a ’ j< 1000  pac de restarse de 43725000, y à forliori, de 43 /2obo8.Adem ás, la raiz no podría tener {u-Hl) decenas; pu‘ 1 siendo (a+1)» mayor t\m 43725, 100»
mayor que 4 3 7 2 5 Ü0 0  al menos en un millar, y poi lo tanba de ser mayor que 43725658. . .Luego la raiz pedida se compone de a decenas, mas ciunúmero'de Mm’í/af/eí MENOB que DIEZ.  ̂ . i , , . n i 7 cú-Con esto queda la cuestión reducida a eslraei la laiz bica de 43725; v como este número i p c  mas 'su raiz ha de tener mas de una, es d e c ii, lia de coiis
decenas Y unidades. . i ... iresPara obtener las decenas, es necesario  ̂ (e.últimas cifras, 725, y estraer la raíz del mayor cubo come(Ya se ve lo que debería hacerse si todavía este númei®tuviera mas de tres cifras.) ps a- esbE l mayor cubo contenido en 43 es 2 7 , cu\a ŝ 3, cifra espresa las decenas de la raíz de 4372o \ g?.
centenas de la raíz total). Restando ''f  obtenemos el resto 16, á cuyo lado debe ^ 1la primera c ifra ,‘ 7 , de la sección siguiente, i2 5 , lo cua^Formando el triplo del cuadrado de las 3 ^¿10cnentra 27 millares; y  si dividimos I G ' f  es la cifra de las unidades de la raíz de 4 3 7 -o , o u 
mavor. Es fácil conocer aquí que el cociente, 6 ,  ̂ ,̂.ia
demasiado qrande; por consiguiente es necesario cifra 5 , y para esto elevar 35 al cubo; lo cual da po



DK x\RITMK’nCA. 259(adü 42875, número que, reslaclo de 43725, dá el resto 850. Este resto es evidentemente menor que3 x  (35)  ̂ -h 3 X 3 5 - f - 1,porque el solo cuadrado de 35, según áe ve en el cuadro de operaciones es igual á 1225,Así p u es, 35 es la raíz del mayor cubo contenido en 43725; y  por consiguiente es el número total de decenas de la raiz buscada.Para obtener las unidades, se baja al lado del resto 850 
h primera cifra, O, de la última sección 658, lo cual dá 8506; se forma aparte el triplo del cuadrado de las 35 decenas (lo cual es fácil, porque en la comprobación de la cifra prece­dente, so formó ya el cuadrado de 35); después se divide 8506 por dicho triplo; y el cociente, 2 ,  se ensaya elevando 352 al cubo.Así se obtiene, 43614208, resultado menor que el núme­ro propuesto; y restándole de este , se llega al residuo final 111450.Luego 352 es la raiz cúbica de 43725668, con menos de
ioia unidad de error., 232. U egla  g e n e r a l . — Para estraer la raiz cúbica de un oúmero enter o en menos de  una  un id a d , dividase el número 
en secciones de á tres cifras, comenzando por la derecha: la 
última sección de la izquierda podrá ser que tenga solo una ó 
dos cifras.(El numero de  la s  se ccio n es  es  ig u a l  a l  núm ero  de las cifras de  la  r a íz).

Jlecho esto, estráigase la raiz del mayor cubo contenido 
la primera sección de la izquierda, y se tendrá la pr im era  cifra de la raiz; réstese el' cubo de esta cifra, de la primera 

^̂ ccion.
A la derecha del resto se baja la primera cifra de la iz- 

9'jierda de la segunda sección; el número asi formado se di­
side por el triplo del cuadrado de la ptrimera cifra de la raiz;

escribe el cociente ü (a derecha de esta cifra, y se eleva al ciiéo el número que forman las dos.ó’í  como sucede generalmente el cubo obtenidô  es m ayor  
el conjunto de las dos primeras\secciones del número pro- 

P̂ csto, disminúyase el cociente en un a  ó varias unidades, para 
^̂ner la segunda  c if r a ,  hasta obtener un cubo que pueda r e s­tarse del conjunto de las dos primeras secciones.

L



260 ELEMKMOSEfecluada la suálraccion, se baja al lado del reslo la pri­
mera cifra de la izquierda de la tercera sección; y se dmdeel 
nuevo iiúmero asi formado por el triplo del cuadrado del nu­
mero que forman las ¿los cifras halladas de la raíz, t i  co­
ciente, SI yo ES DEMASIADO oiiANDE, €S dectr, siesta lercera ci­
fra de la raiz debe ser tal que escribiéndole a la derecha j e  
las DOS PIUMEIIAS ciniAS DE LA iiAiz, y elevando al cubo el nu­
mero resultante, se pueda restar este cubo del conjunto de 
tres primeras secciones. . .  ,  , , ,Hecha esía nueva sustracción, se baja a la derMm od 
resto la primera cifra de la izquierda de la cuarta seccio i , J 
se continúa la misma serie de operaciones hasta bajar todos 
las secciones.Siguiendo estas reglas, se enconti'ara ;V 4 8 ^ i9  =  7 8 , con el resto 8697 ;^91632508641 =  4508, con el resto 20644129;^32977340218432 =  32068 exactamente.233 Primera observación. —  La regla genera!, acabamos de enunciarla, dice q u e , para comprobar si ^  cifra obtenida en la raiz no es domiasiado yrande, rio escribirla á la derecha de la parle hallada, y eUvai
cubo el número resultante. i v «  muilnoolla v  sin embargo otro medio de comprobación, oualojal usadu en el procedimiento de la raíz cuadrada y qiî e sisle en formar las tres partes que quedan todavía en e junto de las secciones, hasta entonces tomadas en con»ul^^ cion , después do haber restado de ellas el cubo de lasPero el primer medio nos parece muy preferible poi varías razones; . nnnesiia1.® Para obtener una nueva cifra de la raí/, se nececonocer el triplo del cuadrado de la raiz hallada ; y formar el cubo ile esta raiz, ha sido necesano ^ ,o 
al cuadrado, es fácil tener el triplo de este í^nadiad c 
triplo se encuentra también formado, siempre que una cifras de la raiz es igual á 3) ;



DE AiUTMÉnCA.  ̂ 2G i*2.® Como la elevación al cubo consistè en dos multiplica­ciones ordinarias sucesivas, pueden aplicársele cómodamenle la prueba por 9 y otras análogas;3 /  Cuando se emplea el segundo medio, no por eso pue­de omitirse el comprobar la raiz total por medio de la forma- 
don de su cubo; comprobación que forma parle esencial del primer medio.234. Segunda observación. — iMuchas veces, en el curso de las operaciones, se llega á presumir que una cifra que debe ensayarse, es demasiado grande; y entonces se disminuye desde luego en una o mas unidades. Pero, elevando al cubo el primero formado por las cifras halladas do la raiz, segui­das de la nueva cifra que se creo buena, y restando este cubo de las secciones consideradas hasta entonces en el número propuesto, se puede obtener un resto muy grande que baga sospechar, si será demasiado pequeña la ùltima cifra hallada.El medio de cerciorarnos es ver si el resto  es igual ó ma­
yor fjue el triplo del cuadrado de la raiz hallada, mas el tri­
plo de la misma raiz, mas una unidad.Si a á  sucede, es necesario añadir una ó mas unidades á lít última cifra.23o. Tercera observación. — Aquí tam bién, como en ol 
cuadrado (n.° 21 2), se puede reconocer á la simple vista de Ift'cifra que termina un número dado,.si este número es cuboí’ERFECTO.Se demostraría también del mismo modo que allí :

Que un número entero terminado en ceros, cuyo nú- 
fucro no sea múltiplo de 3 , no puede ser cubo perfecto  ;2.® Que cuando un número es divisible por un factor, no 
puede ser cubo perfecto, si no es divisible por el cubo de di­
cho factor.

^draccion de la raiz cúbica de un número misto en menos de 
una unidad.Cuando ha de eslraorse la raiz cúbica de un número 

uiisto y solo se necesita la paute entera  de dicha raiz, ó en wos términos, cuando ha de estraerse la raiz en aienos pe  Un idad , no es menester tener en cuenta al quebrado.En efecto, si el entero  del número misto dado, no es cubo / 7 ? ^ ? ’ ^̂ ‘f'̂ *’cnciándo.sc necesariamente en mas de una uni- 228) los dos cubos consecutivos que le comprenden,



2(52 . ELEMEKTOSdicho número /oíaMambien deberá h a lla r se  comprendido en­tre los mismos dos culos; y por consiguienle , su raíz cubica está comprendida entre las de los dos cubos, o en oli os lermi' nos, tiene la m is m a  v a r t e  e n t e r a  que la raíz cubica del en-el ENTERO fuera cw6o perfecto, el número mixto ¡endria por PARTE ENTERA d c  SU roiz cúHca, la raíz wiswio del ente­ro ,  porque estarla comprendido entre este cubo y el cubo in­mediatamente superior.
§  I I . ---- E s TUAGCION DE LA  RAIZ CÚBICA POR APROXIMACION DEUN NÚMERO ENTERO ó FRACCION ARIO.
Estraccion de la rail cúbica con un grado determinado de 

aproximación.Cuando el número cuya raíz cúbica se pide no es crao PERFECTO, siempre es posible obtener un valor de su raíz, «a»
aproximado como se quiera. , ^237. V a l u a c ió n  a p r o x im a d a  d e  l a  r a íz  c u b i c a  e n  un  DES DE c u a l q u ie r  ESPEciE.-Propongámonos en f  « era l es- iraer la raiz cúbica de un número cualquiera a {entero o jruc

cionario) en menos de una fracción -  [véase el n .“ 135).E l número a puede ponerse bajo la formaa  X
y si se designa por r  la raiz del mayor cubo co^enido nn a x ^ í ^  es decir la raiz cúbica de í I X I i ^  en menos de u n a  un

dad, el número —3 — , ó a, estará comprendido cntic ^̂3 í(r-M )3
3 _Luego también 'Ja se hallará comprendido entre

r r -h 1



2 6 3DE aritmetica.ypor consiguienle, -  ó espre$anlaraiz peáida, en me-DOS de una fracció n , designada por pudiendo ser n un nú­mero lan grande como se quiera.Asi pues, para eslraer la raiz tercera ó cúbica de un n ú - Diero con un grado de aproximación espresado por la frac­ción n
Se multiplica el número por el cubo del denominador de 

la fracción; se estrae la parte entera de la raiz ciibica del pro­
ducto, y se divide el resultado por el mismo denominador. Primer ejemplo. — Se pide la raiz cúbica de 1 5 , en me-
nos de — .

12Tenemosahora bien. 15 X 123 =  15 X 1728 =  25020 ;
luego a ______v^25920 =  2 9 , en menos de una unidad;

â

v/15 29 . ^ ó . 1- ,  ó 2 menos de12
8oSegundo EJEMPLO.—jE’s/raej'/flí'flíSCMÓícaí/e 3 7 ^ ,KOS d e~ . 

20Tenemos por lo pronto 372hora bien
8 \  ,  4 8 9 x 8 0 0 0 300923 3 '

.i
\/300923L
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luego v^300923= 6 7 , en menos de una unidad;
/ 8 67 ,  ̂ 7 , 1V ^ ' ^ Í 3  =  á ) ’ "  3Del mismo modo se hallarla

3 ____/ 72 3 1\ / 4 7  de — ;
A

\/ 7 ' 37 11 , 123 g  =  13 =  2 ^3 ,  en menos de

•k
v/5 26 13 , 17 = 3 0  == 30-238. V aluación  apro xim a d a  de la  haiz cú bica  en  deci­m a l e s . — La aproximación en decimales es consecuencia déla regla precedente.

3,__
Propongámonos valuar v'ió en menos de0,00\.Es necesario para esto {n.® 237) multiplicar 25 por el cu­bo de 1000,  ó por 1000000000,  es decir, colocar nueve ceros á la derecha de 25, lo cual dá 25000000000. La raiz cubica de este número es 2 9 2 4 , en menos de una u n i d a d ;  luego 2,924 es la raíz pedida, diferenciándose de la verdadera r«

menos de, E n  general,  para valuar la raíz cúbica de un número en 
tero en decimales, se escriben á la derecha del mimeroĵ '̂  ̂VECES tantos ceros, como cifras decimales se quieran en la ra ^  
se estrae, en menos de una unidad, la raiz cúbica del nu
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nùmero, y se separa à la derecha del resultado el nùmero pe­
dido de cifras decimales.

Advertencia. Aquí se puede lanobien, como en la raíz cuadrada (n.® 216), dejar de escribir por ei pronto todas las secciones de tres ceros, colocándolas después sucesivamente, á medida que se quieran obtener nuevas cifras decimales en la raíz.239. Guando el número propuesto es fraccionario, hay que considerar dos casos, según que sea decimalo quebrado 
común.Primeu ca so . — S ea estraer la raiz cúbica de 3 ,141 5, en ,  1menos de 7-77: .100Com o, en virtud de la regla del n.*’ 2 3 7 , es necesario 
multiplicar e\ número dado por (100)® ó 1 0 0 0 0 0 0 , basta ev i­dentemente para esto, escribir dos ceros á la derecha de 3,1415 y  suprimir después la virgula, lo cual dá 3141500.La raiz cúbica de esto núm ero, en menos de una anidad es 146. 1Luego 1,46 es la raiz pedida en menos deSi se quisiera otra cifra decimal en ia raiz, bastaria colo­car á la derecha del resto obtenido, una nueva sección de tres ceros, continuando en seguida la operación.Regla GENERAL. Para estraer la taiz cúbica de una frac­ción decimal con un grado determinado de aproximación, ha­
dase de modo que el numero de cifras decimales sea t r i p l e  
que el nùmero de decimales que s» quieran en la raiz (lo cual se consigue colocando á la derecha de la fracción propuesta un número conveniente de ceros); suprímase la coma; estrái- 
9(ise después la raiz cúbica del número resultante, en menos 
de una unidad, y sepárese á Icuderecha de la raiz hallada el 
uúmero pedido de cifras decimales.Giiandcrse trata de un quebrado coman , se le convierte lo 
VTimero en fracción decimal (n.° 171), prolongando la opera- 

îonhasia tener en el cociente t r e s  •v e c e s  tantas cifras deci- 
"̂ ales, como se quieren tener en la raiz: después se opera co- wo en el caso precedente.*



‘i6 G  ELEMENTOSlié  aquí nuevas aplicaciones :
^79 =  4 ,2 9 0 8 , en menos de 1 0 00 0’

3 __________________  ,  1V 3, 00415 = 1 ,4 4 2 9 , en menos de J q q q q ;
3 __________________  ,  i^0,00101 =  0 ,1 0 , en menos de

3 14 ,  1— =  0 ,8 2 4 , en menos de

Consideraciones sobre la eslraccion de la vais ciibica de m 
número fraccionario.240. A q u i,  lo mismo que en la raíz cuadrada, deben dis- lingiiirse varios casos (véanse los n.°̂  2 2 0 ^  siguientes)O  los dos términos son cubos perfectos ; ó el denoniinadoi 

solo es cubo perfecto; ó bien el denominador no es cubo per­fecto , siendo como quiera el numerador.En el primer caso, puesto que tenemos
/ a  Y  a a a __ ^
\ b )tendremos recíprocamente3

v'í- a6 ’de donde se sigue q u e , para estraer la raíz cùbica de fracción, cuyos dos términos son cubos perfectos, es rio y  basta estraer la raiz cúbica del numerador, y la del de' 
nominador, poniendo la segunda por denominador á la 
mera.Así

i/ HV 2 7 “̂  3— 3’ V 125 5 ’ V 6v27' 29 _  96 4  “ ” 4 ‘
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2 6 7Seguisdo ca so . — S c a n i a  fracción propuesta, siendo a y 
h números enteros cualesquiera. 3 _Designando por a' la parte entera de v '« , tendremos

3v / - ~ -V 63“  6’valor aproximado que se diferencia del verdadero en menos 

de una fracciónSi solo se quiere dejar indicada la Operación que debe efectuarse en el numerador, se tendrá
3 _____ 3 _

/a __ v'aV ¥ ^ ~ b ‘-Tercer  caso . — Cuando el denominador no es cubo per­fecto, se multiplican los dos términos por el cuadrado del de­
nominador; y  con el resultado se opera, como en el segundo caso.S e a , por ejemplo, la fracción ~  cuya raíz cilbica se

pide.Tendremos 19 1 9 x 5 7 6  10944(24)3 ~ ( 2 4 ) 3 " ’/19!lc donde y  ^  =  En general, ̂ 19 ^10944 22 , 11 , 12 4 ^ = 2 4 ’ "  menos de

3 _  3 ______  3 ______
/a 4

designando a' la parte entera de 3 ____



" 2 0 8  e l e m e n ’ t o s
Adverl&ncia. Esta Irafitonnacion admite raodiíicaciones análogas á las que se bun üeclio tratándose de la raíz cua­drada. 19A s í , en el ejemplo anterior —  , como 24 es igual ú 2^x3,se ve que basta mulliplicar los dos términos por 3‘̂  para que el denominador se baga, cabo perfecto, con lo cual se tendrá19 1 9 x 9  171de donde

ó ____v / ~V 24
24 ■“ (2 x 3 )3 “ ' (Of ’

3 _______\ / l7 l 5 , 1—- —  =  -  en menos de~. 6 o 6Propongámonos abora el número 21 Tendremos 13
^ 13 1525 1525

~ W ~  2 3 ^
721525.3 4575(2.3)3 (G)̂lo cual dá

.> ^

\ /21 13 v/457572 6
16 2 , 1-;r =  2 - ,  cír menos de -x ■ 6 3 6Esto basta para bacer ver lo que debería practicarse en cualquiera otro ejemplo; la consecuencia á que se va á parar, es a íju í, coino en la raiz cuadrada, que para estraer la raiz 

cúbica de una fracción, es necesario estrner la raiz cúbica de cada uno de los términos, después de haber hecho, por cual­quier medio, cubo perfecto al denominador.

Observación general sobre las estracciones de raíces.241. No podemos en este tratado elemental esponer los procedimientos de la osfraccion de las raíces de grado supO" rior al tercero, porque están fundados en la composición de



DE AlUTMÉT ICA. 209una polencia cualquiera de la suma indicada de dos caiUida- íles, cuya fórmula ó espresion exige , para demostrarse com ­pletamente, nociones de Algebra bastante eslensas.Pero los principios esplicados en la esíraccion de las ral­ees cuadrada y cúbica, bastan para hacer presentir que, cuando se trata de la estraccion de las raíces de cualquier gra­
do, si el número propuesto no es potencia perfecta óú grado de la raiz pedida, en cuyo caso la raiz es un número incon- 
mcnsurable, siempre es posible al menos opj'oxiniarnos á di­cha l aiz de modo que el error cometido sea menor que cual- 
pier cantidad dada,'Por consiguiente, en los cálculos num éricos, nada impide 
equiparar esa clase de números á números conmensurables, puesto que siempre se les puede concebir reemplazados por niiineros conmensurables que difieran de ellos tan poco como 
requiera.Terminaréraos lo concerniente á las eslracciones de raíces esponiendo la proposición siguiente, que tendremos ocasión de recordar en el capitulo 7 .“.Consiste en (jue las raices cuartas, octavas, décimas-ses- y en general todas aquellas cuyo indice es una potencia de 2 espresada por 2” , pueden obtenerse por medio de es- f>‘aceiones de raices cuadradas sucesivas; de modo que se tendrá

4 _  ------  g _
\'a=^\‘\ía, \Ia~ \'aEn efecto, según la definición dada en el n .° 200, a es elpi'oduclo de dos factores iguales á su raiz cuadrada, v^¿?;pc- fc esta raiz es también á su vez el producto de. dos factores‘guales á su raiz cuadrada \! sí a-, luego a es el producto decwflíro factores iguales á sjyja-, por otra parte, también4 _'gual (n." 45) a) producto de cuatro factores iguales á V a . Por ‘^uiisiguicnte

y/a — \J\a.Hazonando del mismo modo respecto de V a ,  so d iría : a



2 7 0 ELEMENIOSps^el produelo de dos factores iguales á su rak cuadrada; es­ta al producto de dos factores iguales a su raíz cuadrada] esta última al producto de dos factores iguales a su raíz cua­
drada; por consiguiente, a es, á la v e z , él producto de ochofactores iguales á 'Js!a i y  el producto de ocho factores igua8 _  lesá \¡a. Luego

Jn =  Vv/v/íí.yjaDel mismo modo se demostraría que
^ a ^ V ^ V s / v ' a ;V asi sucesivamente : luego la proposición es general.E n el oclavo*capítulo daremos aplicaciones de esta propo­sición, y espondremos además medios abreviados paia la c tracción de raíces cuadradas en particular.

Ejercicios.I . ¿Cuántos decímetros cuadrados,  ceniimeíros cuadi s- 
dos, niiiimetros cuadrados bay en el cuadrado de 4 - J  vnII . H allar la suma de los cuadrados de O“ - ,69 | 1 '3>«-,029, y  valuar el resallado en metros cuadrados, deeme
t r o s  cuadrados, Gic. ,iu,rainnIII . ToSo cuadrado impar dá 1 por residuo de su d iuHallar la espresion general dcl cuadrado de la diferencia de dos números. ¡,V . Si un número par es la suma de dos cuadiados su lad es también la suma dedos cuadrados.— Caso partícula que los dos cuadrados son iguales. . .̂ g* V I . S i un número entero divisible por 5 es la suma de



DE ARITMÉTICA. 271cuadrados, su quinta parte es también la suma de dos cua­drados.V II . Cuando hay Danos números, formados cada uno de ellos por la adición de dos cuadrados, el producto de todos es también la suma de dos cuadrados.V IH . H a lla r , aproximada basta müésmaSy la raíz cúbica del cociente de la división de 429 por el cuadrado de 2 ,5 9 .IX . Dado un número entero, averiguar si es la diferen­cia entre dos cubos perfectos consecutivos, y determiuar d i­chos cubos.X .  Demostrar que un número entero no puede ser cubo perfecto: 1 .“ si, siendo 2 ó 6 la cifra de las unidades, es par la cifra de las decenas; 2.^ si, siendo 4 ú  8 la cifra de las uni­dades, es impar la cifra de las decenas; 3 .° s i , siendo 5 la cifra de las unidades, no es ni 2 ni 7 la cifra de las decenas.



272 ELEMENTOS

C A P IT U L O  V I .
§  I . las razones y proporciones y de sus principales pto- 
piedddes.— §11 . Resolución de las cuestiones que de ella 

dependen y de algunas otras usuales.

242. INTRODUCCION. — IÍh el diácui-so de la esposicion de las diversas operaciones de la A riíinélica, hemos visto que es­tas operaciones dán lugar á dos clases principales de cuestio­n e s , á saber: 1 .“ las que tienen por objeto demostrar la exis­tencia de ciertas-propiedades pertenecientes á números conO' 
cidos y 'dados; 2." las que tienen por objeto hallar ciertos nú­
meros por el conocimiento de otros unidos á los primeros con relaciones determinadas.Las cuestiones de la primera clase, que generalmente he­mos designado con el nombre de p r in c ip io s  ó p r o p o sic io n e s  cuando las hemos presentado como ejercicios, se llaman tam­bién t e o r e m a s . Si basta aquí no las hemos designado con es­te títu lo , es porque las otras denominaciones nos han pareci­do mas adecuadas al orden de ideas que hemos adoptado para iniciar á los principiantes en la ciencia matemática.Las cuestiones de la segunda clase, que no son sino apli­caciones particulares de las reglas y de los principios, á las cuales en general hemos conservado el nombre genérico de 
cuestiones y que son el objeto principal de los ejercicios colo­cados al fin de cada capítulo, se llaman p r o b l e m a s .Los PROBLEMAS que hasta aquí hemos resuelto ó ¡propuesto eran fáciles de resolver, porque los dalos eran sencillos, y porque las relaciones entre las cantidades conocidas y las can­tidades desconocidas, estaban, por decirlo a s í, en evidencia.Pero no suoede generalmente do esc modo ; por lo común, süs enunciados son tales q u e, para llegar á la solución, se ne­cesita una operación bastante difícil que consisle en descubrir



DE ARITMÉTICA. 273^ dülerniimr la serie de operaciones que deben ejecutarse con 
ios números dados y conocidos para llegar al conocimiento de 
los números buscados: esta Operación constituye el aná lisis  del problema;Sin em bargo, existe una clase de cuestiones,  cuya reso­lución puede someterse á reglas fijas y ciertas; y estas son en particular aquellas en que se consideran can tidades rRoroR- CIONALES.La mayor parle de estas cuestiones son precisamente las ^ue nacen de las necesidades generales de la sociedad, en lo tocante á los intereses comerciales, industriales, financie­ros , e tc ., sea de las particulares entre s í , sea de las naciones y de su gobierno; se conocen generalmente con los nombres de rexjla de tres, regla de interés, regla de descuento, regla 
de compañía, regla de aligación , etc.Para llegar fácilmente á su resolución , comenzaremos por esponer la teoría de las razones y  las proporciones.y . - -DE LAS RAZONES Y PROPORCIONES Y DE SUS PRINCIPALES PROPIEDADES.

De las razones.243. Cuando se comparan dos cantidades entre sí, se pue­de tener necesidad de saber cuánto escede la mayor á la me- ”or, ó cuántas neces la una contiene á la otra ó está contenida en ella.De aquí resultan dos especies de razones entre los núme­ros comparadas ; una que se llamaba razón a r it jié t íg a , y  otra f}ue so llamaba razón g e o m é t r ic a .Pero estas locuciones están casi abandonadas, habiéndose eonvenidd en sustituir 1a palabra diferencia á la denomina- eiort de razón aritmética, para espresar el resultado de la eomparacion de dos números por sustracción, consagrando •especialmente el nombre de razón  al resultado de la compa­ración de dos números por medio de la d iv is ió n .Ln lodo el discurso de este capítulo, solo trataremos de lit i'azon considerada bajo este último punto de vista.A s i, la razón de dos cantidades cualesquiera es el resul-* '̂•flo ó el cociente de la división do dichas cantidades ó de ios humeros que las espresan.



274 ELEMENTOSEsta razón puede ser un número entero, ó un número 
fraccionario  ̂ mayor ó menor que 1., 2 4• Por ejemplo, la razón de 2-5. á 6 , es ó 4  ̂ y la de 6 a6 . 1 24 e s ^ o - . 75 , 25 , .Del mismo modo, la razón de 75 á 18 es o - ^ ;  ylaae, » 18 , 6 18 a 7a es oPor lo dem ás, en este sentido hemos entendido basta aho­ra el resultado de la comparación de una cantidad cualquiera con su unidad [véase el n .°  1);En la teoría de los números complejos, la razón de la un\~ 
dadprincipal á una de sus subdivisiones ó de dos subdivisio­
nes entre s í , es el número de veces que la una contiene á la otra;En la comparación del sistema decimal de pesos y  medidas con el sistema com ún, la razón del metro á la vara, ó de la 
libra con el kilogramo, ó recíprocamente, e tc ., es el cociente de la división de dos números espresados en unidades ó partes de la unidad de la misma especie.244. La razón de dos cantidades concretas (n.° 2) supone siempre que las cantidades son de una misma especie, pues no se pueden comparar entre si cantidades de especies diferentes.Pero la razón en si m ism a, según su definición, es esen­cialmente número abstracto, porque espresa cuántas veces una de las cantidades contiene á la otra, ó está contenida en ella . ,Las cantidades que deban formar la razón se llaman los 
dos términos de la razón ; el que se enuncia primero se llamo 
antecedente, y  el otro , consecuente.Estos términos son propiamente hablando el numerador y el denominador de la espresion fraccionaria que se obtiene 
indicando la división de las dos cantidades, cuya razón se busca. , 24 , Ú6 g-íA sí, en las razones espresadas por -^ 6 2 4  : 8 , ^ o o d .^ í ’
18 ó 1 2 ; 18 , 25 , 56, i 2 ,  son los aníecedentesj 8 ,2 7 , 18 son
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consecuentes (le las Ires i’azones, cuyos valores efectivos

De las proporciones.245. Cuando la í'fljso« de dos cantidades comparadas en­tre sí es igual á tarazón de otras dos cantidades, se dice que estas cuatro cantidades están en proporción, ó que son pro­
porcionales.JJna PROPORCION es por consiguiente la espresion de la 
igualdad dedos razones, ó la espresion de dos razones iguales.Por ejem plo, la razón de 48 á 12 es 4 y  la de 36 á 6 es * 48 36también 4; tenem os, pues, la igualdad —  =  ; Ó 4 8 ; 12—36: 9; y los cuatro números 4 8 , 12, 36 y  9 se dice que es­tán en proporción.Muchas veces es mas cómodo presentar la proporción ba­jo la forma 48 : 12 : :  36 : 9 ;y entonces se enuncia de la manera siguiente;48 es á 12 como 36 es á 9 .lo s  dos términos 48 y  36 de la proporción asi escrita se llaman los antecedentes de la proporción; los términos 12 y 9---- W í ------- — y --------- • ----- ------- -------------------------J wson los consecuentes, porque en efecto, el primero y el. tercer  ̂términos, 48 y  3 6 , son los antecedentes de las dos razones, 3si como el segundo y cuarto son los consecuentes.El primero y el último térm inos, 48 y  9 , se llaman es-  TaEMos;.el segundo, y el tercero, 12 y 3 6 , se llaman medios la PROPORCION.246. P ropiedad  fu n d am e n tal . — Las proporciones todas gozan de una propiedad que puede servir de base para la re­solución ,de los problemas cuyos enunciados contienen carili- 

âdes propoi'cionales.Esta propiedad consiste en q u e :
Dn toda proporción el producto de los estreñios es igual al 

Producto de los medios.Sea la proporción(1)L 24 : 18 20 : 1 5 ,



276 ELEMENTOS2d 9()en la cual una y  otra ra/on j g Y  se. reducen al numero 4fraccionarioDigo que debemos tener* 2 4 x 1 5  =  1 8 x 2 0 .E n  efecto, la propiedad sería evidente, si tuviéramos la proporción(2) . 24 : 24 : ;  20 ; 20(quese llama proporción idéntica, lo mismo que lo seríaosla48 : 48 : :  4 8 :4 8 ) . ,  ̂ u ,oPara reducir la proporción (1) á la proporción (2), basia evidentemente multiplicar cada consecuente por la razón co­mún ^ ; pero de este modo uno de los medios y uno de los es-Iremos se encuentran multiplicados por un mismo númeio, luego (n.** 57) lo mismo sucede con el producto de los estremos y  el producto de los medios; y como hecho esto los dos F® ' ductos resultan iguales, se infiere que los productos priinih' lo eran también. t . D . D .247. RECÍrnocAMENTE.—  5i cuatro números enu\iGiaaos u ■ escritos en cierto orden son tales, que el producto del prime­
ro por e\último es igual al del segundo por el tercero, estos 
números forman uña proporción en el orden en que esta
enunciados b escritos. ,Porque sino hubiera proporción entre estos cuatro nu ro s ,  sería necesario, para hacer al segundo y al cuarto i c peclivamenle í^wd(55 al primero y al tercero, mulliphcai cada uno por un número diferente, que espresaria, el uno razón primero z\ segundo y el otro la razón del 
cuarto; y como los dos productos serían enlonces iguales, sultaria que no lo eran antes de la multiplicación, lo cual se­ría contrario al enunciado de la proposición.L u ego , etc. , I y248. Otra demostración de la propiedad fundamema‘ j de su reciproca.



DE ARITMÉTICA. 277{Empleamos las le'lras para hacer mas concisos y genera­les los razonamientos).Sean a, b, c, d, cuatro números en proporción, de modo que se tenga
a : b c : d ó bien ?b dSi se multiplican los dos miembros de esta igualdad por 

bxd, producto de los dos consecuentes resulta
axhy^d c x b x d  

b " "  d *Suprimiendo en cada miembro cí factor común á los dos términos de la fracción , se tienef l x d  =  c x ú ;luego el producto de los eslremos es igual al de los medios.
Reciprocamente, sean cuatro números a, b, c, d, tales que se tenga

axd  =  bxc.

Dividamos los dos miembros de esta igualdad por bxd, pi'oüuclo de un factor del primer miembro por un factor del segundo; tendremos
ax.d bx ĉ a cosm iphficando,y por consiguiente

a : b :: c : d.Luego, los cuatro números forman una proporción cuyos í ŝTREjios son los factores del primer producto dado, y los m e-  
los factores del seyunao producto.249. Prim era  consecuencia . —  En toda proporción pue- 

cambiarse: í l o s  medios entre si; 2 ." los estreñios entre Jb' 3.'‘ los medios con los estreñios, sin que en ninyuno do es- 
ios casos deje de haber proporción entre los cuatro números, en 

orden en que resultan nuevamente escritos. Porque es e v i- '̂eiUc que todas estas mudanzas en nada turban la igualdad



2 7 8  ELEMEM03de los dos producios que dán los estremos y  los medios de la proporción prim itiva; y  puesto q u e , en las nuevas espresio- nes el producto del primer número por el ultimo permanece constantemente igual al producto del segundo por el tercero,̂  hay siempre proporción entre los cuatro n ám eros, después de efectuadas las mudanzas.S e a , por ejem plo, la proporción
( 1)

48 : 36 : : 72 : 54cu ya razón común esTendremos:
Cambiando los medios,(2) 48 ; 72 -.í 36 : 5 4 , 

cambiando los estremos,(3) 54 : 36 72 : 4 8 ;
poniendo los medios en lugar de los estremos,(4) 36 : 48 : : 54 ; 72.En las espresiones (2), (3), (4), el producto del segundo número por el tercero es3 6 x 7 2  ó 4 8 x 5 4 ,y  el producto del primer número por el último,4 8 x 5 4  ó 3 6 x 7 2 .Pero estos producios son iguales, en virtud de la cion (1); luego (n." 247) estas tres espresiones son tamuien proporciones.L a  razón común es ^ en la proporción (1), ^ en laporción (2), ~ en la proporción (3), y  ^ en la proporción (i)-

Advertencia. También se podría en cada proporción 
vertir el orden de los términos de cada razón ; pero es



DE ARITMÉTICA. ' 5279conocer que se recaería en alguna de las proporciones ya obte­nidas, ó bien que solo se habría logrado invertir el orden de 
las razones en una de ellas.A s í ,  la proporción (1) se convierto por la inversión de los términos de cada una de sus razones, en36 : 48 72 ; 5 4 ,proporción idéntica ú la (4).Operando lo mismo con la proporción (2), tendremos72 : 48 54 : 36,,proporción equivalente á la (3) puesto que arabas pueden po­nerse bajo la forma de dos igualdades que solo diíierenen que 

primer miembro de la una es el segundo de la otra, y re- 
<̂ iprocamente.250. Segunda consecuencia. — toda proporción se pue­de MULTIPLICAR Ó DIVIDIR, por una parle un estremo y por otra un medio, por un mismo n ú m ero , sin alterar la proporción;Lo cual significa que habrá proporción entre los cuatro números resultantes.Porque siendo iguales los dos productos de los estremos y  délos medios de la proporción dada, los nuevos productos resultarán de la multiplicación ó de la división de un estremo y de un medio por un m ism o . n úm ero , serán tam bién  ig u a l e s ; luego (n.° 247) habrá siempre proporción.Dejamos para el séptimo capítulo la esposicion do otras propiedades de las proporciones, siendo las que acabamos de osplicar las únicas necesarias para la resolución de los pro­blemas que se refieren á esta teoría.
S II. —  RESOLUCION DE LAS CUESTIONES DEPENDIENTES DE LAS CANTIDADES PROPORCIONALES.

Regla de tres.251. Una multitud do problemas concernientes al com er- ‘̂ lo, á la industria, á la banca, e tc ., comprenden en su euun- oiado números ligados entre sí por relaciones susceptibles de ser espresadas por medio de proporciones; y entre estos nú-



280 ELEMENTOSraeros, unos son conocidos y dados, otros son desconocidos f  deben determinarse.Esto supuesto, se designa con el nombre de r e g l a  de tres-. la operación por cuyo m edio,
Dados TRES términos de una proporción cuyo cuarto es 

desconocido ( ') ,  se trata de determinar este cuarto término.Ahora bien, de ser el producto de los eslremos iguál al de los medios en toda proporción, resulta necesariamente que, para obtener el valor clel término desconocido,Es necesario, si es un estremo, d i v i d i r  el producto de los 
medios por el estremo conocido;y  si es un medio, d i v i d i r  el producto de los eslremos por 
el medio .conocido.A s í , sean las dos proporciones24 ; 9 32 : a;; 45 ; 36 : :  ¡c : 24 .Como en la primera debemos tener,24 x a : =  9 x 3 2 ,resultará

X  = 9 x 3 224 24 'en la segunda tendremosde donde se deduce 36 X  a; == 45 X  2 4 ,
X  = 4 5 x 2 4  *1080 =  30.36 36Las proporciones entonces son24 ; 9 : :  32 : 12 ; 45 ; 36 ; :  30 ; 24 ;8 5la ra%on común es ^ en la primera y  ~ en la segunda.Pasemos ahora á la resolución de algunos problemas res­pecto de los cuales los del n .“ 41 pueden ser considerados co­mo casos particulares.2 5 2 . P rim er  pro blem a . — Se pide el coste de 384 

mos de derla mercadería, suponiendo que 25 kilogramos os ella hayan costado seiscientos cincuenta reales. _______ ^{*) Es costumbre designar, en la resolución de los problema.O'^® cantidades desconocidas con las últimas letras del alfabeto, V’



Dii ARITMÉTICA. ^81Análisis. -•  Puesto que 25 kilógj-amos cuestan G50 rea­les, es claro que 2 , 3 , 4 , . . .  veces 25 kilogramos deben cos­tar 2, 3, i , . ..veces mas ; a s í, los dos números dados de ki­logramos están en la misma razón que sus precios respec-,Luego, si designamos por x  el precio desconocido de los 384 kilogramos, y consideramos por un momento, como nu-, meros abstractos á los tres números dados y á a :, tendremos la proporción(1) 25 ; 384 : ; 650 : a: ;de donde'(n.° 251)3 8 4 x 6 5 0  249600
X = ---- r r ---- ---  — ~ — —  J J o l ,25 25con lo cual concluimos que los. 384 kilogramos de aquella mercadería deben costar 9984 reales.

Adver/encta. — Antes de buscar el valor ¡r, por medio do la proporción (1), puede simplificarse *esta observando que los 
mecedentes, es decir iin estremo y  un medio so n , divisibles por 25 {n.° 68), factor que puede, suprimirse [n.° 250), re­sultando1 : 384 ; ;  26 : íC, de donde a; =  384 x  26 ^  9984.Es muy conveniente aprovccliar semejantes simplificacio­nes siempre que se presentan. .  ̂ ,O t r o  M É T O D O  d e  r e s o l u c i ó n .  —  Si 25 kilogramos cuestan 1̂ 50 reales, un solo kilógramo debe coslai“ 25 veces menos, o1 650 ,^ d e  650 reales, es decir reales.
650Luego, 384 kilogramos costarán 384 veces mas,  ó ^  X 384; lo cual, hechos todos los cálculos, dá 9984 reales.Segundo pr o blem a . —  135 hombres han gastado 20 dias 
para hacer cierta obra; se desea saber cuántos dias gastaran

hombres para hacer la obra misma. .. ,A n á l i s i s . — Si cierto número de hombres ha necesitado -0 dias para hacer la obra supuesta, es claro que un numero de hombres, 2 , 3 , 4 , . . .  veces mayor, necesitara 2 , 3 , 4 , . . .
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veces menos tiempo, siendo todas las demás cosas iguales; luego, cuántas veces el primer número de hombres, 135, está contenido en el segundo, 300, otros tantos el número de dias necesario al segundo número de hombres, ó sea el número buscado, x ,  estará contenido en el número de dias necesario al primer número de hombres. - .  Tendremos, pues, la proporción135 : 3 0 0 ;:  a ;; 2 0 ,ó poniendo los medios en lugar de tos estrenos (ir.” 249), á lin de tener á x  como último término
de donde 3 0 0 : 1 3 5 : : 2 0 : a : ,  1 3 5 x  20 2700

X  ~ 300 300 =  9 ;luego los 300 hombres lian necesitado 9 dias para hacer la obra convenida.En la segunda proporción se habrían podido suprimir,1.® el factor 15 común á los dos térm inos; 2 .” el factor20 común á los dos antecedentes, con lo cual so habría converti­do en esta otra1 : 9 : :  I r a ? ,  de donde ¿ c = 9 .O tro modo de resolución. — -Si 135 hombres han gasta­do 20 dias en hacer la obra, es claro que un solo hombre ne­cesitaría para hacerla 135 veces mas tiempo 6 20 x  135, y 300 hombres necesitarían un número de días 300 veces menor que 20 X 1 3 5 , es decir20 X  135 2700300 =  -300 =  ®RAZONES DIRECTAS E INVERSAS.2 5 3 . Antes de tratar problemas mas complicados, deDe' mos dar á conocer algunas denominaciones á que dá lugaf ‘‘ consideración de las cantidades proporcionales.



DK AIllTilÉriCA. 2 8 3Eli loda caostion cuyo enunciado contiene cuatro núiuo- ros proporción, dos de estos números son de cierta espe- 
cie, y  los otros dos de otra especie distinta; pero cada uno de los lérniinos de esta segunda especie está ligado íntimamente, por las condiciones del enunciado, con uno de los términos de la 
primera.Así es como, en el primer problema del n . 252,^ dos de ios cuatro números espresan pesos de cierta mercadería, y los oíros dos son los precios respectivos de dichos pesos.Así lambien, en el segundo problema, donde se trata de (ios números de hombres y de dos números de dias, estos es- presaii los tiempos respectivos que deben emplear los dos nú­meros de hombres en hacer la misma obra.Por esta razón se ha convenido en llamar c o r h e s p o n d i e n -  TEs los dos lérminos do especies diferentes, ligados entre sí por el enunciado de la cuestión.Por ejemplo, en el primer problema, los precios se llaman los comiiispoNDiEiNTEs de los kilogramos, y vice-^ersa, los nú­meros (lo kilogramos son los correspondientes de [os precios (jue deben costar. 'Del mismo modo, en el segundo problema los números de 
dias son los c o r r e s p o n d i e n t e s  de los números de obreros, y 
vice-versa.Esto supuesto, se dice que hay relación directa cutre los mímcros de la primera especi'e y los de la segunda, ó bien, fl^e los cuatro números son directamente proporcionales, »cuando, siendo en efecto proporcionales, se reconoce además, que aumentando ó disminugendo un número, aumenta Ò dis­
minuye sü c o r r e s p o n d i e n t e ;  y se dice por el contrario que ií3y RELACION INVERSA; Ó qu6 los cuatro números son inver­
samente (ó reciprocamente) proporcionales, cuando, aumen­
tando ó disminuyendo cada número, disminuye ó aumenta su correspondiente.El enunciado del primer problema ofrece el ejemplo de ona relación directa; porque cuanto mas kilógramos de mer­cadería hay que pagar, mas considerable ha de ser*el precio.Pd segundo problema dá lugar á una relación inversa; porque cuantos mas hombres hay para hacer una obra, me- ”05 dias necesitan., Si [^relación es directa, y  se quiere escribir la propor­ción bajo la forma

a ■ b c : d .



284 ELEiM EM OSes necesario que uno do los números y su correspondiente for­men los dos antecedentes, y los otros los dos consecuentes; en otras palabras, que cada númei’O y su correspondiente formen un estremo y un medio.Por el contrario, si la relación es inversa, uno de los nú­meros y su correspondiente deben formar los dos estremos, mientras que el otro número y su cor.respondienle forman los 
dos medios.Cuando se escribe la proporción bajo la forma equivalen̂  
te {n.® 245) dedos fracciones{¿rwíi/es

c
d ’es necesario en el caso de una relación directa, que uno de los números y su correspondiente formen los dos términos de la primera fracción, ó los numeradores de las dos fracciones, formando los otros números los dos términos de la segunda 

fracción, ó los denominadores de las dos fracciones: y , en el caso de una relación w v e m , que cada número  ̂sm correspon­
diente foimicn, bien sea el numerador de la priraem fracción y  el denominador í\e la segunda, bien sea el denominador úi la primera y  e! numerador de la segunda.

Advertencia. Todas estas distinciones en la manera de 
escribir las proporciones resultantes de los enunciados (le les problemas deben tenerse muy presentes, sopeña de cometer graves errores.254. Se dice también, cuando una relación es directa, que una cantidad de cada especie está en u a z o n  d ir e c t a  de su correspondiente; y  si la relación es inversa, que cada con- -lidad está en r a z ó n  i n v e r s a  de su correspondiente.A sí, por ejemplo, dos fracciones del j i i s h o  d e n o m in a d o r  
están en razón directa de sus numeradores.Porque se lia visto (n.” 111) que, si el numerador se lia*
m  doble, triple, cuádruple, ó la mitad, e\ tercio, el cuarto.....de lo q u i e r a ,  la fracción so hace doble, triple, cuádru' 
pie,..,., ó dos, tres, cuatro.... veces menor de lo que era.Por un razonamiento análogo se probaria que dos fruc' 
dones de i g u a l  numerador están en razón inversa de sus de­
nominadores.Cuando las fracciones tienen nuraeradoi'cs y denomina^®' res diferentes, se comienza por reducirlas al mismo denouu'
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nador 6 al msmo numerador; y  la cuesUon queda con esto reducida á «no de los casos precedentes.I)e aquí se va á parar á una nueva locución que consiste en decir que las fracciones dadas están en razón  com puesta , 
directa ó inversa, de los dos productos del numerador de la primera por el denominador de la segunda, y del numerador de la segunda por el denominador de la primera.Para justificar esta locución considerémos, por ejemplo,. . , 3 4las dos fracciones  ̂ yUeduciéüdolas á un común denominador, se obtiene3 x 1 1  4 x 7^ 7 X 11 ’7 X 11y estas dos fracciones están en razón directa úq 3 x  11 á 4 x 7,  ó (le 33 á 28. •Si por el contrario las reducimos al mismo numerador, resulta■ 3 x 4  3 x 47 x 4  ^ 3 X  11 ’en cuyo caso la razón de las dos fracciones es inversa, ó igual á la de 3 X 11 á 7 X  4 , ó de 33 á 2 8 ; como antes.Pero se ve que los dos términos de esta razón son, el uno 
d producto del numerador de la primera fracción por el de­
nominador la segunda, el otro el producto del numerador de la segunda por el denominador de la primera.Por consiguiente, esta razón compuesta es en cierto modo ni resultado de la multiplicación de dos razones simples, que son directas ó inversas una de otra, segTln los casos.255. A plica cio n es . —  Como aplicación de lo que acaba- ií\os de decir, debemos indicar el medio de hacer entrar en 
cálculos de proporción ciertas superficies y ciertos volúmenes, porque hay una muUriud de cuestiones en que son necesarias semejantes valuaciones numéricas.Supongamos que deben compararse entre sí las estensio- 
ĉs superficiales de dos piezas de tela, una de las cuales lenga 2'24 mol ros de larga por ^ dé ancha,
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17 metros de larga por ~ de ancha.Por un razonamiento análogo al hecbo en el n .° 252, se
2reconoce fácilmente que 24 metros de largo por ^  de ancho 

2equivalen á 24 x  ^ de largo por 1 de ancho.Del mismo modo, 17 metros de largo por ~ de ancho5equivalen á 17 x  -  de largo por 1 de ancho.Por consiguiente, supuesto que las anchuras son ya las mismas, la razón de las eslensiones superficiales es igual ai de las dos longitudes; cuya razón será2 52 4 x 3 - 1 7 X - ,24 X 2 17 X 5 , 24 X 2 X  4 3 x  17 X 5 ̂ 3 ■ 4ó b ie n , sim plificando, , o 3 x 4 3 x 4
64 : 85.Sean ahora dos rollos de papel pintado, uno de los cua­les tenga . 415 metros de largo por r  de ancho,y  el otro 19 metros de largo por g  de ancho.

seriaLa razón de las eslensiones superficiales de los dos’ 4 71 5 x - : 1 9 x - ,



DE ARITMETICA. 2871 5 x 4  1 9 x 7  , 1 5 x 4 x 8  1 9 x 7 x 5
ó simplificando, 5 x 896 : 13 3.• 5 x 8

Concluyamos de aquí q u e, siempre que el enunciado de una cuestión dá lugar á la comparación de eslensiones super­ficiales, para reducirlas á la unidad  de anchura, es necesario 
formar el producto de la longitud por la anchura, y comparar 
en seguida las dos cantidades resultantes.Respecto de los volúmenes, nos bastará lomar un ejemplo para determinar la marcha que debe seguirse.Sea determinar la razón en m etros cúbicos de las esten- 
siones de dos muros de mamposteria.Suponemos que el primero tiene360 metros de largo p o r -  de metro de grueso y 3 metros ÚQalto; y  el segundo, 7125melros de largo por^de metro de gruesoY^ metros de alto.Razonando como antes hicimos, hallaremos que, respectofJel primer muro, es como si tuviéramos 60 x  3 metros

largo por 1 metro de gruesogl metro de alto; y respectotlel segundo 125 ^ ^ ^  ̂ laetros de largo por 1 metro de
Smso y  1 metro de alto. En otras palabras, los dos muros ^eben contener, 3el 1 .“, 60 X  -  X  3 metros cúbicos;7 9, el 2,*’ , 125 X g  X "  metros cúbicos.
3l deLuego la razón las dos eslensiones en volumen es igual3 7 960 X -  X 3 á 125 X -  X  -  ,



288 ó de ELEMENTOS6 0 x 3 x 3 x 4  . 1 2 5 x 7 x 916 16ó bien finalmente, de 48 á 175.Donde se ve que, para obtener el volumen de los dos mu­ros espresado en metros ciíbicos, basta hacer para cada uno de ellos el producto de lo largo por lo grueso y por lo alio, ó como se dice en Geometría, el producto de las tres dimensio­
nes, hecho lo cual se encuentra fácilmente In razón de, las obras ejecutadas ó que deben ejecutarse.
Jtegla de tres compuesta. — Método general de i i e d ü c c i o s

k  LA UNIDAD.256. Muchas veces el enunciado de una cuestión encier­ra mas de cuatro números entre los cuales hay que eslablecei razones sea directas, sea inversas; y de aquí han nacido las denominaciones de regla de tres s im p l e  ó  c o m p u e s t a ,  direcmEstas denominaciones se derivan del modo de resolución á que se refieren, y  que es una aplicación de la teoría de lasse ha reemplazado ese método por otro 
l lamado de REDUCCION Á LA UNIDAD, que vamos á csplicar iMievas cuestiones, haciendo antes observar que el segunoo modo de resolución de los problemas del n . 2 5 2 , no es masque un caso pnríícw/ar del mismo. . qaa257. T e r c e r  PROBLEMA. — Se han necesitado 18üu uin

iros de paño de ^  de metro de ancho para vestir 500 hoir7
hres; se desea saber el número de metros de paño de ^ deán' 

cho necesarios para vestir 960 hombres.
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Rancho1800 “’•‘“''8- T47
8

X

ÔQhomhz.9605m. larg.1800 X -  lancho500hombr. 47^ x - 960

luego
1800 X  5*"-4 X  500 

x x 7960 X 8¿r X 7
lancho ibombr.

1 11800 X  5960 X 8 4 X  500 ■A n á l is is . —  Despues de haber dispuesto en dos lineas, ‘0S .W  numéros que comprende el enunciado, contando entre ‘̂los el numero de metros buscado, x, se razona de la mane- Siguiente:1800 metros de largo por ^ de ancho, y x  metros por - ,lo mismo que 255).fí^*'iben pues estos números en otras dos lineas, con- naudo".“  ̂ números 500 y 960, y después se sigue razo-p ,,„ „ ,. 1 8 0 0 x 5Gslo que c o n ---- -—  metros de largo por 1 metro dese han podido vestir 500 hombres, mi solo hombre se

41 8 0 0 x  5 XX74—  ' — 8—  1̂ *̂̂   ̂ metro de ancho

'’estirai‘a con 1800 x 54 X 500 'mismo modo, si con — ^—  metros, se han podido ves-
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X X ltir 960 hombres, uno solo se. vestirá con g  ^presión y  la de arriba so escriben en otras dos lineas debajo^Pero^l^s'Vs últimas espresiones acabadas de obtener re- nresentan una y  otra, la cantidad de tela necesaria para ve.- Ur un solo hombre; por consiguiente son iguales. Luego te -dremos ¡r X  7 __  1800 X  58 x 9 6 0  ~  4 X 500 ’ó , reduciendo al mismo denominador y  suprimiéndole des- pues, ¡e x  7 X  4 X 500 =  1800 x  5 x  8 x  960.Diviviendo los dos miembros de la igualdad P^J ^  tiplicador de x ,  simplificando después por la ff e S e a  comunas y  efectuando las operacones que .esullenindicadas, tendremos

X
1 8 0 0 x 5 x 8 x 9 6 0  7 X  4 X  500 36 X  960 _  34560 _  ^:  ̂ ■--  f? *■ 1

lo cual significa que se gastaron 4937 metros y  ^ para ve 960 hombres.
Comprobación.1800 x ^  reduce evidentemente ó á 4 ^ ;  por otro lad« 4 X  500 34560 , 3456 . . . .  se reduce también a o a 4 * .7 8 X  960El número 4 |  ó 4“ .50 esprese en ambos casos la can >'

m t c a d a  (lia, han gastado 57 dios “ "“ í *  „ e-
metros de largo por 7 de ancho y 3 1«6UNTA cuántos días f  i  larf’
horas al diâ  para abrir un canal de 2900 metro
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\2 de ancho yh de profundidad en un terreno 3 veces mas di­
fícil que el primero.(Esta cuestión es una de las mas complicadas que pueden proponerse.)

Tabla del cálculo.500bo«n-12>’®f- 57'**-{1800 X 7 x 3 x  1)“ *̂- 860 10 X (2 9 0 0 x  1 2 x 5 x 3 )/1800 X 7 x 3 x 1-liiom. Ihor. ids. /V 5 0 0 x  1 2 x 5 7  / 2 9 0 0 x  1 2 x 5 x 3 :1 1 a; ^ Ó x í Ó ~
luego

X

2900 X 12 X 5 X  3 500 x  12 x  57X8 6 0 x 1 0  ' '  1800 x 7  x  3 x l2900 X  12 X 5 X  3 X  500 X 12 X  57 8 6 0 x 1 0 x 1 8 0 0  x 7  x  3 x  1 *
.Análisis. — Ante todas cosas y  con arreglo al n.® 255, es liecesario convertir en metros cúbicos las dos ob ras, la ya ejecutada y  la que va á ejecutarse; lo cual se hace multipli­cando entre si sus respectivas dimensiones.Adem ás, como, según el enunciado, el terreno es 3 veces 

^os difícil de cavar que el primero, si se espresan por 1 y  3 w  dificultades relativas, conviene introducir en los dos pro­ductos mencionados, los factores 1 y 3 que en cierto modo pueden equipararse-Á una cwar/a dimensión, resneelo de cada obra.Esto supuesto, después de haber colocado, como en el pro­blema anterior, en dos líneas diferentes, lodos los números comprendidos en el enunciado, y  haciendo razonamientos ccieramenic iguales á los hechos en la resolución del tercer P'oblema, formaremos dos nuevas lineas que represen- larán:La una, el trabajo hecho por 1 hombre solo, en 1 hora y e n i  di a;La otra, el trabajo hecho por 1 hombre solo, en 1 hora y cn X dias._Ahora es claro que estas do? cantidades de trabajo deben



2 9 2  ELEMENTOSeslar en razón directa íle los dos números de dias empleados en ejecutarlas: tendremos pues la igualdad2900 X  12 X  5 X  3 _ 1 8 0 0 x 7  x  3 x  1 ’ 500 X  12 X  57860 X  10de donde se deduce (n.° 131) 2900 X  12 X  5 X  3 500 X  12 X  57
X — 860 X 10 ' '  1 8 0 0 x 7 x  3 x  1 ’ó 2900 X  12 X  5 X  3 X  500 x  12 x  57® ^  860 X  10 X  Í8 0 0  X  7 X  3 X  1y  si se ejecutan todas las simplijicaciones y en seguida se efec­túan los cálculos indicados, se obtiene finalmente51 51 ,es decir que los 860 hombres necesitan 549 dias y ú próximamente i  de otro dia para abrir el segundo canal.6 . .259. Los problemas precedentes bastan en nuestro jui­cio para enterar al lector de la marcha que debe segmrsj5 cuando se emplea el método llamado de reducción a la umm, método que tendremos ocasión de aplicar á otras reglas uue- riores dependientes de la regla de tres. . .Pero creémos útil, para terminar todo *‘’ /oncernien^ esta, volver á considerar ios resultados de ¡os dos u problem as, á fin de deducir de ellos algunas consecuencia sobre el uso de las razones directas ò inversas. ,E l análisis úc\ problema del n ." 257 ha conducido a un primera espresion del número de metros buscado.

X  ~ 1 8 0 0 x 5 x 8 x 9 6 0  7 X 4 X 500Si ahora retrocedemos al enunciado de la cuestión g  buscar en él los términos correspondientes  ̂ de cada esp



DE AflJTMÉTICA. 293V separamos por medio del signo x  las diferentes razones de cada término á su correspondiente, podremos poner la espre- siOD anterior bajo la forma5 8 960Í80Ó “ 4 ^ 7 ^  500’ó bien bajo esta otra (n.® 131}
XT r o o4 9607 ^ 500 '

8Reflexionando sobre la composición del producto indicado en el segundo miembro, se vé que el segundo factor, que es el de los dos números de hombres que deben vestirse, está en
X

razón directa con los dos números de metros de paño,mientras que el primer factor de dicho segundo miembro, ó sea la razón de ios dos anchos, es inversa respecto de la ra -
Xzon indicada, 7^ , ;  por consiguiente esta razón, que se 11a - 18UUma compuesta (n.“ 254), es igual al producto de las razones los dos números de hombres y  de las dos anchuras, direc­

ta respecto de los hombres, é inversa respecto de las an­churas.Y  en efecto, cuantos mas hombres hay que vestir, mas lela se necesita; pero cuanto mas anchura tiene la tela, menos debe tener de la r g a , para que la cantidad de tela sea la misma.ha espresion de x  obtenida en el problema del n .°  258, es 2900 X 12 X 5 X 3 X 500 x  12 x  57
X  = 860 X 10 X 1800 X 7 X 3 X 1 y puede presentarse bajo la forma

X57 2900 12 3 500 12180Ó ^  7 ^  3 ^  1 ^ 860 ^ 10 ‘



294 E L E M E M O Silonde lambien se ve que la razón dé los dos números de dias necesarios para la ejecución de los trabajos es igual al 
producto de las razones de los nwneros correspondientes de cada especie, directas respecto de las dimensiones de los ca­nales y de la (liíiculiad del terreno, pero inversas respecto de los números de trabajadores y de las bóras diarias de tra­bajo.De aquí podría concluirse esta especie de r e g l a  g e n e r a l  para resolver cualquier cuestión cuyo resultado contenga razones:

Fórmese un producto de todas las razones d i r e c t a s  o  in ­v e r s a s ,  de los números correspondientes de cada especie, es- 
ceplo aquella en que entra la incógnita; y después ipálese 
este producto á la razón entre la incógnita y la cantidad de 
su misma especie.Asi se obtiene la espresion de la igualdad de dos razones, donde fácilmente se sacará el valor de ¿r, cuidando sin em­bargo, de no efectuar los cálculos indicados sino después de todas las simplificaciones, que á simple vista se descubran.Recordaremos además que (n.® 253) las razones serán di­
rectas 6 inversas, según que en el análisis del problema ha­yamos visto que á mas corresponde mas, ó á menos, menos; ó por el contrario á mas corresponde menos, ó á menos, mas.

REGLA DE INTERES SÜHPLE.260. Se llama i n t e r é s  s i m p l e  de una suma de dinero, el beneficio resultante del préstamo que se hace de dicha su­
ma durante cierto tiempo; la cantidad prestada ó colocada se llama c a p i t a l . ,E l interés de una suma depende del importe del capitai, del tiempo que dura el préstamo ó la colocación, y de lo que se llama el tanto de interés, ó sea el beneficio que produce una suma determinada y  constante en un espacio de tiempotambién determinado. r • ,,oOrdinariamente, el tanto de interés es el beneiicioquedeben producir 100 reales colocados durante 1 año.Este tanto, que puede considerarse como una especie de 
unidad de interés, es de pura convención entre el prestador V  el tomador; depende generalmente de la abundancia o (|c la escasez de ios capitales. H ay sin embargo en el comercio y en la banca ciertos limites (fijados, ya por el uso, ya



DE ARITMÉTICA. 295ialey) mas allá de los cuales, no puede elevarse el tanto de interés sin pasar á ser usura.Es evidente que los intereses de dos capitales coiocados durante el mismo tiempo, deben ser proporcionales á dichos capitales, y  que los intereses de un mismo capital son tam­bién proporcionales al liempo que dura el préstamo ó la colo­cación.De donde resulta que la re/jla de interes no es mas que un caso particular de la regla de tres: así, las cuestiones que a ella se retieren, deben tratarse del mismo modo que las pre­cedentes.261. P r im e r  e j e m p l o . —  Se desea saber el interes de unâ  
suma de 4500 reales, colocada durante 2 años y 5 meses, á

razón de 7 reales por cada cien reales al año ó , por abrevia-. . OClon, a 7 p. -Este enunciado equivale á este o tro :
Si 100 reales producen 7 reales en 1 año, o 12 meses, ¿cuánto deberán producir 4500 reales en 2 años y  5  meses,ó sea 29 meses? ,  ̂ .Los números pueden disponerse en la forma siguiente:100 12“  7'’4500 29“de donde 100 X 12

X4500
XLas c a lid a d e s  y j j ó ó T F g ’1̂  que produce 1 real en 1 mes y deben por consiguiente ser 'guales; tendremos pues 7X4 5 0 0 x  29 100 x  1 2 ’lo cual dá4500 X 29 X .7 45x 29 x  7 15 x 2 9  x 71 0 0 x 1 2 12



296 ELEMEMOSÓ, efectuando los cálculos y  reduciendo á decim ales,a; =  7 6 r  ,  25.Tal es el interés de 4500 reales colocados al 7 p. „/*’ du­rante 2 años y 5 meses.
Comprobación.

100"  12"4500" 29™ 761" ,251.' 0,07
1200 12 =  0 ,0 0 5 8 3 3 ... ; •„  „ 7 6 1 ,2 5  7,6125 7,6125 ^2 . '.- n A  =  =  • =  0 ,0 0 5 8 3 3 ....4 o 0 0 x 2 9  4 5 x  29 130oS egundo e je m p l o . —  Se desea saber el interés de una su­

ma de 2524*' ,65 colocada durante 8 años y  7 meses al 4| p . % . 100" 12™ 4" ,502524,65 31 x1™1
4,50
1200

X2524,65 X 31 2 5 2 4 ,6 5 x 3 1 x 4 ,5 0  25,2465x31 x 4,5
121200Ó efectuando los cálculos,íE =  293,4905325.A sí, el interés pedido es 293" ,49 en menos de un céntimo. 

Comprobación.4,50 0,0450
1200293,49 12 29349= í  0,0037o,

2524,65x31 7949175—  =  0,003749.



DE AKITMÉTICA. 297262. En general, designemos por a un capital prestado durante un tiempo t , á razón de i  por y por I el interés <lei capital a.Tendremos 100^ 1
a t 11 1 iÍÓÓ ’i 1 I.. w / »,  interés de por 1 ano,

luego I
Y por consiguiente,I = -

r t x í  " 1 0 0  ’
a x / x i  a X. i  X. t

100 100Esta espresion de í  es lo que en matemáticas se llama una fórmula, porque representa, en términos simples y concisos, las operaciones que deben ejecutarse en cada caso particular.Hace pues las veces del enunciado de una regla; pero es necesario observar que el tiempo t puede ser muy bien un námero fr a c c io n a r io  de. la unidad a fio , llevando por denomi­nador bien sea el número de m e s e s , bien sea el número de comprendidos en el ano. X ^Por lo demás, presentada bajo la forma  ̂=•le traducirse en la regla siguiente:Para determinar el interés 1, m u llip liq u e se  el capital dado por el tanto de interés en 1 a ñ o , y d iv íd a s e  el producto por HIO, buscando  después e s p a r t e s  a lic u o ta s , (n.® 150],  el re - ’Ollado para el tiempo t.Apliquemos esta regla al segundo ejemplo.



298 ELEMENTOSTendremos primero2524,65 X  4,5=11360,925,y  dividiendo por 100..........................  113,60925buscando en seguida el interés de. 2 "̂  ̂ 7̂ °se hallará primero para 2 “̂ ®...........  227,21850^^después para 6“ .............  56,804625después para 1“ .............  9,467437293,490562 0 293 ̂ 49que es el mismo resultado de antes.263. Este segundo modo de operar es particularmente preferible cuando se trata de determinar el interés de una su­ma en ci&rto número de dias, como sucede muchas veces en la banca y en el comercio.Propongámonos determinar el interés de 1748 reales 19 
céntimos en 113 dias á razón de 4̂ /4 p. /̂o al año (que par® simplificar supondremos de 360 dias, dando 30 d ia s á cada mes).Se puede comenzar por multiplicar 1748,19 por 474» si* guiendo el método de las partes alícuotas; y después, des­
componiendo 113 en 60 30 -H 20 +  3 , apÜcarémos denuevo el método de la multiplicación de las partes alícuotas á la multiplicación del primer producto obtenido, por las di­ferentes parles de 113.

Cuadro del cálculo.1748,194^46992,76 V2 874,095 V i 437,04758303,9025y dividiendo por 100 83,039025para 60*̂ '®® 13,83983730 6,91991820 4,613279
.3 0,69199226,065026



DE ARITMÉTICA. 299(Para 20 dias, se. ha tomado el tercio del producto hallado para 60, y para 3 dias se ha tomado ia décima parte del pro­ducto hallado para 30.)Así, el interés de 1 7 4 8 , 1 9  en 113 dias, es 2 6 ‘‘ ,0 6 .Fácilmente se reconocerá, aplicando al mismo ejemplo el primer procedimiento, cjue el que acabamos de seguir es mas espedito.264. Advertencia.— ciertos tantos de interés, en lu -  sar de referirse al capital 100, suele variarse el capital cuan­do es parte alícuota de dicho 100, representando por 1 el in­terés correspondiente á cada parle alícuota.Así sucede cuando el tanto por cieijto es 10, ó 5 , ó 4 , Ó 2f; en cuyos casos se dice respectivamente que el dinero se ha dado al décimo, 6 al 2 0 “ , ó al 2 5 “ , ó al 4 0 “ (*).265. La fórmula (1) del n .“ 262 comprende implicita- 
‘meiiie las soluciones de cuatro problemas generales dife­rentes.1. “ Conociendo á a , t e I , hallar á I .Lsíe es el problema resuello en los varios ejemplos pues­tos hasta ahora.2. “ Conociendo ál,\. é\, hallar á a .3. “ Conociendo á l ,  a y t, hallar á\.4'“ Filialm ente, conociendo ó a , I e i, hallar ó t.Propondremos como ejercicios, al fin de este capítulo, varias aplicaciones de estos diversos problemas; y nos lim ila- i'émos por ahora, á poner un ejemplo del cuarto, tratándole por los dos métodos que hemos espucslo anteriormente:

Una suma de 2524 ,65 ha producido 293" ,49,- á razón
4 1 / 2  p. Vo AL AÑO: se desea saber cuánto tiempo habrá es- 

âdo prestada dicha suma.

n  Este párrafo es realmente intraducibie en el original, porque se refiere á fórmulas vulgares en Francia que no tienen equivalentes fin nuestro país: por decir algo y no alterar la numeración del testo, oemos traducido esas pocas lineas, usando denominaciones poco Acostumbradas entre nosotros. (N. dei T.)
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Primer método.

i 002524,65 ‘|año1 293,49
1

1/ 293,49 1001 “  2 5 2 4 ,6 5 ^  4Í5 ^  2 5 2 ,4 6 5 x ^
4,50
100294,492524,6529349 29349000

reducción á meses 29349000662715012795258009325
11360925 11360925oaños 'fineses

La fracción despreciada es menor que 0,001 de mes. 

Segundo método.2524,6510098,68para | ................................  1262,32511360,925ó dividiendo por 100, . . 113,60925 intereses de 1 año;y  como según el enunciado, 293,49 es el interés de para obtener el tiempo buscado, es necesario dividir 29349000 por 11360925, como antes.
HEOLA DE DESCUENTO.266. Descuento es la parte que se desquita del import̂  de una letra de comercio, que no es pagadera sino al cabo de 

cierto tiempô  y que se quiere cobrar antes del vencim iento.E l descuento se hace ordinariamente á tanto por ciento a año, y eso es lo que se llama tanto de descuento.



DE ARITMÉTICA. 301El banquero es el que paga la letra anticipadamente.Es fácil reconocer que la regla de descuento, se compren­de en la regla de interés, con la diferencia de que en esta el 
tomador está obligado á devolver al prestador la suma pres­tada y  además el interés correspondiente; mientras que en el descuento el poseedor de la letra solo debe recibir el esceden- /e entre el importe de la leti'a y el descuento que se le hace por causa del anticipo del pago.Primer ejemplo. —  Se quiere descontar a razón de 4,80 p. ®/o al año una letra de 875>‘ ,49, pagadera á los 18 meses.

Primer método.100  ̂ 12®» 4' ,80875,49 18 X

1tluego 
de donde

Jí O A descuento por y por 1*“®
1875,49 X 18 id.
X _  4,80 875,49x18 1200 ’4 ,8 0 x 8 7 5 ,4 9 x 1 8  40 x  8 7 5 4 9 x 1 8

1200 1000000ú efectuando los cálculos, x  =  03,035280 =  63,04.Asi pues, el descuento que ba de hacerse á la letra es de 63 reales y 4 céntimos.
Importe de la letra. . . 875^ ,49 
Descuento........................  63 ,04
Diferencia.......................  812 ,45Euego el portador de la letra solo debe recibir del ban­quero 812 reales y  45 céntimos.
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Comprohacion.

100875,49 1218 4,8063,044_,80
Ì2ÓÓ

48
1200063,04 03048 7 5 ,4 9 x 1 8

=  0,004. 6304 8 7 5 4 9 x 1 8  “  1578882
Segundo método.

0,004.
Imporle de la letra descuento por ®/o y por 1®*''®
dividiendo por 100 descuento porâQogmeses

875,49_____^700 392 3501 96 4202,352 42,02352
Jafio gmeses42,0235221,0117663,03528 corno arriba.Este ejemplo basta para hacer ver que hay identidad, bajo el punto de vista de los cálculos, entre las dos reglas de inte- 

rés y  de descuento.La cuestión siguiente vamos á tratarla solo por el segundo método.S egdndo ejem plo . — Descontar una tetra de 3478^»!^ 
pagadera á los 286 dias, siendo el tanto de descuento 6 ‘’ ,2-‘5 
en 360 dias.Comencemos por descomponer el número 286 en l 8 0 - í - 9 0 - h l 0 - t - 5 H - l .



DE ARITMÉTCA.Eslo supueslo, hé aqui el cuadro del cálculo;3478,196,25I  7390 95 6 9563 8
3 0 3

descuento por 360 208 6914 217,3868 75180 108,6934 3790 54,3467 1910 6,0385 245 3,0192 621 0,6038 52
importe de la letra 172,7017 94 3478,19descuento 172,70suma que debe recibirse 3306,49La Operación podría probarse  ̂ volviendo á hacer la m is­ma Operación con el duplo de 3478,19 y dividiend.o poi 2 elnuevo resultado. , , . j267. La generalización de la regla de descuento condu­ciría á la fórmula a x e  X í(2) =  100 "en l a c u a l e ,  E designan los descuentos para 100 reales v  para el imporlo de la letra; dichos signos reemplazan a í ,  tde la fòrmula del n .’’ 162. . , , i ,n\También se podida, á consecuencia de la formula (2), es­tablecer los enunciiulos de cuatro problemas generales, an a- legos á los del número 2 6 5 ; pero dejamos todas las aplica­ciones para el fin de este capitulo.268. Existe oirá regla de descuento de la cual no pode­ncos menos de hablar; porque aunque generalmente no se usa, parece mas racional, y  sobre todo mas justa con relación aldoe quiere descontar en papel.lln ejemplo bastará para dar una idea de este segundooiodo de descontar. , , j   ̂m n

No siendo pagadera sino a 15 meses tina letra de l o  ^
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realeSy un banquero consiente en abonarla mediante un des­
cuento de 4 ,6 0  p. °/o. Se desea saber cuanto debe recibir el 
propietario de la letra.

Análisis. —  Admitamos por un momento, que 4 ,6 0 , que es aquí el tanto de descuento, sea también el tanto de interés (le una cantidad que se prestara.K s claro que el poseedor de la letra debería recibir es este dm una cantidad que,  colocada al interés de 4 ,6 0  p. ®/oal año, durante 15 meses, le produjera, reunidos el capital y los intereses, el valor del importe de su letra.Ahora bien, siendo 4,60 el interés de 100 reales al año,en 15 meses será 4 ,6 0  -f- j  de 4 ,6 0 , ó sea 5,75-Lo cual prueba y a , que 100 reales colocados ahora, pro­ducirían á los 15 meses 10 5*',7 5 , reunidos el capital y los intereses.Por consiguiente, ,1^pagaderos dentro de 15 me­
ses equivalen á 100 pagaderos á la vista; luego 1 soloreal pagadero dentro de 15 meses equivale á - pasade-1 0 o ,75 °ros á la visja, y por io tanto finalmente, 1500 reales pagaáe- 
ros a los \b meses pueden estar representados por1 0 0 x1 5 0 0  , 15000000 105,75 10575
pagaderos á la vista.De (londe resulta que el poseedor de la letra deberia reci­bir dei banquero una cantidad de 1418,4397, por el importe de su letra descontada.£ n  efecto, si se calcula, según la regla de interés, apli­cando el segundo método por ejemplo, lo que deben produ­cir 1418'^,4397 al cabo de 15 meses, á razón de 4 ‘’ ,60 3̂  
año, se obtiene
cuya cantidad sumada con dáque es e! importe de la letra.

I = --8 ^ ,5 6 0 3  1 4 1 8 M 3 9 71500”",0 0 0 0



. DE ARiniBTlCA. 305ì̂ ace dbarllÌu^^ ¿ qué
lo cual da 86^25cuya cantidad restada 1500. 1 4 1 3 ^que es lo que entrega at poseedor de la letra.l>i‘n ~  esceso de 86*' ,25 so -nr . n^ sea 4 ^ 6 9 , que el banquero beneficia, no asw / d T i r i \ o n ” ' T  " ó sea el interés del in-T O í l e  los 1500 reales importe de a letra. Poraue mnliip"'' ^ p»' l o o T ’o S ;Este beneficio que se atribuye el banquero, aparle del E o  ! . dereclio, por causa del anUcipo delfolia.’ PO'- el tenedor de laP judicar los inlereses del que presenta á descontar un efec-poco m e n f " ? ’ r " ' ‘ “ ?  descuento mserti i’derés; pero la dificultada proporcionar e! uno al otro en los casos que ocurriesenn e r a lln i!  \í^prmera regla está g e -V S  fn r  «cómodaL . Pi-af'ca- Ademas es negocio de convenio*’>tlos la letra, y este consigue deuos modos la ventaja de realizar inmediatamente el valor " ŝu letra para atenderá sus necesidades.V fio a P̂ ''® séptimo capítulo las cuestiones de interéspiel P«'’f  e exigen para tratarse com-¡̂ ‘̂aniente, el conocimiento y el uso de las tablas de logarit-

fíentas sobre el Estado y Seguros.‘bienes' ‘^''^s'iones que se refieren á las opera-sobre ios .S>-êglü fto • . aplicaciones muy sencillas de la^8‘a n n i  pasarlas en silencio, v vamos



OAfi ELEMENTOS  ̂  ̂ ,PftiMERA CLES-TION. ~  Una p e r s o n a  p o s e e  U ) 0  f r a n c o s  de

r e n t a  s o b r e  e l  U s l a d o  en  p o p e l  V “/o. y
e l  c a p it a l  ¿ q n é c a n l i d a d  d e b e  r e c i b i r .Puesto que so tiene 4 Va ó -Ti’ancos por lOOfiancos, 1 soM, . w u  1 nn . -  ó —  • luego 400 francos cx-tranco es la renta de tüU . o g , oI t . X  400 es decir ? ^ ^ Ó 8 8 8 8 ,8 8 8 .....presan la renta d e X  es neui  gL ucro lo persona debe recibir 8888,89 ( ).S í o S nu*  CUESTION. -  ¿Qué o a u M  A «»™  

e n  p a p e l  i le l  9 p «/„ ó 4 5 , p a r a  t e n e r  u n a  r e n t a  d e  1 2 W’’"“ s i l ó  reales producen 3 reales, 1 s o lo  reat^será el inte­rés de V , y 12000 reales serán el interés de x  12000, o. « e r  1 .0 0 0  «necesario emplear 180000 reales en papel del 3 p. /o c“ '’ tê ce u x  CUESTION. -  Con 130000
p a p e l  d e l  3 p. «/. c o t i z f o  á  49 ¿ 9 « "  1 S  «Puesto (pie 49 reales producen 3 de te n ia , i  sotodebe..\ producir Y ^30000 reales deberán prodac-'130000 veces ,  ó sea 7959 ^ 1 8  de renta.Pero como los cupones de las láminas no fracciones de real, deberá el capital se convenientemente paracon arreglo á las cantidades de ínteres expresadas en’^°*^Emiéndasc también que el cálculo está tener en cuenta los d e r e c h o s  del a g e n t e  be  c a m b io , P

(M liemos dejado este ejemplo en francos ^  texto, porque sabido es que en España no tiay papel a! 4 /- en



DE AHITMÉTICA. 3 A7que por necesidad legal interviene en estos casos entr« el comprador y el vendedor.
cileJde re'̂ solv“ “ ' '” " “  " "  f“ -Primera GDESTíON. — Una casa valuada en 150000 reales 
esta^egwada, mediante una prima deO\í5porí000 reales 
al (mo. Se desea saber el importe del Seguro. ^Puesto que 1000 reales exigen una ;?n w a de C  15 r e -a lg irá “ “  ''“ ' . ” '8 '«  « ' .0 0 0 1 5 ; y  150000 reales 0,00015 X 150000, o sea 22*5;Pliego el Importe de ia prima tola! es2 2 S 5 0 .

t i Z  "  "l««02,Se,óbtenrtráeIvaíor deTenemos . ■ 180000 
0 ,0 0 0 2  "  ~  =  ooooo.'̂«ego la casa vale 90000 i-eales

Siendo 6 p. %  el tanto de seguro, los aseguradores debenCobrar lino *, • 1 250000 x  6*"«11 una prma de
(lebf 1 0 0  ’ ^ sí^^n 15000 reales; pero40000 reales do la avería; luego en defini- ele lós'Sgm -adm -es 25000



3 0 8 ELEMENTOSHE(;L.\ mí COMPAÑIA- ,o-n La regla llamaLia de compaTda tiene por objeto 
Hemrtir entre varias personas asociadas para «n nefjocio / « ganancia d la PÉamoA resulte* L t ó  g S a l m e n t c  admitido (y es, cosa »‘'emás conforme i la cauidadj que la parle ú<¿ ganancia ó úq perdida cada socio es- 1 ’̂  proporcional á su puesta, cuando los tiempos so

iguales. cuando las puestas y *cs l'cmpos sô
diferenteX las parles son proporcionales a
puestas voi' los tiempos, puesto que colo-por los tiempos respectivos, se reducen a haber esiatcadas durante el mismo tiempo. ¡ jAsí pues, la cuestión considerada bajo el P^olo mas general, equivale á repartir un numero dado en parte 
d i r e c t a m e n t e  proporcionales a otrosTrataremos primero algunos ejemplos paiticulai • P r i m e r  PROBLEMA. — Trespersonas se asociaronpaia m ü p e s r  co« igual trabajo en la gestión; pero pomendo
prímeral^OOO reales, la segunda 22540, y la ^
Al e n d e  un aAo ganaron 12000 reales: se desea sabci cuanto- t r n T í n j a n o n o í «  totcl se 1.a co n seg u id o ^  las ires puestas 6 capitales reunidos, se dichos capitales ante todas cosas, para ^oduci la ^  que ha podido producir un real, y  por co>isiguiuji Corresponde á cada una de las tres cantidadesLa suma de dichas cantidades es 6-3140 i cates.mos pues razonar del modo siguiente. looOO realce;6 3 1 4 0  reales han dado una ganancia ^dc^l ¿Oluego 1 solo real liahrá debido producir ‘lo g a "» """



DE ARITMETICA. 3 0 9
12000 18000000 == 2850,80715000... ■ 631.10 ^  ~ 6314
12000 27048000 =  4283,81322540... 631.10 "  - 631425600... 12000 30720000 =  4865,378• 63110 - 6314 11999,998Asi pues, el primer socio debe recibir 28 5 0 ’̂ ,8 1; ci se­gundo, A S S S ^ S l ;  y el lercero 1 8 6 5 ^ 3 8 .Kn efecto, sumadas estas tres cantidades reproducen ia ganancia total.S e g u n d o  p r o r i . e m a . —  Un particular comicnsa un ne/focio 

con un capital de 25000 reales.C i n c o  m e s e s  mas tarde, queriendo ampliar su empresa, 
interesa á un capitalista que le proporciona 40000 reales.S e i s  i u e s e s  después de este préstamo primero, encuentra 
otro capitalista que le proporciona 60000 reales.

Al cabo de d o s  años, se disuelve la compañía, habiendo 
realizado una ganancia de 80000 reales: se había convenido 
además que el antedicho parlicular, quedando solo encargado 
de las operaciones, recibiría tina prima de b p. *̂ /o del benefi­
cio total, sin contar la parle proporcional al capital por él 
aportado.

Se desea saber la parte de cada socio.La primera operación que debe ejecutarse, es la de re­bajar de los 80000 reales ganados, el 5 p. ®/o, ó sea la vigé­sima parle de ese número, que s o n 4000 reales, los cuales corresponden al empresario por \d, prima estipulada.Quedan 76000 reales que repartir entre los tres socios 
proporcionahnente á los producios de sus capitales puestos Ppr los tiempos respectivos, durante los cuales han permane­cido en la empresa.Ahora bien: 1." 25000 reales colocados durante 24 me­ses, equivalen á 25000 x  2 4 , ó*sea GOOOOO reales colocados durante 1 mes ;, 2." 40000 reales colocados durante 19 meses, equivalen 760000 reales ;60000 reales colocados durante 13 meses, equivalen



310 ELEMENTOSá 780000 reales; y con esto la cuesüon queda reducida al primer problema.Después de haber liecho la suma de las tres puestas, lo cu a ld á  2140000 reales, se obtienen sucesivamente las tres partes del modo siguiente:Primera P a r l e . . . ^ ^ ^ x 6 0 0 0 0 ü = ' ^ 2 g ^  =.21308,411 á lo cual es necesario añadir los 4000 rs. de la prima. .400025308,411Segunda p arle .. .  x  760000=^ 5776000 ^26990,6542 U Ü 000Tercera parte.. ^q q q q  x  780000^ 2145868000 ' 214 =27700,93479999,999Luego estas parles son respectivamente25308 S 4 2 ;  26990'' ,6 5 ; 27700^ ,9 3 .
Adverlencia. E l  medio de hacer la prueba de la operación total se ofrece á la imaginación naturalmente: consiste e n í« - 

mar todas las partes obteniaas; y la suma debe ser igual a la ^awancia que se repartía.272. Sea en general, un número cualquiera, a, ([ue se quiere distribuir en parles proporcionales á otros números dados, í» , Ç , . . .
Hágase lo primero la suma de los números m, n, p , Ç v *  y  después multipliqúese sucesivamente por cada uno de estos números la razón

Asi se obtiene a X m
m-hn-\~p-\-g-^

fl X « <i x p«i +  n - t - p - í* . . .  ’ m - t - n - t - p 4 - . . . ’ m +  n -t-p -í“ ---fracciones que, teniendo el mismo denominador, están noce"



DE AlirniÉTlCA. 311sariameiitó enlfe si (u.® 254) en la razón directa de sus d u -  ioej-adores ó á causa del faclor común que se puede supn- mif, eu la razón directa de los números m,Guando los números m , n,p,..-  son fraccianarm,ee inienza por reducirlos al mismo denominador, con lo cual la cuestión se reduce á la anterior. ■ 'Dislribuir 360 en cuatro parles que sean entre si <^mo
2 7 11 17los numéros 3 > g  » j2  ’Estas fracciones, reducidas al luinimo común denomina-64 84 88 51dor {n.° 115) se convierten enLuego las cuatro partes deben ser rcspcclivaiuente pro- 

porcioiiales á los números 64, H4, 88, 51.Siendo 287 la sumaúQ estos cuatro núm eros, tendremos siicesivamento: 360 23040para la primera parte, x  o4 — " ^ 7“360 . -  30240 80,28=  105,37para la segunda parle, ^  ^  ̂ — 937360 3168Üpara la tercera parte ,  x  88 =  ^360 _  18360para la cuarta parte, -^gy x  51 =  " 28^  — 360,00273. Las contribuciones percibidas anualmente á nombre del Estado, se determinan por medio de la regla de compañía.La co«/?-í 6mcío» territorial, por ejemplo, después de ha­berse fijado en su totalidad, se distribuye entre las provincias en razón directa de la renta territorial de cada una; después cada cupo provincial se distribuyo análogamente entre las mimicipalidades de cada provincia; y  por último cada cupo municipal se reparte guardando la misma proporción entre los propietarios del suelo.274. Las cuesüones siguientes se enlazan mas o menos direclamentc con ¡a regla de compañía.T e r c e r  p r o b l e m a . ^  Se quiere repartir una suma de



312 ELEMENTOS36000 reales entre c u a t r o  personas, de modo que la segunda 
tenga d o s  v e c e s  tanto como la primera; que la tercera tenga, por sí sola, t a n t o  como las dos primeras juntas; y por últi­
mo que la cuarta tenga t r e s  v e c e s  tanto como la tercera.Llamemos ¿r á la primera parle; la segunda, seguQ el enunciado, será 2 x ; la tercera, -h x , ó'óx: y h  cuarta, 3 «  X  3 , ó 9x.Las cuatro parles liabrán de ser proporcionales á los nú­meros x , ^ x , Z x , 9 x , b ,  suprimiendo el factor común x,  á los números 1, 2 , 3 , 9.L a  cuestión por consiguiente entra en el caso del n.°272.De este modo se obtiene para las cuatro p artes:36000 36000

primera parte. — x  1 , ó 2400
segunda parte................
tercera parte..................
cuarta parle....................

36000 ^ , 72000X 2 , o ——— =  480015360001536000 X 3 , ó 15, 108000
15 X 9, o - 15 . 32400015

=  7200 =  2160036000C uarto problema. — Una persona al morir deja cuatro herederos, y  ha hecho este singular testamento:E l;? n w c ro  debe percibir el 6 .°  de la herencia total, el2 4 1
segundo los ^ ,  el tercero los ^ y el último el ^  : la herenciatotal son 20000 duros. Se desea saber qué es lo que en reali­dad corresponde á cada heredero.Análisis. — Si la suma de las cuatro fracciones fuera igual á 1, las condiciones del testamento se cumplirían fácil-mente: no habría mas que lomar sucesivamente el g ,  íus2 , 4  1
5 » los g , y  el g de 20000 duros. 1 2  4 1Pero si reducimos las fracciones « » , r  , al mismoy o



denominador, se halla D E  A R IT M É T IC A . 31315 36 40 309 Ô  ’  9-0  ’  9 5  ’  9 0  ’121 3t'ô?r ®  ̂ ôÂ » resullado mayor que 1 ; donde se ve que en esla y 1/forma no habria herencia ni aun para los 1res primeros.Pero si se reflexiona sobre el enunciado de la cuestión, se comprenderá qne las intenciones del testador eran que sus bienes se distribuyeran proporcionalmente a los cuatro n ú-meros -  . -  , ô  » q ’ Y P®*‘ consiguiente a los números l o ,  o o y o36, 4 0 , 3 0 .Por consiguiente este problema entra igualmente en el caso del n .'’ 272. Al íiu de este capitulo se encontrarán otras aplicaciones de la regla de compañía-Pondremos también aquí dos reglas usadas en las opera­ciones comerciales, y conocidas con tos nombres de regla CONJUNTA 6  de C A M B IO , y  regla de a l i g a c i ó n .
UECLA CO.NJÜNTA Ó DK CAMBIO.275. Està regla tiene poi’ objeto determinar la relación 

las monedas de dos países  ̂ conociendo de antemano las 
d̂aciones de estas monedas con las de otros países.Se llama regla conjunta, porque consiste en reducir á una sola razón, por via de m ultiplicación, varias razones dadas, 
0̂ dondej’esulta una razón, compuesta.Los dos ejemplos siguientes bastarán para dar una idea de ®sia regla y  del modo de practicarla,

Primer ejemplo.Suponiendo que
francos valen............................  39 chelines de Inglaterra;p  chelines de Inglaterra.............  8 florines de Alemania;
florines de Alemania...............  9 ducados de Jlamhurgo;

*6 díicados de Jlamhurgo............  43 rublos de Pusia;desea saber 2500 francos cuánto valdrán en rublos de 
rnsia.

•Advertencia. — Hacemos notar que los números ai’riba



3 1 4  E L E JA M O Spuesios no son las espresiones exactas de las relaciones entre las diversas monedas; cuyas relaciones además, según se sabe, están sometidas á variaciones, dependientes de los cambios de unas plazas de comercio con otras.A n á l i s i s . — Designemos por a ,  ¿», c, d, e, los valores tn- 
trinsecos (*) de las cinco monedas que entran en el enuncia­do, y  por X el número de rublos que se necesitan |)ara for­mar 2500 francos; tendremos evidentemente, con arreglo al enunciado, las sisuienles igualdades:48 a =  39 6,1 3  ¿ =  8 c ,50 c —  9 </,1 5 d =  4 3 ( ? ,

xx . e  =  2500 a,de donde, multiplicando estas igualdades miembro á inicin- hro, y  suprimiendo los factores comunes a, b, c , d, e,4 8 x l 3 x 5 0 x l 5 X í j ?  =  3 9 x 8  x 9 x 4 3 x 2 5 0 0 .Luego
X  = , 39 X  8  X  9 X  43 X  2500 T S x l S x  5 0 x  15 645 rublos.Cuídese muebo de no efectuar los cálculos indicados en el numerador y en el denominador, sino después de babor su­

primido los factores comunes á los dos términos.H é aquí como en la práctica se ejecutan estas simpliuea- ciones. 1 . . .2 . . .1 6 . . .4 8  a  =  39 b. .1 3 . . .11. . .13 8 c. . .11 . . . 5 0 c = ^  9í/. . . 31. . . 5 . . .15 d =  43cX  c =  2500 a. .5 0 . . .5Después de haber dispuesto unas debajo de otras co igualdades, como antes se hizo, se comienza por stip̂'̂ '>>̂ los factores comunes a , b, c , d, e._______________  ___ _{*) Se llaman vai.ores intrínsecos los valores ¡Je (le monedas, referidas á una misma unidad, por ejemplo en esVal FRANCO.



DE ARITMÉTICA. 315
Se suprime en seguida el factor 3 , común á 48 y 39, lo cual dá los cocientes respectivos 16 y  13.Se suprime también el factor 8 , común á 16 y 8, lo cual clá los cocientes respectivos 2 y 1.Así se continúa, hasta babor suprimido lodos los tactores comunes á los primeros y segundos miembros de las igualda­des; y  hecha toda siraplilicacion, se llega al resultado3 X 43 X 5 =  645.Estas operaciones piden un poco de costumbre; pero no son difíciles. Es necesario para hacerlas con claridad tachar cada uno de los números (jue se dividen por un faclór, escri­biendo en su línea el cociente correspondiente.

Segtmdo ejemplo.

Un fabricante francés quisiei'a hacer pasar « fóndres, 
sin desembolsar nada tina suma de 1200 libros esterlinas, 
precio de las primeras materias que ha comprado; no tenien­
do relaciones comerciales con dicha plaza, recurre á un cor­
responsal suyo de San Petersburyo, el cual á su vez recurre ó un corresponsal de Jíambiiryo, y este á otro de Madrid. Se desea saber, en francos, la suma pagada por d fabricante 
francés, atendidos los cambios de una plaza con otra.Se supone que segun el curso (lela época,26 libras esterlinas valen. 165 rublos de Itusia;75 rublos.............................  26 ducados de llamburgo;

ducados de liamhurgo. duros españoles;12 duros esmñoles. . . .  65 francos.Designando por a , b, c , d, e, los valores intrínsecos de las ■monedas, y  por x  la suma buscada, tendremos las ígualda- '̂ 68 siguientes :1 . .  .2 6  a =1 . .  . .  5 . . .  75 b =1 . .  . .1 0 . . .2 0 c  =
1. .  .12 d =íT X C ==

165 6. . .  11 ,26 (J... 1 ,
A2d...  21 ,65 e .. .  1 3 , 1200 a . . .  1 0 0 ..,1 0 ;

i



316 El.EMKM'OSîle donde se suca, efectuando las reducciones en la forma in­dicada a rrib a , 3 0 03 0,que será la suma en fuancos , pagada por el fabricante francés.276. Esta regla , hablando propiamente, no es mas que un caso particular de la regla de los quebrados de quebra­
dos (n.® 12d).Én efecto, volvamos al primer ejemplo:Decir que 48 francos valen 39 chelines de Inglaterra,equivaled decir que 1 franco vale ^  del chelin. Del mismomodo, si 13 chelines valen 8 ñorines de Alemania ,  un che- 8lin valdráiT. del florin de Alem ania; y por consiguiente, 1 1 ó39 8franco vale n ; de 77. del florin de Alem ania. Así también, si 48 13 950 florines valen 9 ducados de Ilam burgo, 1 florin valeg^del ducado de Ilam burgo; y por consiguiente 1 franco vale 39 8 9los de los de los de un ducado de ilam burgo. Continuando este razonamiento, bailaríamos que2500 fr.=2 50 0 veces lo s ^ d e  los— de l o s ^  de los ^ d c l  rublo- 4o l o  OU loLuego (n.® 134), 3 9 x 8 x 9 x 4 3 x 2 5 0 0 , ,  , ,f'’- =  4 8 x 1 3 x 5 0 x 1 5espresion hallada anteriormente.

DE LA REGLA DE ALIGACION.277. Las cuestiones que pertenecen á esta regia son <̂<5 dos especies :O  licnc poi’ objeto hallar el valor medio de varias clases



DE ARITMÉTICA. 317, coìw cieiìdo el núm ero y  el va lo r  p a r tic u la r  de ea d a

clase ’O bien lienc por objeto d e te rm in a r la s ca n tid a d es de ca d a  
clase d e  cosas oue deben e n tra r  en u n a  m esc la  ó a l i g a c i ó n ,  
conociendo de antem ano e l p r e c io  ó e l v a lo r  de ca d a  especie, y  
el precio  ó el v a lo r  total de la  m ez cla .Solo nos ociiparéinos de la primera clase de cuestiones, porque la segunda corresponde enteramente al A lgebia.Í̂ RiMER EJEMPLO.— U n  vcndedoT de vin o  ha m ezclado  v i­nos de d ive rsa s c a lid a d e s , à  saber ; 250 arrobas  a 16 rea les  
(a arroba, 180 a rro b a s á  22 reales y  200 a  30 re a les  :  se d e ­
sea saber á  yué p r e c io  re su lta  la  a rro b a  d e  m e z c l a .Empecemos por observar que250 arrobas á 16 reales importan................  4000 rs,180 arrobas á 22 reales importan................  3960y 200 arrobas á 30 reales importan. . . . 6000Luego el total valor de las tres cantida- tlades de vino reunidas, será........................  13060 rs.Si ahora hacemos la suma de los tres números de arrobas, tendremos que son 6 3 0 ; con lo cual la cuestión quedará re­ducida á esta otra : , , r , ,630 a rro b a s de vin o  cuestan  13960 re a les; ¿ a com o sa le  la* Pâ ra obtener este precio, basta dividir 13960 por 630, y el cociente 22 reales y 15 céntim os, será el precio pedido con una pequeñísima diferencia por el residuo despreciado en ladivisión. . , , . j  1 IR egla g e n e r a l . - P a r a  obtener el precio de la unidad de mezcla, es necesario, l .' '  m u ltip lic a r  el p re c io  de la  u n id a d  

de cada especie que se q uiere m e z c la r , p o r  el m iinero  de u n i­
dades de la  m is m a , sum ando después todos lo s  p ro d u c to s ;2.° hacer la  sum a de lo s  n úm eros de u n id a d e s  de la s  d i f e ­
rentes especies de c o s a s ; 3 .” d iv id ir  la  sum a de los p r o d u c ­
tos, ó sea el p rec io  t o t a l ,  p o r  la  su m a  de lo s  núm eros de
^(nidades. . ¡S egundo e j e m p l o .  quieren fu n d ir  ju n to s  23 k ilo g r a -  
’«05 de p la ta  íi 820 m ilé sim a s de l e y ;  14 k ilo g ra m o s  a 910; 
y  19 á  845; se desea saber el titu lo  de la  a l e a c i ó n  de los  
tres lin g o le s .

A d ve rte n cia . compronder este enunciado, es noce-
i



318 ELEMENTOSsano saber que en el uso de la platería, el oro y la plata es­tán siempre combinados con otros m etales, tales como el cobre.Esto supuesto, se dice que un lingote de oro ó de plata tiene tal titulop tal g-rado de leUy cuando en un peso deter­m inado, por ejem plo, en im kilogram o, contiene tal peso de oro o de plata puros. 9Así una barra Uene la ley de cuando en t kilógramode dicha barra hay —  de kilogramo de plata ó de oro puro. Asi también, una barra tiene íh ley do 825 milésimas, cuan­do en 1 kifógramo, contiene do plata ó de oro puro. Ahora resulta del enunciado que1 . ” 23>"- á 825™* '̂’^-. . . . hacen 23 x  825 ó 18975” '’'''2 . “ 14 á 910...................................... 14 X  910 ó 127403 . “ ^  á 845................................... 19 X 845 ó 1605556 47770"buogp, los .56 kilogramos aleados contienen 4 7 ''-,77  de plata pura.A s i, la ley do la barra ó lingote resultante estará espíe- , 47,770 ,sada poi , o sea 0 ,8 5 3 ; es decir que el lingote re-saítaníe de la aleación de los tres primeros tiene la lev do 853 mlésimas.T eucer  ejem plo . — A’c han empleado 500‘ trabajadores, de 
¿os cuales 160 cobraban á 8 reales diarios, 200 á 6̂  rs., y 140 
á 5 rs.: se desea saber á cómo salen en cada dia uno con ofi'o 
los trabajadores.

15f)trab. ¿ grs. cuCStart. . . . 1280''®'20f> á 6 ........................................ : : ;  1200140 á ....................................................  700500 3180^



T>R A R I T M É T I C A .  ‘^ 1 9Luego, si d  pago do "jOO_ trabajadores ha cosiacFo31803180 r s ., el de íííío solo costará ó sea 6^®-,36.278. Valores 77iedm y medidas m e d i a s . determina­ción dé los valores medios de varias cosas de valores diferen­tes, es un caso particular de la primera especie de regla de 
aligación.Se llama valor medio de varias cosas cuyos valores parti­culares son conocidos, la suma de los valores de dichas co­
sas, dividida por la suma de tantas unidades como cosas hay, ó mas sencillamente,  dividida por su mlmero.A sí, en el caso de haber solo dos cosas, el valot' medio es la de sus dos valores.CoAUTO EJEMPLO.—Se ku repelido cuütro veces la opera­
ción de medir la longitud de un parque. La primera vez se 
halló que tenia de largo 250'” -,430; ¿a segunda, 250'"-,69^; 
la tercei'a, 249“ -,7 5 0 ; por último, la cuarta, 251“ -,1 5 8 . Se
desea saber la longitud del parque. , . . .  , ,Puesto que, no resultan conformes las rnedidas de- las cuatro operaciones, es claro que el único medio de respon­der á la cuestión es buscar la medida media entre las cuatroLa suma de estas es 1 0 0 2 ,0 4 2 ; Cuyo resultado dividido por 4 dá 2 5 0 ,5 1 0 5 , que será la medida media.
l̂ e algunos problemas que, sin depender de r e g l a s  f i j a s  v  G E N E R A L E S , pucdcn rcsolversc a r i t m é t i c a m e n t e .279. En las cuestiones precedentes los medios de llegar á la solución buscada son lijos y generales, es decir, suscepti­bles de aplicarse á todas las cuestiones de la misma especie. Pero pueden proponerse otros muchísimos, que solo en pai te se enlaxan con estas, ó .que no dependen de ellas en maneia alguna. En este caso-, solo el A W r a  suministra métodos se­garos Y directos de resolución. Sin embargo, vamos a mani­festar cómo puede tratarse esta clase de cuestiones sin mas auxilio que el razonamiento, ó en otros términos, como pue­den resolverse aritméticamente.Recordemos que resolver ó analizar un problema, es (n." 242) tratar íle descubrir, reflexionando sobre su enun­
ciado, en las relaciones establecidas entre los números qu~e

i



320 ELEMENTOS
forman parte de él, la sèrie de operaciones que con ellos de­
ben efectuarse para sacar los valores de los números desco­
nocidos.P rim er  problem a . — Se pide un nùmero cuya mitad, ter­
cio, cuarto y dos séptimos reunidos, formen una suma igual al número 575.Comencemos por notar que lomar sucesivamente la mi-2
tad, el tercio, el cuarto y los de un núm ero, y sumar des­pués todas estas parles, equivale á multiplicar dicho número1 1 1 2  115por la suma de las fracciones - ,  es decirAhora bien, puesto que el producto del número buscado, por 115 debe ser igual á 575, resulta de la definición de la di­visión , que dicho número es igual al cociente de 575 dividi- , 115 84do por y por consiguiente (n.'’ 131) a 575 xEfectuando el cálculo indicado, so encuentra finalmente ser 420 el número buscado.Comprobación. la mitad el tercio el cuarto el 7 ." el 7.*'Total. .

420
2101401056060575S egundo problem a . — Se piden tres números cuya sinna 

sea igual á 96 , y que además sean tales, que el segundo es- 
ceda al primero en dos. unidades, y el tercero esceda en 4 á 
la suma de los otros dos.Por lo pronto es evidente que si se disminuyera el segun­do número en 2 unidades, se baria igual al prim ero, y que si se disminuyera el tercero en 2 -Í-4  ó 6 unidades, se hanu igual al duplo del prim ero; por consiguiente, la suma de los tres núm eros, después de hechas esas dos sustracciones, se­ría igual al cuádruplo del primer número.



DE ARIIMÉriCA. 321Ahora bien, la diferencia de 96 á 2 -H6 o sean 8, son 88; donde se ve queel primer número es'igual al cuarto de 88, ó.................... 22luego el segundo es igual á 22 4- 2 ó...........................................  24y el tercero será 22 x  2 4*6 ó................................. ....................... 50
Comprohacion.................... , . . 96

T e r c e r  p r o b l e m a . —Se emplean t r e s  obreros para hacer 
cierta obra: el p r im e r o  la haría so lo  en 12 dias, trabajando 10 horas por dia; el s e g u n d o  en 15 dias, trabajando 6  horas 
por dia; el t e r c e r o  en 9 dias trabajando 8  horas por dia. Se 
pide, i.° en cuánto tiempo harán la dicha obra los tres obre- ros, trabajando juntos; 2 .“ qué parte hará cada uno; 3.® qué 
ganará ccuia uno, si el total de la obra se paga con 108 
duros.SOLUCION.^Observemos, que según el enunciado, el pri­mer trabajador baria solo la obra en 12x10, ó 120 horas;luego en 1 hora baria de la obra.Rl segundo la baria en 1 5 x 6 , ó 90 horas; luego en 1hora haría ~ .El tercero la baria en 9 x  8 ,  ó en 72 horas; luego en 1 hora bariaLuego los tres trabajando juntos, harían en 1 hora
120 +  l o  +  4  =  ^ ¿ • 1Ahora b ie n , si necesitan 1 hora para hacer ^  de la obraclaro que gastarán 30 horas para hacer la obra en­tera. ' ' ’ ,En este supuesto, como én 1 horá hace el priineT’ obrero1 1 1 3 .en 30 horas hará 30, . Del niismo inó-

r '
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1 I 4do el segundo hará en 30 horas, ^  ^  ^ 3 ”  42't  , 5lim o, el tercero hará en 30 horas, ^  x  3 0 , 0 ^ .Ahora ya no queda mas que saber lo í[ue gana cada tra­bajador en razón del trabajo que hace. Para esto basta distri­buir los 108 duros en partes proporcionales á los tres que-b r a d o s ^ ,  — , ó m e jo r ,á  los tres núm eros3 ,  4 , 5; locual dá [n .” 272}27'̂ - , y  45*^-,que serán las ganancias respectivas de los obreros.Las diversas cuestiones (jne acabamos de resolver perte­necen al género de aquellas que muchos autores tratan por la regla llamada de faisa posición, simple ó compuesta.

Ejercicios-.

1. Un buque solo tiene víveres para 19 d ias , y  sin em­bargo está obligado á permanecer 25 dias en el mar.; Se  pre­gunta á cuánto deberá reducir la ración ordinaria.I I  20 obreros trabajando durante 15 d ia s , 10 (lia , han abierto un foso de 65 metros de largo por 2™-,30 de ancho y O®-,75 de hondo. Se pregunta cuántos dias n e c e s u a ' 
rán 36 obreros, trabajando 12 horas al d ia , para abrir nn foso de 200 metros de largo , 3 de ancho y  1,25 de honao, graduándose la dificultad del primer terreno á la del segunuo en la relación de 3 á 4 .I I I . ¿Durante cuánto tiempo habva estado en casa cic banquero un capital de 3000 escudos para producir al pielario un interés de 1325 escudos y 50 céntimos a raz¿Cu ál es el tanto de descuento do una letra de 2'50̂



D i ARITMÈTICA. 323escudos pagadera á 18 m eses, por la cual se lia pagado una cantidad de 1860 escudos 45 céntimos?V . Cuatro socios han puesto el mismo capital en una em­presa : el primero dejó su dinero en ella durante 8 m eses, el 
segundo durante 7 meses, el tersero durante 10 meses, y  el 
cuarto durante un año. Se quiere repartir la ganancia de 1800 duros, proporcionalmenteú capital puesto, aumentado en cada caso con el interés de 4 p. Vo-V I. Se quieren repartir 60000 reales entre tres personas, de modo que la segunda tenga dos veces tanto como la prime­
ra, menos 2500 reales; y  la tercera tenga tres veces tanto co­mo primera menos 5000 reales. ¿Q u é loca á cada persona?V II . Se funden 2 kilogramos úe cobre á 6 reales ; 7 kilo­gramos de zinc á 3 " - ,5 0 , y 9 kilógramos de antimonio á 7 t’eales. ¿Cu ál es el precio del kilógramo de la aleación?V i l i .  Se pregunta á una persona cuánto dinero tiene en el bolsillo, y responde : si á la cantidad que tengo se añadiera ellos y  lo s^  de la m ism a, tendría 175 reales. ¿Q u é.ca rt- lidad tenia?

' I-1 ! ‘ . •’ i-
¡ '/
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CAinXllLO v u .

§  I . Complemento de la teoría eleinental de las proporciones 
y principales propiedades de las equidiferencias.-—p  H-  ̂
las progresiones por diferencia y por cociente. §  l l l .  dJe los 
logaritmos y de su aplicación a la resolución de algunas ciies- 

tionesque dependen de las cantidades proporcionales.

280 I k t r o d e c c i o n .  — Kn el capilulo procoílonte, hemos indicado q u e , de la comparación de dos cantidades entres), resultan dos clases de razones, razones por diferencia y ra­zones por división. . ,  , , , ■ «cno-Pero allí solo hemos considerado las de la segunda espe c íe , así como también las proporciones que de ellas proc^ d e n , Y nos hemos reducido entonces a esponer las propieda­des que pueden servir para la resolución de las cuestiones que comprenden espresiones de razones iguales.Aquí vamos ahora á completar la leona elemen al de ia= proporciones que hace un gran pppel en el estudio de la üeo m e t r ía ,  Y en seguida espondremos las principales propiem (les de las equidiferencias á que dán lugar las razones primera especie. Los principios que vamos a esplicar deneu servir de base á las teorías do las pr o gresio n es y de ios luGARITMOS.1 . — C o m p le m e n t o  d e  l a  t e o h ía  e l e m e n t a l  de  la s  propor­c io n e s  v PRINCIPALES PROPIEDADES DE LAS EQUIDIFERENCI
De las proporciones.Comenzaremos por recordare! principio g{ienlaza á la propiedad fundamental de las proporcione y ‘ reciproca, á saber que:
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Toda mudansa puede operarse en una proporción, sin 

dejar de existir proporción, entre los números resultantes de 
ella, con tal que dichos números estén siempre dispuestos de 
tal modo que el producto del primero por el último sea igual al producto del segundo por el tercero.Insistimos en este principio, jorque suministra un medio seguro de reconocer la exactitud ó falsedad del enunciado de una proposición relativa á las proporciones.Pasemos ahora á esponer las principales propiedades que deben añadirse á las anteriormente esplicadas.281. P r i m e r a  p r o p i e d a d . — Kn toda proporción, la suma 
(> la diferencia de los dos primeros términos es al segundo, 
como la suma ó la diferencia de los otros dos términos es al 
cuarto.Así en la proporción72 : 24 45 : 1 5 ,se tiene, por adición '72 -H 24 : 24 : : 45 H -15 ; 15 , y , por sustracción7 2 — 24 : 24 : :  4 5 — 15 : 1 5 ,proporción cuya exactitud sería fácil probar efectuando el 
producto de los estreñios y el de los medios.Pero para darnos cuenta de esta propiedad de un modo general, es decir, independiente de lodo ejemplo particular, oasla notar, que añadiendo ó quitando a cada antecedente su 
consecuente (n." 245), no se hace mas que añadir o quitar 
Una unidad á cada una de las razones; y como las razones primitivas eran iguales, las razones resultantes, también 
h  son.Be la proporción72 =i= 24 : 24 : : 45 =i= 15 : 15,{=fcsc pronuncia mas ó menos), se deduce, mudando de lu­gar los medios (n.'" 249)



326 Elem entos7 2 d = 2 4  : 4 5 ± 1 5 ; : 2 4 :  15;pero ya teníamosó bien 7 2 :  24 : :  4 5 :  1 5 ,  72 : 45 : :  24 : 15;luego como la razón 24 :1 5  es común á la primera y  á la tercera de estas proporciones, tendremos necesariamente
ó bien 7 2 zi= 2 4  ; 4 5 = b  15 : :  72 : 4 5 ,72=i=24 : 72 : :  45=±=15 : 45.Por consiguiente puede decirse también que en toda pro­porción, la suma ó la diferencia de los dos primeros es al p r i ­m e r  T É R M I N O  como la suma ó la diferencia de los dos últimos es .a i TERCERO; enunciado que podria comprenderse en uno solo con el enunciado primitivo de la propiedad.

Advertencia.—LSi parte de este último enunciado, que cor­respondo á la palabra diferencia, parece suponer que cada antecedente es mayor que su consecuente, como sucede en la proporción tomada por ejemplo. Pero si tuviéramos16 : 48 32 : 9 6 ,sería necesario de antemano mudar de lugar los medios y les estremos (n.** 249); lo cual daría48 ; 16 : :  96 : .32;y  entonces podria decirse4 8 = fc l6  : 16 9 6 d = 3 2  ; 3 2 ,proporción cuyo enunciado sería el mismo que el enunciado primitivo. Por consiguiente la propiedad es siempre verdadC' 
ra , en el sentido en que se ha fijado.282. S e g u n d a  p r o p i e d a d . — En toda proporción , ó la diferencia de los antecedentes es á la suma ó la diferencia
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de los consecuentes t como uno cualquiera de los antecedentes 
es á stt consecuente.Tomemos la primera proporción del n .” 2 8 1 ,72 ; 24 45 : 1 5 ,y mudemos los medios de lugar ; tendremos 72 : 45 : : 24 : 1 5 ,nueva proporción á la cual puede aplicarse la propiedad pre­cedente, resultando72=í=45 : 45 2 4 =± rl5  ; 1 5 ,ó, mudando los medios,72=i=45 ; 24=±= 15 45 . 15, ó : : 7 2 ; 2 4 ,y esta proporción, traducida al lenguaje ordinario y compa­rada con la proporción prim itiva, dá lugar evidentemente á la nueva propiedad tal cual la hemos enunciado.283. Consecuencia l . — En toda proporción, la suma de 
los antecedentes es à su diferencia, como la suma de los con­
secuentes es á su diferencia.S i ,  en la última proporción acabada de obtener,  conside­ramos sucesivamente los signos superiores y  los signos infe­
riores, resulta 7 2 + 4 5  ; 24 +  15 : :  45 : 1 5 ,. 72 — 45 : 24 — 15 45 : 1 5 ;

*luego, á causa de la razón común 45 i 1 5 ,72 +  45 : 24 +  1 5 ; ; 72 — 45 : 24 — 15,Ó, mudando de lugar los medios72 +  45 : 72 -  45 : ; 24 + 1 5 ;  2 4 — 15.
l .  C. I). D.284. C onsecuencia U.^Iúiunasériede razones miALEs,
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la suma de todos los antecedentes ó de cierto número de ellos 
es á la suma de sus consecuentes,  como cualquiera de los an­
tecedentes es á su consecuente.Sea la série de razones iguales84 : 56 : :  75 : 50 : :  72 : 48 ::  45 : 30 :: 36 : 24.Aquí la razón simplificada es - j .Considerando primero únicamente las dos primeras razo­n es, tendremos la proporción84 : 56 ; :  75 : 50 ;de donde, en virtud de la propiedad del n .° 282, sacamos 84H -75 : 56W -50 75 : 50-Pero como 75 : 50 ; :  72 : 4 8 , podremos poner 72 : 48 en vez de 7 5 :5 0 , y tendremos8 4 - f - 7 5 ;5 6  +  5 0 : : 7 2 : 4 8 ;de donde, aplicando de nuevo la misma propiedad,84 +  7 5 + 7 2  ; 56 +  50 +  48 : :  72 : 4 8 ,ó bien también84 +  75 + 7 2  : 56 +  50 +  48 : 45 ; 30 ; y  por consiguiente,8 4 + 7 5  +  72 +  45 : 56 +  50 +  48 +  30 : :4 5  :3 0 ;  y  asi sucesivamente.Los antecedentes que se suman pueden ser en número cualquiera, con tal que se haga al mismo tiempo la suma de los respectivos consecuentes.Puede también decirse q u e, en una série de razones igua­
les, la D I F E R E N C I A  entre la s u m a  de varios antecedentes y m S U M A  de oíros varioSy es á la d i f e r e n c i a  entre la s u m a  de los
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consecuenles de los primeros y la suma de los consecuentes de 
los segundoSy como un antecedente es à su consecuente.Eh efecto, en virtuel de lo acabado de d ecir , tenemos .8 4 +  75-1-72 : 5 6 + 5 0 - h 4 8 ;:  72 : 48, ̂ 4 5 + 3 6 :  30 +  2 4 ; :  4 5 :  3 0 ; :  7-2: 4 8 ;de donde, á causa de la razón común 72 : 4 8 ,8 4 + 7 5  +  72 : 56 +  5 0 + 4 8  : :  45 +  36 : 30 +  24 ;y, aplicando la parte de la propiedad de! n .” 2 8 2 , que cor­responde al signo inferior — ,(84 +  75 +  72) — (45 +  36)': ( 5 6 + 5 0  +  48) —  (30 +  24): :  {45 + 3 6 )  : (30 +  24), ó : ; 45 : 30-

Aplicación à las fracciones ordinarias.— Sea una série do fracciones iguales
56 49 1228 6̂14 3

las cuales forman una sèrie de razones iguales, cuyos nume­radores son los antecedentes, y  los denominadores ios conse- 
(cuentes.D é la  proposición precedente resulta q u e , si hacemos la Stórna de todos los numeradores ó de varios de ellos, y  después 
ksuma de los denominadores correspondientes, se formara con 
estas dos sumas una nueva fracción equivalente á cualquiera 

las fracciones propuestas.Así se tendrá24 +  21 2 4 + 2 1  +  12 24 +  21 +  1 2 + 6  356 +  4 9 " ^ 5 6 + 4 9 +  28 " ' 5 6 + 4 9 + 2 8 + 1 4 " “ 7 ’lo cual puede comprobarse ejecutando los cálculos.



330 ELEMENTOSDel mismo modo tendremos2 4  —  21 3 2 4  —  12 12 3 2 4 —  6  185 6  — 49 “ 7 ’  5 6 - 2 8  28 7 ’  5 6 - 1 4  42 3
''rEstos resultados concuerdan con el modo de simplificar 

las fracciones, indicado en el n.® 124.2 8 5 . T e r c e r a  p r o p ie d a d . — se tienen variasproporcio' 
nes, y  se multiplican ordenádamenle, es decir, término d tér­
mino, los productos resultantes formarán también pro- 
porcioniSean las proporciones3 : 8 : ;  12 ; 32 I 7 : 15 : ;  28 : 60 1 40 : 12 ; : 50 : 15;pueden ponerse bajo la forma38 ' 7151 212

3 2 ’2 ?6Ô ’
15*Si se multiplican entre sí respectivamente las fracciones que componen ios" primeros miem bros, y  las fracciones que componen los segundos miembros, de estas igualdades, se ten­drán necesariamente jorof/Mc/os iguales; y  resultará3 7 40 12 28 50

8 ^ 15 ^ 12~ 32 ^ 60 ^ 15 ’  ,ó, aplicando la regla de la multiplicación délas fracciones,3 x  7 x4 0  12 x  28 x  508 x 1 5 x 1 2  “  3 2 x 6 0 x 1 5 ’ó bien por últim o,
3x7x40 : 8x15x12 :: 12x28x50 : 32x60x15.



1)R AIUTMÉllCA. 331Las fracciones que componen los dos miembros de la 61- lima igualdad> hechas todas las sim plificaciones, quedan en efecto reducidas á L
i2

7_
12 ’proporción idéntica.7La razón proviene, según se v e , de la muUipUcacionde otras tres razones pertenecientes cada cual á una propor­ción diferente; es por lo lanío una razón compuesta, en el sentido que hemos atribuido (n.“ 254) á esta denominación.286. C o n s e c u e n c i a . — Si cuatro niiineros están en propor­ción, sus cuadrados, sus cubos, sus cuartas, sus quintas,... 

potencias forman también proporción.Esta consecuencia no es evidentemente mas que un caso particular de la proposición precedente: basta suponer que todas las proporciones, que se multiplican entre si término á 
término, son idénticas.También puede decirse: sea la proporción

t  ;  r a  C 'a-.b-.-.c-.d, o

Puesto que las fracciones ^  son iguales, sus cuadrâ  
dos, sus cubos, e tc ., son también iguales y se tiene

b,Peroo V  a a a* / a V _ «  
h [ b j  - b ^ b ^ ' b - V ’ - ’0aáIogamenloc V

d.
c‘



3 3 2luego ELKMEMOSn2 /j2=  ó a^:b^y.o^-.d\.

^ = J ,  ó  « 3 : 6 - . - . c 3 : < / 3 ;
y  a s í s u c e s iv a m e n t e .O b s é r v e s e  q u e  e s ta  d e m o s tr a c ió n  n o  s u p o n e  o tr a  p ro p ie­d a d  d e  la s  p r o p o r c io n e s , m a s  q u e  s u  m is m a  d e fin ic ió n . 

Reciprocamente, la  m is m a  p ro p o r c ió n
7 j  , a ca \ b \\ c a , o ¿  ^ »dá v'j’-v'Whv'id e  d o n d e  a p i ic a n d o  la s  r e g la s  e s ta b le c id a s  e n  losn.'^® 2 2 4  y  240 p a r a  la  e s lr a c c io n  d e  la s  raíces cuadradas y  cúbicas de las f r a c c io n e s ,_  3 _  3 _  i  4 _

\/a síc 'Ja \/c 'Ja '̂ G:/ 5
_  _  _  _  3 _  3 _  3 _

Ja : Jb: :  Je : Jd; Ja:  Jb : :  Je : Jd\...L u e g o ,  las raíces cuadradas, cúbicas, cuartas, quintas.» de CUATRO números en proporción forman también propoT' 
don.2 8 7 . O bservación . — Cuando ios números a, b, c, d, no sod
cuadrados6cubosperfectos,hscím\kháQñ Ja, Jb, Je, Jd,13 _  3 _  3 _  3 _
Ja, Jb, Je, Jd, son números irracionahles ó inconn\ensura' 
bles, y por consiguiente varaos á parar á la consideración oc



di: ARITMRTICA.  ̂ 333las razones entre números inconmensurables, razones que en general son también inconmensurables.En este caso se tratará de saber si pueden atribuirse a proporciones de esa especie todas las propiedades anterior­mente establecidas.La respuesta no puede menos de ser afirm ativa, si se re­cuerda lo dicho en el n.'* 2 4 1 , á saber: que un número irra­
cional (*■) puede reemplazarse siem pre, mentalmente, por un número fraccionario exacto que no difiera dél número pro­puesto sino en una cantidad tan pequeña como se quiera y pu- diendo, por consiguiente, lomarse de tal modo pequeña, que no deba tenerse cuenta alguna con el error comelido^al des­preciarla ,  y entonces las razones se suponen establecidas en­tre los números conmensurables sustituidos á las cantidades 
ìTTGClOìtatcS *En cuanto á las razones entre números fraccionarios 
exactos, es fácil conocer que siempre pueden ser reemplaza­das por razones entre números enteros.Por ejemplo, la razón de siendo (n." 243) el co ­ciente de la división de ésas dos fracciones, equivale (u .” 231) ,3  11 , 33

• “  - A ‘ IDel mismo modo, la razón de 3 -h  g  a 1-4- o ue 31,3 8  , . 31 23 , 953
agj,equivaleaA sí, pues , todas las propiedades demostradas acerca de las proporciones para el caso de ser los términos números en­
teros, son siempre verdaáe7’os, cualquiera que sea la natura­leza de dichos términos. ■

(’ ) Aquí no puede tratarse sino de números irracionales proceden­tes de las estracciones de raíces cuadradas y cubicas; poro se concibe lee la observación puede eslenderse ú todos los números irracionales »»uininistrados por estracciones de raíces de cualquier grado, y  en tjcneral, á toda clase de números irracionales, de que encontrare­mos nuevos ejemplos hacia el fin de este capitulo.



ELEMENTOSDE LAS EQUIDIFERENCIAS.288. D efiíMCio n e s . — Cuando la diferencia de dos núme­ros es igual á la diferencia de otros dos, se espresa esta pro­piedad con la palabra e q u íd if e r e n c ia .Una equidiferencia es por consiguiente la espresion de la 
igualdad de dos diferencias.(Se llamaba en otros tiempos proporción aritmètica, como se llamaba/?ro;9omo» geométrica la igualdad de dos ra%one$ 
geométricas.)Sean cuatro números a , 6, c , d\ tales que a esceda ib, o sea escedido por b, en la mima cantidad que c escedC id,ó  es escedido por d.Estos cuatro números constituyen una equidiferencia, puede escribirse de dos modos:1.*9 ^ a.b : c.d;• — d, ó b— a = d — c,según se tengaa > 6 ,  c > d ,  ó bien a < ¿ ,  c< d .Bajo hprimera fo.rma, se enuncia comomna proporción; á sab er: a es ó b como o es áú.E l primero y el tercer término se llaman los antecedentes, y  el segundo y el cuarto se llaman los consecuentes de dichos antecedentes.F in alm en te ,io  mismo que en las proporciones,vel prime­ro y el enal to términos son los' estrémos, y  el segundo y el tercero son los medios de la equidiferencia.En cuanto á la segunda forma, las denominaciones prece­dentes pueden conservarse, mientras se tiene

a~>b c > d .Pero al contrario, en el caso dé ser a < ú ,  c < d ,  como in equidiferencia debe escribirse
b — a ^ d  — c,



Í)E AniTMÉTlCA. 335para que su enunciado lenga un senlido en arilm élica, deben inyertirse aquellas denominaciones; es decir, que los que se llaman antecedentes deben llamarse consecuentes, y  recipro­camente, convirtiéndose los estreñios en medios, y vice­versa.lin las proporciones, no hay necesidad de hacer esta dis­tinción , porque las razones que la constituyen pueden ser, ARITMÉTICAMENTE, maijores ó menores que la unidad.289. P rim era  pro piedad . — toda equidiferencia, lasu-
(le los estremos es igual á la de los medios.Sea la equidiferencia4 7 .1 9 : 6 3 .3 5 ;  digo que debemos tener4 7 -h 3 5  =  1 9 -f-6 3.En efecto, si tuviéramos’ ♦4 7 .4 7 :6 3 .6 3(equidiferencia que se \hmdi idéntica), la proposición sería evidente, porque los estremos serían entonces respectivamen­te los mismos que los medios.Ahora b ien , para reducir la equidiferencia á .este estado, Itasta añadir á cada consecuente la diferencia común, 28 , que existe entre el primero y  el segundo términos, y entre el ter- t'ero y el cuarto: y supuesto que después de esta adición de 
mismo n ú m e ro ^ e ch a  á uno de los medios y  á uno de los estreñios, la sum ^e los medios es igual á la suma de los es- 

^̂ emos, se infiere que eran también iguales antes de aquella «idicion.
Advertencia.—Si se tuviera la equidiferencia - 7 .2 4  : 1 9 .3 6 ,^tisiaria, á fin de conservar la misma demostración, añadir, ttoja á los dos consecuentes, sino á los dos antecedentes, el 

îsmo número 1 7 , para hacerlos iguales á sus consecuentes.,290. S egun da  pr o pied a d . — Recípi-ocamente, si cuatro ttúmeros, escritos en una misma linea ó enunciados en cierto



336 ELEMEMOSorden, son tales, que la suma del primero y del último sea 
igual á la suma del segundo y clel tercero, los cuatro números 
forman una equidiferencia en el orden en que eslán escritos ó enunciados.Porque sino linbiera equidiferencia, es d e c ir , si la dife­rencia entre los dos primeros números no fuera igual á la di­ferencia entre los otros d o s, seria necesario para hacer los consecuentes iguales á sus antecedentes, añadir á cada conse­cuente (ó á cada antecedente) un número distinto; y como des­
pués de esta adición, las dos sumas serían necesariamente iguales, resultaría que antes de la adición , dichas sumas no 
eran iguales; lo cual sería contrario al enunciado de la pro­posición.291. C o n s e c u e n c i a . — ¿ n  toda equidiferencia se puede (como en las proporciones): 1.® trocar los medios entre si;
2." poner los medios en lugar délos estremos, sin que deje de existir la equidiferencia.Porque es evidente que después de estas.diversas mudan­zas , la suma del primero y el último términos no deja de ser igual á la del segundo y el íe m r o ; luego, en yirliid (le la re­cíproca precedente, subsiste siempre la equidiferencia.A s í , volviendo á la equidiferencia4 7 .1 9  : 6 3 .3 5 ,  de ella sé deducen sucesivamente4 7 .6 3  : 1 9 .3 51 9 .4 7  ; 3 5 .6 3  ^■ 63 . 47 : 35 . 1 9 ^

292. Equidiferencias y proporciones continuas. — Sucede algunas veces que en una equidiferencia, los dos medios so 
iguales, como en esta,. I ^7 5 . 4 9  : 4 9 . 2 3'aquí la diferencia común es 26). ■En este caso, la equidiferencia recibe el nombre de eq



D E  A R I T M É T I C A .  33“
{¡iferencia continua, y e s  costumbre ponería bajo la formaf  75 ■. 4 9 .2 3 ,y se enuncia asi : como 75 es à 49 , 49 es à^'ò, 6 si mpleraen- te , 75 es á 49 es à 23.Del mismo modo, puede haber una cuyos we-
dios sean iguales, por ejemplo48 ; 12 : :  12 : 3.Entonces toma el nombre de proporción continua, se es­cribe H -4 8 : 1 2 ; 3 ,y se enuncia diciendo;

como 48 es á 12, 12 w  á 3 ; ó simplemente 48 es à 12 
es à 3.En toda equidiferencia continua, la suma de los estreñios es DOBLE del término medio (n.*̂  289) ;Luego este, que entonces se designa bajo la denominación de M E D I O  D I F E R E N C I A L  (antiguamente medio proporcional arit­
mético) , tien e , por espresion de su v a lo r , la s e m i - s u m a  de 
los estrenos.En toda proporción continua, el producto de los estremos es igual al c u a d r a d o  del término medio (n.® 246) ;Luego este , que se llama m e d i o  p r o p o r c i o n a l  (antigua­mente medio proporcional geométrico), tiene, por espresion de su valo r, la r a í z  c u a d r a d a  del producto de los estremos.De aquí podemos concluir q u e , siempre que un problema dá lugar á una equidiferencia continua entre dos números da­dos, considerados como estremos, y un tercer número deseo- 
‘cocido que ha de formar los dos medios, es necesario, para obtener el término medio, formar là s e m i - s u m a  délos dos es- 
Iremos.Si la relación suministrada por el enunciado del problema os una proporción continua, cuyos dos medios forma el nú­mero desconocido, es necesario multiplicar los dos estremos 
entré si, y  después estraer la r a í z  c u a d r a d a  de! producto. f.® De la equidiferencia continua

a. X : X .b,



338se deduce KLEMENTOS

a-¡f-h2a:— a - f - 6 ,  de donde x —  ̂2 .* De la proporción continua

a : X X b,se saca
XX.X ó x^=ay(.h-, de donde x =  s/axh. Por ejemplo, la equidiferencia 6 4 . a: : a :. 36 dá 64 +  36

X = 50;y  por consiguiente6 4 .5 0  : 5 0 .3 6  ; diferencia común 14.Del mismo modo, la proporción 64 : a: : : a: : 36 dá a := \ / 6 4 x 3 6  =  /2 3 '0 4  =  48; por consiguiente 464 : 48 : : 48 : 36 ; razón común

Advertencia.—'ñmos creído conveniente reunir en nninis- 
mo número lo concerniente al medio diferencial y  al meato 
proporcional entre dos núm eros, á causa de la comparación inmediata que puede hacerse de ellos.E l uno se obtiene sumando los dos números dados y  alu­
diendo la suma por 2 ; el otro, multiplicando los dos números entre sí y  estrayendo la raiz segunda ó cuadrada del pro-No tardaremos en ampliar esta clase-do consideraciones.



DK ARITMEIICA. 3 3 9
§  l i . —  D e  L A S  p R o a R E S i O M ; s  p o r  d i f e r e n c i a  y  p o rC O C I E N T E .

Progresiones por diferencia (ó ariíínéticas.)293. D e f i n i c i o n e s . — Se llaoia p r o o u e s i o n  p o r  d i f e r e n c i a ,  una serie de números talos, que cada uno escede al que ie precede ó al que le sigue en un n ú m e r o  c o n s t a n t e  que se lla­me razón ó diferencia de la progresión.A s i ,  sean las dos sériesT 2 .  5 .  8 . U . 1 4 .1 7 .2 0 .2 3 .2 6 .2 9 . . . ,-  6 0 .5 5 .5 0 .4 5 .4 0 .3 5 .3 0 .2 5 .2 0 . . . .En la prim era, llamada progresión creciente, cada térmi­no escede ai que le precede en el número constante 3 , que es por lo tanto la í'rtsoii de la progresión.En la segunda, llamada decreciente, cada término escede jtl que le sigue, en el número constante 5; de modo que 5 es laraso íid e  la progresión.V Para escribir una progresión por diferencia, se coloca o i-  úinariamenle á la cabeza el signo f ,  y después se pone w« 
punto éntrelos términos consecutivos.Esta notación está fundada en q u e, hablando con propie­dad, una progresión por diferencia no es mas que una serie de equidiferencias continuas (n.° 292), en las cuales cada tér­mino es á la vez antecedente y  consecuente, esceplo úprime- 0̂ que solo es antecedente, y el último de los términos consi­derados ,  que solo es consecuente.ha progresión se enuncia a s í :

Cjymo  ̂es á 5 , 5 es á 8 , 8 es h 1 1 , . ; . ,  ú simplemente: 2 « áh, es d 8 , es'd \ \, es á....294. P r i m e r a  p r o p i e d a d . — En toda progresión por dife­rencia, un término cualquiera es igual al primero m a s  ó  m e n o s  
lanías veces la razón como términos hay delante de-ét, sê giin lúe la progresiones creciente bdecrecienfe: 'Sea en general la progresión

T a .b . c .  d.e... i . k . ¡y sea r la- razón de esta progresión.



3íO ELËMEM'FOSSegún la Uelinicion, lendremos sucesivamente 1 .“ En el caso de una progresión creciente^

b =  a-\-r,
c =  b-hr— a -^ r - { -r  =  a-h ‘̂ r, 
d=Crhr =  a-\-̂ r-\-r = a - 4 - 3 r ,e = d  +  r = = r t - í - 3 r H - r = a - + '4 r ,

luego si n designa el número total de términos hasta I inclu­s iv e ,(1) / = a + ( í i  — l ) r ,fórmula q u e , traducida al lenguage ordinario, equivale al enunciado de arriba en lo relativo á la primera especie de progresión.2.® En el caso de una progresión decreciente, 

b = a —r,
■ r = a — r  — r = = á — 2 r ,

d = c  — r = b  — r — r = a  — 2 r— r = a — 3r,
y  por último
(2)

/ - a  — (m — t ) r .Se  vé que estas dos fórmulas pueden servir para-deter- minar un término cualquiera en la série, sin necesidad de calcular todos los precedentes, puesto que basta conocer el primer término a , la razón r  y  el número íí-de los términos comprendidos desde el primero basta el que quiera- for­marse.S e a , por ejem plo, la progresión r 2 . 5 . 7 . U . . . ;  ten­dremos, para el vigésimo térm ino,/ = 2 - f - 1 9 x 3  =  5 9 ;para el sexagésimo.í= i= 2 4 -5 9 x  3 = 1 7 9 .



DE ARITMÈTICA. 341Del mismo modo, en la progresión * - 8 0 .7 4 .6 8 . . . . ,  ten­dremos, para el duodécimo térm ino,¿ = 8 0  — 1 1 x 6 = 1 4 .295. O bservación . — Tal es la naturaleza de las progre­siones por diferencia, que cuando una sèrie de términos de esta especie está escrita, nada impide considerarla como prin­
cipiando en un término cualquiera, a' por ejemplo, y  termi­nando en otro términoAceptado esto, puede desde luego aplicarse a los dos tér­minos a' y í ' lo  acabado de decir con relación al primer tér­mino a ,  y  al último término l de la progresión propuesta; de donde se sigue q u e, si se designa por n' el número de los tér­minos comprendidos desde a' inclusivamente hasta /' exclu­sivamente , tendremos si la progresión (t%crcciente,y

l '^ a ' — n ' x r ,  ú QS decrccxmte.296. S egunda propiedad . —  lin toda progresión por dife­rencia, la suma de dos términos, tomados á igual distancia 
de los estreñios, es constante é igual á la suma de los es- 
iremos.Volvam os, en efecto, á la progresión general f  a .6  . c . d...i -k.l,y llamemos x é y dos términos cualesquiera de esta sèrie, pe­ro de lugares relativos tales, que el uno, x, tenga un número 
p de términos delante, y el otro, y, tenga el mismo número do íem m os detrás.En virtud de la observación precedente, tendremos

x=a~hp>^r, y  l=y-h-p'i<r, ó =  ¿ p x r ;de donde se deduce, sumando miembro á miembro la prime- í‘a y  la tercera igualdad,
x -h y — a-hl,pues los dos términos y — py-rsQ dostrtiyen.Luego, etc.



342 ELEMENTOSA s í , soa la progresión^ 2 . 7 . 1 2 . 1 7 .2 2 . . . 4 7 . 5 2 .5 7  .6 2 .S i se considera el término 17 que tiene 3 delante y el tér­mino 47 que tiene 3 detráŝ  se reconoce que
del misDio modo 1 7 4 - 4 7 = 2 - h 6 2 ~ 0 4 ;

12.-h52 =  2 4 -6 2  =  64.
Admrtencia.— í̂oúúi también deducirse esta propiedad de la demostrada en el n.° 289^ acerca de las equidiferencias.E n efecto, los cuatro términos a , x, y, l de la progresión son evidentemente tales, que x  escede á a en la misma canti­dad p xr ,  que l escede á y ; así estos cuatro números forman una equidiferencia á la cual es aplicable la propiedad dei n .°  289.297. Consecuencia.— Cuando el número de los términos que se consideran en una progresión es impar̂  el término del 

medio es igual á la semisuma de los dos estremos.En efecto, dicho término es el medio diferencial fn.® 292) de una equidiferencia continua cuyos estremos son los de la progresión.298. T ercera  i’ RoriEDAD.— La suma de los términos de 
una progresión por diferencia,  es igual al producto de la su­
ma de los estremos por la mitad del número de los láminos, 
ó al producto de la semisuma délos estremos por el número 
de los términos.Consideremos otra vez la progresión general
( 1) ~ a .b .c .d .. .i .k .l ,y  escribamos esta série de términos debajo de sí m ism a, pero en un orden inverso; tendremos(2) '-l.k .i...d .c .b  .a.Esto supuesto, sumemos término á término estas dos séries, y



DE AIUTMÉTÍCA. 343designemos por 2 S  la suma total de los números que las com­ponen ; se halla
-t-(t-h  e) 4 - (A+ & ) +  ( í+ íí) ■Ahora b ie n , todas las sumas parciales colocadas entre pa­réntesis son iguales entre si é iguales á a + l  (n.° 296); lue­go si designamos por n el número de términos de la primera progresión, tendremos la nueva igualdad2S=={a4-/)tt,y por consiguiente,

lo cual demuestra que la s u jn a  S  de los términos de la pro­gresión dada tiene por v a l o r  n u m é r i c o  una espresion q u e, en lenguage ordinario, puede enunciarse de tres maneras dife­rentes, siendo las dos últimas conformes al enunciado.Según esto se v e , que para obtener la s u m a  d e  u n  n ú m e ­
r o  c u a lq u ie r a  d e  t é r m i n o s  de una progresión por diferencia, basta conocer e\ p r i m e r  término, el ú lt im o  y el n ú m e r o  de términos; y ya en el n.*’ 294 se dió el medio de hallar el ú l ­
t im o  término, conociendo el p r i m e r o  la ra % o n  y el n ú m e r o  de ios términos.Sea, por ejem plo, la progresiónf 3 . 7 . 1 1 . 1 5 . . . ,en la cual se pide la swtna de los 60 términos primei’Os. Tendremos de antemanoZ =  3 - h 5 9 x 4 - = 2 3 9 ;y por consiguiente,(239 4 - 3) x 3 0  ^ 2 4 2  x  30 =  7260.Del mismo modo obtendriamos, llegando hasta el 100° tér­mino,1.° ; ^ 3 4 - 9 9 x 4 = ^ 3 9 9 ; 2 .° 8 =  4 0 2 x5 0 ^ ^ 2 0 1 0 0 .



344 E L E M E N T O S299. C asos particulares de la  espresion  de la  sema de U N A  P R O G R E S I O N  P O R  D I F E R E N C I A . — Tomemos para aplicaciones particulares de la fórmula que dá el valor de S , la série de los 
n ú m e r o s  n a t u r a l e s  y  la de los n ú m e r o s  i m p a r e s , a s a b e í:1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . .Í Í ,  f  1 . 3 . 5 . 7 . 9 . . . 2 « - 1 .Observemos que, en la primera série , el ú l t i m o  término^ es necesariamente igual al número n  de términos considera­d o s , y  que ia segunda d á , en virtud de la fórmula (1) del n.® 294, — 1)=^1 +  2 h — 2 = 2 » — 1.De donde se deduce, para espresion de la suma S ,
1.®

2 .®

S =  ( l + « ) x - . , ^ =  S =  ( 2 n - l ^ - J ) |  =  )l^Esta última espresion es particularmente notable porque la s u m a  S  es igual al c u a d r a d o  d e l  n ú m e r o  de los términos que se consideran.A s i , la suma de los 12 primeros términos es Í4 4 ; la su­ma de los 20 primeros es 4 0 0 ; la de los 30 primeros, 900.300. I nserción d e  m e d i o s  d i f e r e n c i a l e s  entre d o s  n ú m e -  R O S D A D O S .— Propongámonos insertar entre dos números dados a  y 6 uri número m de m e d io s  d i f e r e n c i a l e s .Asi se llaman otros números que deben formar una p r o ­
g r e s ió n  p o r  d i f e r e n c i a  con los números a  y  considerados como e s t r e n o s  de dicha progresión.Por lo pronto es evidente que si conociéramos la ra% on r  de la progresión buscada, todo estaría determ inado, pues bastaria, siendo a < ú  por ejem plo, ir a ñ a d ie n d o  al primer término, la razón, d o s  v e c e s  la razón, t r e s  v e c e s h  razón, etc.» para ir obteniendo sucesivamente el s e g u n d o ,  el t e r c e r o , ,  ej 
c u a r t o ,  e le ., términos de la progresión, ó sea el primero, el segundo, el tercero , e tc ., m e d io  d i f e r e n c i a l .



DE ARITMÉTICA. 345Ahora bien, llamando n  el número do términos, inclusos los dos a y &, lo cual dá n = w i-+ -2 , tendremos (n.® 294)* 6 ^ a 4 - ( n  — l } x y  =  a + ( w + l ) x í ' ;de donde 6 — t t = ( w 4 - l ) x r ;y por consiguiente
b — a
m -hl'Así pues, la r a z ó n  b u s c a d a  es igual al c o c ie n t e  d e  l a  d i v i ­

sión d e  l a  d i f e r e n c i a  d e  l o s  d o s  n ú m e r o s  d a d o s  p o r  e l  n ú m e r o  
de t é r m in o s  q u e  s e  q u ie r e n  i n t e r p o l a r  mas uno.Una vez conocida la razón, los diferentes términos de la progresión se obtienen fácilmente y son

- a  . a m - h la  2(&— o) 3Í& — a)
. a H- , J - . a  - fm 1 m[La fórmala (1) del n.” 294. a + ( ¡i  -  l)x/-, sustitu­yendo en ella m-h 1 y , en vez de n — 1 y r ,  se con- "̂ lerle en/ =  a + [ m - ) - l] X  =  a -h ó  -  ;

Cocual comprueba el valor hallado para r .]S e a , por ejem plo, interpolar o c h o  m e d io s  d i f e r e n c i a le s  GDtre ios números 3 y  48.Tendremos desde luego ,
0̂ donde 4 8 - 39 =  5;

f 3 . 8 . 1 3 . 1 8 . 2 3 . 2 8 . 3 3 . 3 8 . 4 3 . 4 8 .



346 ELEMENTOSi)el mismo modo ballariam os, siendo w — 5 0 ,4 8 — 3 4 5  15de donde 51 51 1 7 ’
- 3 . 3 ^ . 4 Í | . 5 y . . . 4 8 ,  ó17 17 17 ’ V 17

Advertencia.~Caso particular : m = l  dá
b — a

x o l .
m -h\=2; de donde r  = 2luego el medio át/eríncio/que puede interpolarse e n t r e a y i e s

b — a 2a-hb~a a-hb
a-l 2 = T “ '(Véase el n .“ 292.)3 0 1 . C u a r t a  p r o p ie d a d . — Si entre dos términos, conse­

cutivos, á partir del primero, y  hasta el último inclusive, sí 
interpola un mism o  n ú m e r o  de medios diferenciales, todas ks 
progresiones parciales de este modo formadas constituyen una 
sola y misma progresión, cuya razón es la de una cualquiera de progresiones parciales.Sea la progresión

'-a . b . c .d ...i  .k.l,que para lijar las ideas, supondremos creciente, y propon­gámonos interpolar sucesivamente m medios diferenciales en­tre a y  6, después ehtre 6 y  c , después entre c y d . . . ,  y último entre ¿  yPara la primera progresión tendremos,
r =para la segunda, h — affi +  l  ’

c — hm - f - r



lìE ARiniKTlCA. 347ira la lercera.
d7 7 1 - h l ’y asi sucesivamente.Pero, según la definición misma de una progresión por diferencia,

b —  a = ; c  — b — d — c...;.de donde
b — a c — b d —  c wì-f-l m -h\  wH-1Luego, por el pronto todas las progresiones así formadas tienen la misma razón.Además, es evidente que cada último término 6, c ,d ,  etc., déla prim era, segunda, tercera, e tc ., progresión parcial es al mismo tiempo el primero de la progresión siguiente.Luego, etc.302. O b s e r v a c ió n . — Aquí debe hacerse una observación  

importante, y  es que la fracción que espresa la razón de cada pro­
gresión p arcial, tiene un numerador constante, y que su deno­
minador puede suponerse tan grande como se quiera; de don­
de se sigue que se puede concebir aquella razón menor que 
ioda cantidad dada, asignando* al número m de los medios 
diferenciales que deben interpolarse, un valor suficientemen- fe grande.Por ejem plo, sean a = 0 , 6 =  7 ; tendremossiendo m =  9 , 6 — a =siendo m = 9 9 ,  b — a- y así suGcsivamente.

1 0 ’1ÏÔ Ô * ''’
Progresiones por cociente (ó geométricas.).303. Se llama progresión por cociente una série de tér- l înos tales, que la relación de un término cualquiera al que, precede es constante en toda la estension de la série.Esta relación constante, que existe entre un término y  el



348 ELEMENTOSque inmedialamenle le precede, se llama la hazon de la pro­gresión.Sean las dos séries de números2, 4, 8, 16, 32, 6 4 ,..'.,256, 64, 16, 4, 1, i , . . . ;de la primera se deduce la sèrie de razones iguales, 

y  de la segunda 4 _ 8  _  _ _2 ' " 4  “  ' 8 ------
64 16 4256 “  64 “  16 14'La RAZON puede ser entera ó fraccionaria, mayor ó menor que la unidad, según que la progresión es creciente ó decre­

ciente.Las progresiones por cocienle se escriben así :— 2 : 4  ; 8 16 : 32 : 6 4 . . . ,^ 2 5 6  : 6 4 : 16 : 4 : 1 : 1 . . . ,y  se ertMncían como las progresiones por diferencia, siendo el único carácter distintivo de su escritura el número de pun­tos puestos entre los términos.Una progresión juor cociente no es mas que una sèrie de 
proporciones continuas (n.° 2 9 2 ], en donde cada término esa la vez antecedente y  consecuente, á escepcion del primero que solo es antecedente y  del último que solo es consecuente.304. P rim era  pr o pied a d . — E n toda progresión por co­ciente, un término cualquiera es igual al producto del prmicr 
término por una potencia de la razón cuyo esponente esigî *̂  ̂á  tan tas  VECES la unidad como términos naya antes de.eiSea, en general, la progresión

^ a  \ b \ c \ d e \ f  \ ... i :h \ l-



DE ARITMÉTICA. 349y (lesignemos por ^ la razón de un lénnino al (jue le pre­cede.Tendremos necesariamente, según la definición,
b — ax.q, c = 6 x y = a x .g '^ ,  a x ?® , .c = a x 5 ' S . . . ;luego, designando n el número total de los términos hasta el término / in clu sive , se llega á la fórmula(1) / = a x y “ “ * ,en la cu al, según hemos dicho antes, q e s >  ó <C 1 ,  según que la progresión es creciente ó decreciente.Tomemos, por ejemplo, las dos progresiones—  2 : 6 : 1 8 : 5 4 : . . . ,.  3 3

En la prim era, la razón es 3 ,  y  el octavo término será2 X 3’ = 2  X 2187 =  4374;el 12.® término será2 X  3“  - =  2 X  2187 x  81 =  354294.En la segunda, cuya razón es un medio, el 10.® término será, / I V  1 31 2 x ( - )  = 1 2  X  5 1 2 " 1 2 8 ’vigésimo término será,1 2 x í l V  =  1 2 x  ^ 1 11024""^'^ ^ 5 2 4 ^ 3131072*305. S e g u n d a  p r o p ie d a d . — En toda progresión por co­ciente, el producto de dos términos cualesquiera ̂  tomados á y o /  distancia de los estremos,  es c o n s t a n t e  é igual al pro- “Ucío de los estremos.Sean a; é y  dos términos que tienen, el uno un número;)



350 E L E M E N T O Sde términos d e la n te  de é l ,  y el otro el mismo minierò p  de términos d e tr á s . £ s  evidente que los cuatro números a ,  x ,  y , l ,  de ios cuales el segundo es igual á axqp, y  el cuarto es igual á ?/x^p, forman entre sí una proporción, cuyos estrenaos son 
a ,  /, y cuyos medios son x ,  y"; luego (n.° 246)

x x y  =  a x l .lista propiedad comparada con la del n.® 2 9 6 , maniOesta que lo que es la a d ic ió n  relativamente á la progresión p o r  di­
fe r e n c ia ,  es la m u lt ip l ic a c ió n , relativamente á la pi-ogresioii 
p o r  co c ie n te .Mas adelante tendremos ocasión de sacar partido de esta comparación.306. T e r c e r a  p r o p ie d a d . — Para obtener la sum a  délos términos de una progresión por cociente, es necesario, si la progresión es c r e c ie n t e ,  m u lt ip l ic a r  e l  ú lt im o  té r m in o  p o r  la 
r a z ó n , r e s t a r  d e l p r o d u c to  e l  p r i m e r  t é r m in o ,  y  después di­
v id ir  la  d ife r e n c ia  p o r  la  r a z ó n  d is m in u id a  en u n a  u n id a d ;  y si la progresión es d e c r e c ie n t e ,  r e s t a r ,  por el contrario del 
p r i m e r  té r m in o  e l  p r o d u c t o  d e l  ú lt im o  p o r  la  r a z ó n ,  y des­pués d i v id ir  la  d ife r e n c ia  p o r  la  d i fe r e n c ia  e n tre  la  u n id a d  y- 
la  r a z ó n .Sea en efecto la progresión general

\ b \ c '. d  : e : f . . . :  k  l ,  la cual puede ponerse (n.® 304) bajo la forma
^ a - .a x q ' .a x q ’'-'.axq^'.axq’̂ . . ' .axq^~’̂  : axq'^~' •Designando por -S la suma de los n primeros términos, pongamos-

{^ =  a-^axq-\-axq-~^axq^+-.... (1)y  después multipliquemos los dos miembros de esta igualdad por q\ con lo cual resultará
(2) í^xq=axq-\-axq^^axq^-t~...í -}-ax7”- ’ -Ha X 9-” .



DK ARITMÉTICA. 351Eslo supuesto, si la progresión es creciente,  se resta la igual­dad (1) de la igualdad (2) , y se obtiene♦S x y — S  ó ( n .“ 49) S x ( ^  — 1} =  í í x 5'” — a ,observando que en la sustracción, todos los términos de los segundos miembros se destruyen uno á otro¿ á escepcion del líltimo término a'xg^, de la série(2), y del primer término a de la série (1).Deduciremos pues(3) S = a-xq  ̂— a
g - 1Si la progresión es d e c r e c ie n t e ,  resta, por el contrario, la igualdad (2) de la igualdad (1) ; lo cual dáS — Sx^" ó . S x ( l ~ 5')= = a— a x 7”  ;y por consiguiente,w- a — a X 9'"

Finalmente, reemplazando en una y  otra de las dos esprc- siones (3) y (4), 0x 9" “  ̂ por su valor l (n.” 304) se llega á es- las otras
(3) S = ly.q— a9 - 1  

a —  / x 9S = 1 - 9  ’lue, traducidas al lenguage ordinario, dán lugar al enuncia­do arriba puesto para la suma de los términos de una progre­
sión por cociente.

Advertencia.— Esta doble espresion es útil especialmente OD la resolución de las cuestiones relativas al interés com­
puesto.



;i5 2  ■ ELEMENTOSVolvamos á las dos progresiones del n.® 3 0 i :-^ 2  : 6 : 18 : 54 3 3- 1 2 : 6 : 3 : - :  j :  . . . .El oclavo término de la primera üene por valor /=4374; luego la suma de los ocho primeros términos, será ̂ 4 3 7 4 x 3 - 2  131203 _ 1  -  =  - j -  =  6 o 6 0 ;del mismo modo, el duodécimo término es 354294; luego=  531440.Jk 3E l décimo término de la segunda  ̂=

3  1^ ^ “ 1 2 8 ^ 2  1 2 x 2 5 6 - 3  3 0 6 9  3S = ---------- ^ ----- = 'T iT ír  = - 2 4 - ^ 7128 128 128'3069OUUil J(Como 1 2 8 = 2 ^  la conversión d é la  fracción 'males puede hacerse exactamente (n.® 172), y se hallaS - = 2 3 ,9765625). 3Análogamente, el vigésimo término es1 3^ ^ '" 2 ^ 1 3 1 0 7 -2  3145725 , , ,  J _ _ _--------- - 131072 “ ^^ Í H Ó ^ ‘
Se vé fácilmente que la parle laboriosa dei cálculo en esia



DE ARITMÉTICA. 353clase de cuestiones, es la deíenninaeion del valor numérico (iel último término á que se llega.307. INTERPOLACION DE MEDIOS PROPORCIONALES ENTRE DOS NÚMEROS DADOS.— Propongámooos interpolar entredós núme­
ros ü y hwi minierò m de medios proporcionales, es decir, m 
números que formen una progresión por cociente con los nú­meros a y ú considerados corno estreñios.Tenem os, como en las progresiones por diferencia (o.'’ 300), de donde n — -Pero de la fórmula (l) del n.® 3 0 4 , se deduce

h
h=d'Kq^-^ de donde =iuego tendremos (n.® 45), para razón de la progresión,mí t

Tua vez determinada la razón, resulta sucesivamente
mH fn+t

Caso particular.—Sei

m =  í ;  de donde m ~ 1 = w h - 1 = * 2 .
Tazón es igual á luego el medio proporcional único 'î np por valor

*  =  ÍIX V ^ j  =  a x  \ / 2 ^  (n.” 224).



354y  por consiguienlo ELEIMEMOS
x =  - X  v^ax6 =  \ / flx 6, 

acomo en el n .” 202. • /̂ o aNo insislimos mas en eslo de los medios proporciona es, a causa de la imposibilidad en que estamos por ahora, de es- tender las aplicaciones mas allá de la eslraccion de una lai
cuadrada ú cúbica. , . ut « «r«Sin embargo, no podemos menos de establecer una propiedad análoga á la establecida en el n .° 3 0 1 , con relación alas progresiones por diferencia. .308. C oarta pROriEDAo.— , entre todos los íermno 
consecutivos, tomados de dos en dos, desde el primero basta el último inclusive, se interpola un mismo  numero  de medios 
proporcionales, todas las progresiones parciales asi formaüas 
constituyen una sola y misma progresión por cociente.En efecto, puesto que se obtiene la razón para cada una de estas progresiones, eslrayendo una raíz del grado maro

do por m - H l , de los cocientes ¡guales esta la-zon es la misma para todas; y como además, la progresión dada, empezando por h forma el ultimo tcnn> no de una progresión ya obtenida y <i\ primero de la sion que sigue inmediatamente, resului que todas estas p gresiones necesariamente forman una sola.

Í ;  I I I . —  d e  l o s  l o g a r i t m o s  y  d e  s u  A P L I C A C I O N  Á  L A  R E S O ­L U C I O N  D E  A L G U N A S  C U E S T I O N E S  Q U E  D E P E N D E N  D E  L A S  C A N  '  T I D A D E S  P R O P O R C I O N A L E S .O n^eíi y definición de las tablas de logaritmos.309. La analogía que existe entre las propiedades de progresiones por diferencia y  las de las progresiones 
dente, analogía fundada en que las adiciones, 
multiplicaciones y divisiones, en las unas, correspon 
multiplicaciones, divisiones, formaciones de potenciasj .
i,.norinnp.c dfi rnices p.n las otras, conduio a algunos s<

1



I),K A H l l M E i l C A .  3 5 ," )iíTíiiginar mólodüs (Ití simplüícacioti para los cálculos numéri­cos mas complicados.Estos métodos so apoyan en la existencia de ciertas ta­blas conocidas con e! nombre de i a b l a s  d b  l o g a r i i a í o s  , cuya invención generalinenlo se atribuye al sabio escocés NcrEii.No pdiliendo, en este libro elemental, esponer los medios de que se valió para llegar á la construcción de semejantes labias, vamos á lo menos, á ensayar el modo de hacer com­prender, por medio de algunas sencillas consideraciones, có­mo habrían podido form arse, en rigor y  salva la longitud de los cálculos.De la propiedad del n .“ 3 0 1 , resulta q u e , designando r la rajso« de una progresión por , cuando entre cadados de sus términos consecutivos se baila interpolado un nú­mero m de medios diferenciales, la razón de la progresión to-lid está espresada fracción que puedenmncebirsé
'^nor que cualquier cantidad dada, cuando se asigna á m un valor suricientemenle grande.Luego, si se loma por punto de partida una progresión tal como f  0 . r .2 r .3 r .4 r .5 ? ’ . . . ,tiene 0 por primer término, y si despnes se forma una ^crio de progresiones parciales por el medio arriba indicado, se obtiene una progresión total

f O . 2r 3r
m 1 m-\-\ m - M .,.r .r-\- Wí H- 1 ■ ■ ‘2r r
r -f- — — . . .  2 r . 2r H----- —  . . . ,r n -M  w -f-1>̂̂ yos términos van aumentando por intérmlos ifjuales tanpe- corno se q u iera , desde 0 basta un limite mas ó menos 8‘ itnde, según la eslensi.on de la progresión primiliv.a., De mo(jo q u e, comenzando en O es una série casi continua l'numero.s, que, sin embargo conservan la propiedad de estar 

progresión por diferencia.



356 ELEVEMOSTom em os ahora un a progresión o r e c i e m e  por cociente,J íju e  p rin cip ie  por la u n id a d :
: q : ■. ‘ f  ‘ •••7designando q la razón, ó sea la relación conslaiUc do un lér-mino cualquiera al que le precede.S i entre lodos los térm inos consecutivos de esta s e n e , se in serta  u n  num ero m de medios proporcionales, se obtie­n e (n.® 308) que la rason constante de cada progresión p a i-m+lcial es igual á y / y .Esto supuesto, para estar seguros de que ton la progresión total asi formada sucede.como con la progresión por diferen­

cia obtenida anteriormente, es decir, para estar seguros que aquella como esta constituye una sene casi continua ut
n ú m ero s, sería  necesario  poder dem ostrar que puede
hacerse tan próximo á la unidad com o se q u ie r a , siendo q un nú m ero constante, y  dado á priori; pero recibien do m un va lor suficientemente grande.No podemos probar esto directamente, porque no conoce­mos todavía el medio de eslraer una raiz de cualquier q̂ eu')’ P erch é a q u í, á lo menos, una manera indirecta de ue-mostrarlo. , , . , , „ , iSea 4759 un número tomado al azar en la seno naim-n de los números 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , . . . ;  y propongámonos estraci de é l , raíces cuadradas sucesivas.Se halla > / 4 ^  =  08 en menos de una unidad,

V V 4 ^ ,  ó {n .“ 241) v''68-+-"7TT =  8 ,8v"4759,
\/V

v4759 — V 8 - í - . . ■ =— 2 ,
id.

id.

V W 4 7 5 9 , ó ^4759=^v̂' 2 - h . . . = l .  Y  asi sucesivamente. id.



l ) K  A R I T M É T I C A .  357Aquí se ve desde luego con qué rapidez van decreciendo 
las partes enteras de esas ralees cuadradas sucesivas.En cuanto á las parles decimales, decrecen también inde- íinidamente, sin que por eso el resultado final deje de ser mayor que la unidad ; pero la diferencia entre este resultado y la unidad se comprende que es susceptible dé llegar á serM E N O R  Q U E  C U A L Q U I E R  C A N T I D A D  D A D A .  -Establecida asi la proposición respecto délas ralees cuyos ín­dices son 2 , 4 , 8 , 1 6 , . . . ,  ó 2 ,2 * . 2^ 2 ' s . . . , debe suceder lo mis­mo respecto de toda raiz del grado m -hi, es decir, respecto

m+\de toda espresion do la forma * / N ;  'siendo N un número
según la significacióncualquiera mayor que 1.l*on(uc necesariamente se tiene misma de la palabra raisíKJ-l

s/N <  V -N ,designando 2"' iá w - t - l . a —fiero \/N puede diferir de se quiera, luego con mayor
m+i

la potencia do' 2 inmediatamente inferior
\,por esceso, tan poco como razón ha de suceder lo mis­mo á‘ V " 'Podemos considerar pues como sulicienlemenle probada la posibilidad de la existencia de dos progresiones c r e c i e n t e s ,  una por cociente, y pj incipiando por 1 , cuyos térniinos sean entre sí tan poco diferentes como se quiera, y otra por dife­

rencia y principiando por O, cuyos términos también difieran unos de otros tan poco como so quiera.
Adeerlencia.— Todo número N conmensurable 6 incon- 

inmsurable y mayor que 1 , sino es uno do los términos mis­mos de la progresión por cociente, se baila necesariamente 
comprendido entre dos de dichos términos, los cuales pueden, uno ú otro iiulifereiUemcnte, sustituirse á N , pues por hipó- Icsis estos términos nb difieren entre s í, sino en unacaji^díltl 

ñor que cualquier cantidad dada.



358 K L E M I O M U S310. Ü E i a N i n i o N  d e  l a s  t a b l a s  d e  L O C A i u T M a s .  —  Nada mas fácil ahora quo (lo{ínir mía Tabla de loffnriímos, cuales­quiera qiio sean por otra parte, los medios que se hayan em­pleado para conslrnirla.Es una Tabla que contiene;
Por una parle, lodos los números enteros, comprendidos desde t hasta un límite determinado, por ejemplo 100000, considerándose esos números como términos de una progie- sion por cociente, en- la cual ocupan un lugar dado;
Por otra parte, enfrente de estos núm eros, los términos de una progresión por diferencia y que principia por 0 ,  cu- yo.s términos se llaman entonces tos logaritmos de aquellos números.El LOGAiuxMO de. un número determinado es por consi- guíenle el'término de la progresión por diferencia  ̂ que ocupa en (din el mismo {ugnr que el número dado en la progresión 

por rocíenle.Un número y su logaritmo se llaman entonces Icrmtnos 
correspondientes en (lidias progresiones.Siendo los términos 1 y 0 , el uno el prinw' termino de a progresión por cociente, y el otro el prim er termino de a pi’ogresion por diferencia, se viene á parar á esta especied(i proposición, que recordaremos muchas veces en adelante: el 
logaritmo de 1 es 0 , ó para ab reviar,,lo g . 1 =  0 .{Nos serviremos habitualmente de las tres letras iniciales 
loa., seguidas de un punto, y del número representado, sea en c ifra s , sen por una h 'lra , para escribir de una manera abreviada el logaritmo del número. Sin em bargo, algunas veces, solo emplearemos la primera letra ?.)311. O b s e r v a c i ó n . — Aunque la Tabla , (al como a(:aba- mos d(' definirla, no conliene mas q u e jo s  logaritmos de los números enteros, puede concebirse que todo número mayor 
quela considerado como parte de la progresión poicociente, cuya formación liemos espHcado, se encuentra com­prendido en ella á lóm enos implícitamente con el termmo cony.9üo»(¿2(?Híc de la progresión por diferencia. , ,Veremos además en adelante, como, por medio de los lO' garitmos de los números enteros, se obtienen los de lo» ni meros fraccionarios mayores que la unidad.

Las fracciones propiamente dichas tienen también  ̂logaritmos; pero la determinación de estos supone nocion ^



D E  A R I T M É T I C A .  359eslrañas á la Arilm élica elem ental, donde no se consideran 
masque números absolutos.Indicaremos sin embargo el medio de h ^ e r  aplicación de las labias á cuestiones en que figuran númSros fraccionarios 
menores que la unidad.

Propiedades generales de los logaritmos.Después de haber manifestado, sino el verdadero medio, al menos la posibilidad de construir unas Tablas de logarit­
mos, vamos á establecer las propiedades generales en que se fundan las simplificaciones que el uso de las Tablas propor­ciona en los cálculos num érico', haciendo observar que aqui úmcAMEME consideramos los logaritmos de números mayores que la unidad.312. P r i m e r a  p r o p i e d a d . — El logaritmo del p r o d u c t o  de 
dos números es igual á la s u m a  de los logaritmos de los dos 
factores.Sean A y  B (siendo A < B ) ,  dos números lomados al azar en la progresión por cociente que principia por 1 ,  cuyos tér­minos difieren entre sí en una cantidad menor que cualquier 
cantidad dada (véase la ndvert. del n.̂ * 309) y designemos por P , al término de esta progresión, precedido de tantos térmi­
nos comenzando por B inclusive, como términos hay antes de A , en la misma progresión.Asi se tienen cuatro núm eros,1 , A , B y í\en los cuales 1 y P pueden suponerse los estreñios de una progresión que acaba en el término P ; de modo que A y  B, siendo dos términos situados á igual distancia de los cslre- mos, forman los dos medios de úna proporción cuyos estre­ñios son 1 y  P.Les es por consiguiente aplicable la propiedad del n.® 246, y se llene l x P  =  A x B ,  ó P = - -A x B .Por otro lado, lomemos en la progresión por diferencia (n." 310) los logaritmos correspondientes á los cuatro mime-



3 6 0  KLEMliNlÜSros 1 , A , B, V, logaritmos q u e , segua la notación indicada en el mismo númei'o podremos espresar porlog. i *  ó ü , iog. A , log. l ì ,  log. B.Estos cuatro números forman evidenteinento una equidi­
ferencia, cuyos esíremos son O y log. B, y los medios I(^. A y log. B; por consiguiente .tendremos {n° 289)0 + lo g . P , ó log. l* = lo g . A - H o g . lì.Pero de esta igualdad, á causa de la relación P =  A x B , se deduce log. ( A x B ) = I o g . A +  log. lì.Luego etc.3 1 3 . CoNSECLENCLv.— El lofjaritmo del raoDCcro de im 
nùmero cualquiera de factores es igual á la suma de los lor 
qarilmos de los diferentes factores.Llamemos A , B , C , D ,. . ,  los números dados.Según lo acabado de d ecir , tendremoslog. ( A x B ) = lo g . A +  log. B.Ahora, como A x J i x  C =  (A x B) x C ,  resulta log. ( A x B x C )  =  !og. ( A x B ) -h lo g . C ,  ó poniendo en lugar de log. (A x  B ), su valor log. A -í-lo g . B log. ( A x B x C )  =  log. A -h lo g . B + l o g .  C .Análogamente, siendo A x B x C x D  lo mismo que (Ax Bx C)x Bí se ballai'ia.lo g . ( A x B x G x b ) = ^ Í o g . A 4 - log. B 4 -lo g . C + I o g .  D ; y  así sucesivamente.3 1 4 . S e g u n d a  p r o p ie d a d . — .^/ logaritmo del co cie n t e  
tina división es igual á la diferencia entre el logaritmo del di­
videndo y el logaritmo del divisor.[Aquí e! cociente, lo mismo que el dividendo y  el divisor, se suponen magores que la unidad.]



DE ARITMÈTICA. ’ 361Sean D el dividendo, d el divisor, y ?  el cociente de una división.Como tenemos D =  í ¿ x y ,  resultalog. D =  log. rf-t-log. q.de donde se saca log. q =  lüg. D — log. d.
L. C. D. D.

3 l 5 .  T e r c e r a  p r o p ie d a d .  — ¿ 7  logaritmo de una potencia 
cualquiera de un número es igual al p r o d u c t o  del logaritmo 
del número por el ESPO^EKTE h  la potencia.En efecto, A*”  es io mismo que A x A x A x A x . . . ;  luegolog. A " » = lo g . A -H lo g . A + l o g .  A +  log. A - h . . .— log. A x /í í ,ó bien log. A ”* = m x i o g .  A .I1 3 1 6 . C u a r t a  p r o p ie d a d . — El logaritmo de una r a í z  deI «« grado cualquiera de un número es igual al c o c ie n t e  de la 

' división del logaritmo del número por el í n d ic e  de la raiz.Designemos por R la raiz de un número A ; en vir­tud de la definición del n.*" 45 , tendremosA = U « ,  de donde (n.'" 315) ' log. A = ? i X  log. R ;y por consiguiente, ” — log. Alog. U ó log. \/ A  =  —
L. C. V. jO.317. O b s e r v a c i ó n . — De estas dos últimas propiedades, deduce una demoslracion sencilla de algunos principios ‘uiporlanles del cálculo de las espresiones aféelas del signo''adical v' , v'l . ’ ___ \ « t  n ____I ŝ' A ;  = V A » ' .



362 * ELEiMENl'OSEn efecto, tenemos por lo pronto (n.® 315)
Cn ____ N  m n ____/ A y  — mx  log. v^A;pero (n.“ 316) log. V A  =  ' - ^ :luego log . O x ) ”‘ = ^ . , „ g . A .Por otro laclo, las mismas propiedades dan. ” ,—  log. A»" w íxio g . A  mlog. = — ----- = -------- — == — x io g . A .Cn ___ \ m  n _______

'Jk J , Y > tienen el mismo logaritm o'en el mismo sistema); luego son necesariamente 
iguales en valor numérico y pueden reemplazarse una por otra. m X »O o y / > =  S jS  ;porque tenemos, por una parte

'  ni / " / ”  log. V A  log. A .:»  log.8- V  ' 'A  =  ^ ; r - = - ^ = i r 5 'loy  por otra « X «log. log. A
mx.n ’

tny.nluego las dos espresiones V ' i y  V *  ,  que tienen el 
mismo logaritmo, son numéricamente iguales.

j



D E  A T í l T M E T I C A .Generalizando se enconlraria, que 3 0 .
/ n / tn X « X P X ?

V/Vv¡q —
V ,/A V A ,puesto que los logaritmos de estas dos espresiones tienen por valor log. A?» x n  xpyiqPor su razonamiento análogo se probaria ( (A”')”'/ ’” =  A"* ^  ^ P ^í/sos (le las propiedades generales de los logaritmos para la 

simplificación de los cálculos numéricos.318. Abora se concibe el uso que puede hacerse de ios logaritmos para simplilicar toda especie de cálculos. Las re­glas que deben seguirse se deducen esplicilamenle de las propiedades que acabamos de demostrar.1 . '* Para formar el producto de varios factores:
Tómense en la tabla los logaritmos de dichos factores; ha­

dase su SUMA, y después búsquese á qué número de la Tabla, cormpoííí/c esa suma; el número así hallado es el producto pedido;De este modo el resultado de una m ultiplicación  se obtie­ne por medio de una a d ició n .2 . *’ Para hacer una d iv is ió n :
Tómense en la Tabla el logaritnio del dividendo y del d i-  ''isor; réstese el segundo del primero, y búsquese el numero correspondiente á esta diferencia de logaritmos;Asi se obtiene el cociente de la d i v i s i ó n  por medio de una SUSTRACCION.3 . “ Para formación de potencias :
Tómese en la Tabla el logamtmo del número que quiere elevarse á una potencia dada; nwltipliquese este logantnio por el esponenle de la |)Olencia; búsquese después á que n u -



364 ELEMKN’fÜSmero corresponde ese protluclo, y  el número asi hallado es la potencia pedida.La multiplicación de un número por otro que ordinaria­mente no tiene mas que una ó dos cifras á lo m as, basta por consiguente para dar el resultado de la multiplicación de m - 
rios números iguales.4.® Para extraeh  una raíz de cualquier grado de un nú­mero:

Tómese el logaritmo del núm ero, y  dividasele por el in­
dice úq\o raíz; después en la Tabla á qué número
corresponde el cociente; y ese número es la miz pedida,Cna DIVISION muy sencilla basta por consiguiente para dar el resultado de wwd̂ extracción de miz, cuahjuiera que•sea su grado.Así se ve que donde principalmente se hace notar la ven­taja del empleo de los logaritmos es en la extracción délas 
raíces.Puestas estas reglas, debemos, antes de aplicarlas, hacer conocer la disposición y las propiedades particulares de las Tablas usadas ordinariamente.
Disposición y propiedades particulares de las Tablas de 

Logaritmos migares.319. La construcción de las Tablas de logaritmos llama­dos logaritmos migares ó logaritmos de B iuggs, del nombre del primer autor de una Tabla de esta especie, está fundada en el sistema de las dos progresiones
^ 1 : 1 0 : 100 ; 1000 :10000 ; 100000 - ^ 0 . 1 . 2 . 3  . 4 . 5 ,

la primera de las cuales está formada por las diversas poten­
cias de 10, úas<?del sistema decimal, y  la segunda no esotra cosa que la sèrie natural de los números.Conforme á lo dicho en el n ." 309, se supone haber inlcf' pelado entre lodos los términos consecutivos de las dos pro­gresiones, un número de medios proporcionales y de medios 
diferenciales, suficientemente grande para que todos los nú­meros enteros, empezando pbr 1, estén comprendidos en ja Tabla y tengan enfrente sus logaritmos, es decir, los térmi­nos do ia progresión por diferencia.



DE ÀHITMÉTICA. 365Eslo supueslo, la inspección sola de las dos progresiones fiindamenlalcs basla para liacer conocer:S.'* One el logaritmo de 1 es O, lo cual ya se liabia visto en c ln / 3 1 0 ;2. ® Que el logaritmo de 10 es 1; el número 10, base del sistema decimal, so llama también la base del sistema ordi­nario de logaritmos (por razones que no pueden esplicarse«qwí);3. ° Que los logaritmos de los números comprendidos entre 1 v 10 son menores que la unidad ;4 . “ Que los logaritmos de los números comprendidos en­tre 10 y 100 se componen de una unidad y de ima parle de la unidad;5. " Que los logaritmos de los números comprendidos en­tre 100 y 1000 se componen de 2 unidades y  de una parle líela unidad; y  así sucesivamente.
Las parles de una unidad que deben añadirse á las parles 

enteras se han valuado aproximadamente en decimales, al calcular las Tablas ordinarias.Las Tablas pequeñas, como las de Lalande, U e y n a u d ,...., ijue no se ostienden mas que hasta el número 10000, solo contienen cOíco cifras décimales.Las Tablas grandes, las de Calleí en particular, las únicas . 6̂ que nos serviremos, contienen lodos los números enteros 'lesde 1 hasta 108000, así como sus logaritmos calculados generalmente con siete decimales.[Los números desde 1 iiasla 1200 y desde 102000 hasta el ultimo, se esceptuan de esa conilicioii general pues sus lo­garitmos compiiendeu ocho decimales,]Los siete decimales de cada logaritmo son exactos, hasta la aproximación de inedia unidad, ya en menos ya en mas, del árden de la séptima cifra; es decir que el .error que tienenes menor que ^ . 0,0000001.¿áEslo supuesto, hé aquí algunas proposiciones en que se llanda el uso de las Tablas.320. E n h um eb  lugar . — Se ha visto que á los números comprendidos entrel y l O ,  10 V 100, 100 y 1000, 1000 y 10000,...., '



366 ELEMENTOSes decir á los números cuyas parles enteras, si son fraccio­narios, contienenUNA, DOS, TRES, C U A T R O C i f r Ü S ,corresponden respectivamente logaritmos, que tienen povpar­
tes enteras O, 1 , 2 , 3 , ......De aquí se sigue que la parte entera de un logaritmo con­tiene tantas unidades menos u n a  como como cifras tiene el nú­mero en su parte entera. A sí, los logaritmos de los números456047, 273,tienen respeclivamenle \>(îï parles enteras1. 2 , 3 , 4 ,

19684
tera

Recíprocamente, los logaritmos que tienen por parte en-1, 3 , 4 , 7 , .......pertenecen á números, cuyas parles enteras tienen
dos, cuatro, cinco, ocho,.... cifras.La parte entera de un logaritmo basta, según esto, para hacer conocer de cuántas cifras se compone la parle entera del número correspondiente, y por eso lia recibido la deno­minación de CARACTERÍSTICA.Por ejemplo, el̂  logaritmo 2,3075604 pertenece á'uii mi- mero de tres cifras, ó á un número cuya parle entera se cooi- pone de tres cifras, según que el número es entero ó fraccio­

nario.. Esto esplica por qué, en las Tablas de C allet,  han podido oraitii-se las características de los logaritmos; pues según aca­bamos de decir, se determinan á la simple inspección de los 
números correspondientes.321. E n segunro lu gar . — Designemos por N un núme­ro cualquiera. Tendremos (n." 312)log. N X 10 — log. N H- log. 10 - -  log. N -í- 1 :



DE ARITMETICA. 3 6 7ilei mismo modolog. N x  1 0 0 = - log. N +  log. 1 0 0 = - log. N -h '2 ;
y, en generai log. N X  10”  =  log. N +  n.Análogameiile, en virtud de la propiedad del n .” 315, tenemosN N'»S- ^  =  log. N - l o g .  1 0 = l o g . N - l ; log. =  log. N - 2 ;y en general loelOo- 10N -= lo g . N — ?2.Donde se ve que, conociendo el logaritmo de un número, para obtener el de otro número 10, 1 0 0 ,. . . ,  10" veces ma­
yor ó menor, es necesario añadir á la característica del lo­garitmo del número dado, ó bien restar de ella, 1 , 2 , 3 , . . . , »  unidades, sin variar nada ¡aparte decimal. •Así los logaritmos de los números decimales tales como187,59 1 1875,9 ] 1,8759,que solo dilieron entre sí por ol lugar de la virgula, Uenen 
¡a misma parle decimal; y sus c a i i a c t e r í s t i g a s  son (n.® 320)3; 0 .

Advertencia. — Se observará que estas propiedades son 
peculiares al sistema de Driggs; lo cual le \váCQ preferible a t^ualquier otro, pues las fracciones decimales son las fraccio­nes con que mas á menudo se opera.

Uso de las tablas de logaritmos vulgares.322. Como una Tabla de logaritmos no puede evidente­mente comprender mas que números enteros, y  aun estos en uúraero limitado, el uso que de ellas lia de hacerse para las



368 ELEMKr̂ TOSaplicaciones á los cálculos numéricos, eslá fundado en la re­solución de dos cuestiones que -vamos á tralar sucesivamenle por medio de ejemplos particulares,* á saber : j . °  Dado un número cualquiera entero ó fraccionario 
(mayor que 1 j ,  hallar su logaritmo.2 .“ R(?cíprocamenle, dado un logaritmo, hallar el núme­
ro entero ó fraccionario (mayor que 1J ,  que le corresponde.[liemos dicho ( n ." 3 l l )  porque no debemos, por ahora considerar mas que los logaritmos de los números mayores 
que la unidad.]323. P rim era  c u est ió n . —  Dado un número, hallar su 
logaritmo.Supongamos primero que el número dado sea entero. Sino pasa del límite de las Tablas (que como hemos dicho antes es el número 108000 en las de Callel) {*) , basta, para hallar su logaritm o, conocer la disposición particular de las Tablas en que dicho logaritmo se encuentra comprendido.No debem os, pues, ocuparnos aqui sino de los números 
enteros que esceden del límite de las Tablas.Sirva áa primer ejemplo el número 478963.3.Observemos por lo pronto q iíc , si por medio de una vír­g u la , separamos cifras á la derecha, lo cual dá4 7 8 9 6 ,3 3 ,nada se cambiará (n.° 321) en la parle decimal del logaritmo.En cuanto á la característica del número propuesto, ya se sabe (n.° 3*20) que debe ser igual á 6 .No se trata por consiguiente mas que do buscar h parte 
decimal que corresponde al logaritmo del número 47896,35.Ahora b ien , como este número eslá comprendido entre 47896 y 47897, su logaritmo debe también estar comprendi­do entre tos de 47896 y 4 7 8 9 7 , ó bien habrá de ser igual al de 47896, aumentado en una parle de este mismo logaritmo 
correspondiente á la fracción 0 ,3 3 , en que 47896,35 escede á 47896.( * ) Las Tablas de Callet están dispuestas de tal manera que, des­de el número 1020 en adelante, cada página contieno 600 númerô  con sus logaritmos. No pudiendo entrar aquí en detalles . supondr ■ - mos que el. lector está enterado de la disposición de estas y que sabe buscar el logaritmo de un número miera,  que no escci de. su limiie.



Tenemos, según las Tablas (sobreentendiéndose la carac- terísca) . ■log. 47897 =  6803083 log. 47896 6802992
DE ARITMÉTICA. 3 6 9

9 1 .lo cual dá por diferencia 91 diezmilésimas. ̂ Adm itiendo, en principio ¡véase la observación del n.® 326),^ que las diferencias entre los logaritmos son propor­
cionales áias diferencias entre los númerosy se dirá :Puesto que , para 1 de diferencia entre 47897 y  47896, se tienen 91 diez millonésimas de diferencia entre sus loga­ritmos, se infiere que para 0 ,35 de diferencia entre 47896,35 y 47896, se debe tener una diferencia entre sus logaritmos, 
f̂ spresada por el producto 91 x 0 ,3 5 ;  lo cual dá 31 ,85 , ó sim­plemente 32dí>s millonésimas Oi}x̂  deben añadirse 46802992; y asi se obtiene 6803024 que será la parte decimal del loaa- rilmo de 47896,35.Luego finalmentelog. 4789635 6,6803024.Heola  g en er a l . — Para obtener el logaritmo de un núme­ro entero superior al limite de las Tablas (es decir, ú 108000), 
párense á la derecha del número por medio de una vírgula, 
mtantes cifras para que la parte de la izquierda sea la y.x- 

posible (véase mas adelante el n .° 326), sin esceder el 
mi te;

^Búsquese en la Tabla el logaritmo de esta parte déla iz~ 
P'̂ erda; tómese la diferencia (que la Tabla dá ya calculada) filtre los logaritmos de los dos números que comprenden al oaniero decimal sustituido al número propuesto, y  multipli­
case esta diferencia (considerada como numero enteró), por 
'Aparte decimal de dicho numeró (operación que se efectúa sencillamente por el medio que suministra la Tabla). 

Añádase la parte entera de este producto (que espresa diez 
pilonésimas) á las últimas cifras de la derecha del menor de dos logaritmos tomados en la T ab la , y  así se obtiene la 
p 'te decimal del logaritmo buscado, al cual se pone por ca~ 

(̂ t̂eristica tantas unidades menos una (n.° 320) como cifras teñe el número propuesto.



370 elementosE n la práctica, conviene disponer asi los cálculos:Número propuesto 4 7 8 9 6 3 5 ...4 7 8 9 6 ,3 5 . Diferencia tabular 9 1 log. 47896 —  6802992para 0 ,3 para 0,05 27,34,5531,85luego log. 4789635 =  6,6803024Sirva de segundo ejemplo,23 947684...23947,684. Diferencia tabular 18 2

6803024

para 0 ,6 para 0,08 para 0,004 109,214,560,728124,488
log. 23947 =  3792511

1243792635luego log. 2 3 9 4 7 6 8 4 = 7 ,3 7 9 2 6 3 5 .324. Supongamos ah ora , que el número cuyo logaritmo se trata de hallar, es fraccionario (siempre mayor que la uni­dad) , espresado en decimales ó bajo la forma de fracción or­dinaria (hallándose ó no hallándose ol entero reducido a la es­pecie del quebrado).l.°—Sea el número 347,2586. k íIi»
Se principia por correr la vírgula hacia la modo que la parte de la izquierda sea la m a y o r  posible (véa­se la Observación del n.‘̂  326), sin esceder el limite de las ta­blas ; lo cual dá aqui el número34725,86.12 6Diferencia tabular _ ______. para 0 ,8  100,8para 0 ,06 7,56 log. 34725 =  5406423

luego 108,36lo g . 347,2586 =  2,5406531.
1085406531



DE ARITMETICA. 472.®— Sea el número dado 373 — .DO
3 7 1

Reduciendo el entero á la especie deí quebrado, tenemos 24292 donde (n.® 314)
log. 2429247 :log. 24292 — log. 47.

luego
log. 2 4 2 9 2 = 4 ,3 8 5 4 6 3 3  log. 4 7 = 1 ,6 7 2 0 9 7 92,713365447log. 3 7 3 ^  =  2,7133654.S .^ - S e a 5629489678456 *Hé aquí el cuadro de los cálculos :, 5629489 ,log. '678456 ^  5629489 — log. 678456.R** Diferencia tabular para 0 ,8  para 0 ,09 7 8 log. 5 6 2 9 4 =  750462162,47,0269,42 695» P ,., ,  log. 5629489 =  6,7504690Diferenc. tab. 6 4  log. 6 7 8 4 5 = 8 3 1 5 1 7 8  para 0 ,6  3 8 ,4  38' •

luego
y

8315216 log. 678456 =  5,8315216log. 5629489 — log. 678456 =  0,9189474 Así el logaritmo pedido es 0 ,9189474, resultado que res-



ELEMENTOS . . , , 1 1ponde al valor del número dado,- cuyo enícra,  sacándole delniiphríiílo no liene mas que una sola cifra. ,  „  i325. S eguiída  ctESTioN.— J)ado un logaritmo, hallar el
número corrrespondiente.St*a 1 4708475 el logaritmo dado.Se comienza por bmcarexi la Tabla de los m'iraeros de cinco cifras (vease el n . 326), si la 
decimal dada se encuentra a llí, bn caso afirm ativo, se toma el número correspondiente, cuyas fderecha se separan con una v irgu la , puesto que 
ristica 1 indica que la parte entera del numero buscado no^^^PerM o mas generad ejemplo P ^ t o ) ,es que la parte decimal dada se halle comprendida entre dospartes decimales consecutivas de la Tabla.A si en el ejemplo propuesto, se i’^conoce que la pai te cíecim a lm a sa p ro x im a d a j “ g glo cual dá la diferencia 109ÍU d l ü íi »<* U llC lC U O iu   ̂ 4j5fyPor otro lado, la diferencia tabular es 147.Se  hace pues el razonamiento siguiente, fundado en’’ " t t l o ^ r  la d ífe ,ln e í¡ t S a r  147 d ie . m illonésim  corresponde á 1 entero de diferencia en los^números, una soiíz diez millonésima debe corresponder á t t :; de unidad, 1109 diez millonésimas deben corresponder á 109

147109147 de unidad.Esta fracción valuada en decimales hasta centéstma

solamente, dá la S 'correspondiente á la parte decimal 4708366, foi ma ei nuP®ero'‘’como la caraeterisíica del logaritmo proP“ f  se deduce que el número buscado no cTebe tener mas que cifras en su parle entera.L u eg o , finalmente 29,56974es el número correspondiente al logaritmo dado.



D E  A R I T M É T I C A .  373
Advertencia del traductor.—U  parle decimal de los loga­ritmos Uenc en nuestro idioma el nombre especial de m a n t i ­s a ,  aue usaremos en adelante.R e g l a  g e n e r a l . - P a r a  obtener el numero correspondien­

te á un logaritmo dado, , , . .
Búsquese entre los logaritmos de los números de cinco ci-- fras la parte decimal ó mantisa que mas se aproxime a la del logaritmo dado, y réstense una de otra las dos mantisas, lo cual dará una diferencia cspresada por dos ó tres cifras. V i- 

vidase esta diferencia por la diferencia tabular , y vamese el 
cociente en decimales prolongando soJo la operación hasta cen­
tésimas [véase la observación del n.^ 326). , , , .

Bscribanse las dos cifras obtenidas, a la derecha del nu­mero de cinco c ifra s, que corresponde á la mantisa hallada en la T ab la; y  despees en el número asi formado, cotoqnese la vírgula de manera que la parte de la izquierda ten^a taii- 
tas cifras, mas una, como unidades tiene la coracteristica dellogaritmo propuesto. • . , ■ • , iNos reducimos por ahora a este solo ejem plo, porque las
aplicaciones logarítmicas nos proporcionarán ocasiones depresentar otros. . . , ■ j-j i326. O b s e r v a c i ó n .  —  El principio de proporcionalidad 
entre las diferencias de dos logaritmos y las diferencias de los 
números correspondientes, que ha servido de base a la reso­lución de las dos cuestiones precedentes, jamas es rigurosa­mente exacto; pero en Algebra se demuestra que su uso da un resultado spficientemente aproximado, mientras que no -se opera con números mayores que 10000. , , ,Por eso en la resolución de estas dos cuestiones, debe ha­cerse siempre que el núm ero, cuyo logaritmo se m e a ,  o al cual debe pertenecer el logaritmo dado, sea inferior a 10000.En la P R I M E R A  cuestión, el error que se comete no aléela á las siete primeras cifras decimales del logaritmo buscado.En la íequnda cuestión, la fracción decimal „ procedente de la división de las dos diferencias de logaritmos, puede lle­varse hasta las centésimas sin inconvemenie algu n o; peronunca mas af/á. , . , , i i .  ...¡iSe ve pues por esto que el uso de las labias de logai itmos en los cálculos numéricos no dá mas que valores apio- 
ximados para las cantidades buscadas; pero estas aproxi­maciones, á veces muy lim itadas, son por lo general sup~ 
denles.



Aplicaciones de las Tablas de logaritmos,327. P r im e r a  c o e s t io n . — H allar el resultado del cálculo indicado por la espresion
3 7 4  ELEMENTOS

X 3 7 x 4 9 x 1 7 x 1 7 52 9 x 6 9 x 1 5 4que puede considerarse como procedente de la resolución do un problema cuyo enunciado cónliene razones  ̂directas unas, é inversas otras.En virtud de las propiedades demostradas en los n.®* 313 y  3 1 4 , tendremoslog. íC = 1 .3 7 - h I .4 9  +  U 7 - í - í .  1 7 5 - 1 .2 9 - 1 .  69 —  1.154. Ahora bienlog. 3 7 - 1,5082017 log. 49 =  1,6901961log. 17log. 175 1,2304489 = 2,2430380 6,7318847 5,4887678
log. 2 9 =  1,4623980 log. 69 =  1,8388491 log. 154 =  2,18752075,4837678

Luego log.' ® =  1,2431169Allora es menester buscar á qué número corresponde el logaritmo bailado cuya mantisa es 2431169Las Tablas dán log. 17503 =  2431125 44DiferenciaDividiendo esta diferencia por la diferencia tabular 248, se baila 0 ,1 8 . 'Luego® ~ 1 7 ,50318 con menos de 0,00001 de error.Las Tablas no pueden dar mayor aproxim ación, porque (n.® 326) es preciso pararse en las centésimas al valuar en de­cimales el cociente de Indivisión de Jas dos diferencias.



DE ARITMETICA. 3 7 5/)# los complementos aritméticos y de su uso en los cálculos.328. E n el ejemplo precedente, nos hemos visto en e! caso de restar de la suma de varios logaritmos la suma de otros va­rios. Pero pueden reemplazarse las dos adiciones y la sustrac­
ción, que exige la obtención del resultado, por una sola a a í-cton empleando los coMi’LEMENTOs. i -, ^Se llama c o m p l e m e n t o  a r i t m e t i c o  de un logaritmo, lo que debe añadirse al mismo para formar 10 unidades; o en otros términos, es lo que resta cuando de 10 unidades se sustrae 
dicho logaritmo.A sí,

com.pl. arit. de 2 ,4 2 7 1 6 1 4 = 7 ,5 7 2 8 3 8 6 .Basta para esto, según la re g la n .'’ 12 de la sustracción, res­tar la ùltima cifra de la derecha de 10, y  las demas, de 9 .De modo que el complemento, por decirlo a s i, casi se ob­tiene á la simple inspección del logaritmo.Sean los logaritmos3,0784159; 0,4752649.Sus respectivos complementos serán ,6,9215841; 9,5247351.
Adveríencia.-^i el logaritmo dado termina en uno ó va­rios ceros, es necesario, conservando los miMiios cero sa  la derecha del complemento, restar de 10 la prnier afra signi­

ficativa da la derecha, y las dem ás, de 9 .Por ejemplo,
compì, arit. de ’
compì, arit. de 5,6309800 =  4,3690200.Esto supuesto, sea restar de la suma de mos L L ' ,  L " ,  V ",  la suma de los otros tres í ,  í ,  í , y be signemos por D  la diferencia entre ambas sumas. Tendremos «videntementeD ^  L + L '- h L " + IV " H - I Ó ^ Í  -hlO  — /' + 1 0 — r  — 30;



376 E L i í M E M O SÓ lo qué es ig u a l,D = L-f-L^ -í-L "H -L ^ '^ H -com p !. í + com pì./'-t-compi. 30;de donde se deduce la r e g l a  g e n e r a l  siguiente :
Tómense los complementos aritméticos de los logaritmos 

sustractjfos; hágase-la s u m a  t o t a l  de estos complementos y de los logaritmos aditivos; y luego, de la característica del resultado, réstese tantas veces 10, ó tantas decenas como com­
plementos se hayan tomado.Asi se obtiene la diferencia pedida.V olviendo, para hacerlo ver prácticamente, al ejemplo anterior,  tendremos

compì.compì.compì.ó , restando 30,

i. 37 =  1,5682017 1. 4 9 =  1,6901961 1. 1 7 =  1,2304489 1. 1 7 5 =  2,2430380 I- 2 9 =  8,5376020 1. 6 9 =  8,1611509 i. 1 5 4 =  7,812479331,2431169 1,2431169 como arriba.329. S e g u n d a  C U E S T I O N .— Se pide «Werjuoíar, por ejem­plo, 25 medios proporcionales entre los dos números 3 y 4.Hemos hallado (n.” 307) que la espresion general de la 
razón de la progresión,

-Vi-
En el caso particular que nos ocupa, tenemos Q6 _a = 3 ,  6 = 4 ,  m =  2 5 , de donde



3 7 7D K  A R I T M E l ’ l C A .S¡ se esplican los logaritmos, resultaIo g .4  — log. 3 26Las Tablas dan log. 4 =?= 0 ,60205999log. 3 = :  0 ,477J 2125Diferencia =  0,12493874la cu al, dividida por 2 6 , conduce al resultado 0,00480533;y abora es preciso hallar á qué número corresponde la parte 
decimal de este logaritmo. En las Tablas veremos quelog. 101113 =  0,00480270,La diferencia entre este y aquel son 263; y como la dife­rencia tabular son 430, dividirém os, según la ”regla del n ú - íuero 325, 263 por 430, lo cual dá en decimales 0 ,6 .La razón es por consiguiente 1,011136, aproximada hasta millonésimas.En rigor babriamos podido dispensarnos de calcular ia fracción 0 ,6 , y  babriamos obtenido5 = 1 ,0 1 1 1 3  con menos de 0,00001 de error.Si ahora quisiéramos formar el décimo medio proporcio­
nal, ó sea el undécimo término de la progresión, llamaríamos ® á ese mUio proporcional, y  tendríamos (o.® 304)

26=  3 x ( \ / 5 )  ;de donde empleando los logaritmos,, ,, „  , 10(log. 4 - i o g .  3)log. x = \ o % .  3 H----------- 26--------- '



hemos bailado ya — ^— 26~^— — 0,00480533
I , e . a l d á  0,0480533añadiendo á este el log. 3 .......................... .............  0,4771212tendremos.............................................................  0,5251745cuyo número correspondiente se debe determinar.Buscando en las Tablas, se ve que 33510 tie­ne por mantisa....................................................  5251744Diferencia. . 1que puede despreciarse; obteniéndose por lo tanto 

(E = .  3,3510que será el término medio proporcional buscado.330. T e u c e o a  c c e s t i o n .  —  Se pide el duodécimo término y la suma de los doce primeros términos de la progresión por 7 49 343c o d e n l e ^ 2 :Llamemos x  al duodécimo término de esta progresión, cu- 7ya razón q es1 .“ Tendremos (n." 304)
por consiguientelog. X =  log. 2  -í- 11 (log. 7— log. 6).Las Tablas dán ' log. 7 =  0,84509804log. 6 =  0 , 7 7 8 1 ^  Diferencias 0,06694679 de donde 11 (log. 7 - l o g .  6) =  0 ,M 6 « 4 6 9añadiendo log. 2 0,301^9^ .̂^tendremos ^log. 10907 =  0377003, -------- 094

3 7 8  ILBM ENIOS



DE ATUTMETTCA. 379La diferencia tabular es 3 9 8 ; de donde —  0,24. Luego íc — 10,90724.2 .“ La fórmula S =  -  ^  ^ ^  del d .'* 3 0 6 , se conviertaq - \aquí en
S = : - _ ------ = ------ ------ = ¿ c x 7 — 12.1

Ahora bien, el producto de ¿r, ó sea, de 10,90724 por 7 ,  es 76,35068; de donde, restando 12, se dediiee 64,35068.Así pues, la suma pedida es64,351 aproximada hasta milésimas.

Advertencia.— Se ve que la primera parle de la cuestión 6S la principal que hay que resolver, por conducir a la for~ 
‘pación de una potencia de un grado mas ó menos considera-' We, según es el número de los términos que quieren tomarse en la progresión, operación que el uso de los logaritmos per­mite remplazar pór una multiplicación.L n  cnanto á la suma de los términos, su determinación es I mci!, sin el auxilio de los logaritmos, por medio de la espre- sion

I x q — a

•, Aplicaciones de los logaritmos al calculo de las fracciones 
propiamente dichas.331, Según hemos manifestado en el n.® 310, no podría narse la idea clara del logaritmo de un número menor que la 

'̂ îdad, sin introducir en la Aritmética nociones que le son ^^Irafias. Pero á pesar de esta observación, vamos ahora á nacer ver que las fracciones propiamente dichas pueden so - J'^ l̂erse al cálculo logarítmico tan bien como los números en- woy y  |o5 fraccionarios mayores que J ,  por medio de a lg u - ■



380 ELEMENTOSñas transformaciones ejecutadas en las espresiones donde sehallan las fracciones. ,
P r im e r a  c u e s t ió n . —Se quiere efectuar por logaritmos el

cálculo indicado en la espresion23 19 5^ =  4 9 ^ 6 3 ^ 7 'Observemos que si multiplicamos por 10 cada uno de lea factores del segundo miembro, lo cual dá230 190 501 9 " ^  63 ^  7 ’habremos multiplicado el producto total por 1000', y resulta­rá la nueva igualdad 230 190 50¡e x  1000 —  - ^  ^ 63 ^  7 ’en cuya igualdad, cuando se hayan efectuado los cálculos in­dicados en el segundo miembro, deberá dividirse el resuliaa por 1000, para obtener el valor numérico de x ;  lo cual po- , drá hacerse simplemente variando de posición la virgula» Ahora bien, tenemos=  23 0 + 1 .1 9 0 -4 -1 .5 0 -1 .4 9 -1 .6 3 -1 .7 ;
y  esta espresion, calculada hiea SQa%rectamente bien por medio de los complementos aritméticos (n.“ 32 8), da por r ■" sultado; 101,115, con menos de 0,001 de error.Dividiendo por 1000, se obtiene

!c z= 0,101115 son menos de 0,000001 de error.332. S e g u n d a  c u e s t ió n . —  Sea valuar por logaritmos Íí* 
espresion

•=(ir'



DE ARITMÉTICA. 38tPodemos evklentemenlG darle la siguieale form a:/ 2 3 0 V *- =  •Se calculará el segundo miembro, según las reglas cono­cidas, y  para sacar el valor de x» bastará dividir por la uni­
dad seguida de 12 ceros, el resultado obtenido.Tenemos primerolo g .(^ ) ''= 1 2 ( lo g .2 3 0 -lo g .5 9 ) .Las Tablas dán
de donde multiplicando por 12

log. 230 =  2,36172784 log. 59 =  2,77085201Diferencia 0,59087583 
127,0905099«Buscando en las Tablas la mantisa mas aproximada á '  09050996, se halla 0905049, que corresponde al numero 12317.Pero como el logaritmo 7,0905099 tiene 7 por cargple- ríslica, el número correspondiente debe tener ocho cifras, y  por consiguiente es igual á 12317000.Separando ahora 12 cifras decimales hacia la derecha, seobtiene 0,000012317000 ó 0,000012317,que será el resultado pedido. , , ,  , • i

Advertencia. — Hemos omitido el calculo proporcional que permiten las Tablas, porque la aproximación que se aca­ba de obtener es mas que suficiente.333. T ercera cuestión . —  Valuar por logaritmos la es-
presion

X

7 __/19 V  43*
Principio preliminar. — Antes de ejecutar la transforma-



1382 ELEMENTOScioD que debe conducir al resultado, e$ necesario establecer el principio siguiente:
\ / - = —v r ’siendo A  y  B mayores que 1 ,  y  siendo A  >  B.A  esto se llega por medio de un razonamiento análogo al del n .“ 317.En efecto, tenemos, en virtud de las propiedades de los n .«  316 y  314,, ,  / A  1 A  1. A - l . B

i V  1 V  1 l A  1 1 I» 1. A  — l .B  y  l . r — = l .v / A  — l .v B  — - x l .  A ---- x l .B — ------------ ;V T  n n n

* /A  v^Ade donde se sigue que las dos espresiones y  ñ—el mismo logaritmo {en el mismo sistema); luego son iguales. Asi pues
/ A  J T ~  » __________ *  «  

i / ~  ^  ^ , ó ( n . ‘*44)v/A:B =  v/A : v̂ B. ^  ^  v/FEsto supuesto, observemos ahora que la espresion V 43 puede recibir las formas siguientes: \/19



DE ARITMÉTICA. 383Donde se ve que después de haber calculado por logarit­mos el número
i

V
19000000043bastará dividir por 10 el resultado, para obtener el número pedido.He aquí el cálcu lo: *

i 190000000 1. 1 9 - h l .lO ’' —1.43 1.19-}-7— 1.4343 7 7Tenemos log; 19 7 =  8,27875360log. 43 =  1,63346846Diferencia 6,645285146 dividiendo esta diferencia por 7 0,9493264^La mantisa mas aproximada de las Tablas es 0,9493217y corresponde al número 88986 Diferencia 4747Diferencia tabular 4 9 ; — = 0 , 9 5 ;
luego 1 19000000043 8,898695;dividiendo ahora por 10, se obtiene 0,8898695,que será la raiz pedida.334. Cuarta cuestión. — Sea ahora valuar la espresioa

u



384 elem e n t o s ’A  esta espresion pueden baccrse sufrir las transforma­ciones siguientes:11 11
\/(ij X  1 0 " ; 1 0 " , ó X 10* X  10“ : 1 0 " ,

à \/ (jJ X 10“ : 10"„Ó bien también, según el principio de! n .” 333,
X lO'  ̂ : (/lO^S ó finalmente ^  x  I®"-Donde se ve que después de haber calculado por logarit-n  —-_______ _mos la espresion y / x  10'*, lo cual dátí

.^V(? ® 3 0 - lo g .  7) +  5X I U  —ia s la r á  dividir por 10 el resultado obtenido, y se hallarcá el numero buscado.Dejamos á los lectores para ejercicio la terminación de este cálculo.335. CONCLUSION.[—  Las cuestiones, que acabamos de tratar, bastan para hacer comprender q u e , sin saber lo que es el logaritmo de una fracción propiamente dicha,  es posi­ble ejecutar con esa especie de números toda clase dê cálculo 
logaritmico.E l artificio consiste en transformar las espresiones dadas, de tal modo que siempre haya que operar con números ma­
yores que la unidad.



DE ARTTMETÍCA. 3 8 5
Reglas de interés y de descuento compuestas.En todas las ctiesUones del capítulo 6 / , que se refieren al interés del dinero, hemos considerado el interés simple, es decir, el que debe producir un capital prestado, por un tiem­po determinado y á cierto tanto fijo. Pero puede suponerse, que, dejándose los réditos mismos en poder del que tomó el dinero, produzcan á su vez un interés-, de donde nacen las cuestiones de interés y de descuento compuestos, que pue­den considerarse enlazadas á la teoría de las progresiones por 

cociente. ^336. I nterés compuesto. —  Colocdda una suma a de di­
nero durante un número n de años (ó do meses), á razón de i p. Vo, al año, ó al mes, se desea saber á cuanto monta esa 
suma al cabo del tiempo n , tomando en cuenta no solo el ca­
pital a y sus intereses acumulados, sino también los intereses 
de los intereses. .

Análisis. mayor sencillez, designarémos por r elinterés que produce un real, interés que se obtiene dividien-do i por 100 ( r —Ì 100/Puesto que 1 real produce el interés r, claro es que una suma a producirá a veces r, ó sea o x  r ,  por consiguiente el capital a, colocado durante un año, produce, incluyendo el mismo capital,« H - a X í *  ó ( n .M ? )  a ( l - f - r ) .Esta nueva suma, que comprende el capital primitivo v  su interés durante el año primero, puede cónsidorarse como un nuevo capital colocado durante el año segundo; y desig­nándola interinamente por a', hallaremos que al cabo” del se­gundo año, incluyendo la misma suma, se convierte en
ú bien o' (1 4- r) ó a (1 +  r) (1 -H r),

a (1 -t-r)* .Designando por a '' este nuevo capital^jibiendremos, como^  25 ^



ELEMENTOSvalor de este capital y de sa interés, al cabo del tercer año,
ó bien a" (1 “ h  í") ó * £t (1 H - (1 +  >

a  (1 - f -  í']3 ; ■^ ^^Luegot'en'general, expresando n el número de años que dura el préstamo del capital n, y representando Ppr A el va­lor de este capital unido á sus intereses y a los intueses de sus intereses, se obtiene la fórmulaA  = -  a (1 +  /')“  .Prim er ejemplo. -  ¿Cml el valor a interés compuesto 
de una cantidad de 12000 reales, colocada a 4 p«/o, duran­
te 6  años ?E s necesario poner 4 ia =  12000, r=r=lo cual dá 100 25/26^®A  =  12000

o—  , n =  6 ;
ó , aplicando los logaritmos,1. A = 1 .  12000 4 - 0  [log. 26

Multiplicación por 6 añadiendo
— log. 25).1. 26 =  1,41497335 t. 25 =  1,39794001D ife r e n c ia  0 ,0 1 7 0 3 3 ^  0 ,1 0 2 2 0 0 0 4log. 12000 =  4,0791812o Suma M 8 Í3 8 Í2 9La mantisa mas aproximada es, Diferencia 237237Diferencia tabular 2 8 6 ; ^  =  0 ,8 2 .La mantisa mas aproximada que hemos tomatlp corres pondia al número 15183.



Luego A  15i83*‘«-,82.PE ARITMÉTICA. 3 8 7
Advertencia.— El interés simple de los 12000 reales en6 años, seria -  x  12000 x  6 =  2880 reales; si tomamos ladiferencia entre 2880 y  3183,82, obtenemos 303’'®-,82 que 

son los intereses de los intereses.S e g u n d o  e j e m p l o .  —  Se pide en interés compuesto el va­
lor de 5628 reales, colocados durante 9 ^  meses, á ra%on7 3 ,ae -  o 0 ,75 p 7o al mes.Habiéndose-aquí tomado el mes por unidad de tiempo, v  no habiéndose establecido la fórmula general mas que para el caso en que n es entero, es necesario distribuir la cues­tión en dos partes: 1 .“ determinar el valor de A  al cabo de 9 meses, á interés compuesto; 2.* Hallar el interés simple de este valor de A  en medio mes, sumando luego el interés obte> nido al mismo valor de A .Tendremos pues primero

de donde ó 0,0075, « = . 9 ;
^íuitiplicacion por 9

400A =  5628 X (1,0075)8,log. 1,0075 =  0,00324505=  0,02920545 log. 5625 =  3,7503541La mantisa mas aproximada es y corresponde a! número 60194. Diferenc,03Diferencia tabular 72; —  =  0 ,8 7 .i A
3,779559577955326 3

Tenemos pues A  =  6019»',49.



qoo ELEMENTOSDelerminemos ahora el interés tic 60l9'^''-,49 en me-S^interés de 1 real en medio mes es la mitad Ó 0 00375; muUiplicando 6019,49 por 0,00375 ,  se o t e n  producto 22’'®-,57, interés que añadido al capital A , aa 6042^®-,06,Que es el resultado pedido. il v n^ 3 3 7 . D e s c u e n t o  conruESTO.—  Las dos cantidades A  yque entran en la fórmula
A =  a ( l - í - í i %tienen entre si una relación ta l, f|ue si a es nn capital que hoy qe coloca, A  es su valor al cabo de cierto tiempo. iLueí'o uECÍPuocAMENTE, designando A  una suma ra al caho de un número «  de unidades de 

su valor actual, suponiendo que se tienen en cuenta 
reses acumulados y  los intereses de los intereses del capital A. Como de la fòrmula anterior, se deduceApuede esta considerarse como la fórmula que t’ á f  
iu/ii flñ lina letra ó pagaré cuyo imporle es A ,  pagadeio 
n añ o s, admitiendo que se toma eu cuenta el interes compue^Eiempfo^— actual de una 30000 rs. que ha de pagarse al cabo de 7 «uo5,

el tanto de interés es 6 p.«/o al ano, y que se toma en
cuenta el interés compuesto.La fórmula se convierte en30000 | o g .a = lo g .3 0 0 0 0 - 7 x lo g .l> 0 6 ,log. 30000 =  4,47712125log. 1 ,0 6 = 0 ,0 2 5 3 0 5 8 77 x lo g . 1 ,0 6 — 0,17714109 DiferenciaL a  parle decimal mas aproximada es Y corresponde al núm. 19956. Difer.

0 ,1 7 7 1 ^  0 0 0 0 8 0 2  3000735 67



D E  A E I T M E T I C A .  67 3 8 9Diferencia tabular 218; ^  = 0 ,3 1 .Luego 19956,31 es el mlor actual de los 30000 rs.Buscando el mlor actual de los 30000 rs. por la segunda regla de descuento (n." 268), se hallaria*  21126,76• 19956,31
Diferencia entre uno y otro resultado 1270,45338. A n u a lid a d e s . — Un ejemplo solo bastará para dar una idea de este género de problemas cuya solución se funda en la espresion de la suma de los ténninos de una progresión por cociente.

ün particular toma prestada una suma de üOOOO r s ., que 
se compromete á pag.ar en 12 pagos iguales de año en a fio. Se 
desea saber el i m p o r t e  de cada pago , teniendo en cuenta los 
intereses, y suponiendo que el tanto por denlo es 4 V s  al año.A n á l is is . — Claro es que si, por una parte, se calcula el valor en interés compuesto de los 60000 rs. al cabo do 12 años; y  si por otra ¡¡arte, se calculan siicesivainenlo los va­lores, en interés compuesto, de las sumas pagadas al termi­nar cada año hasta el ün del duodécim o; y después se iguala e íprmer Yfilor á la suma de todos los otros, se obtendrá se­guramente la relación quodebe existir entre la suma presta­da y el importe de cada pago.Para simpliíicar pondremos a = 6 0 0 0 0 , y designaremos por X la suma que debo pagarse am ialm entc, y por r  el inte­rés de 1 real a! año.Esto supuesto, tendremos pqr lo pronto (n.” 336) que el valor de la cantidad a, al cabo de 12 años, será
( t ) a { ln - r ) i2 ;por otro lado, el importe a? del pago primero, es decir, el que se hace al lin deprimer añ o , producirá en manos de la per­sona que le recibe, al cabo de los 11 años restantes, una can- Üdad espres'ada por



390 ELEMENTOSAnálogam ente, !a misma cantidad a?, pagada al fin del se­
gundo año , producirá, hasta acabar los 10 restantes

X  (1y  asi sucesivamente hasta concluir,el undécimo año , o^yo pa­go producirá ic ( l  +  r),llegando con esto al fin del duodécimo y  idtimo año, cuyo pa­go X  que será el últim o, nada puede ya producir.Escribamos ahora en una misma línea las diversas canti­dades obtenidas, pero invirliendo el órden de los términos, tendremosa ;, x{\.-hr), í r ( H - r ) “ .Esta serie no es m asque und, progresión por cociente, cuyo primer término es x, la razón (1 4-r) y el último términoAplicándolo pues la fórmula S =  — —̂7^deln.®30í5, ten­dremos 6 S
í - 1iC [ ( 1 _  1]

y  este valor de S es el que debe igualarse á la espresion (1) obtenida al principio.Tendremos pues la igualdad— 1]
de donde se deduce, multiplicando los dos miembros por r y dividiendo en seguida por ( l -h  — 1 multiplicador de
(2) X-  ̂ ( 1 - í - r P - l  *



BE AlUTMÉTIGA. 391{Si en esta igualdad reemplazamos 12 por n , tendremosf l x r x ( H - r ) «( n - r ) ” — rque será la fórmula general del problema de las anualidades.)Pero para llegar á la resolución de la cuestión particular que nos hemos propuesto, es necesario ahora poner 60000 en vez de a en la igualdad (2), y 4 V a : 100 ó sea 0,045 en lugar de r ; lo cual da 60000 X  0,045 x(l,045V'-^ • ( l ,0 4 5 f^ — 1ó, suprimiendo en ei num erador, tres de los ceros del 60000 y la virgula del 0 ,0 4 5 , lo cual equivale á dividir y multipli­
car dicho numerador por 10 00 ,

X —
G 0 x 4 5 x { l ,0 4 5 ) í2  (1,045)‘'espresion que difiere particularmente de la anterior en que sus dos términos solo contienen números mayores que la uni­d ad , pudiéndosele por lo tanto aplicar sin dificultad ios lo­garitmos.H é aquí el cuadro de los cálculos, que podrá servir de* modelo para todas las operaciones de esta especie:

\.x =  l  6 0 - H .4 5 - f - l 2 x ! .  1 ,045 —  1. [(1 ,0 4 5 ^  — 1].Debe comenzarse por ejecutar el cálculo de la espresion encerrada en el paréntesis cuadrado. 1. 1,045 =  0,01911629 
121 2 x 1 . 1,045 =  0,22939548 3746209Parte decimal de la Tabla Número correspondiente, 16958 Diferencia209Diferencia tabular 256; ^  =  0 ,8 ,  aproximación sufi-



392fitecie; de donde
y

ELEMENTOS(1,045)13^1,69588 ( l , 0 i 5 ) * 2 - l = 0 , 69588.Como este número es menor que la unidad, se multiplica por 10, á fin de poder aplicarlo el cálculo logarítm ico; lo cual dá 6 ,958 8.Hallaremos pues Por otra parle leñemos I. 6 ,9 5 8 8 = 0 ,8 4 2 5 3 4 41 .6 0  =  1,7781513 1. 45 =  1,6532125 1 2 x 1 . 1,045 =  0,2293955 Suma 3,6607593de la cual es necesario restar 1. 6 ,9 5 8 8 , ó 0,8425344obteniéndose la diferencia 2,8182249Pero como acabamos de restar el logaritmo de un núme­ro diez veces mayor áa lo que debia ser, la caraoterislica del resultado iQnárá una unidâ d menos de las que debia tener.De modo que el verdadero resultado debe ser 3,8182249 y  ya no falta mas que bailar el número corres­
pondiente á este logaritmo.Mantisa de la Tabla . 2193•Número correspondiente, 65709. Diferencia 5656Diferencia tabular 66; - ^  =  0 ,8 .Luego el número buscado os 6579''®*,98®*.E l tomador del dinero debe pues pagai* una cantidad de unos 6580 rs. en cada a ñ o , para eslinguír complelamenle su deuda al cabo de 12 años.339. E l problema siguiente se refiere también á las anua- 
lidades.

Una persona economiza cada año 2500 rs. que coloca ú iNTEnÉs COMPUESTO do 5 p. %  al año. Se desea saber qué ca­pital habrá reunido al cabo de 12 años.Tralando en general la cuestión, designemos por a la can­tidad colocada anualm ente, p o rr  el interés da.1 real al año, y  por n el numero de años, al cabo de los cuales lia de veri-



DE AUITMÉTIGA. 393ficarse el reembolso de lodos los capilales colocados con sus intereses y  los intereses de los intereses. .Si suponemos que al principiar ePprimer ano se Hizo ta colocación de una primer cantidad a ,  esta cantidad secón vertirá en a í l + í - ) " .La cantidad a , entregada al principiar el segundo a n o , se convertirá á su vez en
y así sucesivamente hasta llegar al último añ o , en el cual la cantidad a , colocaíTa en su principio, se convertira enfl( l-f-r ) .Si ahora concebimos escritas en una misma línea todas es­tas cantidades, empezando por húllima, resulta

fl(H -r), íí(l +  /-)% +  a(l-Hr)” ,

prof/resion por cocionte, cuyo primer término e s a ( H - r ) ,  la razón (1-i-r) , y  el último término a(1 4 -r)”  ; la suma sera por consiguiente (n.® 306)S = —  g (1 -f-r)
ó poniendo en evidencia el factor común a ( l + r ) ,S = f l ( l + r )  X  [( l +  y)^ — i ]

Ahora y a , para resolver la cuestión propuesta, no se ne­cesita mas que reemplazar en esta espresion o , r ,  y «  por 2500, 0 ,05 y  12, hecho lo cual hallaremos2 5 0 0 x l , 0 5 x [ ( l , 0 5 r - l ] _0 ,05



394 ELEMENTOSÓ, dividiendo 2500 y 0 ,0 5  por 5 , y  suprimiendo después la vírgula en 1,05 y  0 ,0 1 ,S = = 5 0 0 x l0 5 [( l,0 5 ) * 3 — 1].Hé aquí el detalle del cálculo ;log. 1,05:^=0,02118930 1212 log. 1,05 =  0,2542716 Mantisa de la Tabla 2580Námero correspondiente, 17958.Diferencia 136i  30Diferencia tabular 242 ; 7̂77; — 0 ,5 6 ;242 ' ’de donde (1,05)12 =  1,795856 { 1 ,0 5 ) 1 2 -1 = 0 ,7 9 5 8 5 6  
Multiplie, por 10 (n.® 335) 7,95856log. "7^95856 =  0,9008345 log. 1 0 5 = 2 ,0 2 1 1 8 9 3  'lo g. 5 0 0 = 2 ,6 9 8 9 7 0 05,6209938
6, rebajando á la característica la unidad procedente de la multiplicación por 10, 4,6209938Mantisa de la Tabla 892Número correspondiente, 41782.Diferencia 46
luego

46Diferencia tabular 1 0 4 ; — = 0 ,4 4 ;  8 = 4 1 7 8 2 ,4 4 .Así pues la cantidad 4l782'®-,44®- espresa el valor de los 2500 rs. colocados anualmente á interés compuesto por es­pacio de 12 años consecutivos.A l fin de este capítulo se encontrarán otros ejercicios sobre 
anualidades.



DE ARITMEriCA. 3 9 5
Enlace de las operaciones aritméticas.340. E u ler, en sus Elementos de Algebra, ha eslablecido, entro las varias operaciones de la Arilinélica, una compara­ción que vamos á esponer, porque dá lugar á un modo espe­cial de considerar los logaritmos.Designemos por a, 6 , o, tres números cualesquiera y  pro­pongámonos esta cuestión general:

Dadas dos cualesquiera de esas tres cantidades determi­
nar la teftera por medio de una de las operaciones aritméti­
cas, ejecutada con las doscantidades dadas.Sea primero hallar á c , por medio de la adición de ct y  ú.Tendremos de donde a — c-

a -h b= c,

• 1) ó b — c — a.Lo cual demuestra que, si en vez de buscar á c, se pidie­ra el valor de a ó de b, la misma igualdad daria la cantidad 
desconocida, por medio de una sustracción.Según esto; la adición y la sustracción están ligadas entre sí por la misma igualdad
( 1)

a + 6  =  c.S i , en la igualdad a - = c ~ ú ,  suponemos c < 6 ,  la sustrac­ción es imposible, y nos conduce a una espresion que en A l­gebra se llama cantidad negativa; de modo que las cantidades negativas traen su origen de una sustracción que no puedeejecutarse. , .  i ' »Como la adición de varios números iguales conduce a la 
multiplicación, se pi.de bailar á c por medio de la multiplica­ción do los números a y  ú.Tenemos a x ú = c ,  ó ab =  c;de donde se deduce ' u- z,a = = r ,  o bien . o —u O



396 ELEMENTOSLu ego , si en lugar de buscar á c, se quiere obtener bien sea el valor de a , bien el valor de 6, la división dará el valor del número desconocido.Según esto p u es, la m ultiplicación  y  la d ivisió n  se bailan 
ligadas entre si por la misma igualdad(2) ab — c.En la hipótesis de no ser c divisible por 6 ó por a , la es- c cp re sió n ^ , núm ero/faccionano, mayor ó me­
nor que la unidad, según que c es mayor ó menor que h ó que a; luego las fracciones traen su origen de divisiones que no pueden hacerse exactamente.Por últim o, como la multiplicación de varios números 
iguales conáucQ á la formación de las potencias, supongamos que se quiere obtener á c , elevando la cantidad a á una po­tencia del grado h.Tenemosde donde a® =  c ;

b _
a— V e ;lo cual prueba que si, para obtener el valor de c , conociendo á íi y  ó, debe efectuarse una formación de potencia, para obte­ner el valor de a, conociendo á 6 y  c ,  es necesario efectuar 

una estraccion de raiz.Luego la form ación  de potencias y  la estraccion  de ra í­c es  están ligadas entre si por la misma igualdad(3) a’’ = c .  'Cuando c no es potencia exacta del grado marcado por b,la espresion Ve es un número inconmensurable; luego los nú­meros inconmensurables ó irracionales traen su origen de eS' 
tracciones de raíces que no pueden efectuarse exactamente.

Manera particular de considerar los logaritmos.341. Resta todavía, para resolver completamente la cues­tión general que nos hemos propuesto, determinar el valor de 
b en la igualdad (3), conociendo los de a  y  c.



DE ARITMÉTICA. 397No dá esa igualdad, como sucedía en las (t) y (2) la ma­nera de obtener el valor de b por medio de una misma opera- don ejecutada en las dos cantidades conocidas.Para hallar ese valor de &, se necesita recurrir a una Ope­ración particular, (|ue en cierto modo constituye una séptima Operación de la Aritmética; y  los logaritmos sonólos que su­ministran el modo de ejecutarla. . , i j  iAl efecto, se aplica á la igualdad la propiedad deln .“ 315; lo cual dá 6 X  log. a =  log, c ;de donde 6 = log. clog. aLa igualdad a'' == c , ó mas bien, a* =  c (siendo b la des­conocida) se llama una ecuación esponencial.Hagamos algunas aplicaciones.342. Supongamos en la igualdad o® = c ,
resulta fl— 3, c — 81,8® =  8 1 , de donde a: log. 3 = log. 8 1 , log. 81log. 3 ‘Pero
luego

X =
log. 81 =  1,90848502 log. 3 =  0,47712125;1,90848502 ^-  =  4 -H0,47712125 47712125'Despreciándola fracción que es muy pequeña y que pro­viene de que los logaritmos no son números exactos, se halla

y en efecto 3* es igual á 81. _343. Sea ahora resolver la cuestión siguiente;



3 0 8 ELEMENTOS

La población de un pais aumenta cada año én -^deloqm
era al principio del mismo año; se desea saber al cabo de 
cuántos años se habrá duplicado la población.Designemos por a el estado de la población al comenzar el primer a ñ o ,'y  por a', a " , . . . ,  lo-que llega á ser al principio de cada uno de ios años sucesivos.naciendo un razonamiento análogo al que nos sirvió para la resolución de las cuestiones de interés compuesto (n.® 336], se dirá:Puesto que al fin del primer año la población resulta au- 

tmentada en se habrá convertido en
“ + 5 0 - “  “  +  M ■ /"SI°  “ ( s o o a\según las notaciones convenidas.Del mismo m odo, puesto que al terminar el segundo año •  ■ 1 ha de haber aumentado en rr, de lo que era al principiar eloom ism o, se habrá convertido enó bien a { | ) x ( | )  6 « ( | J ;

por Luego ai cabo de x  añ o s, la población estará espresada
y  como por hipótesis en esta época, desconocida todacia, la población debe haberse hecho doble de lo que era al comen­zar, se tendrá la igualdad
de donde suprimiendo el factor a, común á ambos 'miembros, resulta

5 0 /



DE ARITMÉTICA.. 399Si lomamos ios logaritmos de los dos m iem bros, ten­dremos
X, (log. 51 — log. 50) =  log. 2;y por consiguiente

x =
log. 2log. 51— lo g .5 0 ‘Buscando en las tablas los logaritmos de 2 , de 50, y de 51, y-haciendo todos los cálculos, se hallaa ; =  35 -f- 860018*^De modo que al cabo de 35 años, poco mas ó menos, será cuando se haljrá duplicado la población.Los logaritmos dán p u es, según se v e , medios de efec­tuar un género particular de operaciones, in d ispe n sa r le  para 

la'resolucion de ciertas cuestiones.
Advertencia.— observará que en la cuestión preceden­te el valor de x  es absolutamente independiente del estado pri­mitivo de la población, puesto que a ha desaparecido del cálculo.

Ejercicios.

I . Cuando, en una sèrie de números a , 6, c , d,cada uno es igual á la semisuma de los dos que le compren­den, estos números forman una progresión por diferencia, y  si cada uno es igual á la raiz cuadrada del producto de los dos que le comprenden, dichos números forman una progre­
sión por cociente. , .II . La producción del hierro en Francia fue,, en 1825, de 1156850 quintales niétricos (100 kilogramos cada uno); en 1847, se elevaba á 3G01901 quintales métricos. Se desea sa­ber cuánto habría producido en 1835, suponiendo igual el au­mento en cada uno de los años transcurtidos.I I I .  ü n  monlon de arena está colocado á 40 metros de. «na calle de árboles, que para ser enarenada necesita 100 car-



400 ELEMENTOSgas pueslas do 6 en 6 metros. Se desea saber cuánto andará en metros el conductor de las cargas, suponiendo que la pri­
mer descarga se hace á 40 metros del monlon y  que el hom­bre al terminar ha de volver al monton mismo.l Y .  Form ar la suma de los 20 primeros términos de cada una de las progresiones por cociente1 1 1■ff 1 :3  :9  : 2 7 : . . . ;  1 :  3 ■ 9 * 27 = *'•’operando primero direclamente y  después por logaritmos.V . ü n  particular deposita en casa de un banquero 60000 francos á interés compuesto, á razón de 4 ,75 p. ®/o til 8ho 7 se muere 5 años y  8 meses después. Se pregunta la cantidad que el banquero deberá pagar á los herederos, advirliendo que en, los 8 primeros meses solo se tuvo en cuenta el interés simple, según en Francia es costumbre.Y I . Una compañía de seguros recibe de una persona 45000 r s . , con la obligación de constituir á esta con pérdida 
del capital, una renta vitalicia, calculada al 9 p . Vo al año en 
Ínteres compuesto y para 12 años de existencia calculada se­gún las tablas de mortalidad. Se pide cuánta habrá de ser la renta anual.Y l l .  Una persona ha heredado 400000 r s . , que coloca en casa de un banquero, á interés compuesto de 5 p. '̂ /o al año, y además economiza cada año en su propia renta 2000 rs. que entrega al banquero con las mismas condiciones. ¿Cuánto de­berá devolverle el banquero al cabo de 10 años?Y II I . Se pregunta qué cantidad deberá entregarse en un dia dado, para ir retirando al fin de cada año, durante 12 años, una cantidad de 1500 r s ., de modo que al terminar, se hayan cobrado el capital y los intereses, siendo 5Va por cien­to el tanto de interés anual.



DE ARITMETÍCA. 4 0 1
C A P I T ia O  V IíI .(complementario de los precedentes. ’

§  1. Propiedad del número 1 1 .— §  II . De los números pri-
*nos. — §  l í l .  De las fracciones decimales periódicas.__§  IV . Métodos abreviados para la división y para la estrac- 

don de la raíz cuadrada.—$ V . Operaciones con los 
números aproximalivos.

Hasta aquí hemos procurado simplificar cuanto ha'sido posible la, esposicion de las teorías que han sido objeto, de los. capítulos precedentes, á fin de evitar toda esplicacion qiíenos parecía salir de los Elementos de la Aritmética.Por eso hemos destinado este capítulo á completar algu­nas de aquellas teorías.§  1 .—  P r o p ie d a d  d e l  n ú m e r o  H .
Residuo de la división de un número por 11,344. Ei número 11 goza de una propiedad análoga á la del número 9 , y  que puede enunciarse a s í :S i un número entero cualquiera es tal, que la íwma de sus cifras de lugar impar-, comenzando por la derecíia, sea mayor que la suma de las c ifr a s te  lugar par, considerándose.cada cifra solo con su valor absoluto, el residuo de la división del 

número dado por 11, es igual al que dá la división, por 11, 
de la diferencia entre una y otra suma; y si por el contrario, la segunda suma escede á la primera, el residuo es igual al 
ĉomplemento á 11 [*]del residuo que dá la división, por í í , 

de la diferencia entre la segunda y la primera suma.(‘ ), .Se.llama complemento .üg un número á otro número, loque le '̂ aila al primero para formar el segundo (Oiíáse ’ ' ' -----



.\0% ELEMENTOSCuando la diferencia de las dos sumas es 0 ó un múltiplo de 11, el número total es divisible por 11.
Ejemplos: 1.®— 37098526.

Suma de las cifras de lugar impar............... 27
Suma de las cifras de lugar par...................  13Diferencia. . . . . . . . .  14La 11.* parte de 14 es 1 y  sobran 3; luego 3 es el resi­duo de Ja división del número d ad o , por 11.' 5w»ia de;lás cifras de lugar impar...............11
Suma (le las cifras de lugar par...................  1^Diferencia 15 —  11- . 4luego 1 1 — 4 ó 7 [complemento de 4 á 11) es el residuo de la división del número total por 11.Para demostrar esta propiedad, comenzaremos por esta­blecer las dos proposiciones siguientes:1 . ® Toda potencia de guado  pa r  (2n),  de 10 , disminuida 

en 1 , dá un número múltiplo de 11.2 . ® Toda potencia de im pa r  (2 / H -l) , de 10, aumen-̂  
tada en 1 , dá también un múltiplo de 11.La primera proposición es evidente, porque se tiene100— 1 = 9 9 ,  10000 — 1 =  9999, 1 0 0 0 0 0 0 -1 = 9 9 9 9 9 9 ...,y  todos estos núm eros, esencialmente divisibles por 1 1 , dan por cocientes respectivos9 , 909, 90909, 9 0 9 0 9 0 9 ,....En cuanto á la segunda, teneino's102«+^ = 1 0 2 «  1 0 =  1 0 . (102« _  i ) + i o ;ó , añadiendo 1 ú cada miembro,102«+í +1=10.(102«— i) +  i l .Ahora b ie n , el segundo miembro de esta última igualdad



DE ARITMÉTICA. 403se cottiponc de dos parles, múltiplos de 11, una en viriud de la primera proposición y  del principio del n." 63 ; la oirá, porque 11 se divide á sí mismo.Luego el primer miembro lO^'^+^-f-l es lambien múlti­plo de 11.Eslo supuesto, volvamos á la propiedad enunciada.Sea N un número entero cualquiera. Designemos las c i­fras , que le componen, por a', a " , a"', a*'', a ' ' ,  (es­tas notaciones se han elegido á fin de distinguir hs cifras de 1 ." , 3 .° , 5 . ' ' , . . .  orden, de las de 2 .“ , 4 ." , 6 ." , . . .) .En virtud del principio fundamental de la numeración tenemos ’N =  10-ha'".  ̂10^-ha’̂ . 10^~h,..,espresion que puede transformarse asi :ÍAl N«= í  0*-1 03+1 )+ a n i 04-1 ] + .
i4-a'—a"  + a '" —a*Esta igualdad conduce á examinar dos casos diferentes, según sea la suma de las cifras de lugar impar mayor ó me~ 

ñor que la de las cifras de lugar par.
Primer c a ío .— Sea - f - . . .> a " + - a > ’̂ -ha’̂ í-h ..,-y pon gam osa'-ha'"+-fl^-i-... —designando r el residuo de la division por 11, de la diferencia espresada por el primer miembro de esa igualdad.E l valor de N se convertirá entonces en(B)N -f-a"(10-hí)-hrt'"(102— 1)-hú>^(I03-hl}~h... 11 .q + r .Pero todas las partes del segundo m iem bro, escepto r ,  son 

necesariamente divisibles por 11, en virtud de las dos propo­siciones preliminares:Luego, (n.® 64), el residuo de la división de N por 11 es igual al residuo r  que dá la división por 11, del e s c e s o  de la 
suma de las cifras de l u g a r  i m p a r  sobre la suma de las cifras 'de LUGAR p a r ;  lo cual es conforme al enunciado de la primera parte de la propiedad.

Segundo caso. — Seaypongamos a"-t-a” -h a ’'‘4 - . . . . ) = !  \.q'-hr'\



404 ELKMIiNTOSsiendo r' el residuo de la división por 1 1 , de la diferencia espresada por el primer miembro de esta ip a ld a d .Tendremos, cambiando los signos á todos los términos en los dos miembros (lo cual no altera la igualdad), la nueva igualdad
cuyo segundo miembro puede ponerse bajo la forma__ 11 (rt^ H -l)-H .ll— r' (por un simple artificio de cálculo queconsiste en añadir y quitar ,el mismo námero 11} ; de modo que el valor de N será el siguiente :(O  N- =  [cuya igualdad es t a l , que cada una de las partes que compo­nen el segundo miembro qs divisible por 11 evidentemente,éscepto la cantidad 1 1 — r '. ' - , , , ,  ,lu e g o , en virtud del principio del n.® 6 4 , el residuo de 
la division de IN por 11 es igual al esceso de 11 sobre v', ó se­gún el enunciado de la propiedad, al com plem ento  a 11 m  
Asiduo de la division, por 11, del esceso  de la suma de las 
cifras de l e g a r  pa r  sobre la suma de las cifras de lugarliesuUa necesariamente de. la espresion (A) del numero que cuando la diferencia de las dos sumas de cifras de lu­
gar impar y de lugar par es n ula  ó m últiplo  de 11, en cuyo 
caso V y r' son nulas en las espresiones (B) y (C), el nùmero !N
es divisible por\i. ' , iPor consiguiente, la propiedad enunciada queda demos­trada completamente.

Prueba por 11 de la multiplicación y de la division.3 4 5 . Ahora se ve cómo puede utilizarse, según indicamos en el 11° 73, el-número 11 párá comprobar la multiplicación Y d ivision, puesto que (h.? 74) el residuo de là division de un número cualquiera por ese número particular puede detcrun-narse fácilmente. »Como esta prueba no difiere de la prueba por 9 mas quo eu el modo de obtener los residuos de la division de los tac-



D E  A R I T M É T I C A .  405lores de la operación que se ha de comprobár, se justifica ab­solutamente de la misma manera.Se comprende además que la jirueha por 11 no está sujeta á tantas causas de error [n.° 72) como la prueba por 9 . '§  I I .— DE LOS NÚMEROS PRIMOS.
Medio de simplificar los ensayos que deben hacerse para re­

conocer si un número es primo.346. liemos indicado (n.“ 213} una espresion sencilla del 
limite de los ensayos que deben hacerse para la investigación de los divisores primos de un número.De ellos resulta que:

Se reconoce como primo m  número, cuando no es divisi­
ble por mime.ro alguno inferior á Uparte entera de su raiz 
cuadrada,Lo cual puede además demostrarse directamente por me­die déla igualdad eoíí/eníe N =  v/N x \/*Ñ.E n efecto,  de esta igualdad se deduce, que si un número
primo mayor que el primer facloj^y/ ,̂ y , por consiguiente, 
mayor que la paute en t e r a  de N , pudiera dividir á N exac­tam ente, otro nùmero primo menor que el segundo fac^rV N , y  necesífriamente menor que la parte  en tera  de \/N, debería, en compensación, dioidir también á N , lo cual soría también contrario al enunciado dé la proposición.S e a , por ejemplo, el número 5479.Siendo 74 la pa rte  en t e r a  de su raiz cuadrada, no ,se deberán prolongar los ensayos mas que hasta 73, ultimo de los «lí/nerús comprendido en la sèrie de los naturalesdesde 1 hasta 74.347. E l conocimiento de este limite dá un medio de res­tringir mucho las operaciones que exige el reconocer si un número ti primo.Pero todavía en lo general son bastante laboriosas osas operaciones para que haya interés en abreviarlas cuanto sea posible.Este es el objeto de un método (*) que vamos á esplicar,

í *) Hemos Lomado la idea de este método de c?isayo en nuestras



406 ELEMENTOSmétodo que consiste particularmente en bacer ju zgar, sin 
efectuarla division̂  si un número es divisible por otro, y  tie­ne la ventajado dar al mismo tiempo el cociente d éla  división, en el caso de poderse efectuar exactamente.Diremos antes de esponeiio que no puede ser ú til, sino respecto de aquellos números que lomados por divisores no son tales que la division por ellos se opera fácilmente, bien sea por alguno de los caracteres de la divisibilidad, bien á la sim­ple inspección del número tomado por dividendo.A s í, no puede aplicarse á los divisores ¡orimos 2 , 3 , 5,7 y l l .Volviendo á tomar el número 5479, habremos de conside­rar como divisores que deben ensayarse los números primos desde 13 hasta 73 inclusive.Razonemos sobre el divisor 13.Se trata de conocer, sin efectuar la division ̂  si 13 es un 
divisor exacto de 5479.l’ ara esto observemos que de tres cifras, que componen el 
cociente, la primera (la de las centenas), 4 , se obtiene á la simple inspección de las dos primeras cifras, 5 4 , del dividen-

frecuentes conversociones con el joven Gbandemange, de Epinal, que habiendo nacido enferrao, basta el punto de no poder dedicarse á tra­bajo alguno manual, está dotado do una maravillosa í¿ciiidad de eje­cutar mentalmente los cálculos numéricos mas complicados, y hasta do efectuar operaciones que suponen el conocimiento de los princi­pios del Algebra, siéndole estos al parecer completamente eslraños. Pero cómo dicho joven no ha podido recibir la instrucción necesaria para darse cuenta de su manera de operar, nos ha sido necesario en cierto modo, adivinar los medios verdaderamente sencillos ó inge­niosos á que recurre.La teoría do los números primos le proporciona particularmente la ocásion do hacer usó do la notable facultad que posee, pues con una prontitud cstraordinaria, reconoce si es ó no primo un número dado.Invitado por nosotros á hallar un número ■ cuyos divisores tanto 
simples como compuestos formáran una soma determinada, solo nece­sitó algunos momentos para dar dos soluciones de las cuatro que per­mite la cuestión.Las cslracciones de raíces han sido también para el objeto de un ejercicio especial.Al fin de este libro ponemos una iVofa para dar á conocer cómollega al resultado de la operación espresada por Va® +  6®, sin cs- 
iraer la raiz cuadrada, y aun dispensándose de formar uno de los 
cuadrados.



do; la ullinia (la de las unidades) es, evidentémetíte, 3 , por­que solo la cifra 3 es la que multiplicada por 3 , citra (le las unidades del divisor 13, puede reproducir 9 , cifra de la? uni­
dades áe\ dividendo. ■Falta pues hallar la cifra de las decenas de dicho cociente. Aqui la operación, conocida bajo el nombre de prueba por 9 , recilie una notable aplicación. , , , • • •  nSe observa en efecto, que el residuo oq la división por y ; !.<• del dividendo 5479, es 7 ; 2.° del divisor 1 3 , es 4 ; de donde se infiere que el residuo de la división, por 9 ,  del co­ciente si la división hubiera de hacerse exactaTnentOi séiía 4 ( p u e s ix  4 , ó 16, dividido por 9 , dá 7 de residuo); y  c o n lo a s  de las cifras de dicho cociente- [í\üq llamaremos cocwite pre­
sunto Y que- sería el verdadero cociente si la división-fuera exacta) son 4 y 3 , la única cifra que falta que hallar, nopufe-de ser sino 6 . , . ' • .La cuestión está ahora en saber, si ese cocient  ̂presuifto 463, corresponde á un divisor exacto, 13, del nümero pro­puesto 5479. . , , ,Determinando á este fin unicamente la cifra de las decenas del producto de 463 por 1 3 , se ve que es diferente de 7 , ci­fra de las decenas del número dado y que por lo tanto 13 no es de este número. ' -S i las dos cifras de las dep^^As asi oomparadas hqbidran sido las mismas, se habrían comparado iguafmeñ’tb lúi'dos c i­fras de las centenas y  a u n , caso necesario, se acabaña la 
mttiplicacion; pero la mayor parìe de las veces no hay ne­cesidad de pasar de las decebas (*) . '■'■’i ,

DE a r it m é t ic a . ^ 0 7

í • ) Fácilmente se comprende que para sacar de este mÿodo todo el partido posible en la práctica, es menester echar mano .de la legla demultipUcaoion conocida con el nombre de Reqi-a de o» soto proDOCTO ’ 'Esta regla, cuyo uso comienza á estenderse y que ae «^ena par^ ticularmonle en las escuelas superiores de primeras letras, consiste en no hacer los productos parciales, irlos escribieado, y sumarios pues, seguala regla general del n.« 21, smo en - S iel producto total, determinando primero la cifra de las 
simples, despues la cifra de decenas, procedente-^tanto de I9 
lleva del producto de las unidades simples, como de la multipbcacion de las unUades y decenas del multiplicando respectivamente por las



^08 ELEMENTOSRazonando absolutamente del mismo modo respecto de los
amsores primos1 7 , 19, 2 3 , 29 , 31, 37, 4 1 , 4 7 , 53,se hallan los cocientes presuntos,317, 241, 203, 161, 139, 187, 149, 107, 173,y  se reconoce sin tener necesidad de prolongar la multiplica­ción mas allá de las decenas, sino para el divisor 1 9 , que ninguno de esos dimsores primos divide el número pro­puesto. ^En fin, para los últimos divisores simples que deben en­sayarse 59, 61, 67, 71, y 73,los cocientes presuntos,91, 89, 8 7 , 79, y 73,se componen solo de dos cifras y  se obtienen á la simple ins­pección del número dado.Del mismo modo se reconocería, deteniéndonos en la ci­
fra de las decenas del producto de cada uno de esos cocientes

decenas y  las unidades del multiplicador; lo mismo se hace con' la tem plo-  ̂ y ‘'»sí sucesivamente, según se ve en el adjunto463436049Se dice:3 veces 3 son 9; se escribe 9, que es la cifra de unidades simples;3 veces 6 son (48) y una vez 3 (3) son 24; escribo I decena y lle­vo 2 centenas;4 vez 6 (6), 3 veces 4 (42) y 2 que llevo son 20: escribo 0 cente­
nas y  llevo 2 unidades de millar;4 vez 4 (4) y 2  que llevo hacen 6 unidades de m illar, queescribo.opera ^siempre mentalmente el jóven Grandemangb, con tal tacilidad, que si se lo pide el producto de dos números ente­ros o decimales de á diez cifras, forma casi instantáneamente el pro­ducto.
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presuntos por el dwisor correspondiente, que ninguno de es­tos divisores primos es ilivisor exacto del numero propuesto.Así se vería que el residuo de lá division por 9 del pro­
ducto 8 9 x 6 1  es 2 y no 7 , residuo í\q la division por 9 del nú­
mero dado.Respecto de los dos divisores59 y 67,podría omitirse aquella operación, observando que los co­cientes respectivos 91 y  87no son números primos, siendo divisible el uno por 7 y el otro por 3.Tenem os, pues, completa seguridad de que el número propuesto, 5479, es número primo.Es fácil ver que hemos escogido este número de modo que en él se presente ocasión de hacer resaltar, en cuanto es po­sible, todos los recursos prácticos, si así puede decirse, de

método de ensaijo, 'i, que en general, los ensayos pue­den hacerse rápidamente.Guando el número propuesto tiene solo tres cifras la de­terminación de los cocieiiles presuntos se hace á la simple ins­pección del número, porque están compuestos de dos cifras, y entonces la segunda parle de la operación puede hacerse muy sencillamente.E n cuanto á los números de mas de cuatro cifras, el mé­
todo les es también aplicable; pero se necesita entonces de­terminar varias cifras del cociente á simple inspección á fin de completarle después por medio de la prueba por %

Formación de una Tabla de números primosi348. Los principios que bemos espuesto sobre \oi núme- 
rosprimos, las aplieaciones que de ellos hemos hecho, y  las esplicaciones acabadas de- dar sobre los ensayos quff deben hacerse para reconocer si un número es primo, demuestran bastantemente la utilidad de una Tabla, tan estensa como sea posible, de esa clase de números. ^H ay publicadas muchas de estas tablas, una de las

_i_L



410 ELEMENTOSIe s , la de B ü r ck h a rd t , comprende los números primos desde 1 hasta 3036000.Para dar una idea de la manera como puede hacerse este trabajo, supondremos que quiere formarse una Tabla de los 
números primos de 1 á 1000.Suponiendo escritos los mil primeros números naturales unos detrás de otros de la manera mas cóm oda, por ejemplo en diez columnas de á cien números cada una, hé aquí el pro­cedimiento que puede seguirse {*).Se comienza por tachar, l . ' ’ todos los números pares, es- cepto el número ‘i ;  2.® todos los múltiplos de 3 , escepto el 3, 
(\\XQ quedan después de la operación jonm era; y 3.® lodos los 
múltiplos de 5 , escepto 5 , que no estén ya tachados.Hecho esto, ya puede asegurarse que todos los números 
no tachados desde 1 hasta 7 x 7  ó 4 9 , son números primos, porque todos los múltiplos de 2 , 3 y  5 , así como los múltiplos de 7 inferiores i  aquel limite han sido tachados necesaria­mente , tenemos pues ya la série de números primosdo 1 á 47.,Del mismo modo, si se tachan todos los múltiplos de 7 á partir de 49 hasta 11 x  11 ó 121 (siendo 11 el número primo que viene inmediatamente después de 7), se tiene seguridad de que lodos los números situados delante de 121, que no hayan sido tachados, son números primos; y así se obtienen todos los números primos de 47 á 113.Sin que tengamos necesidad de entrar en mas pormenores de esta operación, es fácil ver que así se irán tachando y su­

primiendo sucesivamente todos los m últiplos todavía no su­
primidos, de los números primos y a  conocidos,  1 1 ,1 3 , 1 7 ..., hasta llegar al número 997, que es el último que queda de los 
mil primeros números después de la supresión, operada muy al principio, de los tres números 998, 999 y  1000, que son respectivamente míi/íip/os de 2 y  3.

( * ) Este procedimiento es el conocido bajo el nombre do criba de ESATOSTHENBS.



DE ARITMÉTICA. 4 1 1D E  A H U H IE IIE A .Así se ballo la serie de ios 169 números primos compren­didos eníre 1 y 1000, cuya Tabla ponemos aquí como mues­
tra, añadiendo los seis números /9nmo5 aiguienlcs, para com­pletar el cuadro.

Tabla do los números primos desde 1 hasta 1033.
1 97 229 379 541 691 863
2 101 233 383 547 701 8773 103 239 389 557 709 8815 107 241 397 503 719 8837 109 251 401 569 727 88711 113 257 409 571 733 90713 127 263 419 577 739 91117 131 269 421 587 743 91919 137 271 431 593 751 92923 139 277 433 599 757 93729 149 281 439 601 761 94131 151 283 443 607 769 94737 157 293 449 613- 773 95341 163 307 457 617 787 96743 107 311 461 619 797 97147 173 313 463 631 809 977 153 179 317 407. 641 811 98359 181 331 479 643 821 99161 19í 337 487 647 823 997G7 193 347 491 653 827 100971 197 349 499 659 829 101373 199 353 503 661 839 101979 211 359 509 673 853 102183 223 367 521 677 857 103189 227 373 523- 683 859 1033



4 1 2 ELfiMEKTOS§  I I I .— DE LAS FnACGIONES DECIMALES PERIODICAS.
Caractéres por cuyo medio se reconoce que una fracción or­
dinaria debe producir una fracción decimal periódica simple

o MISTA.E l desarrollo de la propiedad eslablecida en el n.° 174 nos ha conducido á distinguir (n.° 175) dos clases de fraccio­
nes decimales periódicas, unas s im p l e s , y  otras m is t a s ; y sin detenernos en las diversas propiedades que de esta distinción pueden deducirse, nos redugimos á demostrar la que podrá suministrarnos el medio de retroceder à la fracción ordinaria 
generatriz.Ahora vamos áesponer los caractéres por cuyo medióse conoce que una fracción periódica procedente de una frac­
ción ordinaria dada debe ser sim ple  ó m ist a .349. Comencemos por observar que los resultados obte­nidos (n.®®l70, 177 y 178) pueden espresarse por medio de las fórmulas siguientes;l . °  Eara una fracción periódica inwhv., sin ó con parte ENTERA, tal por ejemplo, como

^,ábcd abcd abcd..., ó m,abcd ahcd abcd..., se tien e, llamando a; á la fracción generatriz,(A) abcd99 9 9 ’ o X mabcd~m“ 9999”espresiones, cuyo denominador está compuesto de tantos 9 como cifras tiene el periodo;2.® Para la fracción periódica m ist a , tai como
m,abc defgk defgk defgh..., 'la fracción generatriz es

mabcdefgh — mabc  ̂  ̂ ■^" 99 999 000 ’espresion cuyo denominador está compuesto de tantos 9 , co-



DE AaiTaiÉTlCA. -413mo cifras tiene el periodo y/le tantos ceros, como cifras tie­ne la parle decimal no peiuodica. ■ _ .
350 . lista última fórmala dá lugar a una observación tm-fracción generatriz de una fracción periódica mis­ta suponiéndola reducida à sus menores téhhinos, debe tener 

por denominador un número que contenga uno a lo menos 
de los dos factores primos 2 ^ 5 ,  elevado a una potencia de TiN GUADO marcado por el número de cifras decimales no pe-

' En efecto, para que los factores 2 y 5, que se hallan en el denominador del valor de x, á la tercera potencia, por eiemplo como en la fórmula BÌ, puedan, después de la re­ducción’ de la fracción generatriz á sus menores términos, desaparecer enteramente, ó solamente hallarse ambos en ella á una potencia menor que la tercera, sena necesario que el numerador de aquella pueda terminar en wn cero a loEsto no podría suceder sino en cuanto la última ciñ'á c, a 
lo menos, de la parte no periódica, fuera la misma que la ul­tima, h, del periodo; pero es evidente que entonces el primer periodo comenzaría antes de la cuarta cifra decimal, lo cual es contrario al supuesto.hueso etc. , , , . .351. Esto supuesto, establezcamos las dos propieda­des nue permiten reconocer si la fracción decimal perio­
dica equivalente á'una/raccioíi ordinaria debe ser simple o"'^^Primeramente. Toda frctccion-ordinaria cuyo denomina­
dor no contiene á ninguno de los dos factores primos 2 y 5, 
convertida en decimal, de una fracción periodica s i m p l e  óPor lo pronto, en virtud do la propiedad (leí n .” 174, re­sulta que esta fracción decimal debe ser periodica. ,Ahora digo que además es ;>cnoíizca pura o smpLE.^En efecto, si fuera periódica mista, el denominadoi (Je la 
fracción generatriz reducida á sus menores tenmim, conten  ̂(Iria necáai-iamente, según lafactores 2  v 5, ó á lo menos uno cié ellos; y como esta frac-clon clebenl ser igual i  la t Z "minador de esta debería ser (n. 120) un multiplo deno minador de la otra, y por consiguiente conlener los facloies 2



-414=̂  ELEMENTOSy  5 , Ó til menos uno de ellos; lo cual seria contrario al enun­ciado de la proposición.
252. E n seg u n d o  l u g a r . — Toda fracción ordinaria ir r e ­d u c t ib l e ,  cuyo denominador contiene uno de los factores 2 y 5 , ó ambos, combinados con otros factores, dá lugar á una 

fracción decimal p e r i ó d i c a y  el periodo está precedido 
de TANTAS cifras decimales como unidades hay en el 'mayor de 
los esponentes de los factores 2yb.Por lo pronto la fracción, que necesariamente periódi­
ca (n.“ 174) no puede ser simple.Porque el valor de la fracción generatriz estaría entonces espresado por una de las dos fórmulas (A) del n.** 349,

ÍC~ ahcd9999 ’ o X
mábcd — m 9999 ’espresiones cuyo denominador no contiene ni el factor 2 ni el factor 5 , y que en consecuencia, después de su simpliíicacion no pueden ser iguales, es decir (n.® 121) idénticas con la fraC' cion irreductible propuesta.En segundo lugar, si n designa el mayor de los espolíenles de 2 y  de 5 , que contiene el denominador de la propuesta, el primer período debe ir precedido de w cifras decimales.Porque, si estuviera precedida dem cifras, siendo m ^  n,el denominador de la fracción ^ íw e ra ím , suponiéndola redu­cida á sus menores términos, contendría, según la observación del n.® 350, á lo menos uno de los factores 2 y 5 elevado á Ja potencia, y  por consiguiente, dicha fracción no po­dría ser igual ó (n .“ 121) idéntica á la propuesta , la cual, por hipótesis, contiene uno de esos dos factores elevado á la 

n^rna potencia.
Advertencia.—TA enunciado de esta propiedad supone que la fi-accion propuesta es ir r e d u c t ib l e , lo cual siempre puede adm itirse; pero es fácil conocer q u e , si la fracción, sin estar reducida á sus menores términos, fuera tal, que los factores 2 y  5  así como los otros factores que componen el denomina­

dor no entrasen del mismo modo en el numerador, la propie­dad le seria también aplicable.



DE ARITMETICA.

Aplicaciones.

4 1 5
353. Tomemos por aplicaciones do las dos propiedades que acabamos de establecer, las fracciones siguientes:11 132 21 19 41291 191 3 ’ 37 ’ 1 4 3 ’ 5 2 ’ 4625 ’ 640*Las tres primeras  ̂ cuyos denominadores no contienen ningu­no de los dos tactores 2 y  5 , dán lugar á las fracciones deci­males periódicas puras.0,846153 8 4 6 1 5 3 ,.., 3,567 5 6 7 .. , ,  0,146853 1 4 6 8 5 3 ....Las tres últimas, que tienen respectivamente por denomi­

nadores 13x23, 37x5^ 13X2X52,(ián lugar á las fracciones decimales periódicas mistas0,36 538461'538461..., 8,927 783 783..., 0,02 923076 923076...,cuyo último período comienza en cada u n a , después del nú­mero de cifras decimales indicado por el mayor de los espo- nentes de los factores 2 y 5 . §§  I V .— METODOS ABREVIADOS PARA LA DIVISION Y PARA LA ES- TRAGCION DE LA RAIZ CUADRADA.
Método abreviado para la división.354. En la división como en la multiplicación {véanse losn.‘>3197 y siguientes) puede emplearse un método abreviado cuando el dividendo y el divisor están compuestos de un gran número de cifras.Pero como este método exige para ser espiicado completa­mente desenvolvimientos que aquí no hallarían su lugar con­veniente , nos reduciremos á dar una idea del modo de operar.A  este fm comenzaremos por observar que la investiga­ción del cociente de la división de dos fracciones decimales con un grado de aproximación determinado,  puede siempre



416 ELEMENTOSreducirse á la investigación del cociente de la division de dos 
números enteros, determinado con menos de una unidad de error. •■ En efecto, sea por ejem plo, valuar con menos de una mi- 
lésima de error el cociente de la division de1234,569 por 27,35894.Porlo  pronto debemos, conforme á la regla del n.® 169, colocar dos ceros á la derecha del dividendo, lo cual reduce la operación á la división de los dos números enteros123456900 y  2735894.En -seguida, como queremos obtener el cociente con tres decimales, podemos poner desde luego (n.® 171) oíros tres ce­ros á la derecha del dividendo y efectuar la división, cuidan­do luego de separar tres cifras decimales bácia la derecha del cociente. ■ ■ , , ;Con esto la cuestión qtieda reducida á buscar el cociente de123456900000 dividido por 2735894, .teniendo solo ch cuenta su parle entera.Esto nos lleva por consiguiente á esponér la regla que de­be seguirse para hacer la división abreviada de dos números 
entei'os.''"'Después veremos lo que debe hacerse para operar con dos 
números decimales.355. Esta regla, fundada principalwíente m  q u e , según el procedimiento ordinario, la determinación de cada una de las'cifras'del cociente solo depende casi siempre de las ¿os ó 
tres primeras cifras de la izquierda del dividendo, y de h pri­
mera ó hs dos primeras ciívas do la izquierda del divisor, puede enunciarse así :

Suprímanse á la derecha del dividendo t a n t a s  cifras, me­n o s  B0 8 , como hay en el divisor; hágase en seguida la divi­
sión de la parte de la iiquierda por el divisor, en la forma ordinaria; sino queda residuo, pónganse ú continuación del 
cociente t a n to s  ceros, como cifras se han suprimido en el divi­
dendo; '



. Pero si queda residuo, según ordiiiariaineute acontece, 
divida,se ê te residuo por el dioisof, haciendo abslracoion de la ùltima cifra de la derecha del mismo divisor; sin embargo cn la multiplicación del nuevo divisor por la cifra obtenida en el cociente, se tendrá cuidado de añadir las unidades que se 
lleven del producto de la cifra suprimida, por la cifra del 
cociente {véase ío hecho en el n." 198, respecto'de la multipli­cación abreviada);

Divídase en seguida el nuevo residuo por el divisor, ha­ciendo abstracción de las dos últimas cifras de la derecha.(y teniendo en cuenta ía Observación precedènte, al multiplicar el nuevo divisor por ia cifra del cociente) . '
Contiiiú'ense estas divisiones sucesivas, suprimiendo, k c a ­d a  d i v i s i ó n ,  una cifra á la derecha del' divisor; '̂  suspéndase 

la Operación cuando ya no queden al divisor mas que las dos 
primeras cifras de la izquierda.A  fia do que pueda comprenderse bien', esta manera de operar, ponemos en el ejemplo siguiente el procedimiento or­
dinario junto al procedimiento del método abreviado :

DE AIUIMÉTICA. 4 1 7

Procedimiento ordinario. 5403470507890Ì6 278()4o928170115 193918897
109198Í6 Mètodo abreviado.25604097 5403470507 I 890405265608 2617011524792009 1091984625004270 256046072712598Í 52656620478536 247920973323 25004271320(i12

27804591 9 3 9  i, 1 8 8 9 7

La Operación déla i/.quierda está hecha por el método or­dinario; por consiguiente las esplicacioaessiguienles spíocon-cierneu á la  segunda Operación. ' . -----■' 2 7



4 1 8  ELEMENTOSConforitie á la regla que acabamos de esponer, separamos 
cinco cifras á la derecha del dividendo, puesto que hay siete en el d ivisor; y  dividimos la parle de la izquierda por el di­visor en la forma ordinaria, lo cual dá para las cuatro pri­meras cifras del cociente, 1939. y de residuo, 526556.lífecho esto , tachamos la última c ifra , 9 , del divisor, y di­vidimos 526566 por 278645; el cociente es 1 , por el cual se multiplica el divisor, añadiendo 1 á la cifra de las unidades del próduclo, para tomar en cuenta el 9 suprimido en fel divi­sor; después se resta el producto obtenido del residuo 526o66, lo cual dá el nuevo resíduo.247920.

Tachando otra cifra á la derecha del d ivisor, se divide 247920 por 2 7 8 6 4 , y  se resta del dividendo el producto de 27864 por el cociente 8 , aumentado m  las cuatro unidades que llevaríamos si hubiéramos multiplicado 3 por la segunda cifra tachada 5 .Asi llegamos al tercer residuo, 2 o 0 0 4 , que dividimos poi 2786 (después de haber tachado la tercera cifra de la derecha, 4 , del divisor). E l nuevo cociente és también 8; lo cual da el CMorío residuo 2713. ^Continuando del mismo modo, se obtienen como uimuoscocientes parciales 9 y 7 .
lo  cual dá finalmente 193918897 por cociente total ; y se ve que este resultado es precisamente el mismo que había pro­ducido el primer procedimiento.  ̂ .356. Apliquemos ahora esta regla a dos números decimji' 

les, resolviendo al efecto el ejemplo propuesto en el n ." 3o4, para valuar el cociente hasta milésimas:

Procedimiento ordinario. Método123456900000 2735894 1234569 114021140 45124 1402123416700 34186808060 68213362720 1352419144 26
00000 27 35 8^l 5 Í ^

Habiendo reducido antes la operación á la |le dos^núme- ros entei'os, se observa que las siete cifras del dividendo, q



DE ARITMÉTICA. 419quedan despnes de la supresión de t a n t a s  cifras m e n o s  d o s  co­mo bay en el d ivisor, no contienen al divisor.E s necesario pues t a c h a r  desde  l u e g o  la últim a cifra 4 del divisor, y  dividir 1234569 por 273589. ’ 'Después, se continúa la operación aplicando la r e g l a .  Habiendo llegado así al cociente 45124, se le reduce á su va­lor, separando {n.® 161) tres cifras d e c i m a le s , con lo cual se obtiene 45,124,que es el cociente p e d i d o ,  con menos de una milésima de error.No insislirémos mas en este género de operación que solo debe emplearse con reserva ( ') .
M é t o d o  a b r e v i a d o  p a r a  l a  e s t r a c c i o n  d e  l a  r a i s  c u a d r a d a .357. Cuando se ha obtenido m a s  d e  l a  m i t a d  de las cifras de la parte entera de la raíz cuadrada de un número, una sim­ple d i v i s i ó n  basta para dar las cifras siguientes.Deáigneraos en efecto por N el número cuya raíz se pide, y supongamos que la p a r t e  e n t e r a  debe tener (2u-/-l) cifras.Llamemos a  ai conjunto de las (w -M ) primeras cifras de la izquierda, consideradas con su v a l o r  r e l a t i v o ,  b ni número 

‘■ {d escom pleta  la raiz, y  cuya p a r l e  e n t e r a  está espresada pol­las n cifras de la derecha; tendremos la igualdadN =  (a -h  +  ‘Oab -f- 6®,de donde, restando a^úe ambos miembros y dividiendo por 2 a ,N - a 22a 7b  -f- ¿p. 2aEsto supuesto, como por hipótesis la p a r t e  e n t e r a  de b

. (*) Sobre este asunto puede el que guste consultar un opúsculo «e M. Goy antiguo oficial de Artillería.La cuestión se halla también particularmente tratada en el Curso “ c análisis de Fo u r ieb .



420 E L E M E N T O Sno contieno mas que « cifras, tendremos necesariamente6 < 1 0 ’* yPor otro lado, estando a considerado con su valor relati­
vo, está .espresado por cifiáis, de las cuales las w pri­meras 4,1a derecha son ceros, de donde resultaíí, y á fortiori 2 a > 1 0 - " .Luego — es un número menor que l ,  y por lo tanto el co- 

2flcíente espresado por difiere de 6 en una cánüdad me­nor que la unidad.D e donde se deduce la u e g l a  s i g u i e n t e  : , ,  ^
Después de haber obletiido m a s  d e  l a  m i t a d  de las mfras 

de la rah, divídase el residuo N — a^, que se ha obtenido, por 
el duplo del número que forman las cifras halladas, tomadas
eon su VALOR r e l a t i v o .  .  ,  ,

La parte entera del cociente forma el conjunto de las ci­
fras de la raiz que faltan determinar.Hallada asi la ra iz , aproximada basta faltarle menos de 
una unidad, se puede (n .“ 210) reconocer si espresa la mi- 
buscada e n  m e n o s  ó  e n  h a s ,  ó  sea, por defecto o por esceso, y obtener la aproximación hasta faltar menos de m e d i a  u n i u a d .S e a , por ejemplo, íN =  4735678956.Las tres primeras cifras halladas por el procedimiento o - dinario son

688;el residuo N — tiene por espresion2238956.Dividiendo este número por 2 a , ó sea, 137600 procedimiento particular del n .“ 38), se halla para mp 
entera del cociente, 16.Luego 68816 es la rai'z pedida.Lo cual puedo comprobarse formando el cuaufau



D E  A R I T M É T I C A .  A S I68816, qae restado del número propuesto, dá_ el residuo 37100, número wi^Hor 2 x  68816-1-1 (n.“ 205). ^La Inspección de este r e s i d u o  muestra además (n. 210), que el número 68816 espresa la raíz p o r  d e f e c t o  y c o a  m e n o s  
d e  m e d ia  u n i d a d  d e  e r r o r .

A d v e r t e n c i a .—  Ll residuo ;37100 puede obtenerse de un modo mas pronto que por la elevación de 68816 al cuadrado.Para esto basta evidentemente restar del r e s i d u o  N — a  ó 22.38956, la s u m a  de las dos partes restantes del mayor cua­drado contenido en N , á saber: e! d o b le  p r o d u c t o  de 68800 por 16 y el c u a d r a d o  ú a  16.Vamos á hacer uso de esta observación.358. Para apreciar bien todo e! partido que puede sacar­se de e s t e  m é t o d o , supongamos que queremos valuar la raiz cuadrada de 4735678956 e n  d e c i m a le s .A  este fin es necesario (n.° 217) escribir á continuación del residuo 37100, d o s  v e c e s  t a n t o s  c e r o s  como decimales quieren sacarse, continuando la operación como si se tratarade un número entero. i i-Las c i n c o  cifras de la raiz ya encontradas, dán por la apli­cación del m é t o d o  a b r e v i a d o  el medio de determinar otras cuatro, que serán precisamente h i  c u a t r o  p r i m e r a s  cifras d e ­
c i m a le s ;  habremos pues de dividir el número 37100, seguido do o c h o  c e r o s , por el d u p lo  de 68816, o sea 137632, seguido de c u a t r o  c e r o s ,  ó lo que es lo. mismo, dividir 37100, segui­do de cwaíro ceros, por 137632. • t t tlífecluando esta operación por el m é t o d o  a b r e v i a d o  de la división (u.'’ 355), se baila por c o c ie n t e2695;y por consiguicnle tenemosv/4735678956 = 6 8 8 1 6 ,2 6 9 5con menos de 0,0001 de error.Antes do comprobar este resultado sobre el cual parecen pesar dos causas de e rro r, á saber: 1 .“ la fracción que se desprecia susliluyendo al v e r d a d e r o  v a lo r  de h la p a r t e  e n t e r adel cociente 2.'’ el empleo del m é t o d o  a b r e v ia d o  d e2(Z



422  ̂ ELEMENTOS
l a  d i v i s i ó n ,  se puede, para mayor sencillez, según la adver­tencia del námero precedente, f o r m a r  e l  d o b le  p r o d u c t o  de 688160000 por 2695 y  el c u a d r a d o  de 269o, r e s t a n d o  des­pués la s u m a  de los dos números así obtenidos, del número 3710000000000.Efectuados estos cálculos dán por resultado 810336975,número Tnenor que el d u p lo  do 688162695, pero m a y o r  que esta raíz.Tenemos pues c e r t e z a  de haber hallado la raiz pedida.Observemos lambienque u n a n u e c a d i v i s i ó n  de810336975 seguido de oc/io ceros, \)or 2  v e c e s  688162695, bastarla para dar o c h o  cifras m a s  á la raiz, es decir, en todo, d o c e  cifras de­cimales de a p r o x i m a c i ó n .359. Aplicando este jorocerffmíVttfo á la determinación de de las d i e z  y  s e i s  p r i m e r a s  c i f r a s  d e c i m a le s  de \/2, se hallaría%/2 =  1,4142135623730950.Para llegar á este resultado, se comienza por determinar 

t r e s  cifras por medio del procedimiento ordinario, y  se obtie­nen en seguida por medio de t r e s  d i v i s i o n e s  s u c e s i v a s ,  las otras c a t o r c e  cifras, incluso el entero 1 , pasando primero de tres cifras á c i n c o , después de cinco á n u e v e , y por último de nueve á: diez íy s ie t e .Para la e s t r a c c io n  d e  l a  r a i z  c ú b ic a  existe también un m é ­
t o d o  a b r e v i a d o , fundado en la fórmulaN == -h 3 fl^  ó -f-3 a . 6̂pero es poco usado.

§  V , — O p e r a c i o n e s  s o b r e  l o s  n ú m e r o s  a p r o x i m a t i v o s .Hemos visto que efectuando las diversas operaciones de la aritmética sobre números e n t e r o s  ó f r a c c i o n a r i o s  e x a c t o s  se puede siempre obtener el resultado, bien sea e x a c t a m e n t e ,  bien con el g r a d o  d e  a p r o x i m a c i ó n  que.se apetezca.Pero si tenemos que aplicar esas mismas operaciones a



DE AIUTIdÉTlCA.  ̂ 4*23números que no son mas que resultados aproxvnatívos se concibe que el error resultante de la cantidad despreciada en cada núm ero, debe resumirse en el resultado final según la naturaleza de cada Operación.Nosotros vamos á ver ahora cuál e s , en cada caso, para cada especie de operación, la aproximación que se puede ob­tener.
Adición y sustracción.360. Sin entrar para estas dos sehciUas operac iones en la discusión de los diferentes casos que pueden presentar­s e , nos reducirémos á raciocinar sobre ejemplos particulares á fin de dar una idea de cómo puede apreciarse el error que debe afectar al resultado.Supongamos que tenemos que sumar 25 logaritmos ó cojn- 

plementos de logaritm os, dados por las Tablas de C allet (el erapieu de los complementos se refiere aquí á las sustracciones que pudieran deber ejecutarse); en otros términos, que fuera necesario hacer una suma de 25 números aproximativos,^ '̂c- yaw W m a cifra puede tener un d<̂ rnedia dxez-mnllo-
nésiina. ■ , ,  • , ’ ,Admitiendo como el caso mas desfavorable, que lodos ios errores sean en e! mismo sentido, por 'defecto ó por esceso, es claro que e\ limite del error total tiene por espresion tantas SEni-UNiDADEs (Icl ói'dcn de la última cifra, co:ao números nay que sumar, es decir, 25 semi~dicz~-millonesimas, ó sea,0,00000125. , f  .El error por consiguiente en este caso puede ateciar las
dos últimas cifras del m a íía t ío , espresado en diez-mitlone-
simas. , , 'De eslo se sigue que, en la investigación del niimero cor­respondiente á este resultado, e l uso de la proporción (n. 323) no. tendría objeto alguno; pero entonces la aproximación se­ria evidenlemenltí menor que la que se obtiene opeiando so-rbre un logaritmo dado. ,Para corregir en cuanto es posible, esta causa de error en las aplicaciones logarílm icas, principalmente* en lap -e la livas á los cálculos (\q interés compuesto ó de anualidades, sa re­curre á la parle de las Tablas do C allet en donde los logaiit- mos se dán con 18 ó 20 cifras decimales.  ̂ ,361. A p l i c a c i ó n .  — Se pide en u n t e u e s  c o m p u e s t o  el va­
lor de 15000 reales al cabo de 30 años á 4Ve P- U al ano.



^24 ELEMENTOSLa fórmula del n.® 336 dà
de doade A =  15000x(l,045)so; log. A =  ]og. 15 00 04 -3 0 log. 1 ,045.Tenemos pues aquí que multiplicar un logaritmo por 30, G en otros términos, hacer la suma de 30 logaritmos igualeŝ  debiendo añadir al resultado el logaritmo de 15000.Para tener seguridad de que el error relativo <á este cálcu­lo no caerá sobre la séptima cifra decim al, hé aquí cómo con­viene proceder :Tomando en la Tabla .grande el logaritmo de Í ,0 4 5  con cifras decim ales, se balia log. 1 ,045 =  0,0191162904^  . 30 log; 1 ,0 4 5 =  0,573488712Este resultado es exaclo básta la oc/aua cifra decimal inclusive.Tomando, en la Tabla ordina- . .n a  el logaritmo de 15, que lie - ' *ne 8 cifras decim ales, se obtie­ne igualmente log. 15000 4,17609126ó, despreciando las dos últimas cifras y añadiendo una unidad á la 7 ."

El error cometido es enton­ces menor que media unidad del órden de la 7.® cifra decimal.E l logaritmo mas próximo en la Tabla esy  corresponde á 56179.

Suma

Diferencia
60

4,749579972
4,7495800

. . . 5740 60
luego

Diferencia tabular 78; — —  0 ,7 6 , 78 ’ 'A  =  56179^S76“-.
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Multiplicación.362. Consideraremos primero dos números decimales, y veremos después cómo se esliende la teorìa al óasó-dVdós ñú- meros eníeros tomados por factores. , .Llamemos A  y B los líos números dados, y  suponffàmos (\\ib cada uno fie ellos tiene un error de menos, de 7nediamldpd del órdén de su ló/íimrt cifra decimal.. [ludiendo siempre hacerse esta suposición A n . " - - la conservaremdfe Ínvanablemcnic' para todos los números sobro los cuales, nos propongamos, operar en todo el curso de csia teoría.] 'Si admitimos (y es el caso mas desfayorablc) que k>s¡ dos 

errores sean en el mismo sentido, por ojomplb en menoŝ  los dos factores completos, ó por mejor decir', los ¿úm'ícs de estos factores, podrán representarse'asi : . , . ...A  +  -  unidad del orden de la última cifra de A ;
- B - H -  unidad.del órden de la última cifra de B .AAhora bien^.e! producto do estas dos espresipnes G]) se compone (n.” 48) de cuatro partes, á saberA x B , Á x - ,  B x ^ ,  y1 1siendo las fracciones ^  fracciónes de la unidad dé un ór- (*)

(*) Suponemos para mayor sencillez que los'errores sean en el 
mismo sentido y por defecto; pero el razopainienlo sería absolutacuen- teol mismo, si dichos errores fueran on sentidos'difrentes 'y  pd/'de­
fecto ó por esceso; solo que entonceá sería necesario aplicar la regla de formación del producto de dos cantidades 6) y sien­do y B r±2 - ,  hablando propiamente, las espresiones genera-

tes de los Imites de A y B.
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den decimal determinado por los órdenes respectivos de la«/- 
íima cifra decimal de los dos factores.Lu ego, despreciando h pequeña fracción se tiene por
limite del error total:1

2 A  unidades del orden de la última cifra de A , dividido

por la unidad seguida de tantos ceros como decimales hay en 1B , MAS -  B unidad del órden de la última cifra de B , dividido

por la unidad seguida de tantos ceros como decimales hay en A .P rim er  e je m p lo . — Números dados: 32,470463 y  8,70245. 
Limite del error.1 162352315 32,470463:1000000, ó ó 0,000162352312 1000000000001 435122CTa5-8,70245:100000, ó -- ,  6 0,00000415122100000000000

Total. . . . 0,00016670353
ifLd.pequeña /raccíon despreciada es ^de0,0000000000l-)Se ve que el error puede venir hasta la cuarta cifra de­c im a l, y  que por lo tanto no puede contarse mas que con las 

tres primeras cifras decimales.De donde se sigue que aplicando á estos dos números el 
método abreviado (n.° 197) deberá proponerse determinar, aproximado hasta milésimas solamente, el valor del produc­to, y  se hallará por resultado282,573 con menos de 0,001 de error,■ S egundo EJEMPLO.— Números dados: 0,0001083 y O ,05836.



Limite del error :
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ó 0,000000000544-0,0001083:100000 , ó ^qqqqqoq oqoOO 
mas ̂ n • 4 nonOftOO ó _____  ̂ 0,000000002918^ ü , ü 5 8 á b . 1 U U U U U U D ,  QQQQQ, j _____________________

Total . . . . . . . .  0,000000003459el producto puede por consiguiente calcularse con ocho cifras decimales.O bservación  I . — Cuando uno de los ' dos números dados espresa un valor exacto, el limite de error se reduce á la mi­
tad del factor exacto, dividida por latinidad seguida de tan­
tos ceros como decimales hay en el factor aproxiinativo- Porque entonces el limite del factor exacto, A , por ejem­plo, es este mismo factor y  en consecuencia el producto no se compone mas que de dos parles.A x B  y  A X o »siendo -  una fracción del orden de la última cifra de B .Sean los números dados; 45,036 y  6 ,304 8, el primero de los cuales se supone exacto:

Limite del error:- .4 5 ,0 3 6 :1 0 0 0 0
À

22518'10000000 0,0022518.No deberíamos pues buscar el valor del producto mas que . aproximado hastaO bservación  I I .— Si hay que multiplicar un numero q/?ro- , 
ximativo por sí mismo, el limite del error es evideulemente, Cü este caso, el número mismo dividido por la unidad seguida 
de tantos ceros como cifras decimales hay eti.éLLu ego , el número de cifras delpi'oducto con gup no,DE contarse  ̂ es igual al número de cifras derNUMERO pro-  veesto. , , .Sirva de ejemplo el número 1,949036 [véase el n . 191)^
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Limile del error:

- B I .E M E » ( T O i
1,949036 ; 1000000 =  0,000001949036.No pueden por consiguiente lomarse mas que las cinco prime­ras cifras decimales; siendo siete el número de cifras con que no puede contarse.' ’•363. Supongamos ahora que se débe operar con dos nú­meros enteros, À  y B ; cuya última cifra debe tener el error 

ÚQ menos da media unidad.Para ampliar á estos números la teoría que acabamos de esp licar, basta observar-que \d. última cifra -de cada número espresa en este 6aso unidades simples, y por lo tanto, en los razonamientos hechos, deba susliluirse la espresionde 
simple, á la de unidad del orden de la última cifra decimal, y  que en consecuencia en las cantidadesA x l  B x l  i 1 1que dán la espresion cfel limite del error -  y n o  son ya frac­ciones de la unidad de cierto érden decimal̂  sino d.e, la tini- 
dad simple.Para los dos números 5783694 y  83758, la parte del li­
mite del error que basta considerar, es5 X 5 7 8 3 6 9 4  =  2891847;de modo que no se podría contar con las cifras de orden infe­
rior, á las decenas de millones.Él mélvdo abreviado (n.'’ 199) daría por resultado 844431 con menos de cinco millones de error/>or esceso.En general, siendo dada por el wayor de los dos factores propuestos la p a r t e  p i u .n c i p a l límite del error, la cifrado 
unidades superiores de dicho factor, marca el grado de apro­
ximación que puede obtenerse-
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Division.364. llíiy  Qii® dislinsuir trvs casos principales.O  solo el üivíclendo llene error,O  so/o le tiene el .d ivisor,. , -,O  le lienen ambos términos, - ; > .Suponiéndose el error en lodos los casos, mcrtor í-Me me­dia unidad del orden de la w/íima cifra de la derecha del nu­mero inexacto. ' ' , -, i ..Para esla operación, al reves de lo hecho en la miiUipli-cacion, consideráiémos en primer lugar números enteros, y pasaremos después lacilmenle á los números decimales.365- Primer caso .Solo  el dividendo es.a7?roa:rma/iüO. Designemos también atiui por A  y B los dos númerosBÍ cociente de la division de A  por B tendrá evidente-1mente un eruou de menos de ^ esceso,, sea por

defecto- . /■ ■ ...Así el limite del error tiemí por espresion numericâ■1
fracion que con'verli.'la hace.conoc9r> l grado^dee x a S  con que puede contarse en. la delerimnacion del co-A-cicnle.-ĵ -S ean , p o r 'ejemplo, los dos nVinioims s n  y 4S39.Tenemos por Ihnile del error,

-  1 ^% - 8 .’esta fracción convertida en decimales/ dá eyidenlémente 0 ,0 0 0 1 ,. . .;  de donde se sigue que ellos números propuestos, solo-puede re¡.utarse exaUo hastalas
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milésimas; lo cual puede comprobarse, suponiendo que el error d éla  última cifra de 5-Í7 sea por defecto:547 :4839^ 5 4 7 ,5 :4 8 3 9 ^ 0 ,1 1 3 0 4 ..., :0 ,1 1 3 1  . . . ,resultados que difieren en menos de una milésimâ  es decir, en menos de una unidad del tercer orden decimal.Sean ahora los números 25649 y  6847.1 ,Siendo ^20^ »  ú 0 ,0 0 0 0 7 ..., el limite del error  ̂ puede..contarse que el cociente es exacto  ̂ fallándole menos de una unidad del órden de la cuarta cifra decimal.E n efecto, suponiendo aqui que el error es por esceso, tendremos; 2 5 6 4 9 :6 8 4 7  =  3 ,7 4 6 0 2 ,2 5 6 4 8 ,5 : 6847 .= .3 ,7 4 5 9 4 ,resultados que difieren entre si en 0,00008, es d ecir , en me~ 

nos de una diez milésima.E l grado de exactitud con que podemos contar para el co­
ciente, está por lo tanto, en este primer caso, marcado por el 
número délas cifras, menos una, del d c p l o  del divisor.366. Considei’eraos ahora números decimales.

En primer lugar, si los números propuestos, tienen el 
mismo número de cifras decimales, se suprime la vírgula (n.® 166), y  razonando como antes terminaremos aplicando la 
regla que acaba de darse.Sean los dos números 4,8395 y 0,9763.Como la supresión de la vírgula reduce su división á la de los números enteros, 48395 y 9763. el limite del error es.

19526*y  por lo tanto, el cociente puede valuarse con cuatro deci­males.
En segundo lugar, cuando el número de cifras decimales csdilerciU e en los términos, se preparan los números dados de modo que el dividendo ai liacuj'se número entero conserve



DE AlUTMÉTICA. 431por Última cifra, la cifra errónea-, y después se aplica la re­gla á los dos números asi preparados.^1 . ® Sean los números dados : 43^5637 y 2 ,5 3 .Su división se reduce á la de 435637 por 25300. ^Siendo 50600 numero de civ o cifras, el duplo del dm- sor, puede eslenderse la operación hasta las di es milésimas2. ° Números dados: 23,29 y  47,364.
NúmQTQS preparados: 2329 y  4736,4.E l í/Mü/odei.í/iVísor es 9472,8, número cuya parte en­

tera solo tiene cuatro c ifras; de donde se .sigue que el cocien­te solo puede valuarse hasta milésimas.3 . ® Números dados: 37 ,5 y  0,2983.Números preparados: 375 y  2,983.K1 d.uplo del divisor, 5 ,9 6 6 , solo tiene una cifra en su 
parte entera; de donde se sigue que el cociente solo puede valuarse con menos de media unidad de error, y que por con­siguiente no puede contarse con la exactitud de ninguna cifradecimal. . ,367. S egundo c a s o . — Solo el divisor es aproximahvo.Llamemos también ahora A  y  B los dos números enteros dados y designemos por m el número de cifras que compo­nen el número B, el cual puede tener el error de media uni­dad (en mas ó en menos) y por g el cociente de la división de A por B , que se trata do calcular con Un número conveniente de cifras decirmiles.Se tiene evidentemente,, AÍ O  „ . < AB - i ’ pero >• l

de donde llamando E el error cometido, cuando se toma bienA A *sea — , bien s e a ----- t , por valor de q, se deduce



432 , ELEMENfOScs^a segunda espresion eí rcsulíado de las operaciones e/cc/Mados ton la prim era.)’ . ' . ’ .Pero como tenemos . ' ' '
;Á r'on> 1 ’

es claro que'él error sér^'tt^rtor quo la anidad dé la última cifra del cocicnttí/míen'trák se tenga ^ < t B .Ahora b ie n , p a iu iju é  csta condición se cum pla, es nece­sario que q, ó sea lá‘ ;̂íi/-fó buscáUa ilei Cociente,, ’.contenga Á ^ 0  MAS, in cifra^ (número de las cifras del divisor), y.aiin solo ;(?»;— 1) CUrps, ’si. las.wicjfjias.dé.'dicíi'óicociénié, formasen, un t í i i m e r p / ¿ M o / a l  dî ^̂  , ' ',D c  .donde sé sigue que,'en el segundo cas'ó, ¿/ grado de 
é'Mctitud úoh que puede coniürse pdra el cdciéiilé está marca­
do j)or el mímero,, n), de las cifras del divisor, ó solamente 
pür eUe Número menos uno, según que las m primera  ̂ cifras 
' forman un número inferior, ó bien un î úrnero igual o superior 
al divisor. ' .Prim er  EJEMPLO. — Sea dividir 547, valor exactQ, ‘pov 8769, número aproximaiivo.Habiendo hecho ante todas cosas posible la division agre­gando un número conveniente de ceros á la  derecha del divi­dendo, se reconoce á la simple inspección dé los dos núme­ros, (jue la primera cifra del cociente, debe ser inferior, á la 

primera c i f r a ,8 , del d iv is o r ,-y  q u e , por consiguiente, laí 
cuatro primeras cifras del cociente formarán á su vez un nú­mero menor que ei divisor.Será pues permitido lomar para el cociente cuatro cifras; fy;con3LO además este cociente no puede tener ni unidades sim­
ples, ni décimas, se hallará exacto basta la quinta cifra deci­mal inclusive. . .  .Así se obtiene el cociente 0,06237, aproximado hasta cien 
milésimas.S egundo ejem plo . — N úmeros dados.: 547 y 1548.Siendo \?cprimera cifra significativa del cociente valuado en decim ales, necesariamente mayor que la primera cifra 1 del divisor, no pueden tomarse aquí maá que tres cifras; y



DE ARlTMKllCA. 433como esta primera cifra significativa, espresa décimas  ̂ el re­sultado estará aproximado hasta milésimas '.368. Operemos ahora con números decimales.

Dividendo: 2 3 ,4 7 9 ; Divisor: 534,7896. La división se reduce á la de los dos números234790 y  5347896(la cifra errónea del divisor debe quedaí* la última de la'de­recha).Siendo la primera cifra significativa del cociente menor que Vá primera c ifra , 5 , del divisor, pueden tomarse tantas cifras como hay en el divisor, y por lo tanto el cociente que no tiene ni unidades simples ni décimas, puede valuarse con 
ocho cifras decimales.Así se obtiene: 0,04390324 con menos de 0,00000001 de error; resultado que puede comprobarse tomando sucesiva­mente por divisor, sin cambiar el dividendo.534,78955; 5347896; 53478905,y aplicando el método abreviado de la división del n ." 356.

Advertencia. — Aconsejamos aplicar este método de com­
probación á los ejemplos tratados antei'iormente.369. Tercer caso . — El dividendo y  divisor son ambos 
aproximativos.Desde luego es evidente que en este caso, el número de 
cifras del cociente con que es permitido contar, no puede ser 
mayor que el menor de los dos mímeros á que conducen las reglas establecidas para los dos casos primeros. Falta saber si este número menor, espresa siempre el verdadero número de cifras que han de componer el cociente buscado.Sean dos mímeros enteros A y  B ,  que suponemos erró­
neos en sus últimas cifras de la derecha; y consideremos las hipótesis mas desfavorables, la de un dividendo A inexacto por esteso, y  un dividendo B inexacto por defecto, ó la de A 
inexacto por defecto y B por esceso.



4 3 4 ELEMENTOSPuede asegurarse que el cociente está comprendido en­tre ios dos números 1 . 11 ® ” 2de donde se sigue que tomando una de estas espresiones por valor del cociente, se cometo un error menor que la diferen­
cia que existe entre ellas.S i llamamos D esta diferencia espresada porA ^ A 1B - B y

2se h a lla ,  efectuando les cálculos y  reduciendo,A - h BD
ó dividiendo ambos términos por B , 14B ’y  por consiguiente, D B - í - 1 : B ,haciendo abstracción de la pequeña fracciónEsta última espresion de D , es la que debe servir para hacer conocer si el menor de los dos números suministrado por las dos reglas precedentes es en efecto el verdadero nu­mero de cifras con que se debe contar en el cociente.



de. a o t ié iiç a . 435llagam os algunas aplicaeiones.à Piûnaeros enteros > y des­pués á números ííecíma/es. .  ,1 . .
Primer ejemplo.— (.Hyidir 6723^ por 4657. •Según la prim era,regla, podrían lomarse íí'^i.oifras deci­males; pero la segunda solo puede dar dos; ¡porque como la 

parte entera del cociente tiene dos cifras, solo quedan otras 
dos quG determinar para formar las cuatro primeras cifras del mismo cociente, que entonces, beclia abstracción de la v irgu la , es me/ibr que el divisor.Solo puede por lo tanto calcularse el cociente con dos ci­fras decimales à lo maŝ  y  se obtiene14 ,43 .ALa espresion -h i  : B se convierte entonces en15,43 :4 6 5 7 , ó 1543 , fracción que, reducida a decimales465700’dá 0 ,0 0 3 .. . .Luego 14,43 espresa en efecto el cociente con menos de 0,01 de error.

Segundo ejernplo.—SQíi dividir 350,3749 por 2,47936. Para aplicar la primera regla, es necesario reducir {n .” 366) la división á la de los números 3593749 y 24793,6; y esta re­gla daría cuatro cifras decimales.' ’Conforme á la regla segunda, como' el divisor liené j m  cifras, y  ia parte entera del cociente debe tener treŝ  solo que­dan tres decimales que puedan tenerse por exactas.No puede pues calcularse el cociente mas que hasta miYe- íim a í, y  así se halla 143,736. r ,A  1447,36Como entonces se tiene,-jy - f - 1 : lípueden tomarse con seguridad las cifras decimales. ■ jefccrc/Vm;?/©.— Sea diYidirdbg'. 15 por log.'7'.’ ' ■Según las Tablas tenemos,log. 1 5 = 1 ,1 7 6 0 9 1 2 6 , y  jo g . 7 = 0 ,8 4 5 0 9 8 0 4 ;de donde log. 15 11760íri26log. 7  84509804



430 ELEMENTOSLa regia primera daría ocho cifras decimales que ])odrian contarse como exactas; pero la segunda solo daría siete por­que el cociente debe tener tma cifra en su parte entera.Por consiguiente à lo mas solo pueden calcularse en el cociente s/e/cicifras decim ales; y así se obtiene el resulta­do 1,3916625. ’
Además l  +  =  0 . « 0 0 ~ -  ' ^luego puede contarse con la exactitud de las siete primeras cifras decimales. . ^

Cuarto ejemplo. — Sea determinar á x  en la igualdad3^ =  1 9 6 S { ü t o  el n ." 341):Por lo pronto tenemosíc x lü g . 3 =  log. 1968 ;de donde 3,2940251 0,47712125'log. 1968
Para aplicar la j)rimera regla , es necesario poner la es- presion de x  bajo la forma

X
32940-25147 71 2 1 2 ,5 ’lo cual daría en el cociente cifras decimales.Pero la segunda'r’egla solo, puede dar cinco; porque la ci­fra primera del cociente es 6 , que además debe formar la

parle entera. ■ -cNo puede pues el cociente calcularse sino con anco curas decimales ó/o wífls.Se halla por resultado 6,90305.Por consiguiente, - g + 1  ■luego pueden tomarse las cinco primeras cifras decimales.La tercera regla es, como, se ve, ja  base de la resolución de las ecuaciones espo)ieiiciaies, ])oi' aproximación.
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A(}vcrlencin.—\l̂  podido observarse que en los diferen­tes ejemplos que acaban de tratarse, la segunda, regla e.> la que determina el verdadero numero de cifras que deben to­marse en el cociente. . , .Se concibe en efecto, que el error perteneciente al divisor debe ejercer mayor influencia en el resultado de la división que el perteneciente ai dividendo.

Estraccioii de la raíz cuadrada.370. Para completar la teoria dé los números aproccirna- 
iivos, nos falta todavía qiie tratar la estraccion de la raiz cua­drada de esa clase de números. , . .Pero antes es necesario establecer sobre la muUipltcacion 
de dos números un nuevo principio que consiste en que :

El producto de dos factores enteros contiene tantas cifras 
ó tantas cifras menos una ,  según los casos, como hay en am­
bos factores; de modo que si w y « espresan los números res­pectivos de las cifras de dos factores A y B , el numero de c i­fras de su producto P es siempre igual á

m-hn ó m-h-n'— l.  , ,En efecto, pudiendo el producto P ser considerado covŝ p dividendo y A  y B como divisor y cociente de una división
exacta, sucede una de dos cosas : , n c

O las m primeras cifras de la izipuerda de P tonnan ,imnúmero igual ó superior á A .
O bien forman un número inferior á A . oE n el ÚLTIMO CASO, puesto que seria necesario (ii. 3()], para formar el primer dividendo parcial, tomai las 

primeras cifras d é la  izquierda del dividendo, lo bua dar^a la primera cifra del cociente, y como cada una de las {n— 1) otras cifras del mismo cociente es dada sucesivamente por ca da una de las cifras del dividendo, colocadas á la dereclia del primer dividendo parcial, se sigue necesariamente, que el nu­
mero total úa las cifras del dividendo, ó sea P , esta espresa- do por —  l ,  ó m - h n .lín  el CASO PRIMERO, como las m primeras cifras do la iz­quierda del dividendo, bastan para formar el primer d iv i-



438 ELEMtNtüS(lendo parcial ,  el número total de las cifras del dividendo ó de P , es m -4 -n — 1;
L. C. D. D.Cnandd A  y B tienen él mismo número de cifj-as, « ,  la es- presion del número total de. las cifras de P , es 2n ó 2n — 1.

Advertencia.—Como en una multiplicación que debe efec­tuarse, no puedé haberse de antemano cuáles serán las/ )n - 
meras cifras de la izquierda del producto, tampoco puede de­cirse de antemano si el número total de las cifras del produc­to será (ín-i-w) ó En la división por el contra­r io , como es dado el dividendo-producto, el número de las cifras dei cociente puede ser determinado á prioriy según he­mos establecido en e! n .“ 37.■' B71, Sentado este principio, busquemos la aproximación qoe puede obtenerse aplicando á los-números aproximativos el procedimiento de la estraccion de la raiz cuadrada.Consideremos, primero un número entero cualquiera, A , cuya última cifra de la dereciia, tenga el error de menos de 
media unidad, y  concibamos que su raiz se ha desarrollado en un número indefinido de cifras decimales.Llamemos n el número b u s c a d o  de las cifras de esta raiz que pueden ju zg a rle  exactas, y  p ,el número total de las cifras del CUADRADO, empleadas en la determinación de estas n ci­fras, la última de las cuales se supone en error de menos de 
media unidad.Pueden presentarse dos casos: ó cl número de cifras de A  es impar o o?,par.j ' P r i m e r  c a s o . — Como resulta de la naturaleza misma del procedimiento de la estraccion de la raiz cuadrada de un n ú - ivéro entero (n.° 207), que las primeras cifras de la izquierda de la raiz form an, en este, ca so , un námero menor que las n primeras cifras de la izquierda del cuadr'ado, se tiene necesa­riamente (n'® 370)
; I ..  . .  . , p= ^ n + n — \,ó bien, designando por p' el número de las cifras de A , da­das á priori, y  por p"  el número de los ceros escritos á la de­recha de A  para la-determinación de la s «  primeras cifras de lá-i-níz' • p'-hp^'i=.-:Ví-f-d —1 .



1)E ARITMÉTICA.  ̂ 439Observemos ahora que multiplicando por si mismo, el nu­mero formado por las n cifras tomadas para la raíz se obtie­ne un producto que contiene n cifras con las cuales no se pue­de contar (n.** 3t>2, segunda observación.) _Por otro lado, el numero de las citras inexactas de este mismo producto está espresado por / > " 4 - l , puesto que la ul­tima cifra de A ,  por hipótesis es inexacta, y que por consi guíenle lo s ^ "  ceros escritos á la derecha de A ,  tampoco son seguros.Asi pues tenemos
^p"+Uy la igualdad precedente se convierte en
n = ; y .de dondeS egukdo c a s o . — Como la s»  primeras cifras de la izquier­da de la i-aiz forman entonces un número mayor que a sn  primeras cifras de la izquierda del cuadrado, se tiene entre p y  n la relaciónó reemplazando p por p’ y observando que » y son, como en el primer caso, dos espresiones ramuafe/iíes del nùmero délas cifras inexactas del cuadrado del numero f o i i ^  do por las »  cifras tomadas como rais, se obtiene la loUalaau

de donde
n = p ’— 1.Luet^o, el número de cifras con que puede contarse, en el desaiTollo (le la .;aiz cuadrada (Icl uumero eutero A  e' j  « -S r  i j i J a  « M « ™  de las cifras de A . ó á este mismo 

número m els  u n í , sesun que A  conlicnc un numero ( ..r ía ,no sufre modificación alguna mientras el número de las cifia» de A  es impar.los ToTo si dicho número es p a r , se demuestra <1««. ^casos determinados, puede contarse con un num cio dc ci-



440 ELEJIE.M'OSfräs igual al número mismo do las cifras de A , es decir, ma­
yor en una unidad que el número dado por la regla.Nos reducimos á mencionar esle hecho cuya demostración exige transformaciones algebraicas bastante complicadas y  que por otra parle no tiene importancia para el objeto que aquí nos proponemos.372. PiujíEft EJEMPLO.— Sea estraer la raíz cuadrada úe,l numero aproximativo 57806.Como esle número tiene cinco cifras, su raíz puede calcu­larse también con c in c o ; y como la p a r t e  entera  debe tener 

t7'es, resulta que la raíz solo puede obtenerse con m enos de 0,01 de e r r o r .Así se obtieneV57806 =  240,428 =  2 4 0,4 3.S egundo e je m p l o . — Estraer laraiz c a a ífra d a d e 73854926. I.a raiz, según la regla , puede calcularse con cifras; y  como la parte entera debe tener cuatro, puede contarse con las tres primeras decimales.Tendremos pues.v^73854926= 8 5 9 3 ,8 8 9 .Operemos ahora con fracciones decimales.T er cer  e je m p l o . — Cafcw/ar >78,250479.Haciendo abstracción de la v írg u la , tenemos el núme­ro 8256479 cuya raiz según la re g la , puede calcularse con cifras, y  como la parle entera de dicha raiz solo debe tener una, se sigue que la raiz puede valuarse con seis deci­males.Así hallaremosv^8,256479 ̂  2,873409.CüiiiTO e je m p l o . —  Calcular ^473,56 29 6. ̂ Para efectuar la operación, se comienza por hacer par el numero de cifras decimales (n." 218) colocando un O á la de­recha del número propuesto, y  después se suprime la vjrgula.Pero como el número propuesto tiene ocho cifras, la raiz,



DE ARITMÉTICA. 441según la regla debe tener siete con las que se puede contar.Además, \nparte entera tiene dos; luego esta raíz puede obtenerse con cinco decimales, ó sea con menos de 0,00001 de 
error.A si se encuentra\/473,59296 =  21,76150.373. OAseruacioíi.— Resulta evidentemente de la regla del n.® 371, y  do los dos úllimos ejemplos acabados de tratar, que siempre (¡ue el número propuesto es m ayo r  gue launidady 
pueden tomarse en la rais, al m enos tantos decimales como 
hay en él,Pero, cuando el numero propuesto es menor gue la unidad̂  
ó tiene cero  por parte  e n t e r a , el número de los decimales de 
la raizy con gue se puede contar, puede  ser menor gue el de los 
decimales del número dado. __________E jem plos . —  I . ” — Sea calcular s/0,238946.Según la regla, puede contarse con cinco cifras en la raíz; y como la pai'le entera debe ser 0 , el número de decimales con que puede contarse, es también cinco, es decir, una me­nos de los que tiene el número propuesto.

2 . ”—Sea estraer laraiz cuadrada de 0,00291.Como este número no debe dar en su raíz mas que tres cifras exactas, á saber, 5 3 ,9 , y  como es necesario dividir es­te resultado por 1000, la raiz es0,0539,y contiene un decimal menos que el número dado.V aluación  apro xim ada  de  los r a d ic a le s  cuadradosSUPERPUESTOS.374. Para esta clase deespresionesesprincipalmente para las que tiene una aplicación verdaderamente útil la primera parle de la observación precedente.P r im e r  e je m p l o . — Se quiere valuarv / 6 ^  ó ( n .‘’ 241) \ / ’/659, con /res decimales en el resultado»



44i2 ELEMENTOSConforme á la regla del n .“ 217, deberíamos colocar á la derecha del número dado, bien sea de una vez, bien por pe­ríodos de á d o s, doce ceros, á fin de obtener primero seis ci­fras decim ales, para la primera raiz cuadrada, y luego tres para la segunda.Pero varaos á ver que esto es inútil.En  efecto, si estraeraos la raiz cuadrada de 659 con me- 1nos ÚQ -^milésima de error (n.° 216), se obtiene2 5 ,6 7 1 ,número que tiene esa aproximación joor esceso.Aplicándole la regla del n.® 3 7 1 , y la observación dcl n / 3 7 3 , tendremos pará la segunda raiz,6 ,0 6 6 .Este último valor tiene la aproximación,hasta fallarle me­
nos de 0 ,0 0 1 , como podemos asegurarnos formando su cuarta potencia; y entonces se reconoceria también que el errores 
por defecto', porque se hállaria(5 ,06 6 )^ = ^ 6 5 8 ,6 5 9 ...S egünpo  e je m p lo . — Ta/«ar V^13-í-\/5 , aproximado hasia 
diez milésimas.Tenemos por el pronto\/5-=: 2 ,2 3 6 1 ,valor aproximado hasta -^ d ié s  m ilé s im a  e n m a s .Añadiendo 13 á este resultado, lo cual dá 15 ,23 61, cuya raiz puede calcularse (n.° 363) con cu atro  cifras decimales, se obtiene V i  3 +  v(5 =  15,2361 =  3,9034.Este resultado es exa cto  en menos de 0 ,000 1; pero no se pue­de saber si el error es en m a s  ó en m e n o s , sino formando e cuadrado de 3,9034; habiéndose de antemano comprobado el resultado de la prim era raiz.'



DE ABITMÉTICA. 443Como (3 ,9 0 3 4 'j'-*= íl5 ,2 3 6 5 ..., debe concluirse que el error de 3 ,903 4 es por estéso.375. Suponiendo lü regla del » .'’ 371 que la pnm era raíz cuadrada se ha obtenido con mnos error que media unidad de cierto orden decim al,  y no dando en \ü secunda raíz que lia de eslraerse, mas qüc una aproximación de menos de una 
unidad del mismo orden, se concibe que el procedimiento que debe seguirse cuando se tienen tres radicales superpuestos
^\/\/~y debe sufrir algunas modificaciones  ̂ pues d é locontrario no se obtendría el grado de aproximación deseada.

8Para esplicarnos m ejer, lomemos por ejemplo \/23 6 y ^ \ / c u y o  valorse pide con menos de 0,0001 de error.S i quisiéramos aplicar el procedimiento^ general del n.° 2 1 7 , deberíamos poner treinta y dos ceros á continuación del 2 3 , y  después estraer en la forma ordinaria /reí raíces cuadradas sucesivas. 'Pero la regla del n.® 371 conduce al mismo resultado con mayor prontitud de la manera siguiente:Busquemos lo primero la raiz cuadrada úq 2 3 , no con 
cuatro sino con cinco cifras decimales.Resulta 14,795 83 , con menos de de error; de don-v/23de se deduce en seguidav'4,79583 =  2 ,1 8 9 9 3 , con menos de 0,00001 de e rro r , y por consiguientev^4,79583 -= 2 ,1 8 9 9 , con menos de i  0,00001 de error; des­pués de lo cual se obtiene^ ^ 1 8 9 9  —  1,4798, con menos úq 0,0001 de error (n.” 371). R u 'efeclo , por medio de los logaritmos, bailamoslog. v2 3  =  -  log. 23 =  0,1702159 log. 1,4798.Toda la modificación consiste en tomar la primera



444 ELEMENTOScon una cifra mas de las que se piden en el resultado final.Si hubieran de calcularse cuatro radicales superpuestos, convendría calcular la primera raiz cuadrada con dos cifras decimales mas de las que se quisieran en el resultado.Y  así sucesivamente.Tomemos por último ejemplo la espresion.
y 2 9 + \ / l 5 - v / 7 .cuyo valor tratamos de hallar con menos do 0 ,001 de error. Tendremos por lo pronto,__  1V 7 = 2 ,6 4 5 8  con menos de -  0,0001 de error en mas, deÁdonde 15 —  v/7 = 1 5 - 2 ,6 4 5 8 = 1 2 ,3 5 4 2 ,1con menos de ^ 0 ,0 0 0 1  áa error en menos\,Y  _________\/l2,3542 =  3,5147 =  3 ,5 1 5 ,1con menos de 0,001 de error en masy2 9 -h V / l5 — V 7 , =  32515,1con menos de -  0 ,001 de error en mas.¿áLuego finalmentey /2 9  -f- \ / l 5  —  >/7 =  5 ,702 ,con menos de 0,001 de error.

Advertencia.— En un procedimiento semejante se funda la determinación de la razón de la circunferencia al diàmetro, cuando se emplea el método de los isoperimetros.



DE ARITMETICA. 4 4 5
NOTAS.

NOTA I.
DE LOS DIFERENTES SISTEMAS DE NUMERACION.

Definición y principio de la numeración.1. Hemos visto cómo pueden i-epresenlarse todos los nvi- lueros, con diez caracléres, cifras ó guarismos, partiendo del PRINCIPIO DE CONVENCION : que toda cifra colocada á la izquier­da de otra, espresa unidades diez veces mayores que las de^'**^Fácil es reconocer q u e, en todo sistema análogo de nu­meración en que se baga uso de caracteres colocados unos á la izquierda de los otros y  sujetos á la condición convencio­nal de recibir valores relativos  ̂ se podrán representar igual­mente todos los números, con mas ó con menos de diez gua­rism o s,  conlando.siempre con el c e r o . . , , ,Se llama ba se  de un sistema de numeración el numero de los caracteres en él empleados; y el sistema recibe la deno­minación de
binario, ternario  ̂ cuaternario, quinario,..., según que las cifras empleadas son

dos, tres, cuatro, cinco,....Ksas cifras son respectivamente :l y O ,  l , 2 y 0 ,  1, 2,  3 y 0 , 1, 2 , 3 , 4 y 0 . . . . ,  es decir, las del sistema decimal desde cero basta la cifra que



4 4 6  elem é ;n i o sj)recede inmediaiamente á la b a s e  mientras esta base es infe­
rior á DIEZ.Pei'o si la BASE es superior á d ie z ,  y  es d o ce  por ejemplo (en cuyo caso el sistema se llama duodecimal), es necesario recurrir á dos signos suplementarios para espresar los nú­meros

diez y once,lo cual puede hacerse por medio de las letras griegas
Medio de escribir todos los números en un sistema cualquiera.2 . Veamos aliora cómo pueden espresarse todos los númê  
ros enteros posibles en el sistema septenario, por ejemplo, con las siete cifi-as 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 . O,Observemos por lo pronto q u e , en este sistema, el p r in c ip o  DE CONVENCION coDsiste en que toda cifra colocada á la iz­
quierda de otra espresa unidades s ie t e  veces mayores que las 
de esta otra. • 'Esto supuesto, los seis primeros números', represéntados por las seis cifras sigñificalivás' déi sistem a, forman ¡o que se llama las unidades án primer orden: ’Añadiendo 1 al n .” 6 , obtenemos siete, ó sea la unidad de 
segundo orden, que se escribe • .

10,
dxiy'w'Xwd daX principio de convención. . ,S i reemplazamos en 10 la cifra O sucesivaraenle por las 
seis cifras significativas, tendremos11, 12, 13, 14 , 15, 16,que representan los números

ocho, nueve, diez, once, doce, trece.La adición de una nueva unidad al número 16, dá una sê
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(junda unidad de segundo orden que se agrega á la primera esprosada por 1 0 , y así se obtiene

20 ,para representar el número c a t o r c e  (ósea 2 veces siete). Continuando de la misma manera, obtendremos la serie
21, 22,..., 26, 30,..., 36, 40......  50,...,para espresar los números

quince, dies y seis,..., veinte, veinte yuno,..., veinte y siete, 
veinte y ocho,..., treinta y cinco,....Pero sin ir mas lejos , podemos demostrar fácilmente que, suponiendo escrito en cifras un número entero cualquiera, también puede escribirse por medio de las siete cifras del .sistema, el número inmediatamente superior en una unidad.E n efecto, cualquiera que sea el número ya escrito , si 

añadimos u n o  á su ultima cifra de la derecha, se presentan dos casos:
O esta ultima cifra es inferior á 6 , y  entonces se la reem­plaza por la cifra que vi&n& inmediatamente después, en el sistema, sin tocar á las otras cifras de la izquierda;O  bien, dicha última cifra es 6 , y  agregándole una ?/«i- 

dad, se obtiene stéíe, ó sea una unidad de segundo orden, que debe agregarse á la cifra inmediata de la izquierda, poniendo un O en vez de la cifra 6.Pero como la cifra de la izquierda puede á su vez ser in­
ferior ó igual á 6 , seremos conducidos, por uu razonamiento análogo, á reemplazarla, bien sea por la cifra inmediatamen­te superior, bien sea por un O, debiendo en este segundo ca­so agregar una unidad de tercer orden á la segunda cifra de
la izquierda. .Del mismo modo se razonaría y se procedería con esta se­
gunda cifra de la izquierda, después con la tercera, y así sucesivamente.Luego, etc.Y  como podríamos aplicar á cualquiera otro sistema ra­zonamientos enteramente análogos, concluimos, que iodo nú-
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mero entero  ̂ puede escribirse en un sistema cualquiera con 
los caractéres en número l i m i t a d o  que le componen.

Espresiones de las unidades de diferentes órdenes y fórmula 
general para representar un número cualquiera.3 . El principio de convención consistente en que, en to­do sistema cuya b a s e  (ó  el número de cifras empleadas) es 6 ,  cada cifra colocada á la izquierda de otra, espresa unidades 

h veces mayores que las de esta, conduce á las dos proposi­ciones siguientes:PiiiUEiiAMENTE lüs U n id a d es d e  d ife re n te s  órdenes á partir 
ú ú  p r im e r o , ó , en  otros térm inos la u n id a d  sim ple y  todas las potencias de la base, están e sp re sa d a s , en todos los siste­m as , por

‘ 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000. . . .E n s e g u n d o  l u g a u ,  si designamos respectivamente por
a', a'\ a!", a''^, a ' ' , . . . ,los números de unidades del1 ." , 3 .”,  4.% 5 . " , . . . ,  orden,que debe contener un número cualquiera N en un sistema c u ­ya base es b (la cual es necesariamente wio^or que a', a” , a '" , a ' ' t e n d r e m o s  para representar en cifras el núm e­ro N , la fórmula(A) .b^+a'' . 6 ^ + . . . .Porque la cifra a” , por ejemplo, que en el núméro escritoa '"  a” a'),está colocada á la izquierda de a ' ,  espresa, según el principio de convención, unidades b veces mayores que las de la ci­fra a '.Del mismo modo, la cifra a'" escrita á la izquierda de las otras dos, a", a', espresa unidades b veces mayores que las de



DE ARITMÉTICA.. 4 4 9la cifra a " ,  por consiguiente, unidades ó è« veces wayo* 
res que ias de la cifra a '; y  así sucesivamente.
Escribir  ̂ en un sistema dado, un número enunciado en len­
guaje ordinario ó escrito en otro sistema y é inversamente, 
enunciar en lenguaje ordinario un nùmero escrito en cifras en 

un sistema cualquiera.4 . La concordancia que existe entre la nomenclatura ac­
tual de los números y ia manera de representarlos en el sisr tema decimal permite escribirlos fácilm ente, y por decirlo así, al dictado en lenguaje ordinario, como también resolver la cuestión inversa que consiste en enunciar en lenguaje ordi­nario un número escrito en guarismos.Lo mismo sucederia en cualquier otro sistema de nume­ración que estuviera acompañado de una nomenclatura cí'af y  apropiada.Pero si nos propusiéramos, por ejem plo, escribir en el sistema septenario el númeroTRESCIENTOS SETENTA Y NUEVE,referido al sistema decimal y sería d ifícil reconocer à priori cuáles son las cifras propias para espresar sucesivamente las unidades del t.®, 2.®, 3.^*,... orden septenario que el púmero dado contiene.Esta consideración nos conduce á resolver la cuestión si­guiente : ̂ Estando un número enunciado en lenguaje ordinario ó es­
crito en cifras en el sistema decimal traducirle en el sistema 
de b cifras.La fórmula (A) del n .° 3 , suministra un medio sencillo de resolver esta cuestión, es decir, de determinar sucesivamente las cifras o ', a " , a'".......En efecto, puede transformarse así :
ó bienN = ia '- i - 6 .N '  (representando N' el número 6 - í- ...) ;lo cual prueba que N es igual al producto de la multiplica-



450 ELEMENTOScion (le un número ¡N' por b aumentado en un número a ' < ¿ .Luego ya con esto vemos que a' es el residuo de la divi­sión de lN por è, ¿ase del segundo sistema.Análogamente, la nueva fórmulaN ' - 1 - 6 - h a "  • è-+  tt’' . ¿3- h . - .puede ponerse bajo la forma(representando N'" el núm.• 1, ,dónde se v e , á causa de ser a " < ¿ ,  que es el residuo de la división de N ' por ¿; y asi sucesivamente.T)c aquí se deduce la siguiente regla general :I^ara obtener las cifras del 1 .", 2.% 3 .% ... orden del n u - mct'o‘ N en el sistema cuya base es ¿ ,
Divídase N por la base ¿ (suponiendo 0 á los núrneros c s- óiitos en él sistema decimal) ; asi se obtiene un cociente N ', y  un residuo que espresa el número de unidades de primer

orden ;  . , . ,  . i i
Divídase en seguida el cociente obtenido i v , por o; lo cualdá un segundo cociente IN", y  un residuo que espresa el « m-  wí'éro,dé uuidades del orden; ^■ "  jÓividase el segundo cociente N " por ¿ ; y  se obtendrá un iéréór coóiente Ñ '" , y un rm d « o  que esprese las unidades de 

t^VCCT óvÚtCTl *■ '' 'Continúese esta sèrie de operaciones hasta llegar á un co­ciente MENOR QUE ¿; esiQ último cociente esp esa el número de unidades del orden mas elevado, y  el residuo correspondiente éstá'ctfra dé las unidades del orden inmediatamente inferior;
■ Por últim o, escríbanse los diferentes residuos unos á la ízqüi.érda de. otros', empezando por el primero obtenido, y  po­niendo á la izquierda del último residuo así escrito, el ultimo 

cociente obtenido.Volvamos ahora al número
Trescientos setenta y nueve, ó mas bien , 379, escrito en el sistema decim al:X a  7 .“ parte de 379 es 54, y  el residuo 1;La 7 .“ parle de 54 es 7 , y  el residuo 5;La 7 .“ parle de 7 es 1 , y  el residuo 0 .



D E  A I I I I J I É T I C A .  451Aáí enconlramos que el número dado escrito en el sistema 
septenario, será 1051.Propongámonos ahora escribir en el sistema quinario el número2374.La 5 ."  parle de 2374 es 474, el residuo 4;La 5 .“ parle do 474 es 94, el residuo 4;La 5.'‘ parte de 94 es 18, el residuo 4 ;La 5.* parle de 18 es 3 , el residuo 3.Luego el número buscado es33444.Tomemos por último ejemplo el número 17549,que se quiere escribir en el sistema duodecimal, cuyas cifras están espresadas por 0 , 1,  2 , 3 , . . .  9 , a y  6 :La 12.“ parle de 17549 es 1462; el residuo 5 ;La 12.* parle de 1462 es 121; el residuo 10, ó a;í>a 1 2 .“ parte de 121 es 10 ó « , y  el residuo 1.Luego el número buscado será a 1 a 5 .Fácilmente pueden comprobarse estos resultados resol­viendo la cuestión inversa que tiene por objeto :

Estando un número escrito en un sistema cuya base es b , 
traducirle di sistema decimal.La solución de esta cuestión se halla esplicitamente con­tenida en !a fórmula (A) del n .” 3 .

Multipliqúense las cifras a', o " , a'",... traducidas al sis­tema decimal respectivamente por las potencias 1 (ó b"), 
b ,̂b ,̂ ó S . . . ,  de la base b, también traducida al sistema



452 ELEMENTOSdecim al, y  hagas» después !a suma de todos los productos; Asi se obtiene el número buscado.Tendremos pues para e l e j e m p l o :1051 =  1 + 5 x 7 - í- 0 x 7 * - h l> í  73 para el segundo

: 1 + 3 5 + 0  +  3 4 3 = 3 7 9 ;
33444= 4  +  4 X  5 + 4 x 2 5 + 3  x  1 2 5 +  3 x  625 = 4  +  20 +  1 0 0 + 3 7 5  +  1 8 7 5 = 2 3 7 4 ;y  para el kreero« I a 5 = 5 + 1 0 x l 2  +  t x l 4 4 + 1 0 x l 7 2 8  =  5 + 1 2 0  +  144 +  17280 =  17549.6. Finalm ente, se puede proponer esta cuestión general: 

Estando un número cualquiera escrito en el sistema cuya 
base es b , traducirle al sistema cuya base es c .El medio mas sencillo de resolver esta cuestión, consiste en pasar primero del sistema 6 al sistema decimal, y después 
traducir el número asi obtenido al sistema c.

Ejemplo.—Sea traducir al sistema cuaternario el número 26 07 « escrito en el sistema duodecimal.Tendremos primero (n.° 5 , Nota)2607« =  10 +  7 x 1 2 + 0 x 1 4 4  + 1 1 x 1 7 2 8  +  2 x 2 0 7 3 6  — 10 +  8 4 + 0 + 1 9 0 0 8  +  41472= 60574.Para pasar de este número al sistema cuaternario se dice:La 4 .' La V  La 4 .‘ La 4.' La V  La 4.*
parle de 60574 es 15143, parle de 15143 es 3785, 3785 es 946 es 236 es 59 es 14 es
parte de parle de parte de parle deLa 4.* parte de

946,236,59,14,3 ,
el residuo 2 el residuo 3 e! residuo 1 el residuo 2 el residuo 0 el residuo 3 el residuo 2Luego el nùmero pedido es32302132,



DE ABITMÉTICA. 453resultado que puede comprobarse por la cuestión i/ircrsa, es d ec ir ,  volviendo del sistema cuaternario al sistema duode­
cimal.

Advertencia.—Voúr'idi resolverse directamente la cuestión anterior, operando para ejecutar la transformación exigida en el sistema duodecimal.La diücultad de esta manera de proceder, proviene de la desconformidad que existe entre la numeración escrita del sistema duodecimal, y  la numeración hablada generalmente admitida.7 . O b s e r v a c i ó n  g e n e r a l . — Las propiedades de los núme­ros son, en su mayor parle independientes del sistema de nu­m eración, y las que parecen peculiares del sistema decimal, tienen generalmente sus análogas en los otros sistemas.Vamos á indicar algunas aplicaciones do esta observación.
Números que tienen propiedades análogas á las de los « lí- 

meros 9 y 11.8 . Siendo en un sistema cualquiera cuya base es b, b — 1 y 6 -h  1 ios números correspondientes á los números 9 y 11 del sistema decimal, se demuestra1 . ® Que cuando las sumas de las cifras de un tiúmero 
cualquiera consideradas con su valor absoluto, es divisible por b —  el número dado es también divisible por b — 1 ;2 . ® Que un número cualquiera es divisible por b - h l ,  
cuando la d i f e r e n c i a  entre la suma de las cifras de lugar m -  i'AR, empezando por la derecha, y la suma de las cifras de lu­
gar PAR, es 0 d múltiplo de h-h\.3 . “ Y que el residuo de la división de un número por cada 
uno de los dos números particulares b — l  y  b 4 - 1 , se obtie­
ne, PARA EL PRIMERO, por mcdio de la suma de las cifras to­
madas con su valor absoluto, y p a r a  e l  s e g u n d o  ,  por medio 
de la diferencia entre la suma de las cifras de lugar impar y 
de la de las cifras de lugar par.Nos reducimos á enunciar estas propiedades, cuya demos­tración aconsejamos como ejercicio, haciendo observar, que se deduce fácilmente de la proposición establecida en el n.® 3 de la Nota, á saber: que cualquiera que sea el sistema de nu­m eración, todas las potencias de la base pueden estar espre- sadas por la série de los números escritos en este sislem a:10, IOS 103, iQí, 10^....



454 ELIiMEM'USK! ÁLGEBRA suministra todavía otro medio de demostra­ción fundada en este doble principio:Q ue b”* —  1 es siempre divisible por b—1; y  es di­visible por 6 -h  1 cuando m es par;2 .” Que ¿'”‘ 4 -1  es divisible porí» - f - l  cuando m es impar.

De las fracciones análogas á las fracciones decimales.9 . Las fracciones que gozan, en un sistema cualquiera de numeración, de propiedades análogas á las procedentes de la conversión de las fracciones ordinarias en fracciones deci­
males, non aquellas cuyo denominador es igual á una poten­
cia de la BASE del sistema.Uesulta en efecto de la espresion (n.® 3 , Nota] de las di­versas potencias de la base de un sistema cualquiera, que, para convertir una fracción ordinaria perteneciente á dicho sistema, en otra fracción formada por subdivisiones de 6 en 6 veces menores que la unidad, es necesario, conforme á la re­gla del n .°  136, multiplicar el numerador por ¿ ó 10 {es de­
cir, escribir un cero á su derecha), y dividir el producto por 
el denominador, lo cual daría en el cociente unidades h veces menores que la unidad principal, y un residuo; escribir igual­mente á la dei'ccha de este residuo un cero y dividir el resul­
tado por el denominador, lo cual daría en el cociente unida­des b veces menores que las pi’ecedenles ó 6̂  veces menores que la unidad principal; y  así sucesivamente.Sentado este principio, se deduce de é l, por medio de ra­zonamientos absolutamente semejantes á los que han servido para establecer las propiedades de las fracciones decimales ])rocedentes de las fracciones ordinarias, que las fracciones 
ordinarias, en un sistema cuya base es b , cuando se convier­
ten en subdivisiones de b en b veces menores que la unidad, 
dan origen á fracciones de un número limitado ó jlimitado de 
cifras periódicas puras 6  mistas, y que la composición del de­
nominador de la fracción ordinaria con relación á los facto­res que ektran en la base b, basta para caracterizar esas 
diversas clases de fracciones.Proponemos también para ejercicio, el investigar los enun­ciados y las demostraciones de estas propiedades.



i)iJ a h i i m e t i c a . 4 5 5NOTA. II.I'IIÜCEÜIMIENTO PARTICULAU PARA CALCULAR I5L VALOR DE Ü EN Ij .V FüRMUI.A o  =  S IN  ESTRACCION DE RAIZ CUA-d u a d a ; en  o t r o s  t é r m in o s , pa r a  c a l c u l a r . la  h ip o t e n u s aÜE UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO, CONOCIENDO LOS VALORES NU­MERICOS DE LOS CATETOS.1. Coinenzarémos por dosarrolhir el procet-liniienlo ( ) en ejemplos particulares; y  después csphcaremos las considera­ciones en que puede fundarse. . .(En lodos los ejemplos que vamos á tratar, solo formare­mos el cuadrado del númei-o menor; después efectuaremos la 
división de este cuadrado por el duplo del número mayor).

Primer ejemplo. * ¡

Calcular la espresion c— ^{47)®-f-(249)^.2209 I 498 ■2üT  447473291882209 249-H 4 es la raizpedifia; y 201 es el residuo de la operación.iísjo/icac’ío « .— Después de babei* obtenido el cociente 4 de la división de 2209, cuadrado de 47, por m  duplo<de -2i9, se mulliplica el divisor 498 por 4 , teniendo cuidado de dfiadtr 
al producto el cuadrado de 4 , y después se sustrae del divi­dendo el resultado. • ' íAsí se halla por mí'cíim 201. • \La parte entera de la raíz pedida es entonces el numero 
mayor 249, aumentado en el cociente 4 , ó sea, 253;

r )  Este procedimiento nos ha sido comameado por eljó.ve^ CiuNrPEMAVGE del cual hemos hablado ya en elCapitulo VIü (venseia t,i del 11.® 3i7). Pero ia dificultad ([ue éste encuentra en esponcr si^ ideas n.sando el lenguaje ordinario de la ciencia,  iio nos lia perimlido descubrir las consideraciones que se lo han inspirado.



456 E L E M E i M O SY  201 es el residuo de la operación efectuada por medio del procedimiento ordinario de la eslraccion de la raiz cua­drada.
Segundo ejemplo.c =  > /(o3 9)2 +(C847 f.539539485116172695

290521 1369416241 22506 137341
6847 

20 ____16868 raiz pedida.290521
Residuo de la eslraccion de la raiz cuadrada, 2506.
Esplicacion.—l̂ a este ejemplo hay que efectuar dos d ivi­siones parciales.El primer cociente, 2 , espresa decenas, y se coloca deba-- jo d e  Jas decenas del d ivisor: después se efectúa la multipli­cación de dicho divisor por 2 , cuidando de añadir el cuadra­

do de 2 al producto de las decenas por 2 ,  a! mismo tiempo que las unidades que se lleven de! producto precedente (aquí son 0); y  se resta en seguida el resultado del primer dividen­do parcial.Así se obtiene por segundo dividendo parcial 16241.En cuanto al divisor correspondiente, ya no es 13694 el que debe tomarse, sino este divisor aumentado en el duplo de las dos decenas del cociente, lo cual dá 13734; y por este se divide el nuevo dividendo 16241.El nuevo cociente es 1^ que se coloca en el lugar de las 
unidades simples bajo el nuevo divisor. Multiplicando 13734 por 1 y añadiendo al producto el cuadi'ado de 1 ,  se resta el resultado 13735 de 16241, y se obtiene por residuo 2506.Este 2506 es el residuo final de la eslraccion de la raiz.La raiz es igual al número mayor 6 8 4 7 , aumentado en 20-+-1, es decir, á 6868.

Advertencia. — También seoblendria la raiz añadiendo al último divisor 13734, el duplo del último cociente 1 , lo cual daria 13736, y tomando la mitad de este último número.



DE AIUTMETIGA. 4 5 7
Tercer ejemplo.V ( 5 2 9 jM 9 4 7 7 .529 279841 1894529 8044 1 9474761 16721 2094 10010582645 1594 3 30279841 2154 7

Residuo final de la raíz 1594.Aquí tenemos que ejecutar tres operaciones parciales, pe­ro siguiendo siempre la marcha indicada en los ejemplos a n - leriores.E l cuadro arriba puesto lo esplica lodo suficientemente.2 . Demostración. —  A  falla de razonamientos puramente 
aritméticoSy podemos apoyarnos para la justificación de este pi’ocedimienlo en la fórmula algebraica que dá la espresion del cuadrado de la suma de varios números.Sean w , l o s  diferentes números dados, tendremos

{m-hn-hp-hq-i—
-+-2{mn-hmp+'¡nq-\~...-i-np-i-...);es d ecir , que el cuadrado  d e  l a  sum a  de varios números es 

igual á la sum a  de lo s cuadrados de dichos números,  mas el 
duplo de LA SUMA DE TODOS LOS PRODUCTOS de los mismos ntt- 
nieros multiplicados de dos en dos.Esto supuesto, volvamos á la espresion

c=\/a^ -1-6 ,̂en la cual supondremos para íijm* las ideas 6 >  a .Si designamos por y la cantidad que debe añadirse a o pa- fíi obtener la parte entera c' de la rain buscada, y  por r el 
residuo de la operación, tendremos

c' =  b-\-y, ^[b-hijY -i-r.



458Tünenius además ELEMENTOS
lu ego, igualando eslos dos valores de bailaremos

[b-^yY-k-r ó(le donde, simplificando é invirliendo ol orden de los miembros{1} — 26y +  ^ --t-r .Esta última igualdad puede ponerse bajo la foi’ma
t

' 2 b

r

2 b ^lo cual nos-conduce y a , para obtener el valor de .y, á dividir Ü-- por 26, ó sea el c u a d n ^ d o  del númei o uienor a  {)or el duplo  del mayor 6.Pero resulta también de la igualdad ,{1), que equivale á(2) . a 2 .- r [ 2 6 i/ + / ) - = r ,que el cociente y  que se lia obtenido, dividiendo a -  por 26, no estará c o n v e n ie n te m e n te  díilerminado sino en cuanto se ha­ya podido restar de la s u m a  que formaria el producto del divisor 26 por el mismo cociente, y  el cuadrado elei cociente; en cuyo caso ,  el resto de la sustracción será’ pretiisamentc el residuo i' procedente de la aplicación del procedimiento or­dinario de la estraócion de la raiz cuadrada, y  la p a r t e  entero  de esta raiz, c ', tendrá por valor 6-4-í/.Para llegar á esta determinación del verdadero valor de es necesario distinguir varios casos, según que y  debe te­ner u nü y  d o s ,  t r e s ,  c u a tr o , . . . ,  cifras.Examinemos estos casos sucesivamente.PuiMER CASO. — y s o lo  ONA C ifr a .E l primer ejemplo del número precedente se encuentra en este caso ; y liemos visto que el cociente 4 resudante de la di­visión de 2209 por 4 9 8 , era tal qué liemos podido restar del dividendo, no solamente el producto del divisor por 4 ,  sino también el cuadrado de 4 .



DE ARITMÉTICA. ^59AáüíríertCía.— Sucede muchas veces q u e, en este primer caso, hay necesidad de rebajar u n a  ó m as  unidades al cocien­te obtenido. _____________ _Sea por ejemplo calcular o—  v (̂37)  ̂H- (73)*.3 7 x 3 7  =  1369 1369 146147 88 7 3 + 8  =  81 r a iz p e d i d a .Dividiendo 1369 por 146, hallamos desde luego 9_poi; co ­ciente; pero si, al producto de 146 por 9 , ó 1314, afiacUtnos 81, c u a d ra d o  de 9 , tenemos 1395, número m a y o r  qué el di­videndo; por consiguiente es necesario ensayar el 8.El producto de 146 por 8 , aumentado en 64, cu a d ra d o  de 8, dá un número que p u ed e  re sta rse  de 1369.Luego la cifra 8 debe tomarse por valor de y , y se tendrá 7 3 + 8  Ù8 1 ,  que será la raiz pedida, siendo 147 el re sid u o  <iue se habria obtenido efectuando la estraccion de la raiz cua­drada.Esta observación debe también aplicarse a los casos res­tantes, que vamos á exam inar.Segundo  c m o . — E stando  y esp resa d o  p o r  o o s a f r a s ,  pon­gamos y =  y'-^y", siendo y '  la cifra de fas decenas conside­rada con su valor relativo, é y "  la cifra de las u n idad es s im ­
p le s .L a  fórmula (1) se convierte en
ó bien ú 2 = 2 6  [y '-^ y " )= {y '-i-y 'y + r ,^  2 % ' +  y'̂  +  [2b +  2y') i f -h y ”  ̂+  rDonde ya se ve, que, para obtener las decenas y '  dfel v a ­lor de y, es necesario, tomando la parte de que espresa el 
conjunto  de las decenas, y d iv id ie n d o  esta parle por 2o, esco­ger el cociente m a y o r  p o s ib le , y que al mismo tiempo sea tal, que pueda re sta rse  primer dividendo parcial, el producto de 2b por el cociente, m as el cu a d ra d o  del mismo cociente.llcc lia  esta sustracción, si llamamos a '-  el residuo segui­do de las im id a d es sim p les  de a^, la igualdad antciioi se ÉC" ducc áy esta nueva espresion demuestra que, para obtener la c i-



460 ELEMENTOSfra y*' de las unidades simples de es necesario, después de haber lomado por divisor, no ya 26, sino 26 aumentado eii el 
dúplo 2y' de las decenas ya determinadas, dividir a'* por 2 6 -f-2 ^ ', escogiendo el cociente mayor posible ̂  y  al mismo tiempo íaly que pueda restarse de a'* el producto del nuevo divisor por el cociente, mas el cuadrado del mismo cociente.Hecha esta nueva sustracción, el residuo r ,  que se obtie­ne, no es otra cosa que el que se obtendría efectuando direc- 
lamente la estraccion de la raiz cuadrada.La raiz por su parte es igual á b -^ y '+ y " ,  tomando y' con su valor relativo.

T e r c e r  c a s o . — Estando y  espresado por tres cifras ̂  pon- d r e m o s y +  espresando y\ y " ,  las cifras de las 
centenas y de las decenas, consideradas con su valor relativo, é y'" la cifra de las unidades simples.La igualdad (1) se hace entonces=r 26 (y  - í -y’' -h i f )  -^ [y '+y"  +  y'”Y-i-r ; espresion que puede cambiarse en esta otra: ü^=26^'+j^H(26+2j')2/"+2/"®=(26+2^'+2^")7y'"+í/'"^+»‘-La consideración atenta de esta última igualdad prueban 1 Que,  para obtener las centenas y' de y, es necesario divi­
dir el conjunto de las centenas, do por 26, tomando el co­ciente mayor posible y tal sin embargo que pueda restarse del conjunto de las centenas de a^el producto del divisor por el cociente, mas el cuadrado del mismo cociente;2 . “ Q u e , para obtener las decenas y", es necesario for­mar \m nuevo divisor, 2 6 -f-2 y ', compuesto del primero au­mentado en el duplo del cociente encontrado, y  después divi­
dir el conjunto de las decenas del resto a'̂  de la primera sus­tracción, lomando el cociente mayor posible,'^ tal sin embar­go que pueda restarse del conjunto de las decenas de a'^, el ¡>roducto del nuevo divisor por el segundo cociente, mas el 
cuadrado de este mismo cociente;3 . ® Q ue, para obtener la cifra 2/'"de las unidades simples, es necesario formar un tercer divisor 2b-h2y'-h2y", com­puesto del precedente aumentado en el duplo del segundo co­ciente, operando después con el resto do la segunda sustrac­ción y con el tercer aivisor de una manera análoga.



DE Ar»ITi>flhlCA. 4 6 1Se concibe que estos razonamientos pueden eslenderse fá­cilmente al caso en que y estuviera compuesto de cuatro, cin­c o , . . . ,  cifras.Por consiguiente el procedimiento se encuentra completa­mente demostrado.H é aquí la tabla de los cálculos para el caso en que y de­ba tener cuatro cifras.
Cuarto ojcniplo«

712774751S564490081

c = = :v/ (2 3 7 5 9 )H (2 4 1 9 6 )223759 564490081 48392 2419623759 479620 9 9000700104213831118795166313 99768319661 66392748397 67792 rah pedida.6781267820
la mitad.. . 33910 es la raiz pedida.En este ejemplo, aunque las cinco primeras cifras de la izquierda del dividendo forman un número mayor que el di­v iso r, y  parezca por consiguiente que el cociente habrá de contener decenas de m illar, es fácil conocer que no podría restarse de 56449 el producto 48392 por -1, mas el cuadrado de una decena de millar.A s í, el primer cociente solo puede espresar unidades de 

millar; su cifra es 9.E l conjunto de las operaciones que deben ejecutarse no ofrece dificultad alguna, siguiendo el procedimiento espuestoanteriormente. , , ,E l residuo obtenido 48397, es el que daría la eslraccionde la raiz cuadrada.L a  raiz se forma según hemos visto, del mayor numero 24196, aumentado en 9000, muí 700, mas 1 0 , mas 4.Pero hay un medio mas espedito de llegar á e lla : y con-



462 ELE31ENT0Ssisle en añadir al último divisor 67812 el duplo del último cociente 4 ,  lo cual dá 6 7 82 0, y  tomar luego la mitad de es­te número.Así se baila 3 3 9 1 0 , lo mismo que por el primer medio.Esto se esplica suficicniemenle por el modo mismo con que se han formado los diferentes divisores.
Caso particular.Q u i n t o  o j c m p l o *c =  V (1 8 0 3y^+ (20 09 f.1803 32508.09 4018 20091803 4800 0 fi 6005409 22 89 5218 ^0 ^ 2699 rai

1442418033250809 5398
la mitad...

053982699 raiz buscada

pedida.

Las dos primeras operaciones parciales se ejecutan como de ordinario, Pero al llegar al resto ^228, se baja á su lado la cifra siguiente, 9 , del dividendo, lo cual dá 2289, cuyo nú­mero es necesario dividir en seguida por el segundo divisor 5218 aumentado en el duplo de 9 , ó sea por 5398. Y  como el nuevo dividendo es menor que el nuevo divisor, se sigue que el último cociente es 0; luego la mitad de 5398, ó sea 2699, es la rai% buscadâ  y  2289 es el residuo de la estraccion de la raiz.Esta observación es susceptible de aplicarse á, los dife­rentes cocientes que suministra el procedimiento, en otros ca­sos particulares, que son aquellos en que resultan ceros algu­nas de las cifras de la raiz.



2612612611566522

8 o»<o cjomplo.c =  v/(261}2 h - (348)2. 68121 l i ò l i
DE ARlTMÉriCA. 4 6 3

000

696
88567870435*>8121 Id -fíiitad. . .Aquí la raíz es exacta é igual á 435.

¡Séptimo ejemplo

348807435 rai% exacta.

121 122 raií, y  121 residua._061
Octavo ejompló.c =  v^(25)2+ (319)‘̂ . . .  <  2&.625 638319 raiz, y  62o residuo.3 . OnsEnvACiON I . — Para mayor sencillez se toma ordi­nariamente por dividendo, el cuadrado del número menor; pero nada impediría tomar el cuadrado del mayor; solo que se tendrían que ejecutar mas operaciones; es decir, que en este caso y, se compondría generalmente de mayor número de cifras.A s i, sea por. ejemplo calcularc=V(279)2-f-(4997)2.l ié  aquí el cuadro de las dos operaciones cotejadas, lia-



464 ELEMENTOShiendo formado por separado los cuadrados de los dos números:77841 99947834 710008
la mitad. . . 5004

24970009
fflij pedida.

673802574057849
55885585834 9958

2794000700
2052 5004 rai% husc.99985

la mitad.
100085004Si se toma por dividendo el cuadrado del número menor, solo se tiene que ejecutar una operación ; mientras que es ne­cesario ejecutar cuatro cuando se toma el cuadrado del núme­

ro mayor.Y  lo que hay de particular en este ejemplo, es que el pri­
mer cociente obtenido, espresa unidades de un orden superior á el de las unidades mas altas del primer divisor. Por lo  de­más las operaciones se ejecutan de la misma manera.4 . O bservació n  I I .— Apoyándonos en la observación pre­cedente, y  reflexionando sobre las igualdades que han servi­do de base a la demostración que hemos dado del procedi­miento ,  puede conocerse que basta que uno de los dos núme­ros sometidos al radical, sea un cuadrado.En este caso es necesario tomar por dividendo el número que no es cuadrado, y por divisor el duplo del número que debería elevarse al cuadrado.

Ejemplo«c= = v/l 1 9 9 7 +  (829)* .̂ 11997 1658
residuo.. 342 1672836 raiz cuadrada.la mitad. . . 836 ratz cuad\Aquí no h a y , según se v e ,  ni cuadrado que fo rm ar, «* 

raiz cuadrada que estraer, y  una sola operación basta para conducir al resultado.



DR AUITMÉTICA. 4655 . Eáta observación es úlii sobre todo, en álgebra, cuan­do bay que resolver una ecuación de segundo grado , cuyo término conocido, trasladado al segundo miembro, espositivo.
Pfl'iisacB* cjeiuplo.23a;2—5 3 9 ^ -= 4 7 .Tenemos, según la fórmula conocida,

x =
539=b\/(539)‘-i-h47.4.2346ó efectuando solamente el cálculo 4 7 x 4 x 2 3 ,539=±=v/í539}2-h4324 

x = -----43241081’ 4610783
la mitad.

1084542 raiz pedida.Luego x' =
5 3 94 -5 42 1081

X'

46539 — 542 46 23
46 i .46'

X

^cg'iindo ejemplo.460a;^—  5197 ¿t;= 3 8 7 6 .5197 =i= \ / (M 9 7 )^ T 3 8 7 6 X 4 6 0387618401550403100838767131840
92071318.40 5354 4 ~ 700 80000 0Ò

la mitad.

10396IT s T i1Í674
6110865843 raíz eiacta. 50r



400 Kl.KMl'.NTOS5197=i=58.i3 líO 'iOx=z--------------- =  ^ —  12 raíz posilivn.020 020 ‘0. OiííF.iiVACioN l l í . — K1 procoüimianlo puedo oslendeise á ias oiípnisionosV m‘pero entonces hay necesidad de formar íi/^non los cuadrados de (los, (le Ires,.“. ,  de los números m ,  « , á menos (|iie íí;jo de ellos, ¡lor ejemplo, sea un número dado, cuadrado n í?o cuadrado perfecto; en cuyo caso, la formación de un so­
lo cuadrado para la primera espresion, de dos cuadrados para ja segunda, etc., basta jiara aj>,ii;ci)r el procedimiento.7. O bservación !V .— I’ dr íftlirao, en rigor ])odria susti­tuirse en lodos los casos posibles, este mismo pi’ocedimiento, jd prociuiimiento gtmeral de la raiz cuadrada, lo cual vamosa hacer ver en dos ejemplos. , , . «na-í-nSea pi'imero estraer la raíz cuadrada dcl numero 7 0 u o o J. Concibamos (juesc han formado las dos potencias da ^va­
do pfirúii\ número 2 , por ejemplo, que comprenden el núme­ro propuesto.Fácil es reconocer que esas polencias son 2̂ « y ti\ efecto, T  ó 512 imilliplicado por sí m ismo, dá 2(32144; y 
2'.2(32144, darla 104857(3.Fsto supuesio, lomemos la diferencia entreyhallaremosLuego el número propuesto equivale a .4 384 25 + (51-2)2,Y nada impide aplicar á esta t'spresion el nuevo procediinicnlo.

A íindehacerresaltarmejor ladiferencia (pieeníre ambos pro­
cedimientos existe, vamos aponerlos cotejados á continuación.

Nuevo procedimiento.

700569262144438425

70056.9 837 4384.25 1024”605 16.3 412 2 31106.9 166 7 83 45 1624"oooo 000 21664U374
la mitad.. . 837



DE AUmiETICA. 4 6 7
Tei*eer ejemplo.

Eslraer la raíz cuadrada del mmero 78496732.Para obtener de pronto un cuadrado que esté en rela­ción con el número dado, se forma el cuadrado de 2500; y  restando de 7849(>732el cuadrado de 2500 que es 6250000resulta 72246732lu cual dá 78496732 ^ 7 2 2 4 6 7 3 2  +(2500)2.
Procedimiento ordinario. Nueva procedimiento.7 8 .4 9 .0 7 .3 2 88 5 72246732 500016.8 72467 61 0 50 7 176.5 105673 170001 74 23.2 1770.ü 74232 ó14 85 1 14851 

la mitad. . . .

176005Ì770091771888)TÍ)Estos dos ejemplos baslan para liacer conocar que, visto el conjunto de las operaciones exigidas por los dos procedi­mientos, queda la ventaja á favor del ordinario; si hemos in­dicado el empleo del otro en la eslraccion de la raiz cuadrada en general, ha sido soto para hacer resaltar sn feeiindidiul; pero realmente no es preferible mas (jue para el cálculo de las espresiones tales como
porque enlonces no hay que formar todas las elevaciones al cuadrado de los números m, n, p,...\ no siendo muchas veces necesario formar ningún cuadrado de antemano, según se ha visto en los 4 v  5. l'LN.
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