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GEOMETRÍA.

Definiciones y  division.

I . Ünd pórcioìi cualquiera de materia, limitada e/u todos 
sentidos, se llama cuerpo físico ó simplemente cuerpo.

Todo cuerpo ocupa una parte limitada del espacio 
infinito que nos rodea; si prescindimos de la materia 
de que está formado el cuerpo y consideramos sola
mente la porción limitada de espacio que ocupa, ten
dremos el CUERPO GEOMÉTRICO, tal como hemos de estu
diarlo en esta obra.

Los cuerpos tienen necesariamente tres dimeiisiones, 
que son: longitud ó largo, latitud ó ancho, y grueso. 
Esta última se llama Xoxd\i\o;VL‘profundidad ó altura.

El limite que separa un cuerpo del espacio infinito 
que le rodea, se llama superficie.

Las superficies sólo tienen dos dimensiones: longi
tud y latitud.

Él limite común de dos superficies que se encuentran, 
se llama línea.

La linea no tiene mas dimensión que la longitud.
Por último, el limite común de dos lineas que se cor

tan .96 llama punto.
El punto no tiene ninguna dimensión.
I>a superficie, la linea y el punto tienen existencia 

real, pero no pueden separarse de los cuerpos: sólo por 
medio de una abstracción lás concebimos y estudiamos 
con entera independencia de éstos;



Los Cuerjjos, superficies y lineas se comprenden 
bajo la denominación común de Jlgurcis.

Extensión, en su concepto mas general, es lapro- 
piedad, que poseen las figuras de ocupar un lugar en el 
espacio.

Extensión, refiriéndonos á una figura determinada, 
es la magnitud de esta figura.

La extensión recibe el nombre particular de volumen, 
área ó longitud., cuando es la magnitud relativa de un 
cuerpo, de una superficie ó de una linea.

3 . Las lineas se' dividen principalmente en rectas, 
quebradas y  curvos.

Línei rect.\ es el camino más corto entre dos puntos.
Generalmente las rectas se consideran indefinidas en 

sus dos sentidos; pero si debe tenerse en cuenta su 
magnitud entónces se consideran limitadas por dos inul
tos, que se llaman extremos.

Admitiremos como evidentes las siguientes propie
dades de la linea recta:

L* Dos puntos determinan la posición de una recta, 
esto es, por dos puntos no puede pasar mas que una 
linea recta; de donde se deduce: aos rectas que tienen 
dos puntos comunes coinciden en toda su extensión in- 
defimida.

*2.* Dos rectas no pueden cortarse mas que en un 
punto.

3.‘  Toda porción de linea recia es to.mbien una li
nea recta.

Se llama distancia entre dos puntos la linea recta 
fue los une.

Linea, qüebr.ada es una linea composta de varias 
rectas que se cortan dos á dos. (Fig. IJ.

liÍNKA CURVA es ofuella de la que ninguna qiorcion, 
por pequera que sea, es linea recta. (Fig. 2̂ ^

*1. Superficie plana 6 plano es una superficie tal 
que uniendo dos puntos cualesqu iera- de la misma por ^ma 
recta indefinida, todos los puntos de ésta se colocan en 
la superficie.

Superficie quebrada es la que se compone de varias 
superficies planas que se cortan.

Superficie curva es aquella de la que ninguna por- 
don, por pequeña que sea, es superficie plana.
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5. Geometría es U ciencia qm tiene por objpo el 
esUdio de las propiedades de las figwras y  la medida de
í »  extensión. . , jSe divide la Geometría en plana y  del espacio.

La ireometria plana estudia las Agruras cuyos pun
tos están situados en el mismo plano, y 
del espacio las que tienen sus puntos en planos dife
rentes.



GEOMETRÍA PLANA,

LIBRO PRIMERO.
DE LAS LÍNEAS.

C A P Í T U L O  P R I M E R O .  

LÍliEA R E C T A .

I.—Medida de la  linca recta.

6. Para medir ima línea recta debemos compararla 
con la unidad elegida, que será otra recta.

Sea el metro la unú’ adde longitud, y supongamos 
que la recta dada sea mayor que un metro.

Apliquemos éste sobre la recta cuantas veces sea posi
ble; si después de separar 8 unidades, por ejemplo, 
queda un resto menor que el metro, mediremos eí 
resto con la unidad inmediatamente inferior, _̂ el de
cimetro; supongamos que el resto contenga 5 decí
metros; y un resto menor que el decímetro; para 
medir este nuevo resto emplearemos el centimetro, y 
si éste se halla contenido 7 veces exactamente, la recta 
dada .se compondrá de 8 metros, 5 decímetros y 7 cen
tímetros; luego estará expresada por el número 8“ , 57.

Si la recta fuese menor que el metro, empezariamo.s 
desde luego la medición con el decimetro.

En general, si necesitamos hallar la relación entro 
dos rectas cualesqxüera, deberemos buscar una tercera 
recta contenida exactamente en las dadas, referiremos



después á esta medida común las longitudes de las dos 
rectas, y formaremos una fracción con los números que 
expresan dichas longitudes.

Sean la.s rectas AB y CD (Fig. ZJ, qiie supondre
mos conmensurables. Operando como se nace en Arit
mética para hallar el máximo común divisor de dos 
números, aplicaremos la recta menor sobre la mayor 
cuantas veces sea posible, que son dos en la figura, 
quedando un resto EB; este resto se aplica sobre la 
recta menor tres veces quedando el residuo FD; por 
último, aplicando este resto sobre el anterior vemos que 
está contenido cinco veces exactamente, con lo que la 
Operación está terminada y el último resto FD es la 
mayor medida común de las rectas AB y CD.

"La relación numérica entre ellas se hallará ahora 
fácilmente. Tenemos, en efecto,

AB=2CD +  EB, CD=3EB +  FD, EB=5FD; 
de donde AB=37FD, CD=16FD;

AB 37FD , AB 37üluego CD 16FD CD 16
Nótese que la relación obtenida debe ser fracción 

irreducible, salvo el caso en que CD esté contenida en 
AB un número entero de veces, pues si 37 y 16 pu
dieran tener un factor común 3, por ejemplo, _ la ma
yor medida común de las rectas no.seria ED, sinó 3F1).

Si las rectas dadas fuesen inconmensurables, la ope
ración de hallar su medida común no tendria teórica
mente fin, y la relación exacta de aquellas no existiría. 
Sin embargo [Arit. « 3 « ] ,  puede hallarse una relación 
tan aproximada como se desee. Supongamos que_ el 
error deba ser menor que 0,01 de la recta menor: divi
diendo ésta en 100 partes iguales y llevando una de 
ellas, que llamaremos p, sobre la recta mayor cuantas 
veces sea posible, 896 veces'por ejemido, la recta mayor 
se hallará comprendida entre 896;? y 897;?. y la menor 
será 100;? exactamente; luego la relación buscada es-
tara, comprendida entre y ó sea entre 8,96 y
8,97 que se diferencian en 0, 01; luego cualquiera de 
estas fracciones representa la relación buscada con un 
error menor que 0, 01,
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II.—Ángulo«.

T. ÁNGULO PLANO, Angulo rectilíneo ó 
ÁNGULO es la inclinación muHa de dos i ectas que se

""Estas rectas se llaman lados del ángulo y el punto

“  r á n y ^ s e ’ W  generalmente por. tres letras 
colocadas en los lados y en el
la del vértice en medio de las otras dos. Asi el primer 
ángulo de la fig. 4 se leeré:

ángulo ABC ó ángulo CBA.
c;íti Piiiharo‘0 cuando en el vértice hay solamente un 

ángaro, p t d l "  éste' designarse por la letra de d.clro
punto; j)EF son iguales si colocando
un M o  BC'Lprimerp^sobre f ® P X ”í
d o s l l o s  X k  ' r  ED T e 'co n fu id »  'en uno ¿olo, ' üos laaos d a j  a „  .p . g, desiguales
s icS oca Z B & T tb r^  ¿  sobre e A ,  los

'" f u p ^ S l i e l^ M t  ê i a ^ S Á T r e  l a  posición. E 
i n t e n o T " g 5 l o  BEF el ángulo ABC será eyiden-

*'“ e s * d S r q u e ‘S'ángu?o DÉF es la. suma de los ángu- 
los DEG y GEF, y que uno de éstos es la diferencia

*̂ ^̂ *Poi’^lo^dicho^ se comprenderá que la
mi álqulo no depende dê  lalongitud d̂  sus lados s^no
de lo, mayor ó menor inclinación del uno solre el otro.

k ^ Z ¡ Í T , m  á%!,%lo es mw, recta p e  pasa por el 
rerlice y divide al ángulo en dos partes iguales.

S. A ngulos adyacentes son dos ángulos que tienen 
v u lado común y los otros dos lados en linea recta.

Es claro qû  ̂ ángulos adyacentes tendrán el mismo

'̂ '̂ ’l^nt'áno-ulos ACE V ECB (Fig- 6;  son adyacentes.
Si unafecta DO al caer sobre ¿ o !

dos ángTilos adyacentes iguales ACD y DCB, estos an



trulos se llaman rectos, y la linea DO es perpeiidicular 
a la \B.

Por el contrarío, si una recta EC forma con ^ra AB 
(los ángulos adyacentes desiguales -A-CE v ECB, gítos 
ángulos se llaman oblicuos, y la resta EC es oolicud 
á la AB.

Teorema I. (Figs. 6 y

9 . Dos ÓAig-ulos rectos son iguales', ajiiu'iue no- seafi 
adyacentes.

Sean los ángulos rectos DCB y QPN; queremos de
mostrar que son iguales.

En efecto: coloco la figura 7 sobre la G de modo que la 
recta MÑ coincida con AB y el vórtice P con _C; si el 
lado PQ no coincide con CD segmirá otra dirección, por 
ejemplo CE. y los ángulos ACE y ECB serán precisa
mente el MPQ y el QPN en su nueva posición. Pero el 
ángulo ACE es mayor que el recto ACD, y el ECB es 
menor que el recto DCB: luego los áng'iüos ACE y ECB 
son. desiguales, lo que es contrario á la hipótesis; por ^n~ 
siguiente PQ coincide con CD y los ángulos rectos D( B 
y QPN son iguales.

Todo ángulo menor que un recto se llama ángulo 
aando. y todo ángulo raavorque un recto se llama olfuso.

ECÉ (Flg. Gy es un ángulo agudo; ACE es obtuso.

Teorema II. (Fiy. 6J.

SO. Lo. swma de dos ángulos adyacentes es igual d dos 
dnnulos rectos.

Sean los ángulos adyacentes ACE y ECB; quere
mos demostrar que su suma es igual á dos ángulos rectos.

En efecto: trazando la peiqiendicular CD á la AB será
ACE=ACD+DCE
ECB=DCB-DCE.

Sumando ordenadamente estas igualdades y reducien
do. tendremos

ACE-fECB=ACD+DCB, 
ósea ACE+ECB=2R,
llamando R al ángulo recto.
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Escolio. Si uno de los ángulos adyacentes eS' agudo’ 
el otro será obtuso, y  reciprocamente.

Corolarios.

1. ” Uii migvM cualquiem ACE -oale mt%os q%e dos-
restos. ,  » i.Puesto que prolongando el lado AC se lorma un án
gulo adyacente que junto con el propuesto vale dos

2. ® La sama de los ángulos consecutivos ABD, DBE, 
E&F«¿c. (Fig. %), formados hacia wi mismo lado de ana 
recta AC es igual á dos rectos.

Los tres primeros ángulos, contando de izquierda á 
derecha, componen el ABF; pero éste y  el FBC valen jum 
tos dos rectos; luego todos los ángulos formados en B 
valen también dos rectos. .

3. ® La suma de todos los ángulos cónsecutiws AUB, 
BOC, COD etc. (Fig. 9) qite se pueden forman' alrededor de 
un punto O, es igual a cuatro ángulos rectos.

En efecto: prolongando uno de los lados, por ejemplo 
AO, la suma de los ángulos situados por encima de la 
linea AA' vale dos rectos, y la suma de los situados por 
debajo de dicha línea vale otros dos; luego la suma de 
todos, que evidentemente es igual á la de los ángulos pro
puestos, valdrá cuatro rectos.

4. " Si uno de los cuatro ángulos formados por dos rectas 
qne ■fe cortan es recto, los demas también son rectos.

Puesto que si el ángulo AOC (Fig. lOJ es recto, su 
adyacente COB tendrá que serlo también, y  siéndolo éste
lo será igualmente su adyacente BODj^c.

De aquí se deduce que si una recta CD es perpendicular 
á otra AB, la segunda también será perpendicidar a la
primera. ,1 1 .  Dos ángulos se llaman complementarios cuando su 
.fuma rale un ángulo recto.

Cada uno de los ángulos es el complemento del otro, 
esto .es, lo que falta á éste para valer un recto.

Los ángulos DCE y ECB (Fig. (5; son complementarios.
Dos ángulos se llaman suplementarios cuando su suma 

vale dos ángulos rectos.
Cada uno de los ángulos es el suplemento del otro, esto 

C6,16 que falta á éste para valerdbs rectos.

12



Los án^los adyacentes ACE y ECB (Pip- son su
plementarios.

Dos ángulos j-w« tiem% el mismo complemento o el mis
mo suplemento iguales., puesto que á los dos les falta 
lo mismo para valer un recto, en el primer caso, y  para 
valer dos rectos, en el segundo caso.

1®. 8e llaman ángulos opuestos por el vértice dos 
ángulos de los que m o se forma prolongando los lados 
del otro.

T eorema. III. (Fíg. l l j .

13. Dos ángulos AOD, COB opuestos por el rertice soíi 
iguales.

En efecto: el suplemento de AOD es AOC, y el suple
mento de COB es también AOC; luego AOD=COB.

I l i .—Peppendieulare« y oblíeua«.

T eorema I.

11. Por un punto dado no puede trazarse mas que una 
perpendicular á una recta.

Distinguiremos dos casos: 1.” que el punto dado esté 
en la recta; 2.” que esté fuera de ella.

Primer CASO. 6). Vamos á demostrar que por el
punto C no se puede levantar mas que una perpendicular 
CI) á la recta AB.

En efecto: tracemos por el punto C otra recta CE; si 
CE es perpendicular á AB el ángulo recto ECB será 
igual al DCB, por consiguiente CE coincidirá con CD, y 
las dos perpendiculares se reducirán á una sola.

Segundo caso. (Fig. 12). Decimos que por el punto C 
no se puede trazar mas que una perpendicular CD á la 
recta AB.

Para demostrarlo tracemos por el punto C otra recta 
CE que encuentre á la AB, prolonguemos la CD, tomemos 
•en la prolongación una parte CD de igual longitud que 
CD y tracemos la recta C'E.

Imaginemos, abora, que la figura CDE gire alrededor 
de AB basta volverse á colocar en el plano, pero por de
bajo de AB; hecbo esto, la recta CD coincide con CD por 
ser iguales los ángulos rectos CDE y C'DK, el punto Q

13



cae sobre elC', por ser C1)=C'D, y la recta CE coincide
con C'E, por tener ambas los extremos confundidos; luego

CED=C'ED ó bien CED=-lCEC'; -
pero el áng-ulo CEC' es menor que dos rectos, luego su 
mitad CED es menor que un recto; por consig*uiente CE es 
oblicua á la recta AB.

14
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tiran

I. Si desde un punto C exterior à una recta AJ3 se 
á ésta una perpendicular CD y una oblicua CE, va 

xervendiculm' es menor que la oblicua.
Ííaciendo la misma construcción q̂ ue en el teorenia 

anterior, é imaginando que la figura CED 
(le AB se vé que CD esla mitad de CC , y CE la mitad 
de ía linea quebrada CEC' ; pero

CC' <  CEC' [3 ] , luego CD <  CE.
T eorema recíproco. Si una recta CD es menor que 

cuantas pueden tirarse desde unpunto C a unarecta AB, (a
>nr iuisr a es perpendicular ala segunda AD. ^

Puesto que si CD no fuese perpendicular á AB, bajan
do desde C una perpen(iiculai* á esta recta, sería menor
que CD. lo que es imposible.

lO . Se í/fíWíZ DISTANCIA entre unpunto y urna recta la 
perpendicular trazada desde el punto a la recta.

Teorema III. (Fig. 13)-

17. Si desde un punto C, exterior á una 
se bajan à ésta una perpendicular y vanas oblicuas:
1.“ las oblicuas CE y  CE que se apartan f
'perpendicular son iguales; 2.° ae dos oblicuas CE j  
que se apartan desigualmente de la perpendicular, es 'mayor
laque se apoA'ta mas.''- .. , . ni'»

1.« Doblando la figura por la perpendiculai CD, la

1 Llamamos de una perpendiculai' 6 de ron dicRa recta'al punto de interBeceíou de la perpendicular 6 de la oblicua con d ic^  
nacimos oue dos oblicuas se oparíajug-ualmente de la P*rpendicuiai cu 
do lQ?PÍés le  aquellas equidistan del pié ds ésta.; y que «e apartan desi- 
g’iiulgicnt*) 05ntv®ri0i



recta DE seguirá la dirección DF, por ser iguales los án
gulos en D, y el punto E caerá en F, por ser DE—DF; 
luego las oblicuas CE y CF tendrán los extremos comu
nes, y serán iguales.

2.® Tomemos sobre AB una parte DF=DE y tracemos 
la oblicua CF, que será igual á CE.

Ahora bien, el ángulo'CFD es agudo, por ser mitad 
del BFC', luego su adyacente CFG es obtuso; por consi- 
gu iente si levantamos por el punto F una perpendicular 
FH á CF, cortará á CG entre los juintos C y G; pero 
CH>CF [lo ]; luego con mayor razón será

CG>CF ó CG>CE.
Teorema recíproco. 1." dos ohlicuas CE y CF son 

iguales, se apartoM'igualmente de la perpendicular', 2.® si 
dos oblicuas y CG son desiguales^ la mayor se apar
ta de l^erpendicular mas que la menor.

1.“ Si una de las oblicuas iguales CE se apartase 
de la perpendicular más ó menos que la otra CF, seria 
CE mayor ó menor que CF [Tcoi*i^nia antct»ioi*], lo 
que es contrario á la hipótesis.

*2.® Si la oblicuainayorCGseaparta.se déla perpen
dicular lo mismo que la menor, seria CG=CE; y si CG 
se apartase menos que CE, sería CG <  CE, y amí>as con- 
dusiones son contrarias á la hipótesis del teorema.

Corolario. Desde un punto C no puede trazarse a una 
recta. AB mas de dos rectas iguales CE y  CF.

Puesto que otra recta cualquiera, si es perpendicular 
á AB, será menor que CE y CF, y  si es oblicua se aparta
rá de la perpendicular mas ó menos que éstas: por con
siguiente será mayor ó menor que los mismas.

15
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Teorema IV. (l'ig. 14).

Todo punto Y. de la qyerpendiculaf GVt levan
tada d una recta por su minio medio, equidisto, de los ex
tremos de dicha recta', todo punto Y exterior d la per
pendicular, m equidisla de los extremos de la recta.

1. ® Las distancias EA y EB del punto E á los extre
mos de la recta AB son oblicuas que se apartan igual
mente de la perpendicular; luego EA=EB [ITj.

2. ® Para demostrar que las distancias FA y FB del
punto F la ,\B son desiguales, bajo Ir



perpendicular FH á A13; el pié de eata perpendicular no 
puede ser el punto medio C luego dividirá á AB en 
dos partes AH y HB desiguales; por consiguiente las dis
tancias FA y son oblicuas que se apartan desigual
mente de la perpendicular FH. luego son desiguales.

Teorema, recíproco. 1.“ iSi Wíbpimto E eqvÁdistade 
los extremos de'ma recta AB, dicho pwato està en la per- 
pend.icnlar levantada á la recta AB p>or sn punto- medio:
2.° si mi punto F no equidista de los eojtremos de la recta, 
dicho punto no està en laperpendicula/r.

1. “ Si el punto E no estuviese en la perpendicular CI). 
no equidistaría de A y B, lo que es contrario á la hipótesis.

2. ° Si el punto F estuviese en la perpendicular CD. 
equidistarla de A y B, lo que es contrario á la hipótesis de 
esta segunda parte.

19. Escolio. Acabamos de ver que todos los puntos 
de la perpendicular CD poseen la propiedad de estar á 
igual distancia de A y B, y que esta propiedad .sólo la 
poseen dichos puntos; por esto se dice:

M  LUGAR GEOMÉTRICO dc todos los puntos equidistu'ittes 
de los extremos de una recta, es la perpendicular levantada 
á ésta por su punto med. io.

«O . Es conveniente advertir que no todos los t eore- 
mas recíprocos son ciertos, y que por consiguiente no de
ben ser admitidos sin demostración. Sin embargo, mu
chos de los recíprocos ciertos pueden demostrarse por el 
método seguido en los números 17 y 18, y siempre que 
reconozcamos la posibilidad de hacerlo, se admitirá la 
proposición como cierta sin detenerse á demostrarla. Di
remos, pues,

Siempre que en un teorema ó en una serie de ellos se 
hayan hecho todas las hipótesis posibles sobre un mismo 
sujeto, y  cada hipótesis haya ciado una conclusión esen
cialmente distinta de las demás, sera aplicable à la demos- 
tracion de los recíprocos el métodsO sec/uido en los n'umeros 
17 y 18, y  dichos recíprocos serán ciertos.

Teorema V. (Fig. HJ.

« I .  Fi una reda EG- tiene dospmttos E 3/ G equidis
tantes de los extremos de otra AB, es perpendicular à ésta 
y la divide- en dos partes iguales.

Si imaginamos por el punto medio C de la AB una

16
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17
perpendicular á ésta, diclia perpendicular debe pasar por 
todos lo^untos equidistaiit.es de A y B luego pa
sará por E y G-confundiéndose con EG; por consiguiente 
EG es pei’pendicular á AB en su punto medio,.

1V .-P ai*a lcla .s .

llaman líneas paralelas dos rectas situadas 
en- el mismo plano, gnc no se encuentran por más qite se 
pTolon-guen.

Se demuestra que las líneas paralelas existen por me-̂  
dio de la siguiente proposición.

Teorema I.

Dos recias perpendiculares d m a tercera  ̂ sonpa
ralelas entre si.

Porque si las dos rectas llegaran á encontrarse, desde 
el punto de encuentro habría dos perpendiculares á una 
misma recta, lo que es imposible [14].

Postulado de Eüclides. (Fig. 15.)

®4. Una perpendhular CD y  una oblicua EF d wna 
misma recta AB, prolon-gadas sx^cientemente se encuexxr- 
tran, y el encuentro se rerifica hacia el lado del dngulg 
ayu,do FGB qxie forma la oblicua con la recta.

Esta proposición no se puede demostrar rigurosamente, 
pero tiene cierto grado de eyidencia que pennite admitir
la desde luego como cierta.

Teorema \\. (Fig. 15).

3 5 . Por xm punto G, extex'ior d xMia recta CD, nopu^de 
tranzarse mas que xmaparalela d dicha recta.

Tracemos desde el punto G, una perpendicular AB á 
la recta CD. De todas las rectas que pueden pasar por G 
habrá una LM perpendicular á AÉ, y  como CD también es 
perpendicular á AB, las rectas LM y CD serán paralelas; 
jiero otra cualquiera recta que pase por G será oblicua á 
AB |i4]; luego encontrará á CD [P ostu lado]; por con
siguiente por el punto G sólo puede trazarse á la r^cta QD 
upa paralela LM.
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COROLABIOñ.

1. " ¿ii ¿OS rectas AB y CD (Bi^- 1̂ ) soa paralelas, toda 
recta EF que encuentra a una de ellas AB. encuevara, o-
lonqdndota lo necesario, á la otra CD-

'Si EF no encontrase á CD le sena paralela, y pasauaii 
por G dos paralelas AB y EF, á una imsina recta (A), lo
q\ie es imposible. , , . ^

2. “ .Dos rectas AB y  CD (Fip-. H, pamkh's a una te/,- 
cera EF. son paralelas entre si.

En efecto: si AB y Cl) lleg-araii a encontrarse, por el 
punto de encuentro pasarinn dos paralelas n E r , lo que ê

‘̂ 4i. Keciproco DELTiíoRiíMA I. dos recUis
VA y CdD son paralelas, tndeyperpenmcular aúna, de 
ella,s C l) es (arnbien perpendicular a la otra i Al_.

Puesto que AB cnc.uentra á CD enc(m1:rara ig-ualmente 
á su paralela LM; ahora bien,' ái AB no es perpjmdicular a 
LM será oblicua, asi como LM será oblicua h AB. peio 
ontóuces la perpendicular CD y la oblicua LM a una
misma recta AB se encontrarán lo que es
contrario á la hipótesis: lueg-o AB tiene que ser perpen

Si una recta EF (M y. 18) corta a otras dos AB \ 
CD, la primera recibe el nombre de secante ó trasversoÁ.

En los puntos de intersección G y H se forman ocho 
ángulos: los situados fuera de las .paralelas se llaman e<c~ 

y  los situados dentro,
Dos ángulos internos AGH, GHD de distinto lado de 

la secante y no adyacentes, se llaman alternos internos.
Dos ángulos EGB, EHD uno externo y otro interno, 

del mismo^lado de la secante y no adyacentes, se llaman 
correspondientes.

Teorema III. CFig- B̂ )-

los ángulos aíternos internos AGH y  GHD son 
iguales, las rectas AB y  CD son paralelas.

En efecto: por el punto medio O de la parte de secante 
GH comprendida entre las rectas dadas, trazo la perpen
dicular OM á CD y la prolongo hácia la parte superior: 
iraagip?mos ahora que la fig'ura OHM gire alrededor del
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punto O, en el mismo plano en (me se encuentra, hasta 
que la recta OH tome la dirección OG; entonces el punto 
H caerá en G, por ser OH=OG, y la recta HM seguirá la 
dirección GA, por ser el ángulo ÓHM=OGA; pero la OM 
coincidirá con OK, por ser el ángulo HOM=GOK [13], 
por consiguiente el punto M, que se encuentra á la vez en 
las rectas nM y OM, deberá quedar situado á la vez en 
GA y en OK, luego estas rectas tienen un punto común L 
sobre el que caerá el punto M. Vemos, pues, que las figu
ras OHM y OGL son iguales, luego

án^. OMH=í¿?¿j7. OLG;
y como el ángulo OMH es recto, su igual OLG también es 
recto, lo que manifiesta que AB es perpendicular á LM, 
por consiguiente es paralela á CD.

E scolio. Si los ángulos internos iguales fuesen BGH 
y (tHC. la demostración seríala misma, pues de laigual- 
(\ad de dicho.s ángulos se deduce la de sus adyacentes 
AGH y GHí).

Tkorema IV. 19).

jSi dos ángulos correspondien tes EGB y  EHD son 
iguales, los rectas y son paralelas.

En efecto: tenemos por hipótesis

además
EGB=EfID,
EGB=AGH (13]:
AGH^EHD,

y como estos últimos ángulos son alternos internos, las 
rectas AB y CD son paralelas [*í8 ].

luego

Teorema. V. (Fig. 19).

3 0 . til lo. suma de dos ángulos inter7ios y  GHC 
del mismo lado de la secante es igual á dos ángulos rectos, 
los rectas AB y  CD son paralelos.

En efecto: tenemos por hipótesis

además
luego

GHC-1-AGH:=2B, 
UHC-hGHD=2R |lO|| 

AGH-GHD,
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como estos dos últimos ángulos son alternos internos, 

as rectas son paralelas [S8 ]..
31. Recíproco DEL TEOREMA. III. 20j. Si dos rec

ias AB y  CD SQ% paralelas, los mígalos alternos internos 
AGH y  GHD son iguales.

Si el ángulo AGH no es igual al GHD, siempre podra 
trazarse por G una recta LM que forme con la secante un 
ángulo LGH igual al GHD; esto supuesto, la recta LM 
será paralela á CD [ « » ] ,  y por el, mismo punto G pasa
rán dos paralelas AB y LM á una misma recta, lo que es 
imposible [S51: luego el ángulo AGH tiene que ser igual
al ,

3 ® . Recíproco del teorema IV. ¡̂ 7’'¿<7.19j. Si dos 
AB y  CD sonpo.ralelas, los ángulos correspondientes EGB 
y  EHD son iguales.

En efecto: AGH=GHD [31],

20

además
lueg'O

AGH=EGB [i3 j, 
GHD=EGB.

3 3 . R ecíproco del teorema V. (IHg. 19.) Si las rec
ias AB y  CD son-paralelas^ la suma de dos ángulos inter
nos del mismo lado de la secante AGH y  CHG es igual á 
dos rectos.

CHG+GHD=2R,En efecto: 
pero
luego sustituyendo,

GHD=-AGH [Sfl]i 
CHG+AGH=2R.

Teorema VI. (Fig. 20).

3¿1. Si la suma LGH+CHG de dós ángulos interno.'i 
de un mismo lado de la secante es menor m e dos rectos, las 
rectas LM y  CD se encuentran hacia dicho lado.

Si las rectas no se encontrasen serian paralelas y la 
suma LGH+CHG valdria dos rectos. AOemás, los ángu
los suplementarios de los propuestos MGH y GHD Talen 
más de dos rectos, luego si por el punto G trazamos la 
paralela AB, el ángulo MGH será mayor que BGH, y no 
pudiendo GB encontrar á HD, tampoco GM, por más que 
se prolongue liácia la derecha, la encontrará; luego el 
íQíVl̂ íJtTO tendrá lugar á la izquierda de la secante,
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T eorema VII.

Í55. Hos àngidòs (¿uè tienen sus lados paralelos^ son 
iguales ó suplementanos.

Primer caso. Sean los ángulos ABC y  DEF (Fig.2\), 
cuyos lados son paralelos y  están dirigidos en el mismo 
sentido vamos á demostrar que son iguales.

Prolongando DE hasta que encuentre en G al lado BC, 
tendremos

por ser ángulos correspondientes, 
por la misma razón;
I)EF=ABC.

DEF=DGC
y DGC=ABG 
luego

S egundo caso. Sean los ángulos ABC y DEF (Fig.'¿2j, 
cuyos lados paralelos BC y ED tienen direcciones opues
tas, asi como también los BA y EF; decimos que son 
iguales.

Prolongando los lados del ángulo DEF se forma otro 
HEG; ahora bien:

ABC=HEG, según el caso anterior,
DEF=HEG, por opuestos por el vértice, 

luego ABC=DEF.
T ercer caso. Sean los ángulos ABC y DEF (Fig.%%, 

cuyos lados paralelos BC y EF tienen la misma dirección, 
mientras que los otros dos BA y ED tienen direcciones 
opuestas; vamos á demostrar que dichos ángulos son su
plementarios.

Prolongando el lado ED se forma el ángulo GEF; 
ahora bien:

GEF+DEF=2R;
pero GEF=ABC, según el primer caso; luego 

ABC+DEF=2R.
E scolio. Acabamos de ver que los ángmlos cuyos lados 

paralelos están dirigidos en el mismo sentido ó en sentidos 
opuestos, son iguah-i: y  que si dos lados están dirigidos

1 El seEtido de la dirección de un lado se cuenta á partir del vértice: 
asi BC y EF están dirigidos en el mismo sentido, desdé el vèrtice háchala 
derecha; B.\ y ED tamoion tienen la misma direccídn.'desdo el vérticé hacia 
arrihá.



(Hi el mismo sentido y  los otros dos en sentidos opuestos, 
los ángulos son suplementarios.

T korkma. ÍFi^- ■-¿‘i  .

;ttt. lados son respec-
f-í/oartienteperpe7idic'iila/i'es, son iguales ó supleTnentários.

Suponemos que AB y BC son respectivamente per
pendiculares á EF y ED. Tracemos por el vértice E dos 
■oerpendiculares EH y Eü á los lados EF y ED; el ángulo 
CfEH formado por estas perpendiculares es igual al DEF, 
porqiie ambos tienen el mismo complemento HED; pero 
<tEH tiene sus lados paralelos á los de ABC fíííí], luego 
es igual 6 suplemento de ABO; por tanto DEF será tam
bién igual ó suplemento de ABC.

E.SCOLIO. Siendo agudos los dos ángulos propuestos 
son necesariamente iguales, porque si fueran suplementa
rios uno seria agudo y otro obtuso.

Si los ángulos dados fuesen los obtusos ABL y DEM , 
también serian iguales, por serlo sus respectivos, suple
mentos ABC y DEF.

Por último, si uno DEF es agudo y el otro ABL obtu
so, evidentemente serán suplementarios.

C A P Í T U L O  s e g u n d o :

CIRCUNFERENCIA.

I .—Defitnioionc«.

. CiRCUNFEaENCiA. 6S uMa líMa curva cerrada, ougos 
puntos están en un'mismo plano d igual distancia de ofro 
punto interior llamado centro.

es la porción d̂  plano ¿imitada por lo- circun
ferencia.

Arco es una porcmt, cual(¡uiera de la circunferencia.
Radio es toda recta OA (Fig. 25} tirada desde d  centro O 

a un punto cualquiera de la circunfere'ticia.
Cuerda es toda recta CD cuyos extremos son dos puntos 

de la circunferencia.
Di.ímetro es todo, cuerda AB que pasa por el centro.

íS



Todos los -radios de im circulo son iguales, porque 
miden las distancias del cento á los diferentes puntos de la 
circunferencia y, según la definición de esta curva, to
dos sus puntos equidistan del centro. ,

Todos'los diámetros do un circulo son iguales, 
cada uno vale dos radios.

||._a>i.o|»ieda<lc« de la clreuiifereneia.

T eokema. i .

¡80 . Una circunferencia uo puede ser cortada por una
Unea'recta en más de dos puntos. . . • .

Si una recta pudiese cortar á la circunferencia en tres 
ó más puntos, uniendo éstos con el centro por medio de 
radios, tendríamos más de dos rectas iguales dirigidas 
desde un punto áuna recta, loque es imposible [1 7 , eo-

"'***Sco*Lio Por tener la propiedad que se acaba de de
mostrar, la circunferencia es curva comem.

T eorema. II.

■lO. Dos circunferencias descritas con igual radio, son

' '̂^^^nSiendo coincidir los centros de las circunferencias, 
todos los puntos de una de ellas coincidirán con puntos de 
la otra de lo contrario los radios serian desiguales.

E scolio. E s evidente que dos arcos de circunferencias 
iguales son superponibles: haciendo la superposición de 
nWü que los arcos tengan un extremo común, si_ tienen 
también común el otro extremo serán iguales, y si no lo 
tienen serán desiguales.

Tkoiuím.v III. 'T'ig- 'fó¡.

41. Todo diámetro KWd.ioideá la circunferencia O en 
dos partes iguales. ,

Doblando la figura por el diámetro AB, todos los pun
tos de la parte inferior AEFB coincidirán con otros de la 
superior ACDB, de lo contrario los radios de la circun
ferencia no serian iguales.

¿3



Los arcos iguales AEFB y ACDB se llaman semiclr- 
m)ifeTencias.

Es evidente que el diámetro AB divide también al cir
culo O en dos partes iguales, llamadas semicircnlos.

Escolto. Dos arcos cualesquiera CD y EF de una mis
ma circuiifereiicia son superponibles.

Teorema IV. ^Fig. 25y,
'1*5. El diàmetro AB es mayor qm  omlmiera oira caer- 

daCD.
Tirando los radios OC y OD á los extremos de la cuer

da CD, la linea quebrada COD será mayor que la rec
ta OD; pero COD es igual al diámetro ÁB, por compo
nerse de dos radios, luego AB >  CD.

Teorema V. fFig. 26).
151. IVes puntos A, B, C, %o estáii en linea recia, 

determinan una circuiiferémia, esto es, por tres puntos qm 
no están ènìinea recta siempre puede pasar uná circimfe- 
rencia, y  sólo picedepasar una.

Uno los tres puntos por las rectas AB y  BC; en el me
dio de la AB levanto una perpendicular DO á esta recta, y 
ei) el medio de la BC trazo la EO perpendicular á BC; las 
peiqjeiidiculares se encuentran, pues de lo contrario serian 
paralelas, y BC, perpendicular á EO, lo seria á su para
lela DO, resultando entonces dos perpendiculares BC, BA 
á DO por el misino punto B, 10 que es imposible. Ahora 
bien, el punto O de la pei^pendicular DO equidista de A y 
B [W ], y el mismo punto, como perteneciente á EO, equi
dista de B y C; luego O equidista de A, B y C, por tanto 
haciendo centro en O y describiendo una circunferencia 
de radio OA, pasará por A, B y C.

Demostremos ahora que por estos puntos sólo puede 
pasar una circunferencia.

El centro de toda circunferencia que pase por .V, B y C 
equidista de A y B, luego se encuentra en la perpendicu
lar DO [iS , reoip .]; también equidista de 13 y C, luego 
se encuentra en la perpendicular EO; por consiguiente el 
centro es O, único punto común álas dos perpendiculares. 
En cuanto al radio será OA, luego cuantas circunferen- 
ciÈt̂  ^asen pOr A, B y C tendrán él mismo cèntro O é igual 
radio OA, y  se confundirán en una sola..

.24



Escolto. Si los tres puntos estuviesen en Uiie;i recta 
no podria pasar por ellos ninguna circunferencia, porque 
lina circunferencia no puede tener tres puntos en linea 
recta

El razonamiento anterior confirma esto mismo, pues si 
ABC fuese una linea recta, las perpendiculares 1)0 y EO 
no se eiicontrarian y no liabria centro.

CoKOLARio. Dos circtmferencias no -pueden corLirse en 
■mas de (ios puntos. . .

Pues si tuviesen tres puntos comunes coincidmaii.
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T eorema. VI. 'Fiij.'Ti),

•14. En circunferencias iguales ó en la misma circun
ferencia: \.° si d.os <t,reos son iguales, sus cuerd/is toMhien 

iguales', si dos arcos menores r/ue media circunfe
rencia son desiguales, el -magor tiene inayor cuerda.

1. ® Supongamos que los arcos de circunferencias igua
les AMB y CXD sean iguales; decimos que sus cuerdas 
AB y CI) también son iguales.

Imaginemos que la circuiiferencia O' se coloca sobre la 
O de modo que coincidan los centros y los puntos C y A; 
los arcos OND y AMB coincidirán, y como son iguales, el 
punto I) caerá sobre el B, luego las cuerdas CI) y AB ten
drán los mismos extremos, v por tanto serán iguales.

Si los arcos iguales AMÉ y C'-N'D' perteneciesen á la 
misma circunferencia O, tomando en otra circunferencia 
O'un arco CNT)=AMB, tendriames AB=CD. C'D'—CD, 
luego AB=C'D'.

2. ° Supongamos que el arco CNE .sea mayor que AMB; 
decimos que la cuerda CE del primero es mayor que la 
AB del segundo.

Colocando la circunferencia O' sobre la O de mòdo que 
los centros coincidan y que C caiga sobre A, el punto E 
caerá en la circunferencia O, pero fuera.del arco AMB, en 
F por ejemplo, puesto que el arco CNE cs mayor que 
.VMB, y la cuerda AF será igual á CE.

Trazo allora los radios OF y OB, y tendremos [3]

A I-F IB >A B  
FI+ÒI >  OF.



aumandu ordenadamente estas desigualdades resulta 
A I+FI+IB +O I >  AB-hOF, 

pero ,\I-}-FI=AF. IB-f-OI—OB:
luego AF-{-OB >  AB-f-Ol';
restando OB del primer miembro y ÜF del segundo, será 
por último

A F > A B  6 CE>^AB, 
puesto que AF=CE.

Si los arcos desiguales AMF y C'N'D' perteneciesen á 
la misma circunferencia O, tomando en otra circunferen 
(da igual un arco CND=C'N'D', sena CD=C'D', pero 
AF >  CD, luego AF >  C'D'. ^  .

T eorema, recíproco. En curcunitereiicias iguales ó en 
la misma circunferencia: 1.“ si dos ciicvdas so'ii tguales, tos 
arcos tanibieti son iguales', 2.‘* si d,os cnerdas son desiguales, 
la mayor subtiende mayor arco. ^

Este reciproco se halla comprendido en la regla gene
ral del número «O , por consiguiente es cierto.

Teorema VII. (M g .“l^ -

15. En circunferencias iguales ó en la misma circun
ferencia: 1." si dos cuerdas son iguales, equidistan del len
irò; 2.” si dos cuerdas son desiguales, la mayor dnsta del 
centro menos que la menor.

1 Si las cuerdas AB v Ci) son. iguales, los arcos que 
subtienden también son iguales. Imaginemos que la cir
cunferencia O' se coloque sobre la O de modo que cornei 
dan los centrOvS y que el punto O caiga sobre A; hecho 
esto, el punto D caerá sobre B, por ser iguales los arcos 
DO y AB, y las cuerdas coincidirán por tener los mismos 
extremos; además el j)ié F de la perpendicular 0 1  tendrá 
que coincidir con el pié E de la perpendicular OE.yle iu 
contrario habría desde O á la recta AB dos perpendicula
res. luego 0 'F = 0E , y como estas rectas son las dis-
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1 Ün.i cuerda subtiendo dos arcos desi-ua^^^, uno nicnur 
que inedia circunferencia; cuando hablernos del arco 
cuerda, se entenderá que nos referimos al arco menor que la semi-ircun 
t'erenoia.



tancìa-s de los centros á las cuerdas [Stt], queda demos
trada la primera parte del teorema. .

2.° Sean las cuerdas CG y AB de circuuícrencuis igua
les, O'L V ÜE son distancias A los centros respectivos; üe-
cimos que si CCr> AR, será O'L <  OE. „.n/ín

Coloquemos la circunferencia O sobre .a C d... uiodo 
que coincidan los centros y el punto C con el A: como A 
arco CDG es mayor que el AB [H , rccip ], 
caerá fuera del arco AB. en H por ejemplo, v la enerad 
AH será igual á CG, por consiguiente

Abora bien, OI es oblicua a AH, luego OM <  OI, v con 
mayor razón OM <  OE, ó sea O'L <  Or..

Si las cuerda.s perteneciesen á la inisina en* uuieiencía, 
liaríamos razonamientos análogos á los expuestos en ei 
teorema VI para igual caso. . .

H’korkm.v lUicfpttooo. En circuufereucius igc-ales 6 eu U 
misma circunferencia: 1." dos cmraas eq;HMa^i^ eŝ  
centro son ¿males; 2." si dos merdas no eqnidistaA dU cea 
tro, l4 qae onénos d.ista es mayor que la otra,

Teorema VIH. (Fiy. 29;.
■•MJ. hl diàmetro AB perjiendícular d una auerda CI). 

divide d ésta y á los arcos CAD // CBD que suhhende en do-̂

^^^^Dobíauíio ia figura por el diámetro AB, la semicir- 
cHuferencin ADB coincidirá con la ACB. luego el punto 
T) caerá en el arco ACB: además, siendo los ángulos en E 
iguales, la recta ED tomará la dirección EC, y el punto i ) 
caerá sobre la EC: luego el punto D coincide con C.

De esto se deduce
ED=EO, are. k\^=-arc. AC, are. Dii^-arc. CB.

Escomo. El diámetro AB cumple con las cinco condi
ciones siguientes:

1. " Pasa por el centro.
2. ‘  psperpendicnlar d la cmo'da
3. " Pivide d la cuerda CI) cii dos partes iyuales.
4.  ̂y 5.® Divide d los arcos CAD y  CBD en dos pai les

igv,ales. . . , . . UoObsérvese que dos de estas condiciones bastan para ue- 
terminar una recta, luego toda recta que cumpla con dos de 
las condiciones enwnciaáas, cumple también con IújS tre.'̂  
restantes.



Por ejemplo, l(i perpendiculab lewiitada à una ùî 'Ma, 
por su PUNTO medio: 1." pasa por el centroĵ ."  ̂d w ^ a l  
arco CAD eu dos partes iguales-, 3.° divide al arco CBD &n
dos partes iguales. , . ,  ̂ , . •

■17. Se llama secante toda recta indefinida que corta a 
una circunferencia en dos puntos. _

Se llama tangente à una circunferencui toda recta in
definida que toca á esta curva en un solo punto. .

Cuando una recta es tangente á una circunferencia, la 
circunferencia es también tangente á la recta.

La recta MN fFig. 30; que corta á la circunferencia U 
en los puntos C v «  es una secante; y la^AB que sólo tiene 
con la circunferencia un punto común C es una tangente.

El punto C se llama punto de contacto.
La tangente AB á la circunferencia O puede con

siderarse como el límite de las posiciones sucesivas 
MN M’N', de una secante MN, que gira alrededor 
(le uno de los puntos de intersección O basta que el otro 
llega á confundirse con el primero.

Teorema IX. (Fig. 31;.
1 » . La perpendicular AB airadlo QC en elpirnto en 

fíue éste tocad la circunferencia, es tangente á esta curva.
Siendo OC perpendicular á AB es menor que otra cual- 

nuiera recta OD tirada, desde el centro á la recta AB, por 
corisio-uiente el punto D estará fuera del circulo; lo mismo 
puede decirse de otro cualquier punto de la AB, á g^cep- 
cion del C, luego la circunferencia y la recta AB sólo
tienen el punto eomun C. . . r> > r •

T eorema recíproco. La tangente AB a la circunjeren 
cía O es qyerpendiculor al rauÁo OC tirado al punto de

Como AB es por hipótesis tangente a la circunlerencm, 
todos sus puntos, á excepción del C, estarán fuera del cir
culo Y las distancias de los mismos al centro serán mayo
res que el radio; luego OC es la menor de cuantas rectas 
pueden trazarse desde el centro á la tangente, porlo tanto 
es perpendicular á esta linea [Í5, vecip].

Corolarios.
1.® P or un pùnto de una circunferencia ',lo puede tirarse 

à esta mos qué una tangente. _ , -r-
Puesto que la tangente debe ser perpendicular el radio.
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y por el extremo de éste no puede trazarse mas que una 

 ̂ perpendicular à ima tangente

f o S i o 1 » " x a z a r . e  de.de O dos perpendi- 
Guiares á la tangente.

T eobem\ X. '^Fig. 32;.

4 0 . Loe arco'i dama misma circunferencia compren^
didos entre mralelas, son igmtes.

Pueden ocurrir tres casos: 1." que las paralelas sean 
dos cuerdas; 2d que sean una tangente y una cuerda, 
:i." que sean dos tangentes.  ̂ Kn

P rimer CASO. Vamos á demosirar que los arcus AO y 
BD comprendidos entre las cuerdas paralelas AB y VU, 
son iguales.
“™Tilzaiidó el diámetro EF perpendicular á
A B . será también perpendicular^a su paralela (d) [^ »i;perpendicular a su parí 
por consiguiente tetidreinós

are. CAE=í/?r. DBK 
are. AFi=^«r. BE;

restando ordenadamente estas igualdade.< será 
are. 'K('—arc. Bl).

Segundo CASO. Debemos demostrar que los arcos CAE 
V DBE, comprendidos entre la tangente MlN y una cuerda
naralela CD. son iguale.s. , . r
 ̂ Tirando un diámetro EF al punto de contacto E, será 

__/. l.-k •f«NTin*í.'>rí+íi \í^ r.fiíi. i*eein.l. V tambiénperpoiriviüa^áTa'Sng^^^^^ [ I » ,  pe«P-]»,y también
¿ SUI paralela CD: en virtud de esto último tendremos 

are. CAE=ííw. DBE.
Tnrcm! caso. Si las paralelas son dos tangientes M  

y PQ. vamos á demostrar que los arcos H  -AE yl 'DBE

diámetro EF que pase por el punto de contacto de 
la tangente MN será perpendicular á ésta, por consi- 
o-uiente también lo será á su paralela PQ, y pasara P9̂ ’ 
nunto de contacto F [IS , ooi*. *id]; siendo los puntos de 
contacto extremos de un mismo diámetro es claro que 

(trii. FQAE=íí?í’c. FDBE,
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H I.—C ircu n feren cias  seca n tes  y laiiícentes.

5 0 . Se llaman circmfe'i‘encias secantes las que se cor
tan en dos puntos, como O y O' (Fig. 36/.

Se llaman cifcxmfenncias tangentes las qim se tocan 
en un solo punto, llamado de contacto, O y ü ¿oj.~<f 1 - __— cícj >*iri T̂ntf̂ nATi T.PTlftl'Ya sabemos que dos circunferencias no pueden tener 
más de dos puntos comunes.

T eobema \.—(Fig- 33).

51. Si dos cia'cvjnferencias O y O' tienen un punto co- 
f}̂  i n ^ f n  OO' nufi. U7ÌA SUS ceutros, SO'tmm  A fuera de la'recta 00 '  gue une sus centros, son 

secantes.
Baio desde el punto A una perpendicular AB ala recta 

0 0 'que une los centros, prolongo la perpendiculp, y 
 ̂  ̂ .̂.... una longitud BA iguala BA;tomo sobre la prolongación --------- ,

según esta construcción, la 0 0  sera pe^endiciuar a AA
en su punto medio B, luego los centros O y O equidistan 
de A y A [ ! » ] ;  de aqui se deduce que la circunferencia
O. que pasa por A. pasará también por A , y la O estara 
en I g u a l  caso, luego las circunferencias tienen dos puntos 
comunes A y A 'ó  son secantes. , .

'fEOBEMA ■s.-F.civs.oco. Lospxintos de intersección dedos 
circunferencias seca.ntes, están fuera de la recta que une los 
centros

Fd centro de la circunferencia O equidista de los puntos 
de intersección A v A'que pertenecen á esta curva, y el 
centro de la circunferencia O' equidista también de dichos 
puntos de intersección; luego la recta 0 0 ' pasa por el 
punto medio de la AA', quedando por tanto fuera de la 
primera 0 0 ' los extremos A y A' de la segunda.

CoROLABio, La recta que une los centros de dos circun
ferencias seciinies, es ■perpendicular á. la cuerdu eow/im en 
'su punto medio.

T eorema II.

5 ‘í .  Si dos circunferencias tienenun punto común So- 
Ire la recta que une sus centros, son tangentes.

Puesto que si fueran secantes, los puntos comunes es- 
tarjan fuera de la recta que une Ips ceptrgs [51, w e ip ],



r e c íp r o c o . Elv^yi t̂o de contacto de dos circnn- 

secantes [511.

teorkm*. in.

*i*i 1 " Si dos circvMferencias soii mùiuaniente 
c L r o s  «  « y o r  Í «

<ios rArc%nfereMÌas son UngmiUs « f « f  
V  L m s  es igml à ajnna

o m dfi<i cìTcvMferencias son secantes, la, ai slancia ac
lo fc o J fo r d Z n o ? ^ ¡v Iu  suma *  los radm  y mayor ym

lakm nciad-e los ¿eniros esig-m lala  deferencia, de tos

'^ '̂¿^ »̂''^\< îy,mclrcv.nferencia€s interior à otra, la distan- 
riade í!¡ L n o r  gne U fferencia de l ^ o s ^

1 « A la simple inspección de la fi?. 34, compre 
que la distancia 0 0 ' de los centros es inayoi que la suma

‘^•ot%iídÓ°t™g^ntesla3^
el punto de contacto A està en la recta 0 0  que únelos 
centros, por consiguiente

0 0 '= 0 A + 0 'A .
3  ̂ Uniendo los centros de las cárcunterencias secantes 

O V O' (Fia 3d) con uno de los puntos de intersección A,

?iíera de la recta 0 0 ' [51, r e c ip ] ,  y tendremos 
0 0 '< 0 A + 0 'A ,

lo que demuestra la primera parte del teorema.
Además O A < 0 O '+ O 'A ; _

restando el radio O'A de los dos miembros de esta desi
gualdad será
^ O A - 0 'A < 0 0 ' ,
ó bien 0 0 ' > O A - 0 'A,
lo ^ue demuestra la seg-unda parte.
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4. '* Siendotan^enteslascircunferenciasOyO'
el punto de contacto A está en la recta 00^ que une los 
centros; lueffo

0 0 '= 0 A -0 'A .
5. ” Es evidente (Fig. 38) que

0 0 '= 0 B —Ü'A—AB. 
luego 0 0 ' <  OB—O'A.

Dos circunferencias situadas en un mismo piano nu 
pueden ocupar más posiciones relativas que las cinco es
tudiadas en este teorema, y como í̂ ada hipótesis ha con
ducido á una-conclusion esencialmente distinta de las de
más, las' recíprocas de las cinco proposiciones son ciertas 
[‘ÍOj. Diremos, pues.

Recíprocos,

1. ® S ila  distancia de los cent7'os es ftimjor que lastima 
de los radios, las circunferencias son mvtnoMenie ex
teriores.

2. ° Si la distancia de los centros es igual d la suma de 
los radios, las clrcv/nfereticias son tangentes exterior cuente.

3. ® Si la distancia de los centros es mxnor que la suma 
de los radios y mayor que la dÁferencia de los mismos, las 
circunferencias son secantes.

4. ® Si la distancia de los centros es igual á la diferen
cia de los radios, las circunferencias son tangentes inte
riormente.

5. ® Si la distancia d.e los centros es menor que la dife
rencia de los radios, una de las circunferencias es interior 
á la otra.

I V .—]|Ici1i<1a  de Iq«  áng^tilos.

«»•i. Se llama arco correspondiente á un ángulo el 
orneo comprendido entre los lados del ó/nguXo, descrito desde 
el vértice como centro con tin radio cualquiera.

T eorema L (Fig. 39.)

5 5 . Sidos ángtUosKQO, son iguales,, sus arm  
correspondientes GH, LM descritQs con igual radio, son
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É

Coloco el ángulo B sobre el E haciendo coincidir ios 
vértices y  los lados BC y EF; es claro, según la hipótesis, 
que el ladoBA seguirá la dirección ED, y que los 
H V G coincidirán respectivamente con M y L; ademas, 
los arcos GH y LM de circunferencias iguales coincidirán 
en todos sus puntos, y como tienen los mismos extremos

^̂ ^̂ EORE-VIA. BECÍPEOCO. doS dfCOS GH ^ LM, CQfnB" 
7)ondientes á dos mif/ulos B y E, están descritos con ignat 
radio v son iguales, los ángulos son tamhen iguales.

Haciendo coincidir los vértices B y E y los lados BA v 
ED el punto G caerá sobre L, por ser iguales los radios 
Bg V  EL: además el arco GH coincidirá con LM, y como 
estos arcos son iguales, el extremo H caerá en M; luegn 
el lado BH se confundirá con el EM, y los ángulos B y h

^̂ 5 6 , ^Si una circunferencia se divide en cuatro arcos
iguales, cada uno de ellos se llama cuadra/nte.

T eorema TI. (Fig^ 40).

El arco AC correspondiente á én ángulo recto ABC, es
un cuadrante.  ̂ . . i. „Describiendo toda la circunferencia á que pertenece el 
arco AC y prolongando los lados del ángulo ABC, se for
man en B cuatro ángulos rectos, que son por consiguiente 
iguales. Siendo los ángulos en Baguales, los arcos cor
respondientes AC, CD, DE y EA son también iguales 
¡5 51 , y uno cualquier^ de ellos AC será un cuadrante.

Corolario. D os diámetros perpendiculares entre si di
viden la circunferencia en cuatroparUs iguales.

Teorema recíproco. Ei el aoxo correspondiente a un 
ángulo ABC es un cuadp'anM, el ángulo eg recto.

'Haciendo la misma construcción que en el teorema 
directo, tendremos que siendo EAC una semicircunfe
rencia y AC un cuadrante, AE será otro cuadrante; lue
go los ángulos adyacentes ABC y ABE son iguales 
p 5 ,  recíp.]> y cualquiera de ellos ABC es recto.

T eorema III.

5V. í a  rdzón de dos ángulos eS ig u a l a  ¡a  de s iís  áreos 
correspondientes descritos con ig m l  raA%0\



M
Distinguiremos dos casos: 1." <̂ ue los arcos sean con

mensurables; 2.“ que sean inconmensurables.
Primer ca.so. (F í¿í . 41). Suponiendo que la medida co

mún RQ délos arcos MN y PQ esté contenida cinco veces 
en el arco MN y tres veces en el arco PQ, tendremos 

MN=5RQ , PQ=3RQ; 
dividiendo estas igualdades será 

MN 5RQ ^
P Q “ 3RQ' PQ 3

Trazando radios á los puntos de división de los arcos, 
el ángulo ABC quedará dividido en cinco ángulos, y el 
ángulo DEF quedará dividido en tres; además estos odio 
ángulos parciales son todos iguales al RE(¿, porque sus 
arcos correspondientes son iguales al RQ; luego 

ABC=5REQ, DEF=3REQ: 
dividiendo estas igualdades tendremos

ABC -5REQ . ABC 5 _
DEF 3REQ 

De las igualdades [1] y 
ABC

DEF 3 '■
>] se deduce evidentemente
MN

DEF PQ
Segundo caso. Si los arcos MN y 

respondientes á los ángulos dados ABC y DEF, son incon
mensurables, dividiremos el PQ en cierto número de par
tes iguales tan pequeñas como queramos, y aplicando una 
de eñas QR sucesivamente sobre el arco MN, á partir dei 
punto N, quedará un resto MS menor que QR, y los arcos 
EN y PQ serán conmensurables. Trazando el radio Bb ten
dremos, según el primer caso.

SBN SN
[!]•DEF PQ

Si PQ se divide de nuevo en mayor número de partes 
iguales, de tal modo que una de éstas sea menor que el 
resto MS, aplicándola sucesivamente sobre el arco MN se 
obtendrá un segundo resto que será, con mayor razón, 
menor que MS, y el punto S se acercará al M cuanto se 
quiera, pero sin llegar nunca á confundirse con él, por ser



los arcos MN y PQ inconmensurables;' lueg-o el arco SN y 
el ángulo SBN son cantidades variables ct̂ os _ límites 
respectivos son el arco MN y el ángulo ABC. Sustituyen
do en la igualdad [1] las variables por sus limites [\vit. 
®'H] resulta:

ABC MN
DEF “ PQ '

Tkorema í V.

5W. l/]i aiignlo tiene por medida suarcocorfesjjondiente.
Sean A y M dos ángulos, a y m sus arcos correspon

dientes descritos con igual radio. Tenemos por el teorema 
anterior

A _  íJ ^
M ~  m-

Si M es la unidad elegida para medir los ángulos, la 
relación^ será el valor numérico del ángulo A; si á la vez 
convenimos en tomar el arco m para unidad de arcos, la
relación— será el valor numérico del arco a\ luego el va-' m
lor mmérico de im mg'tüo es igual al valor numérico del 

• arco correspondiente, 'siempre que convengamos en elegir 
para unidad de arcos el arco correspondiente d la unidad de 
ángulos; por lo tanto para medir un ángulo se mide s%i arco 
correspondiente..

En este sentido debe entenderse el enunciado del teo
rema.

5U. Generalmente se .toma para unidad de ángulos el 
■ ángulo recto, por consig'uiente la unidad de arcos es un 

cuadrante de radio igual al del arco que se trata de medir.
Para facilitar la medida de los arcos, se considera di

vidida la circunferencia en 360 partes iguales llamadas 
de modo que un cuadrante tiene • 90 grados; cada 

grado se divide en 60 partes iguales llamadas minutos, y 
cada minuto en 60 segundos; las divisiones inferiores al se
gundo suelen expresarse eíi decimales.
- Un ángulo tiene tantos grados, minutos y segundos 

como su arco correspondiente; así un ángulo "recto tiene 
¿logrados.
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Un arco de 47 grados 25 miwatos y  30 segwndos, se es
cribe abreviadamense de este modo:

47” 25' 30"'.
Existe otra división de la circunferencia en que se con

sidera esta curva dividida en 400 grados, el grado en 100 
minutos y el minuto en 100 segundos.

Esta división, poco usada, se llama centesimal, y la 
anteriormente expuesta sexagesimal.

La reducción de grados sexagesimales á centesimales y 
vice-versa constituye un problema sencillo de Aritmé
tica, en el que no nos detendremos.

6 0 .  Dos arcos se llaman complementarios ó comple
mento uno de otro, cuando su suma vale un cuadrante; y 
saplementariós, si la suma vale dos cuadrantes.

Es claro que si dos ángulos son complementarios ó su
plementarios también lo serán sus arcos, y recíproca
mente.

6 1 , Por medio del teorema IV puede medirse un án
gulo cualquiera; sin embargo, en algunos casos particu
lares se baila la medida de un ángulo sin describir el arco 
correspondiente. Esta ventaja se logra cuando estando el 
vértice del ángulo en un punto cualquiera, los lados tocan 
6 cortan una circunferencia.

Los teoremas siguientes tienen por objeto determinar 
la medida de tales ángulos.

6 a .  Se llama ángulo insceipto el que tiene su vértice 
m la circmferencia % cuyos lados son dos cuerdas.

T eorema V. (Fig. 43).

La medida de un ángulo inscripto es la mitad del arco 
comprendido entre sus lados.

Pueden ocurrir tres casos: 1.® que el centro de la cir
cunferencia esté en uno de los lados; 2.® que el centro se 
halle comprendido entre los lados; 3.® que el centro esté 
fuera del ángulo.

P rimer CASO. Vamos á demostrar que el ángulo ABC 
tiene por medida la mitad del arco AC que comprenden 
sus lados.

Trazo un diámetro MN paralelo al lado AB: el ángulo 
propuesto ABC es igual al MOC [3®], y  éste tiene por 
medida su arco correspondiente MC, luego la medida del 
ángulo ABC es el arco MO.
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Ahora bien: MO==BN
por corresponder á los ángTilos iguales MOC y BON, 

BN =  AM [4[»]5

37

luego MC=AM ó M C =AC

ACpor consiguiente la medida del ángulo ABC

S egundo ca.so. Vamos á demostrar que el ángulo ABD 
tiene por medida la mitad del arco AD.

Tenemos: ABB =  ABC -f- CBD;
ACpero medida del áng. A B C ^ — [Primer ca«o],

C B D =

luego medida del áng. ABD CD AD
2 ' 2 2 

T ercer caso. Sea el ángulo DBE.
Tenemos: DBE =  CBE — CBD;

CEpero medida del áng. CBE = - ^  [Primer caso].

CBD =

luego medida del áng. DBE

2 
CD 
T -
CE CD DE

C orolarios.

1, ® Todos los ángulos i%scriptos ACB, ADB, AEB 
{Fig. 44) q\ie cómpréndeTb entre sits lados el mismo arco AB, 
son iguales.

Porque todos tienen la misma medida, que es la mitad 
del arco AB.

2. ® M  ángulo inscripto ACB (Fig. 45) cuyos lados pa
san por los extremos de wn diàmetro AB, es recto.

Porque su medida es un cuadrante.



Teorema VI. (Fìĝ  it»)-
ftü. La medida del ángwlo queforrum 'ima cuerda y la 

tangente trazada por mío desús extremos ^ es la mitad del 
arco comprendido entre los lados del ángulo.

Pueden ocurrir tres casos: 1." que el centro esté en la 
cuerda; 2.® que el centro se halle- entre los lados del án
gulo: 3.® que el centro esté fuera del ángulo.

P rimer caso. Puesto que la cuerda AB_ pasa por el. 
centro y por el punto de contacto B, es un diámetro per
pendicular á la tangente »»cicáp.]? luego el .ángulo
ABC es recto y tiene por medida un cuadrante, ó sea la 
mitad del arco BEA.

S egundo caso. Sea el ángulo DBG.
Tenemos: DBG — DBA ABC;

DA AEB
pero las medidas de estos ángulos parciales son—̂  -y

luego medida del áng. DBG = - -
AEB

2 ’ 
DAEB

T ercer caso. Sea el ángulo EBC. 
Tenemos: EBC=ABC—ABE,.

AEB
luego medida del áng. EBC

2

AE EB

T eorema VII. fMg. 47).

<»1. La medida de un ángido ABC cuyo vértice está en
tre el centro y la cireurferencia es la semisuma de los
arcos AC y  ÉD comprendidos- entre sus lados y las prolon
gaciones de éstos.

Trazo por el punto D una cuerda DF paralela á LC; el 
ángulo propuesto ABC es igual al ADF, y éste tiene por 
medida la mitad del arco ACF, luego

1 Estos ánfrulos suelen llamar. ô .«emí-í/Mcríjjío.'í, _ . . . .
2 Estos ánprulos suelen llamarse in teriores  e.<ccéncrí/iox. jiara distinguir

los de los que tienen su vértice en el centro, que se llariian ángulos cuci 
centro ó centrales.
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medida del áng. ABC=
ACF

Ahora bien: ACF =  AC CF,
pero

por

CF =  ED \^9]y luego ACF =  AC -f- ED;
A C + E D

consiguiente medida del áng. ABC-------- ^ ’

Teorema VIII.

« 5 .  LdmcMU máng'Alo myo vértice e s t ifm m  M  
HrciUo f(/c u m  lados so% dos secantes, mía secante y mía 
iZqenUódostcunfjentes^.es la sem'idtfer encía de los ai
roni coììwrendidos entre sus lados. » ,   ̂ r.«

1 " le a  el ángulo ABC (Fig. 48) formado por dos se-

"™ Tráo por E una cuerda EF paralela A la secante AB; 
el á X í ó  propuesto ABC es igual al FEC, y la medida de 
éste ?s la ínitad dèi arco FC, luego

FC
medida del áng. ABC = 2

A C -D E ;
A C -D E

Ahora bien: FC =  AC — AF —

luego medida del áng. ABC =  2”^ ’
2." Sea el ángulo ABC (Fig. 49) formado por la se

cante AB y la tangente BC. , 1 / 1
T rí^ .ow  áBC; el á n p lo

propuesto ABC es igual al ADF, y la medida de éste es
AF—— , luego

 ̂ AF
medida del áng. A B C = —

pero

luego

AF =  AFE — FE =  AFE — DE;
a f e  — DE

medida del áng. ABC =•

Estos ángulos snolen llamarso ̂ xtvriorn.



3.'* Sea el ángulo ABC (Fig. 50) formado por dos tan
gentes. . • - . .

Trazo por uno de, los puntos de contactó E la cuerda 
EF paralela ¿ la otra tangente AB; el ángulo ABC e»

FEigual al FEC, y la medida de éste es luego
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medida del áng. ABC = FE

pero FE =  D F E -D F  =  D FE-D E;
1 T j 1 1 ' DFE— DEluego medida del ang. A B C = ------------ .

E scolios.

1$©. 1.° Si sobre una circunferencia O (F¿g. 51) toma
mos dos arcos iguales AC y DÉ, y unimos los extremos por 
medio de rectas DC y AE que se corten, es evidente que 
en general el punto de intersección B no coincidirá con el 
centro O: además él ángülo ABC tiene por medida

A C 4-D E  2AC 
2 . 2

esto es, el arco comprendido entre sus lados; luego de qde 
Wt á-ngulo ieiwa fior mf-dida el ar,co comprevidido entre sus 
lados, nopweae deducirse qne el vértice esté en él centro del 
arpo. , ■ , ,

2. ® S ila  m^didade un áhgnlo es 'la 'mitaddel afeo com
prendido entre sús lados, el rértice estafa sobre la circim-

pues si el vértice estuviese en el centro, la me
dida sería todo el arco, si estuviese entre el centro.y la 
circunferencia, la medida seria mayor que la mitad del 
arco comprendido, y si estuviese fuera del círculo, dicha 
medida sería menor que la mitad del arco.

3. ® Si suporiemós que el árigulo ACB [Fig. 4.4) se mue
ve de modo que sus lados pasen siempre por los puntos 
A y B, .el vértice describirá el arCo ACDEB. y  si elángulo 
fuese recto fPig. 45_) el arco descrito por el vertice serla la 
semicircunferencia ACB; el lugar geométrico délos
vértices de los ángulos rectos cuyos lados -pasan constante
mente por dos puntos fijos A y B, es ima semicircunferen- 
CÌÀI que tienepor diàmetro la recta AB.



PROBLEMAS RELATIVOS AL LIBRO PRIMERO, 

l.^ lto c io n es pi*elimiiiarc*.
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6 t .  P roblema, es ilm cmstio% nrárMca en- f/ue -̂ e pro-- 
■pone ieter.wimr cosas desconocidas, llamad.ns tnr^ani tae, 
por medio de sus relaciones con otras conocidas, Uamaaas 
datos.

Resolner un proMema es deterimnár las cosas desco
nocidas. . .

Los problemas de Geometría pueden ser grajicos y nu
méricos. . a

Los primeros tienen por obieto construir una P2*nra 
que satisfarra á ciertas condiciones: en los ses-undos se 
trata de hallar el valor numérico de una extensión.

Oí^. En la rí^solucion de los nrohleraas g’^éñOos pueden 
sèffuirse dos métodos; .anah tico y sintético.

Sise emnlea el anp.Utico hay que nvoceder del modo 
sig-uiente; 1." se sunnne resuelto el nrohlema y. sóbrelos 
datos del njismo, se hace una constniccion aproximada de 
la incógnita: 2.° sirviéndose de los teoremas conocidos, se 
procura descubrir relaciones entre los datos vías incógni
tas, trazándq con, este dbieto las líneas ó figuras míe se 
crean convenientes parábiacer manifiestas dichas relacio
nes:, 3.® se éfectiian con exactitud sohro ios datos del pro
blema las construcciones cónocidás 6 fáciles oue. según el 
análisis anterior, enlazan aquellos conia incógnita.

En algunos casos, sobre todo si el nroblema eá bastante 
compíicadó. cotivíene además' demostrar que la solución 
cumule con todas las condiciones de In nropuesta.

El método analítico es el de invéíicion y debe emplear
se para resolver problemas nnevqs.

Consiste el método sintético en enunciarlas construc
ciones conocidas que deben efectuarse para determinar 1» 
incógnita ó incógnitas del problema, .demostrando des
pués que la solución cumple con las condiciones de la pro
puesta.

Es claro que este método no es propio,para inventar: 
sólo se emplea en la exposicion y  demostración de los pro
cedimientos descubiertos ya por el análisis.
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Después (le resuelto

método, puede liacerse la discusión, 4̂ '̂ '̂ , _  ^
minarlas circunstaácias ^
siguientes altera-ciones en la solución, y  ^  
neralidad del procedimiento.

IB.—B»rol»Iesnas.

3 0 . P o r  u n  p u n to  h . de u n a  f e d a  (Fig- ^evan
la r  u n a  p e r p e n d ic u la r  ci e s ta  r e c ta .

S S K I K S »
s s s s r s . " " .  » . A

g a s a t s s w  s s « ' i i > ' « ¿  »  . « p - d u f c
l'^ÜTefecto: lo . punto. A y D equidistan de B y C, luego
\I) es perpendicular áBO  L-'a]*
‘  3B . 2.-̂  P e s d e  u n  p tm t o  A dado
¡Fio- 53), hiiarxmaperpendicuUf a; ^jodemos>TÍ T T«T«' í̂ ea \D la perpendicular pedida. bi p(Daeinob 

corte á la recta dada en dos puntos ® e n ^

;= £ É Sa'SaSirJ^
p t o  “ e P a r r e i  A determinan la perpendi-

" ' 1 ?dmo"stracion es igual á la del teorema anterior.
Q n pJ Prtvemo B (Fî .̂ 54) de una recta AB (pic

perpendicular à dicha recta.



SisTESis. 1 Haciendo centro en " "  
la recta dada, descríbase nna Í " T
13 V corte á la recta AB en otro punto t ,  P<«
Sácese el diámetro CP; únase B con 1), J le lecU
' " | X " l ¿ o t s c r i p t o  CBD esrecto [« 'A

(FiS-
igxwUs. por medio de n^e la mitad

 ̂ Haciendo cento en A, con un otio pen
de .̂B. descríbanse dos arcos, uno por ei;>cima
¿ S S b “  S r < S d ^ ^  c^gton á U . pri-

•?'" k  m. punió B (Fio-, 5fi) *  u m n eta  DE fo r 
mar im ángulo igual A otro * *  AhU

Trácese, con un radio cualquicia, ei ^̂ ^̂ /̂''Vókr*víba=e 
pondiente al áiig-ulo dado; nna' parte
con el mismo radio un arco la DI'’ :
f  I S ^ l c i 'k í f  S t l S d  a i y S l k k e H o V s  arcos cor-

Angulo dado ABC (Ein. 57) áo.̂

^ ''T e s S á s e  con un radio arbitrario el arco DE corres-
noridiSte al áú“ ulo dado; baciendo centro sucesiTamente
m  D y E descríbanse dos arcos de i -̂ual -p,
ten; nniendo el pnuto de intersecciou > con el rí.ic ,
larectaBFserálabisectrizdelánga.oAllU  _

En efecto; la recta BE os P e C > f F j / lDE, y como aquella pasa por el centro dcl aico, di ule

bin iiiinto o.  ̂ -r.'-n-„ ancla curva cortara a.recta en dos nuntos uno sería BD tan«-ente Mala perpendicular Bl) en otro punto D. (le lo /.„gaño recto ABOcircunferencia y pasaría por ol cĉ^̂^̂ rnedia circunferencia:

. »  « ; o  caanao ,r
reclame su importancia.
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iste en dos partes iguales DG- y GE; luego los ángulos 
Ab e  y FBC correspondientes á estos arcos iguales son 
también iguales. , , ,

y o . 7.'’ PoT un punto C (Fig. 58) dado fuera de una 
recta AB, trazar una paralela á está recta.

Haciendo centro en el punto dado C y con el mayor ra
dio posible, descríbase un.arco DE; con el mismo radio y 
haciendo centro en D describase otro arco CF ; mídase la 
cuerda CF v llévese sobre el arco DE ápartir del punto D; 
únase el pùnto È con èl C, y resultara la paralela pe
dida EC. . 1

En efecto: los arcos de igual radio CF y ED son iguales 
[14, recín .l, por consiguiente si trazamos la secante CD, 
ÍOS ángulos alternos inte'rnos C.DF y ECD tamben serán 
iguales, y las -rectas EC y  AB serán paralelas [» » ] .

4 4 . 8 ” Por un punto C (Fig. 59) dado fuera de wna
recta trazar otra q̂ ue forme conia primera un ángulo
iqual à otro dado M. - ^  , . » t. x»

Tómese un punto cualquiera D en la^recta xá.B, y 
por él una recta DE que forme con la AB un ángulo EDB 
Igual al M; trácese por el punto dado C una paralela á la 
DE y estará resuelto el problema. ,

En efecto: los ángulos CFB y EDB son iguales por 
correspondientes, y  como el último se ha construido igual 
al M. resulta CFI5=M.4 8 . 9.“ DéscriUr una circunferencia que pase por tres

A, B, C (Fíg. 60). j- i *t>
Levántese una pérpendicúlar en el punto me^o de AB, 

y otra en el medio de BC; el punto intersección O de estas 
perpendiculares es el centro de la circunferencia, y  la dis
tancia de O á cualquiera de los puntos A, B, O será el
radio [43]. . . , , x, xYa se sabe que si los |)untos dados están en linea recta
el problema es imposible. . , »

4 0 . 10.” Hallar el centro de una circmferencia ó de 
un arco.

Señálense tres puntos en la curva y procédase como en 
el problema anterior.

8 0 . 11.” Por un punto de una circunferencia trazar 
una tangente á esta curva.

Tírese el radio correspondiente al punto dado; leván
tese por este punto una perpendicular á dicho radio, y se 
tendrá la tangente pedida [48].
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S I, 1%"̂  Porwiipiínio A.{fì^.^l)ewieriorà v/iia cir^
cwìiferenda 0 , trazar tangentes à esta curm.

Úrase el punto dado A con el centro 0; sobre OA corno 
diàmetro descríbase la circunferencia 0 '; uniendo los pun
tos de intersección B y C de las circunferencias con el pun
to A. las rectas AB y AO serán las tangentes pedidas.

En efecto: si trazamos los radios OB y OC, los ángulos 
inscriptos ABO, ACO que abrazan entre sus lados media
circunferencia, serán rectos; luego AB y AC son perpen
diculares respectivamente á los radios OB y OC. por con
siguiente son tangentes á la circunferencia O.

E scolios.

1. ® Si doblamos la figura por la recta 0 0 ', las semi
circunferencias ACO y DCE coincidirán respectivamente 
con las ABO y DBE, y el punto C caerá á la vez sobre es
tas dos últimas, luego coincidirá con B; de aquí se deduce

AB =  AC, B A O = ’CAO.
Podremos, pues, decir: las tangentes dirigidas à una 

cincntnferencia desd.e nn punto exterior son iguales, y  la 
recta m e míe d.iclio punto con el centro es bisectriz del án
gulo formado por aquellas.

2. *̂ La bisectriz d,el ángulo V>kO formado por dos tan
gentes á una circunferencia, pasa por el centro de ésta.

Si la bisectriz no pasara por el centro O, como AO es 
bisectriz del ángulo BAC, podría dividirse este ángulo en 
dos partes iguales por dos rectas diferentes, lo que es 
absurdo.

S « . Describir sobre una recta dada AB (Fig. 62) 
un arco capaz de un ángulo dado M, esto es, describir un 
arco tal. que los ángulos que tengan su vértice en él y cuyos 
lados pasen por los extremos de la reefa AB sean iguales al 
ángulo .dado M.

En un extremo B de la recta dada constrúyase un án
gulo ABC igual al dado M; levántese una perpendicular 
B o  á la AB por su punto medio y otra BO á la BC por el 
punto B; estas dos perpendiculares 'se encuentran en un 
punto o , porque 01) es perpendicular y OB oblicua á la 
AB. Haciendo centro en O y describiendo con el radio OA 
un arco AFB queda resuelto el problema.

En efecto: todo ángulo AEB inscripto en arco AF9

45



46
Y cuyos lados pasen pov A y B, tiene por medida la mitad 
del arco AB; además siendo BC perpendicular al radio ÜB
Y por lo tanto taiurente á la circunferencia, el ángulo A dI/ 
tiene también por medida la mitad del arco AB; luego 
AEB =  ABC =  M.

LIBRO S EG U N D O .
DK LOS POLÍGONOS.

I&eíluáciwBies.

»íS. Pou'aoNO e? miapoi'cion de super fide pla%a iermi- 
iiíidá por lineas redóos, que se llaman l.̂ -dos.

Perimetro de im^poiigono es el conjunto de todos sus 
lados.

Un poligono es convexo cuando su perimetro no puede 
ser cortado por una linea recta en mas de dos puntos; y 
cóncavo en el caso coni cario.

Nosotros sólo nos ocuparemos délos polígonos con- 
yexos.

Ángulos adijacenles á un lado de un poligono son los 
que tienen sus vértices en los extremos de dicho lado.

Piagoiial^t un polígono es toda recta que une dos 
vértices no adyacentes al mismo lado.

« í .  Es evidente qm' el número menor de rectas nece
sarias para formar un polígono es tres.

» cuatro » » cuadrildíerOf
» cinco » » pentágono.
» seis ' » » exágono,
» siete » » eptágono,
» oqIio » » octógono,
» nueve » » eneágono,
» diez » » decágono,
» once » » endecójjono,
» doce » » dodecíigono,
» quiuCQ » » pentedecágono
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C A P Í T U L O  P R I M E R O .

T K I-Í-X G O .O S .

TEOKÊ rA I. 6-y-

#i5. Unlado cíialq^úera (U w¡i triÁngnlo es: menor
que l(t swnia de los otros dos lados: 2 .“  moAjor que sv-dife-'
Ŝ7hC1(t

1. '’ En el triángulo ABC tenemos
A B < A C +  CB,

puesto que el camino más corto entre los puntos A y B es 
la recta AB que los une.
. El mismo razonamiento haríamos para los otros dos 

lados.
2. " Acabamos de ver que

A C < A B  +  BC;
restando aliora la recta BC de los dos miembros de esta 
desigualdad, será

AC — B C < A B  ó bien A B > A C  — BG, 
lo que demuestra la segunda parte del teorema. J

Teoiieju II. (Fig. 64;.

Lu suma de los tres ángulos de un tridngulo ABC 
es iq'ual á dos mqvlos recios.

'Trazando por uno de los vértices B del triángulo una 
paralela BD al lado opuesto AG, tendremos [ÍBÍS] 

dng. A ~|~ ang. ABD 2it,
pero el ángul ô ABD es igual al ABC más el CBD; luego 

Ang. Pi. -\-(í7ig. ABC 4- ang. CBD =  2lt; 
poniendo en lugar del ángulo CBD su igual ACB ó C 
fas]7 tendremos por último.

ó/ng. A 4~ dng. ABC éng. C — 2R.
Corolarios.

l.° Fl ángulo externo formado por un

\ Est« razonftmi9nto ^  una repetición flel expuesto en el número 53, dP



48
InJfñ CB de %% tñmú'Ulo y laprolonaacion BD de otro laÁo, 
is iy m l d U siiw,ade los dnĝ fdos tnternos A y C íío adya
centes.

En efecto: [TeOTema an lerior].

lueg'o CBD =  A +  C.
2 » Si %» inovlo é) VM irimmlo es neto v. oMnso, ¿os

lo rantono Insuma tle los tres ángulos valdría más

SiTsde «  pmto P de »  W a *
ARP íFiír 65) si haya nna perperdicnlar al olio lado Bt,
f.tnmrmidicnlar caerá dentro del ̂  .

cayese fuera, como la PE resultaría un tna.^  ̂
guio PFB con un ángulo obtuso PBF y otro recto PPB,

líií triángnlo so%ig%al<Kádos de 
otro, el tercer angtilo ddprirneT trmigido sera igual al

p S f q u e  el tercer ángulo de cada triángulo es lo que 
• faltrá la s L a  de los otrós dos para valer dos rectos, y

recto! el que tiene un ángulo obtuso, y acvMn-
mfla el Que tiene sus tres ángulos agudos.En el triangulo rectángulo, los lados que forman el 
ángulo recto se llaman catetos, y  el tercer lado, ó sea el 

ni ánfí-ulo recto, se llama hipotemsa. opuest^al ^  triángulo rectángulo son

triángulo egvMátero el que tiene sus tres 
lados iguales, isósceles el que sólotiene dos lados iguales,
v el que tiene sus tres lados desiguales.
^ fíase dQ un triángulo es uno cualquiera de sus lados, y 
^ártice el vértice del ángulo opuesto á la base.
^ ’ % ura^^m x  triangulo es una perpendicular trazada 
Ar.-r.AĴ \ Vertiré á la base, prolongada si es preciso.

Si elegimos para base ^el triángulo A B C / » -  66) el 
lado AC, el vértice será B y la altura BD; si AB se con
sidera c¿mo b-se, será 0 el vértice y la altura CE.
^  Fn el triángulo isósceles suele llamarse base al lado 

¿lesi^al y ángulos en U b m  á los adyacentes á aicbp
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lado; así en él triángulo isósceles ABC (Fio. 67) será AB 
la base, C el vértice, CD la altura, y  los ángulos A  y B 
•serán los ángulos en la base.

T eorema IIL

¿riángulo íiem dos lados iguales, los ángulos 
opuestos son iguales; y  si tiene d-os lados desiguales, á w-a-' 
yor lado se opone mayor ángulo.

1. “ Fig.^^. Supongamos A C .=  BC; vamos á demos
trar que hig. B =  áng. A.

Levantó una perpendicular CD en el medio de la base 
AB, la que pasará por el punto C equidistante de A y B; 
doblando la figura por la perpendicular CD, la parte DB 
seguirá la dirección DA y el punto B caerá sobre A, luego 
BC coincidirá con AC y los ángulos B y A serán iguales.

2. " Fig. 68. >Sea ÁC >  BC; demostremc.s que áng. 
ABC>í¿?¿y. A.

Puesto que el lado AC es mayor que el BC, puede to
marse en el primero una parte Cl) igual á BC, y trazando 
la recta BD resultará un triángulo BCD con dos lados BC 
y CD iguales; por consiguiente, según la primera parte, 
será

(mg. CDB — áng. CBD.
Aliora bien, el ángulo CDB es igual al ángulo A más 

el DBA [8 0 , COI», luego es mayor que e l’ ángulo A, 
por consiguiente CBD es también mayor que A, y con 
más razón

áng. CBA >  áng. A.
8 0 . T eorema, recíproco. Hi un triángulo tiene dos án- 

giüos igtcales, los lados opuestos son iguales; y  si tiene do.s 
ángulos desiguales, á mayor ángulo se opone mayor la
do [«O].

Corolarios.

OD. 1.® Los ángulos en la hase de m  triángulo isósce- 
celes son iguales.

Es evidente que estos ángulos son necesariamente 
agudos.

La Umtf k CD (Fi$v 67) dü inguh m el vértice
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de if/ii ifimigvdo isósceles, es -perpesidiculav ó l(t Óase y la
divide en dos partes iymles. t, i x ^

Siendo los ángulos en C iguales y A =  B, los ángulos 
en D serán también iguales, y por tanto rectos; adem^ 
la perpendicular levantada á AB por su P^^to U
pasa por C y se confunde por tanto con DC [14], luego
AD =  b d : ., , ,

3." Todo triangnlo eqpáldtero es eqmmiyulo y recipro-

Eih todo tricmgnlo recldngido el hcdo mayor es la lii- 
potenusa\ y en todo triangulo ohtnsángnlo el lado mayor es 
el opuesto al ángulo obtuso. .

O I. Se llaman figuras iguales las que coinciden en to
da su extension cuando se suponen superpuestas. Ls evi
dente que dos polígonos serán iguales si todos sus vértices 
coinciden.

Teorema. IV. (Fig. 69;.

0 3 . Dos tridnnulos ABC y  DEB’ son iguales cuando tie
nen un lado igual AB =  DE adyacente á dos ángulos res
pectivamente iguales A =D , B_=E.

Im a n d n e m o s  c o lo c a d o  e l  t r iá n g 'u lo  D E  r  s o b re  e l  A B C ,
de modo que el lado DE coincida con AB y que el punto B 
caiga liácua el mismo lado de la recta AB que el punto C: 
el lado DF seguirá la dirección AC, por ser iguales 1^ án
gulos A y D, y el lado £F  seguirá la dirección BC por 
análoga razón; luego el punto F, común á los lados DB y 
El‘\ deberá estar á la vez en A.C y BC, para lo cual tiene 
que coincidir con C; pdr consiguiente los triángulos son

^^^CoMLiEio. Dos triángulos rectángulos-son iguales cuan
do tienen iguales la hipotenusa y un ángido agíido.

T eorema V . (Fig. 69).

0 3 . Dos triángulos ABC y  DEF son iguales cuando 
tienen dos lados respectivamente iguales , AB=DE,
é iqual el ángulo comprendido A =D .

Coloco el triángulo DEF sobre el ABC, de modo que el 
lado DE coincida con AB y que el punto F caiga hácia el 
mismo lado de la AB que el punto C: el lado DF seguirá la 
dirección AC; por ser A =D , y el vértice F coincidirá con 
C, por ser AC=DF; luego los triángulos serán iguales,
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CoROL.vRio. Dos tfiángulos rectángulos son igmlescnan' 
do tienen los cafetos respectivamente iguales.

T'eorem;.̂  v i . (Fig. 69/.

O'l. Dos irímgnlos ABC y DEF son iguales cuando 
tienen sns tres lados resricctiva-rnente ia^iales AB=DE, 
AC=DF, BC=EF.

Si concebimos do's circunferencias cuyos centros sean los 
vértices A y B y los radios AC y BC, es evidente que se 
cortarán en C, fuera de la recta AB que une sus centros, y 
tendrán además otro punto común situado por debajo de 
AB [51]. Colocando el triángulo DEF sobre el AÉC de 
modo que el lado DE coincida con AB y que el punto F 
caiga liácia el mismo lado de la AB que el punto U, dicho 
punto F se colocará en la circunferencia cuyo centro e.s A, 
por ser DF igual al radio AC, y en la circunferencia cuyo 
centro es B, por ser EF ^ual al radio BC, y  como F e.stá 
situado por encima de AB coincidirá con el ^ n to  C común 
á dichas circunferencias, y los triángulos ABC y DEF se
rán iguales.

T eorema VIL (Fig. 70).

0 5 . Dos triángulos rectángulos ABC y  DEF son igua
les cuando tienen las hipotenusas iguales BC=EF, y un 
cateto AC igual á otro DF.

Coloco el triángulo DEF sobre el ABC, de modo que el 
cateto DF coincida con su igual AC y que el punto E cai
ga liácia el mismo lado de la AC que el punto B: el lado 
DE seguirá la dirección AB, por ser iguales los ángulos 
A y D, y el piinto E caerá sobre el B, porque sien
do l3C y EF oblicuas iguales con respecto á la AB tienen 
que apartarse igualmente de la perpendicular AC; luego 
los triángulos propuestos son iguales.

E scolios.

915. l.° En todos los casos de igualdad de triángulos 
que hemos expuesto se observará que dos lados, uno de 
cada triángulo, opuestos á ángulos iguales son ignale.s; y 
que dos ángulos opuestos 4 lados iguales son también 
Iguales.
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2.” Para demostar la de dos recta

f X » " . . ”  S  “
T eorema Y III. (Fig> ’71)-

'respectivmMnU m aU s ^  Ímyor d
Gh3.comprendió por el tircehado

lodo EF dsl

el triángulo DEF
l®^4?:®®.“ ' l í ? A V r = ^ V S  dt?a AB; siendo |  taguilo

do ía biseetriz AG del ángrüo C AF y 
con F' resultan los toap8'"l°® é igual
le s  p o r  t e n e r  d o s  la d o s  i g u ^ e s  A G - A G  A^^ M  ^g
el ángulo comprendido, luego 
triángulo BGF' tenemos

B a +  G F '> B F ', 
poniendo CCr en lugar de GF', será 
^ BG +  CG > B F  ó B C > E t ,
puesto que BF' es el lado EF en otra P ô îcion; 
^ Si el punto F' cayese sobre el lado 
mente BC >  BF 6 BC >  EF.

p O S lC iU l t .
BC, seria evidente-

Á F / i C n F  Z cer  ¿ado BC del primero es mayor que



53
ria,seg-un el teorema directo, B C < E F , loque tambieu 
es contrario á la hipótesis; luego

éng. C A B >  mg- D.

c a p í t u l o  s e g u n d o .

« :t jA » m i .A T E B O S .

9 9 . Se llama trapezoide mi ciiadriUíero q%e no tiene

b S ^ ' S ecÍo »

lados paralelos dos á dos (Fig-. 73).
T eorema I. (Fig. 73 *̂,

lO » . Los Udm opuestos deimparaleUgramo s o n i f i e s .  
Trazo la diagonal DB: los triángulos ABD y DBG son 

iffuales porque'tienen un lado BD igual por común, el
álgulo 1 i g l l  al 2 por ^
po? la misma razón; luego AD=BC, DG~AB

Corolarios.

1" i,cis partes de dos rectas paralelas coftiprendidas en
treoirás dos parálelas, son ignaUs.

Por ser lados opuestos de un paralelogranm.
2 "  (Fi' .̂ 74)- Si dos rectas sonparalelas todos los puntos

Pe, ima depilas equidistan de la otra.  ̂ , .
En efecto: las distancias délos ^

OD son dos perpendiculares AC y BD trazadas a la CD 
desde dichos puntos, por consiguiente son recto 
c.omprendidas entre otras dos paralelas AB y Cl», luego
^ í o í ^  La perpendicular bajada desde un punto de una
paralela á la otra, se llama distancia entre ellas.

 ̂ Base de un paralelógramo es uno cualquiei a de sus la 
dos. y altura la distancia entre la base y su lado opuesto.

En el trapecio se llaman bases los dos lados paralelos, 
V altura la distancia entre las bases.  ̂ ,
^ lO ® . T eorema reciproco. (Fig. 73). St hs lados opues-



Los de wii cuadrilátero sou iguales dos á dos, AD=BO, 
AB=DC. el cuadrilátero seráparalelógramo.

Trazando la diagonal BU resultarán dos trianguws 
VBD, BDC iguales, por tener el lado BD. común, AD=BC 

y  AB=DC por hipótesis; de la igualdad de los triángulos 
se deduce áng. \=áng. 2. luego AB y DC son paralelas 
[a»|, y áng. 3 =  áng. 4, luego Al) y BC también son pa
ralelas; por tanto la ñgura ABCI) es un paralelógramo.

Teorema. II. (IHg. 73j.

103 . Si dos lados opuestos AB g DC de un cuadrilátero 
son iquales gparalelos, el cuadrilátero será paralelógramo.

Trazo la diagonal BD: los triángulos ABD y BDC tienen 
un lado BD ignalpor común, otro lado también igual AB= 
DC por hipótesis, y el ángulo comprendido 1 igual al 2 
por alternos entre paralelas, luego son iguales [93 ], de 
donde se deduce áng. 3=á)ig. 4; luego las rectas AD y 
BC son paralelas [«'»], y la figura es un paralelógramo.

T eorema III. (F ig.l^ ).

lO 'l. Las diagonales de mi paralelógramo se diriden 
mutuamente e?i dos partes iguales.

Los triángulos AOB y DOC tienen un lado AB=1)C 
[lOO], el ángulo 1 igual al 2, por alternos entre paralelas, 
y el 3 igual al 4, por la misma razón: luego son iguales, y

OC=OA, OD=OB.
105 . Teorema recíproco. (Fig. 75j. Si las diagonales 

de un cuadrilátero se dividen wMuamente en dos partes 
iguales, el cuadrilátero será paralelógramo.

Tenemos por hipótesis AO=OC, OB=OD; además el 
ángulo AOB es igual al DOC por opuestos por el vértice, 
luego los triángulos AOB y DOC son iguales. De aquí se 
deduce AB=CD, áng. 1=  áng. 2, y como estos ángulos 
son alternos, los lados iguales AB y CD del cuadrilátero 
son además paralelos: luego, según el teorema II, el cua
drilátero ABCD es un parelelógramo.

Teorema IV. (Fig. 76).

I9G . Dosparalelógramos ABCD y  EFGH son iguales
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ctmiìdo %% ànmlo
respectivamente iwiilcs Pi3-==^r, AD—li/xi. _

Coloco el segundo paralelógramo sobre el primero de 
modo que el lado EF coincida coP AB: el lado EH seguirá 
la dirección AD y el punto H caerá en D; las recms DC y 
HG serán paralelas á AB por un
coincidirán f« 5  , y  lo mismo sucederá á las BC y 1?G pa
ralelas á AD por el punto B; luego el punto G caera sobre 
el C y los paralelógramos serán iguales.

1 0 7 . Komboide é-9 un paralelógramo c[ue tiene los la 
dos que forman nn ángulo desiguales, como también los 
ánaulos adyacentes á un mismo lado. ’7o;- _ .

■ Bombo m  un paralelógramo cuyos lados son todos igua
les (Fio* 77)Rectángulo es un paralelógramo cuyos ángulos son to-
d.os rectos.CuA-DRAno e s  unparalelógramo cuyos ángulos son rec
tos y los lados iguales. (Fig! 79). i

Es evidente que el romboide, el rombo, el rectángulo 
y el cuadrado poseen todas las propiedades demostradas 
anteriormente para los paralelógramos en general. _ 

Obsérvese que todo cuadrado es rombo, por tener igua
les sus lados, y rectángulo, por tener los ángulos rectos; 
sin embargo, Ía denominación de rombo se aplica más es 
pecialmentealparalelógramo cuyos lados son iguales ?/ 
los ánaulos adyacentes a un mismo lado, desiguales; y la de 
rectángulo al paralelógramo cuyos ángulos son rectos y 
los lados que forman un ángulo, desiguales.

T eorema V. (Fig- 77;.

lOíi. Las diagonales de un rombo son perpendiculares
entre si.  ̂  ̂ i. ■

S ie n t lo  ig u a le s  lo s  la d o s  d e l  r o m b o ,  e l  j n i n t o  C  e q u i 
dista de B y  D, y  e l p u n t o  A e q u id is t a  ta m b ié n  d e  B y i):
luego la recta CA es perpendicular á la DB.

Teorema RECÍPROCO. (Fig. 77j. Si las diagona- 
íes de un paralelógramo son perpena iculares entre si, el pa ■
ralelóqramo es rombo. -

La diagonal AC es perpendicular a BD por hipótesis, y 
nasa por su punto medio O luego CD=CB, y como
CD es igual á AB y CB á AL), los cuatro lados son igua
les, y el paralelógramo ABCD es un rombo.
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Teorema VI. (Fig.

110. Las diagonales de wi rectángulo son iguales.
Loa triángulos ABC y ABD son iguales, porque tienen

el lado AB igual por común, BC=AD por lados opuestos 
de un paralelógramo, y el ángulo comprendido ABC= 
DAB por ser ambos rectos; luego AC=BD.

111. Teorema RECÍPROCO. (Fig.'^^}. Fi las diagonales 
de un paralelógraMo son iguales, 'el paraleUgrarno es rec
tángulo.

Siendo AC =  BD por hipótesis, BG=AI) por lados 
opuestos de un paralelógramo y AB=AB, los triángulos 
ABC y ABD son iguales, por tanto áng. X.^O=á/ng. B AB: 
pero la suma de estos ángulos vale dos rectos [ílJl], luego 
cada uno de ellos es recto. Además áng. DCB=«?¿(7. I)AB, 
por tener los lados paralelos y  dirigidos en sentidos con
trarios. áng. AX)ü=áng. ABC, por igual razón; luego lo.s 
cuatro áng-ulos son rectos, y el. paralelógramo es rectán
gulo.

I l ‘i .  Puesto que el cuadrado es paralelógramo, rec
tángulo y rombo, reúne todas las propiedades de estas 
liguras; diremos, pues,

Las diagonales de un cuadrado {Fig. 79) .se dividjin nm- 
fm-mente en dos partes iguales, son iguales ij perpendictUor- 
res entre si.

R e c íp r o c a m e n t e . Si las diagonales de un cuadrilátero 
se dividen wétimnenie en despartes iguales, son iguales g 
perpendiculares entre si, el cuadHlaAero es cuadrado.

Teorema VII. fFig. 80).
113. La recta EF gueune los puntos medios de los la

dos AU y BC no paralelos de un trapecio, es: 1.'’ parálela á 
las bases; 2.® igual á su semisuma.

1." Por el punto medio F del lado BC trazo la GH para
lela á AD, y prolongo DC hasta que encuentre en H á la 
GH: los triángulos CFH y BFG son iguales, por tener mi 
lado ig*ual CF=FB adyacente á dos ángulos respectiva
mente’ iguales CFH=BFG, FCH=FBG; luego

F H -F G  ó bien F H - — GH.
/t

Ahora bien, en ©1 páralelógramo AGHD tenemos AD—
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GH, luego -~AD =  ~  GH. ó sea ED==FH; por tanto el
cuadrilátero EFHD tiene dos lados iguales y paralelos, 
luego es uu paralelógramo, dé donde se dednre que EF es 
paralela á DC y por consiguiente á AB.

2.“ Siendo iguales los triángulos CFH y BFG. será 
CH=BG. Ahora bien,

EF =  DH =  DC +  CH 
EF =  AG -= AB — BG; 

luego 2EF DC +  AB,
BC +  AB

0/

EF 2

C A P Í T U L O  T E R C E R O ,

T eorem a  I. íFi(¡. S l j .

II  I. JjU, isiiDia ile los á/igiUos de u/i poligono es igm l à 
ImiUis 'Otees dos rectos corno lados tiene él poligono me
nos dos.

Desde uno délos vértices A del poligono ABGDEK 
trazo las diagonales posibles AC, AD, etc', las que divi
den el polígono en tantos triángulos como lados tiene me
nos dos; porque los dos triángulos extremos AFE y ABC 
contienen emiro lados del polígono, y  cada uno de los de
más contiene un lado. Los ángulos de los triángulos equi
valen evidentemente á los del polígono, y corno los de 
cada triángulo valen dos rectos, los del polígono valdrán 
tantas veces dos rectos como triángulos haya, esto es, 
tantas veces dos rectos como lados tiene el polígono me
nos dos.

E scolio. Si representamos por S la suma de los ángu
los del polígono y por n el número de lados, tendremo.s

S =  2R(íi—2) ó S =  2E-a-4 B .
Esta última igualdad permite enunciar el teorema del 

modo siguiente:
ha m-rM de los ángulos de mvpoligono es igual á tantas 

veces dos rectos como lados tiene, mmos^cMtro rectos.
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Teorema II. (Fig 82,..

115. La sima de los ángulos externos CBG. 
YLg'Letc., qwseformanp'olongando todos los lados ae un 
poligono en un'inisyno sentido,-és iguala cuatro ángulos

En un ycrtice cualquiera B del polígono se forman dos 
ángulos adyacentes, uno externo CBG g  otro interno A-BC. 
qué iuntos valen dos rectos; por consiguiente la suma de 
todos los ángulos, tanto externos como internos, sera ¿Un, 
si restamos de ella el valor de los ángulos internos, que es 
2R,¿_4R, la diferencia

2R /i-(2R íi-4R )=4R
será el valor de los externos. , .

CoROL.ARío. Un polígono no puede tener inas de iies-an

^^^^Pueísftuviese cuatro, los externos adyacentes, que 
serian obtusos, valdrían más de cuatro rectos.

T eorema III. 83j.

8SÍ». Dos polífonos son iguales cuando tienen sus lado  ̂
y sus ángulos respectivamente iguales 
puestos, esto es, AB =  FG, BC =  GH, etc. ABC =  FGH,

” ^ColÍco dNwligono FGHIK sobre el ABOCE de modo
t.V l f»nn <an ÍOTia.l ,\ B . V  QUC lOS P O ll—

l.rtuiüiCii ixj. ---------------------- i
i), y asi sucesivamente; luego los polígonos son iguales.

Teorema IV. fFig. 83̂ .

I . l í .  Dos poliqonos son iguales cuando están compues
tos del mismo nùmero de triángulos iguales é tgualmente

'^^''To?Rdos de los poligono.s son respectivpiente igua
les, por pertenecer á triángulos iguales: los ángulos B y it 
son Iguales á G y  K por la misma razón: en cnanto á los



óiia’ulos A, C Y D son también iguales á F, H é l, por 
componerse ^e igual número de ángulos iguales; luego 
los polígonos tienen lados y  ángulos iguales, por con si 
guíente son iguales.

i lí^ . T eorema, recíproco, 8.y. D js pohj/oim
iguales pueden descomponerse en igual •miniero de triangu 
tos wuales éiqmlmente dispuestos.

Trazando desde los vértices A y b todas las diagiuialc^ 
posibles, quedan descompuestos los polígonos en igual 
número de triángulos; ademas los triángulos extiemob 
ABC y FGH son iguales por tener dos lados igiialea e 
igual el ángulo comprendido, y poi> la misma 
también iguales los triángulos AED y l'AI, de l^.,id jjal 
dad de los^triángulos ABC y FGH se desprende A C -1  H, 
dnn. \CB=áng. FHG: además ang. BC1) = « .  (tHI lue
go «ay. ACD=««y. IG-Il; poigconsiguiente los “̂̂ angulos 
AOD y FHI tienen dos lados iguales DC=IH, AO—I H. e 
igual el ángulo comprendido, luego son iguales.

p r o b l e m a s  r e l a t iv o s  a l  IdBRO SEGUNDO.

IS5>. 1." Dado un lado y d.os (innulos, construir un

c.ASO. (Fig. 84). Los ángulos dados M y N son 
adyacentes al lado ú.

"Trazo nna recta iMN igual al lado m., en uno de sus ex
tremos construyo un ángulo PM_N igual al ^L y en el otro 
extremo construyo el ángulo PNM igual al N, y quedara
r e s u e l t o  e l  p r o b le m a . .

O tr o  t r iá n g u lo  c o n s t r u id o  c o n  lo s  m is m o s  d a to s  sc iia -
igual al PMbr[S&«].
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tanto hay triángulo. , . .
Se&undo caso. (d îg. 85). El ángulo M es adyacente al 

lado m, y el ángulo N es opuesto.
Trazo una recta PM igual al lado rn, en uno de sus ex 

tremes construyo un ángulo PMN igual al M, y en un 
uunto cualquiera A de la recta MN construyo un ángulo 
BAM igual al N: es evidente que si la recta AB pasase



por P estaría resuelto el problema; pero en general no pa
sará, y para cerrar el triángulo se traza por P una para
lela á AB prolongada hasta que encuentre á MN: el trián- 
irulo MPiN es el pedido, puesto que PM=w, PMN=M. 
■PNM=BAM=N.

Otro triángulo construido con los mismos datos sena 
igual al PMXi pues tendna un lado igual á PM, un ángu
lo igual al NMP y el otro ángulo adyacente al lado m, 
igual al NP\[ COI», •i.“]. _

En virtud de esta observación y de otra análoga ex
puesta en el primer caso, podemos decir:

l.% triá/i'fj'ulo está determinadó si se conoce nn lado y  
(los migvÁos ciiálksqvÁera.

Para que el problema sea posible en este segundo caso, 
se necesita y basta que la suma de los ángulos dados sea 
menor que (los rectos. _ . .

B’sta condición es necesaria por lo dicho en el primer 
caso; y suñciente porque AB encontrará á |3'1] for
mando un triángulo A13M, y la paralela PN á AB encon
trará á MX [25 ', coi». 1.' ]̂.

120. 2.'’ Dados dos lados y el ángulo comprendido,
construir un triángulo. , , ,

86’ . Sobre una recta MP igual a uno de los lados 
conocidos W formo un ánguilo XMP ignp al dado, tomo a 
partir del vértice M una longitud MN igual al lado n, y 
trazando la NP quedará resuelto el problema.

Todo triángulo construido con los mismos datos sera 
igual al NMl :̂ luego . , . i ? j

Un triángulo está determinado si se conocen dm lados y 
el ángulo comprendido'.

Este problema es siempre posible.
121. 3.'’ Construir un triángulo conociendo sus 1res

lados. ,  ̂ . -
fFig.'^iy Trazo una recta MP igual a cualquiera de 

las daáas, m por ejemplo, liaciendq centro sucesivamente 
en los extremos y P, con radios iguales á las otras rec
tas dadas n y p ,  describo dos arco.s qué se cortarán en nii 
punto N, uniendo este punto con M y con P, el triángulo 
que se forma es el pedido.

O tr o  t r iá n g u lo  c o n s t r u id o  c o n  lus m is m o s  d a to s  s e n a  
i g u a l  a l  MNP; lu e g o  , . .

Un triángulo está, determinado ¿n se conocen su>s vres
lados,

60



Para que el triángulo sea posible es necesario que uno 
cualquiera de los lados sea menor que la suma de los otros 
dos Y mayor que su diferencia También es suficiente 
esta condición, porque en virtud de ella los arcos descritos 
desde M y Pcomo centros se cortarán fuera de la recta 
MP Í5 », i 'c e í» . y babrá asi triángulo. _

La doble condición enunciada puede sustituirse por la 
sifi'uiente: para-que el IriéngiUo sea posiUe ■'̂ e ueresila.y 
basta que el lado ruayor sea ■menor que la suma de los oí-ros 
(los. Es evidente, en efecto, quevenficándose esta condición
se verificará la anterior. • 7 ? ? ?

13^. 4.“ Construir v/n Irianyulo 'conociendo dos lados 
m 7/ iiTFifí*! 88) V elénqulo Isippms-to á uno de ellos in.

Construyo un ángíüo PMN igual al dado H, toino en 
uno de los lados una parte MP igual al lado n, y haciendo 
(dentro en P describo con nn radio igual a m un arco JN N 
que, en general, cortará al lado MN en dos puntos íS y iS : 
trazo la PN. y el triángulo P-MN resuelve el problema, 
puesto que PM—í?. Pĥ ='??í'* dn(j. PMa — M.

D iscusión- \1 resolver este problema pueden ocurrir 
tres casos principales: L" que el lado 7«. opuesto al ángulo 
(lado sea mayor que n\ 2.*' que sea rn—n\ 3. quesea m-^n  ̂

P rimer c \so. Fig. 1- Si ■m >  n sera también m mayor 
que la perpendicular PQ, y  el arco descrito desde P cortará 
á la recta MN' en dos puntos N y equidistantes del pie 
O de la perpendicular: ya sabemos que uniendo el primero 
(le ellos N con P resulta la solución del problema, pero no 
se obtendrá otra solución uiiiciido N' con P. En efecto, 
siendo P M < P N ' resulta Q M < Q N '.y V ,s e  encuentra 
por lo tanto á la izquierda de M, luego el ángulo 1 MN
opuesto al lado no es igual al ángulo dado M, sino su
plemento del mismo. , , ,
 ̂ Vemos, pues, que en este caso el problema tiene una

^̂ ^̂ Segundo caso. Fig. 2. >Si m=n, el ángulo dado M debe 
ser aí^udo para que haya triángulo [9 0 ,1 .'’]. El lado m ea 
mayor que la perpendicular PQ, por consiguiente el arco 
descrito desde P como centro corta á MN en dos puntos, 
uno de ellos el mismo vfu’tice M; luego en este caso la so
lución del problema es el triángulo isósceles PMIN.

T ercer caso. Fig. 3. Si m<Oi, el ángulo M será menor 
que N luego el primero debe ser agudo, pues si fuese rec- 
\o ¿  obtuso., el ángulo N seria obtuso, lo y ie  es imposible
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|»0, co r . 3.°]. Si m es mayor que la perpendicular PQ, 
el arco descrito desde P como centro cortará á MN en dos 
puntos N y N'. Uniendo N con P resulta el triángulo 
MNP, que es solución del problema; en cuanto al punto 
N' cae necesariamente á la derecha del punto M, pues 
siendo PN '< PM debe ser Q N '< Q^l, por consiguiente 
uniendo N' con P t-esiiltará un triángulo MN'P con un lado 
I>N'=m, otro lado y el ángulo PMN' igual al dado
M; luego el problema tiene dos soluciones.

Obsérvese que el ángulo PNM, opuesto al lado m en la 
primera solución, ê  suplemento del ángulo PN'M, opues
to al mismo lado en la segunda, puesto que 

PN'MH-PN'N=-2R 
6 PN'M +  PNM =  2R.

Si m es igual á la perpendicular PQ, el arco descrito 
desde P es tangente á MN en el punto Q, y la solución del 
problema es el triángulo rectángulo PMQ.

Por último, si m  es menor que la perpendicular PQ, el 
arco no tiene con MN ningún-punto común y el triángulo 
es imposible.

Vemos que en este tercer caso el problema puede tener 
dos soluciones, una sola ó ninguna.

5." Construir un triángulo rectángulo dado un 
cateto y un ángulo agudo.

Como en el triángulo rectángulo' se conoce el ángulo 
recto, la cuestión propuesta es un caso particular del pro
blema 1.° . . 7  , 7  . 7Co7istra¡r im triangulo rectángulo conociendo
la hwotenusa m y  un ángulo agudo M.

También este problema es un caso particular d e ll .”; 
sin embargo, es conveniente saber la siguiente construc
ción especial.

Fig. 89. Sobre una recta MN igual á la hipotenusa 
considerada como diá-uetro, describo una semicircunfereu; 
eia; en un extremo del diámetro formo un ángulo PMN 
igual al dado M: uniendo el punto P en que la recta MP 
corta á la semicircunferencia con el otro extremo N, queda 
resuelto el problema.

1^ 5 . 7.” Construir un triángulo rectángulo dada la hi' 
mtcnUjsa y  un cateto.
' Es un caso particular del problema 4.*̂  _

QtrOt GQ'titStrii'Qcion. Fig. 89. Sobre la hipotenusa MN
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como diámetro describo una semicircuníerencia, llevo á 
partir de un extremo M la cuerda MP igual al cateto dado. 
V uniendo P con N queda resuelto el problema.

8.“̂ ConstTíbiT Vy'ii pdTdlélógTü/nio conocieiU’.'f ftos 
lados g el áíuiíUo comprendido. .

Fia. 73. Trazo una recta AB igual a uno de los lados 
conocidos; en un extremo A de la misma formo un ángulo 
T)AB io-ual al dado: tomo una longitud AD igual al otro 
lado conocido, y trazando dos paralelas, una por i) a la 
recta AB y otra por B á In Al), quedará construido el pa-

E scolio. E s te  p r o b le m a  e s  s ie m p r e  p o s ib le ,  y  s ó lo  t i e 
n e  u n a  s o lu c ió n  . .

I'ÍS'. 9.“ Construir vai pohgoRO rgi’Ail a otro amo
A BODE. F ig. 83. • i - ,

1^  construccmi. T r á c e s e  u n a  r e c ta  b u  ig u a l  a  u n  la 
d o  \ B  d e l  p o l í g o n o  d a d o ; e n  e l  e x t r e m o  G  d e  la  •m ism a 
fó r m e s e  u n  ángulo i g u a l  a l B ; t ó m e s e  O H := B C :  f ó r m e s e
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-uiu ABC: sóbrela recta FH construyase
otro triángulo FHÍ igual al ACD, y así sucesivamente: el 
polÜ r^FG H IK  quS resulta es igual al dado .[IIT]

10.° Circimscrihir nn circulo a un tnangiUo ABO 
■;Fif’-. 90). esto es, describir lina circmferencía que pase por  
).os%érüces del triángulo. , • vi.

Este problema ha sido resuelto en el primer libro [7 »].
Entonces vimos que las perpendiculares DO y EO levan
tadas á las rectas AB y AC por sus puntos medios se cor
tan en un punto O, centro de la circunferencia que pasa

 ̂ Éste problema siempre es posible, porque los vértices 
A, B, C del triángulo no pueden estar en línea recta.

’ E scolio. Si levantásemos una perpendicular al tercer 
lado BC por su punto medio, pasarla por O [lO , «xscolio]? 
iueo’o las tres perpendiculares levantadas á los lados de un 
¿ríanqulo por sus puntos medios se encuentran en el nnsmo

11-" Inscribir un circulo en un triángulo ABC 
(Fig. Ql); descrihir un circulo tangente á los ire^
\a,dos (Mi triángulo.



A nálisis . Supongamos resuelto el problema y  que O
sea el centro de la circunferencia inscripta. 
los lados AB y AC tangentes á la circunferenma pedida, el 
centro de ésta se hallará en la bisectnz AO ctel ángulo 
CAB que forman dichas tangentes [SI, csc«U o  J, 
por igual razón «el minto O debe hallarse también en la 
Msectriz BO del ángulo ABC; luego el punto de intersec
ción de las bisectrices será el centro del círculo

Síntesis . Trácense las bisectrices AO y BO de dos an* 
gulos del triángulo, las que se cortarán, que OAB,

del áno-ulo CAB. y OBA. mitad del ABC, valen 
tantos menos dedos ángulos rectos; bájese desde O una 
perpendicular OD á cuñquiera de los -̂íri
cunierencia descrita desde O como centro con el radio 01) 
será tangente á los tres lados del triángulo.

En eéctOT bajo las perpendiculares OAF Imi
dos BC V AC; los triángulos rectángulos OAD y UAt son
iguales, por tener común la hipotenusa e Iguales los an
op ofagudos en A. luego OD=OF; también son iguales 
íí)s triángulos ODB-y OBE, luego üD=OE; vemos, pues, 
que las tres perpendiculares Ot), OE y OF bajadas des^ 
de el punto O á los lados del triángulo son iguales, luego 
la circunferencia descrita desde. O con una fe  ellas por ra 
dio pasará por los extremos I), E y í , y será tangente a, los

E^ste^prdbtema es siempre posible, puesto que las bisec
trices AO y BO se cortan, cualquiera que sea el triangulo.

E scolio. Si trazásemos la  bisectriz del ángulo O paca
rla por O [»I , escoU« luego las tres hsectnces de
los ángulos de m  t-rimgnlo se encm i lr<i7i en elm isM ópm  to,

J



LIBRO TE R C E R O .
LÍNKAS PROPORCIONALES Y POLÍGONOS SEMEJANTES,
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C A P Í T U L O  P R I M E R O .  

in (O F O K 4 'aO H A l.E S .

Teorema. I. fFig. 92J.

ISO , Fi Mm  recta AE se divide en partes iguales AB, 
BC, OD...,y por los jmntos de división se dirigen-varias 
paralelas kh!, ,  CC'... que encuentren à otra'recta A'E', 
quedará ésta dividida en partes iguales entre si.

Por los puntos de division de la recta AE tiro las AF, 
BG, CH..., paralelas todas ■á A'E', y  por lo tanto paralelas 
entre si; los triángulos ABF, BCG, CDH... tienen:

AB=BC=CD.... por hipótesis,
dng. ABF=«%^. BCG=ít«y. CDH.... por correspondientes, 
áng. 'QkF—áng. OBQ^áng. DCH.... por igual razón; lue
go estos triángulos son iguales, por tanto

A F -B G -C H = ....;
y como estas rectas son iguales respectivamente á A'B', 
B'C', C'D'.... por lados opuestos de paralelógramos, será 
también

A 'B '^B 'C '=C 'D '= ...

Teorema II, (Fig. 93J.

131. Toda recta EF interior à un trapecio ABCD ypa- 
ralelailas hases, divideá los'lados no paralelos DA y  CB 
en partes proporcionales.

En la demostración de este teorema debemos distinguir 
dos casos: 1.° que las partes DE y EA de uno de los lados 
no paralelos sean conmensurables; 2.'" que dichas partes 
sean inconmensurables.

/ P rimer caso. Si DE y EA tienen medida común, su* 
pongamos ésta se halle contenida en PÊ çineo veces

6
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exactamente y en EA tres veces; en este supuesto ten
dremos

 ̂ fx]
E A “ 3

nov los nuntos de division del la ^  DA trazamos pa 

tres, luego
[2].

se deduce evidentemente

C F __ j_
FB 3 

De las igualdades [1] y
DE CE 

FB
 ̂ ___ /rr- Q4N Si DE y EjV no tienen medí-

V h  paraleLá ¿  tendremos [ f r im e .-  ea*ol
EGr FH
1 a " " f b

SiEA se divide de nuevo en mayor número de partes

“  s r ique GD, y e punto se acerque
aSiera^ero á confundirse

yendo' e K  | T a lld '[ ir iá rv a r ia b le 3 ?or sus limites 
[ArU. « « ] ,  resulta

E D _  FC .
EA FB ’

í



T eorema RECÍPROCO. (Fig. 94). S iu m  feda  EF 
(timde eu'partesproporcionales à los lados no paralelos de 
un trapecio, esgjaralela à las hases. v

Si EF no fuese paralela á las bases, podríamos trazar 
por E una paralela EM, y según el teorema anterior seria
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pero por hipótesis

]ueg“o

DE CM
ÉA _ MB ’

DE CF
EA“ ' FB ’
CM CF .
MB FB

igualdad absurda, porque la segunda fracción es mavor 
que la primera; luego EF es paralela á las bases.

T eorema III. (Fig. 95).

ISÍ5. Toda recta DE interior a un triángulo ABC y  
'paralela á un lado AB. dhide á los otros dos en partes pro
porcionales.

Prolongo el lado AB; por un punto B' de la prolonga- 
cioü trazo B'C' paralela á BC, y por el vértice C la CC' pa
ralela á BB'. En el trapecio Afe'C'C tenemos

CD C'E'
DA E'B' '

pero C'E'=CE. E'B'=ÉB, luego
e n  CE
DA [1]

Corolario. De la igualdad [1] se deducen estas otra.«? 
\vU. 1S>5]

CA CBCD-Í-DA CE+EB  
CD “ ' “ ■/c e  

CD+DA CE+EB
CD
CA

CE ’ 
CB

DA EB " DA '■ E'B"
l í i ' l .  T eorema recíproco. Siun-n rectadkide en partes



m
proporciomles á dos lados do im trián,g%lo es paralela al
tercer lado. , ,

Apliqifese el mismo razonamiento liecno en el reciproco
del teorema II.

T eorema IV. (Fig. 96j.

135. Fi um  recta MN se divide en partes cnalesqmera 
MA AB 'QC... g por los p'imtos de división se trazan pa
ralelas ÁA', BB', CC'... qne encv^ntren á otra recta MI, 
ésta quedará dividida en partes MA', A'B', B'C ...propor
cionales alas delxXFi. , , • 1

Los teoremas III y II nos^dan las igualdades 
MA ÁB AB BC . BC CI)
MA'

luego

A'B'
MA

A'B'
AB

B'C'
BC

B'C' ■ 
CD

C'D'

l íK '  A'B' B'C' C'D'

Tboeema V . fFig. 97).

13G. La bisectriz CD de un ángulo C de un triángulo 
ABC divide al lado opuesto AB en dospeurtes proporcionales 
álos lados que,forman dicho ángulo. , . , •

Por el punto A trazo una paralela AE a la bisectriz, 
nrolonffo el lado BC hasta que encuentre á dicha paralela, 
foque siempre se verificará [* 5 , c o r . 1.”], y  tendremos

EC AD
CB DB

Ahora bien,
mg. EAC=«íí¿/'. ACD por alternos, 
ana. KFJó=^ánq. DCB por correspondientes,ana. n.rj\j=u,ny. ,

V como los segundos miembros de estas igualdades son 
Iguales por hipótesis, también lo serán los primóos, esto 
e l  E A C = w . AEG, de donde se deduce EC==AO. 
Sustituyendo EG por AC en la igualdad [1], se tiene por 
último

AC AD
CB DB

I 3 í f  T eorema, recíproco. tSi WM fcctd poA'U dM

vñ



ce de %ii dnqìilo de vai triángulo g divide al lado opuesto e% 
dos pautes pTopoudonales á los lados de dicho ángulo, es bi
sectriz del mismo. • ,

Imítese el razouamiento hecho en el reciproco del teo
rema II.

c a p í t u l o  s e g u n d o ,

TRiÁil'GU*-<OS V  P 0 líí< i0 ¡1 0 S  SEMEJAMTES.

13^ . Dos polígonos son se m e ja n t e s  cuandó stcs ángulos 
colocados en et mismo orden son iguales, y los lados adAja- 
centes á ángulos iguales son proporcionales.

Los polígonos ABODE y ahcde 98) serán seme
jantes siempre que tengamos

miq. K=áng. a, áng. 'Q=áng. b, áng. C=áng. c....
AB BC CD

y además
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ah he cd
AB , 1 . - BCSegún esto, si la razón vale m, las demas ’

-valdrán también m: esta relación constante para
cada dos polígonos semejantes, se llamaí-a^oít de semejanza 
(le los mismos. '

Se llaman vértices homólogos los vértices de dos ángu
los iguales, como A y B y etc.  ̂ .

Lados homólogos son los que terminan en vértices ho
mólogos, como AB y ab, BC y be etc.

En dos triángulos semejantes ABC, abe (Fig. 100), dos 
lados homólogos AB y ab se oponen á ángulos iguales, 
porque siendo k = a ,  B=¿», tiene que ser C—c. Este carác
ter será el que nos sirva, en general, para reconocer los 
lados homólogos de dos triángulos.

T eorema I. fL'ig. 99.)

I3IÍ. Si en un trimgulo ABC se traza unaparalelap'^ 
á un lado, el triángiilo parcial CDE gue resulta es semejan
te al propuesto.

Debemos demostrar que los triángulos ABC y DEC tie-
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lien sus ángulos respectivamente iguales y sus lados ho
mólogos proporcionales.

Desde luego vemos que el ángulo C es común y que 
mg. GAB.=mi.g. CDE, mig. GBA=:áag. CED

por correspondientes: luego los ángulos son respectiva
mente iguales.

Además, siendo DE paralelaáAB tendremos f l3 3 , coi».]
^ = = - ^ 2  ni.
CD CE

si por el punto E trazárnos la EK paralela á AG será 
también

OB AB 
CE “  AF'

y corno AF=DE, tendremos sustituyendo 
CB AB ' ,
CE “ DE

De las igualdades [1] y [2] se deduce evidentemente 
CA CB AB 
CD “  CE“  DE

luego los lados homólogos son proporcionales y el teore
ma queda demostrado.

T eorema I I .  fMg. 100;.

_ E-iO. Dos triángulos ABC, abe son semejmiíes cuando 
Henansus áiiguloso'especHvamenteigualesK—o., B =b,C =c.

Tomo sobre el lado AB, á partir del punto A, una lon
gitud AD =«¿, y por el punto D trazo la DE paralela á 
BC: los triángulos ADE y abe son iguales, porque tienen 
\\)=aJK^ng. A^áng. a y áng. ADE:=áng. )i=áng. h, y 
como ADE es semejante al ABC «inics*S«B*], su
igual abe también es semejante al ABC.

Corolarios.

• I . ” Dos triángulos son semejantes cuando tienen dos án
gulos respectivamente iguales.

Porque los terceros ángulos tienen que ser iguales.



2. " Dús tfiá%gidos rectmgiilos so7h semejmites cuâ ido
tienen iatialimáTigiílo agudo. .

3. ° Dos triángulos isósceles son semejantes cua/ndo tie 
nen igual el ángulo en el vértice ó uno de la lase.

T eoeema III. (Fig. 100).

i-11. Dos triá'tigulos ABC, abe son semejantes cuando 
tienen dos lados AB y AC del 'imo mojgorcionales a dos la
dos ab y ac del otro, é ignal el ángulo cotn^rendido K—o..

Tomo sobre el lado AB una parte kD=ab, y  trazo la 
DE paralela á BC: según el corolario del numero ten
dremos
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AR AC AB AC
ac

siendo iguales los tres primeros términos de estas igual
dades fraccionarias, los últimos también lo son, esto es, 
AE=«c, luego los triángulos ADE y ale tienen dos lados 
iguales é igual el ángulo comprendido, iior tanto son igua
les, y como ADE es semejante á ABC, su igual abe también 
es semejante á ABC.

T eoeem-V IV. (Fig. lOOJ. ■

l-'l«. Dos triángulos ABC, abe son semejantes cuando
tienen sus ladosp'ojgordónales. ,

Suponemos que se verifican las igualdades 
AB _  AC BC ^
ab ~  ac be •

y vamos á demostrar la semejanza de los triángulos pro-

^ '̂^Tomo sobre AB una parte A D = í?5, y trazo DE paralela 
á BC: tendremos

AB AC 
AD ~  AÉ

. AB AC
y por hipótesis - j " = — :

estas igualdades fraccionarias tienen iguales respectiva
mente los tres }irimeros términos, luego AE=í?c.

Siendo semejantes los triángulos ABC y ADE ten
dremos



AC
AjbJ

BC \ cy por hipótesis
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BC

ac be ’
también estas igualdades tienen tres términos iguales, lue
go ®

\ emos, pues, que los triángulos ADIÍ v (tbc tienen sus 
tres lados respectivamente iguales, luego‘ son iguales, v 
como ADE es semejante á ABC, su igual también es 
semeiante á ABC.

E scolio. Según los teoremas ÍI y IV si los ángulos de 
dos triáug’ulos son iguales, los lados son proporcionales; v 
reciprocamente, si los lados son proporcíoinles. los ángulos 
serán iguales: por consiguiente para que dos triángulos 
sean semejantes basta que satisfagan á una sola de las con
diciones de la definición general de semejanza.

T eorema V . ÍFig. 101;.

I'13. Dos triángulos rectángulos ABC, abe son se-me- 
Janies cuando la hipotenusa A C gu n  cateto AB del tino son 
proporcionales á la Mpotemisa ac y  un cátelo ab dd otro.

una parte AI)=ab, y trazo la
DE paralela á BC; tenemos

AB AC 
AD ~  AE y por hipótesis ^  —

ab ac
siendo iguales los tres primeros téianinos, tendremos A E =  
ac\ luego los triángulos ADE y abe son iguales r»51, y  co
mo el primero es semejante al ABC, el segundo'también lo 
será.

I 'eoeema v i . (Dinfiguraj.

■•I I. Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus 
lados respectimmente paralelos ó peopendicutares

beau A, B, C los ángulos de un triángulo y a, Ij, c los 
del otro; suponemos paralelos ó perpendiculares los lados 
de A  y a, B y b, C y c. Según esto, A y a serán iguales ó 
suplementarios y lo mismo B y C y c; los tres ángulos 
A , B, O no pueden ser suplementos de a, b, c, porque la su
ma de todos v?adria seis rectos, lo que es imposible; dos 
ángulos A y B no pueden tampoco sej suplementos de 
otros dos a y b, porque los seis ángulos valdriaii más de
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cuatro rectos; lueg-o los triáng-ulos tienen necesariamente 
dos ángulos iguales, por tanto son semejantes.

E scolio. Cuando dos triángulos son semejantes por te
ner sus lados paralelos ó perpendiculares, los lados homó
logos son los respectivamente paralelos ó perpendiculares.

Tkoheha. v i l  (M (¡. 98;.

1-15. l)o8 foUgmios ABCDE, abcde conipueslos deigvM 
número de trimgúlos semejantes y semejantemente dÁspaes- 
tos. son semejantes.

Suponemos semejantes los triángulos ABC j  ale, ACJ.) 
V acd. ADE y ade. y queremos demostrar, la semejanza de 
los poligenos propuestos.

Desde luego sabemos que los ángulos B y ¿ son iguales 
por pertenecer á los triángulo.s semejantes ABC y ahc\ por 
análoga razón son también iguales los. ángulos E y e\ ade
más _el ángulo BCD se compone de BCA y ACD, los que 
son iguales respectivamente á hca y acd, cuya suma es bccl; 
luego' BCD=¿í?f?. Del mismo modo se demuestra la igual
dad de los áng-ulos restantes.

Siendo los triángulos ABC. ACD. ADE respectivamen
te .semejantes á ahc. md, ad.e, tendremos:
AB BC AC AC CD AD AD DE EA

,ad ad. deab be ac ac cd ea
observando que las séries indmera y segunda tienen la ra-

 ̂ .  \  , .zon común----- ; y la segunda y tercera la —r  ̂ doducire-oc ■ ad
inos esta otra

AB B(l CD DE
aO be ed de

KA
ea

luego los lados homólogos son proporcionales, y como se 
ha demostrado que los ángulos son iguales, los polígonos 
propuestos son semejantes.

8-10. Teorema, recíproco. Dos polígonos semejantes 
ABCDE y &he.(íe pnede7i descompo7ierse en igual núrnero de 
triángulos semejantes y semê jantemente disp̂ hestos.

•D’e.sdelos vértices lioniólógos A y i? trazo las diagona
les AC, AD, ac y ad, y digo quedos triángulos ABC, ACD. 
ADE son respectivamente semejantes á abe, acd, ade.



Siendo los x)oligonos propuestot; semejantes, tenemos
AB BC T, ;’ B=¿,
m he

luecro los triána-ulos ABC y dhe son semejantes [ l l l j .
T)el mismo modo se demuestra la, semejanza de ios 

otros triángulos extremos AED y aei.
Además, ĵor hipótesis tenemos

1)C cd
y la semejanza, ya demostrada, délos triángulos ABC y
'aóc nos dà
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BC
he ae

AC B =«í¿;

de las igualdades fraccionarias se deduce evidentemente 
CD AC  ̂
cd ~  (le-

y restando las igualdades de los ángulos se obtiene
k^\)—acd\

l u e g o  [B11] también son semejantes los triángulos inter
medios ACD y o.-cd’- •

T jío k em a  V IH .

a s ? .  lA}Him-umi','u.uledosinliW‘^ossemM^
!  abede, son proporciomles d sus lados liornologos. 

Tenemos por liiiiótesis
AB BC CD __
ah he cd

luego [Aríl. ‘-Í'
AB H- BC +  CD ^  'Í5_ 
ah -{-he +  ed +•••

BC
ah , hc'

y como las sumas AB +  BC +  CD ¿ '
son los iierimetrosde los polígonos propuesto*, el teo
rema queda demostrado.
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C A P Í T U L O  T E R C E R O .

MSB S!BMK.a.%A*A
ME 'ffISflÁ:«<ÍEíE<ÍS.

Tkorema i . (Fig. 102,..

1-1». Las bases BC, be dedos ¿rím'fiüos semejantes 
ABC, abe son proporcionales d las alturas AD, ad.

BC AB
Tenemos -j— ==— -j--be aO

además, los triáug’iiloS rectángulos ABD y abd son tam
icen semejantes, hicg-u

Al) _  AB _
ad ah ' '

(le estas dos igualdades fraccionarias se deduce 
BC AD 
be ad .

Teüiikma II. (Fig  103;.

Fi tres o mas rectas AB, AC, AD.... que.̂  con
curren en un pi07iio L. encuentran d dos pai'aletas'QVj, Fl, 
las diciden en parles proporcionales.

Siendo FC parabda á BC los triángulos ABC y AFCl 
son semejantes, luego

^ 5  _  J T  _ A ^  .
AF ~  FG “  AG ’

tambieui son semejantes .AC'D y AGH, ADE y AHI, por 
tanto ’

AC CI) AI)
A G 
AD 
AH

GH
DE
HI

AH
AE
A l

Observando que las séries primera y segunda tienen ia



razón común y la segrmda y tercera la » dedu
ciremos que todas las razones son iguales; por consi
guiente

BC CD I)E
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FG GH H1 

E sco lio s .

1. ” En virtud del razonamiento anterior tenemos
AB ÁC AD AE 
AF ~ A G ~ A H “  AI '

lo que manifiesta que las rectas concurrentes quedan divi
didas por las par adelas en'mrtes proporcionales.

2. ° Si fuese BC==CD=DE, sería necesariamente FG = 
GH=HI, esto es, si las partes de ana de las paralelas son 
iguales, también lo serán las de la otra.

CoROLAKio. (Fig. 104). El lugar geométrico de los pun
tos medios de varias rsctas interiores á un triángulo y pa
ralelas ala base,'es la recta que une el punto medio de ésta 
con el vértice.

Uno el vértice con el punto medio de la base. Siendo 
BD=CD será hd=cd, b'dJ=c’d' etc., luego la recta AD pa
sa por todos los puntos medios de ías paralelas,’ ó lo que 
es Igual, los puntos medios de las paralelas están sobre la 
recta AjD.

150 . T eorem a  rec ipr o c o . (Fig. 103). Si tres ó más 
rectas BF, CG, DH... dividen á dos paralelas FI, BE en 
partes proporcionales, dichas recias concurren en el mismo 
punto.

Sea A el punto de encuentro de las rectas BF y DH 
digo que CG prolongada pasará también por A.

En efecto: i>or hipótesis tenemos
n j . .

FG GH ^
supongamos ahora que uniendo el punto A con C la recta 
de unión no pase por G, sinó por P; en virtud del teorema 
directo tendremos

mi
FP PH ^
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De las igualdades [1] y  [2] se deduce 194]

FG GH
FP PH

igualdad absurda; porque la primera fracción es menor 
^ e  la unidad y la segunda mayor; luego la recta AC pa
sa por G, y los tres puntos A. G, C están en linea recta.

Del mismo modo se demostrarla que la El prolongada 
pasa por A.

151. Dos cantidades A.D son veciproc(ime%U propoo’-  
cionales á otras dos B, C cuando las primeras son dos tér
minos opuestos de una igualdad fraccionaria y las segun
das los otros dos, esto és, cuando se verifica la igualdad

A C
B D

T e o r em a  III. (Fig. I05j.

Í5 ^ . Si dos cnerdas AB, CD se cortan, las partes AO 
BO de lá %%a son reciprocamente proporcionales d las par-  ̂
tes DO, CO de la otra.

Trajeando las cuerdas AD y BC se forman dos triángu
los AüD y BÜO. que son semejantes por tener el ángulo 
A io-ual al C. como inscri¡)tos en el mismo arco DB, y el 
ángmlo D igual al B por análoga razón; luego sus lados 
homólogos serán proporcionales.

Ahora bien, AO lado delprimer triángulo y ÜC lado del 
segundo se oponen álos ángulos iguales D y B, por tanto
son homólogos, y la primera razón es ; para formar
la segunda tomaremos un lado del primer triángulo y su
homólogo en el segundo, obteniendo asi ; por consi-^
guíente

AO
OC

OD
OB

lo  que demuestra el teorema.

T eorema IV. {FÍg. 106).

smnUs AB, AC gM parUn del mismo pmtg



y termi7ia% en los seguidos puntos de intei'seccion con Id 
ci'rcmiferencid, son inversanmvte pi'oporcionales d S7ís seg
mentos exteo'nos AD, AE.

Trabando las cuerdas DC, BE se forman dos triángu
los ABE, ADC, qué son semejantes por tener el ángulo A 
común y los ángulos B y C iguales (mmo incriptos’ en el 
mismo arco DE;'luego sus lados homólogos serán propor
cionales, esto es,

78

T eorema V . (Fig. lOTjj.

115̂ 1. Sidesdeunpimto k.GXierio7'(íun circulo se trd- 
zan una secante AB, gue termine en el segiindo punto de in
tersección, y una tangente AC, terminada en el punto de 
contacto, la tangente es medía proporcional entre la se- 
cd'/ife y  su segmento extet'no AD.

Uno el punto C de contacto con los de intersección B y 
D. Los triángulos ABC y ADC que se forman son seme- 
jantesj por tener el ángulo A común y el ángulo en B 
*ig“ual al ACD, porque ambos tienen por medida la mitad 
del arco CI); luego

AB AC 
AC “  AD '

Í 5 5 .  E scolio. De las igualdades fraccienarios obteni- 
nidas en los tres teoremas últimos, se deduce
AO xÜ B=OCxOD, A B xA D = A C xA E , ABxAD=A(T^.

Luego, sí desde un pwnto interior ó exterior d un cioxulo 
se trazan rectas que encne'ntren d la cwcunfereiicia, el pro
ducto d,e las distancias  ̂de dicho punto d los de interseccioQh 
de cada recta es constante.

Si alguna de las rectas es tangente, se considera como 
secante cuyos puntos de intersección se han reunido en 
uno solo

1 5 © . PROYECCION deunalinearectaócwrm^ (Fig. 108) 
sobre una recta XY es taparte ab de ésta compre^uUda enti'c

1 Entendemos por jjco'í'í'-:') ¿6 áos recias el producto de Los núraeros que 
j,B? represeotavian si se midiesen con la misma unidad,



los pies a, b de las perpewliculm'es bajadas à la misma 
desde los extremos d̂  la primera. _

Es evidente que la proyección de la hipotenusa sobre 
uno de los catetos es este cateto.

Teorema VI. (Fig. 109).

157. ■ Si desde el vértice d.el dngalo recio de 'im trián
gulo rectángulo se baja una peopendicular á la hipotenusa. : 
'l " perpendicular es medía proporcional entre los seg-, 
mentos de la hipotenusa'. 2.“ cada cateto es medio proporcio
nal entre la hipotenusa g su proyección sobre ésta; 3. los 
cuadrados de los catetos son proporcionales a sus proyec
ciones sobre la hipotenusa.

1. “ Los triángulos ABD y ACD son semeiantes, por te
ner sus lados respectivamente perpomliculares, luego 
íl i  l ,  escolio]
 ̂ Bl) AD

AI) “  DC ‘
2. "

ner com
BDA V BAC. luego

BG AR 
AB'“  BD

También son semejantes los triángulos AGI) y ABC’ 
luego

BO AC
A G “ CD

3.“ De las igualdades [1] y [2] so deduce 
AB  ̂=  BOx B:)
AC2 =  BC x GD:

dividiendo estas últimas ordenadamente, y suprimiendo 
en la segunda de las fracciones que resulten el factor co
mún BC, será

AB2 BD 
AC  ̂“  CD *

COBOLAEIOS,
1 Fig. UO. La perpendicular CD bajada desde m  pm^
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Los triángulos ABD y ABC ssn seiiioiantes, por te
nui! el ángulo B y  ser iguales los ángulos rectos

W-
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toG ^  una circunferencia à un diàmetro AB, es media x̂ ro- 
poì'cioTMl entre los segmentos del diàmetro.

Uniendo el punto C con los extremos del diámetro, el 
ángulo inscripto ACB será recto, y el triángulo ABC rec
tángulo en C; luego según el teorema anterior, CD será 
media proporcional entre AD y BD.

2. *̂ Fí(j. lio. Sí desde un exiremo A ds un diàmetro AB 
se traza una cuerda A.0, esta cuerda es media proporcional 
entre el diàmetro y  su proyección sobre éste.

Uniendo C con B se forma el triángulo rectángulo 
ACB, luego el corolario es cierto.

3. ” Fig. 111. Los cuadrados de las ctm'das AC, AD, BE, 
trazadas desde los extremos de un diàmetro, son propoo'cio- 
nales à sus proyecciones sobre éste.

Tenemos, en virtud del corolario anterior,
A C 2 = A B x A F ,  ÁD<i =  A B x A G ,  B E ^ ^ A B x B H

de donde AC2
AF =A B . AD2

AG =AB.
BE2
BH =AB:

luego AC2 AD2 BE2 
AF " AG ~  BH

Teorema Vil. llamado d̂  Pitágoras, (Fig. 109).

M5S. Fn todo trimigulo rectángulo, el cuadrado de la hi
potenusa BC es igual á la suma de los cuadrados d̂e los ca
tetos AB y  AC.

En el teorema anterior, 3.°, hemos hallado las igual
dades

BCx BD =  AB3,
B C X C D  =  AC2;

sumándolas ordenadamente y separando el factor co
mún BC, será

BC ;BD +  CD) =  AB'¿ +  AC2. 
pero BD -f- CD =  BC, luego.

BC2=. AB2 -I-AC2 .
E scolio. Representando por a la hipotenusa y por b y 

í? los catetos de un triángulo rectángulo, será

á



de esta igualdad se deducen estas, otras
¿2 =  «2 __ ̂ 2  ̂ ,̂ 2 =  «2 _  ¿2 ;

^  nn cateto és igm l al cmdrado de U  
A ip^m sa menos el cuadrado del otro cateto*

ror medio del teorema de Pitágoras se puede calcular 
la longitud de uu lado cualquiera de un triángulo rectán
gulo cuando se conocen los otros dos lados. Si, noreiem- 
plo, se conocen ios catetos ¿ y r, será *

a =  (/¿2 - f  c2
tendremos^*^^* conocidos son la hipotenusa b y  el cateto í ,
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¿ =  j/ó2 x_ c2.

Teorema VIII. (Fig, 112).

A ^pAngulo ABC el cuadrado de un lado AB
o ^ s io  d un ángulo agudo es ig nal á Xa sima de los cut~
draios délos otros dos lados AC .y BC, el duplo dd  
^saimÜ proyección CD del otro

La perpendicular An, trazada con objeto de hallar la 
proyección dd lado AC sobre el BC, caerá en la prolonga-

es obtuso, y en ellado BC fFzg. 2. ) si dicho ángulo és agudo.
Ln ambas figuras tenemos -

AB2 =  AD2 +  BD2 [1].
Ahora, AD» == AC  ̂— CD^;

“ ¿ferancfa e n  cuadrado deun ^ segunda el cuadrado de laen T aX  ^
BD2 BC-2 -  2BC. CD +  CD«;

sustituyendo en la igualdad [1] AD« y BD« por los valoree 
que hemos encontrado, y reduciendo tendremos ™

AB« =  AC« +  BC« — 2BC. CD.

T eorema IX. fFig. 113).

I « 0 . S n  todo ¿ r U n p lQ  o h m é n p u h  ABC d  cuadrado



del lado AB opuesto al dn^ulo obtuso es igiMl d la suma ds 
los cuadrados de los otros dos lados AC y  BC, mas el auplo 
del producto de uno de éstos BO por ■ la proyeceion OD del 
otro sobre él.

En el triángulo rectángulo ABD tenemos 
AB‘¿ =  AD2 +  BD2 .

Atora. AD2 =  AC  ̂— CD'̂
y BD2 =  ( B C +  CD) 2 =  BC^+2BC. C D -f :
sustituyendo en la primera igualdad AD  ̂y BD  ̂por los 
valores que acabamos de hallar y reduciendo, será

AB2 =  AC2 +  BC2 +  2BC. CD.

l ó i .  Recíprocos de los teoremas VII, VIII y  IX.

1. " Si el Gíta^ado de un lado de un triángulo es igual 
d la suma de los cuadrados de los otros dos, el ángulo opues
to á dicho lado es recto.

2. ° Si el cuadrado de un lado de un triángulo es menor 
que la suma de los cuadrados de los otros dos, el ángttlo 
opuesto á dicho lado es agudo. \

3. ° Si el cuadrado de un lado de un triángulo es mayor 
que la suma de los cuadrados de los otros dos, el ángulo 
opuesto á dicho lado es obtuso [*0 ].

E jemplos.

San 6, 8 y 10 metros las longitudes de los lados de 
un triángulo; tenemos 102 =  62-[-82 , luego el triángulo 
es rectángulo.

Si los lados son 5“ , y 8“  se tiene 82 <  52 -{- 72, 
luego el ángulo opuesto al lado 8“  ̂es agudo, y como es 
mayor que los demás el triángulo será acutángulo.

3.® Sean 4“ , 5̂ «, 7™ las longitudes de los lados; tene
mos 72 >  42 52 , luego el triángulo es obtusángulo.

PROBLEMAS RELATIVOS AL LIBRO TERCERO.

IS ® . Dicidir una recta dada en cualquier número 
de partes iguales.

Supongamos que la recta AB (Fig. 114) se quiera divi
did cinco partes ignaies, Por un extremo A trazo una



recta indefinida AR, tomo sobre ella, á partir del punto A, 
cinco longitudes iguales AM, MN etc., uno el último pun
to R con el otro extremo B, y trazando por M, N, P etc. 
paralelas á BR quedará la AB dividida en cinco partes 
Iguales. [S30]

E scolio. Las paralelas MM', NN' etc. á la BR pueden 
trazarse por el procedimiento ordinario [?'6], pero es más 
sencillo y exacto en la práctica el siguiente: prolongúese 
la RB; haciendo centro en A. con el radio AR, describase 
un arco que corte á RB en R'; únase A con R'; tómense las 
longitudes AM’. M'N' etc. iguales á AM, MN etc. y unien
do M con M', N con N' etc. las rectas de unión son parale
las á RR', puesto que dividen á AR y AR' en partes pro
porcionales [134].

16 3 . 2.̂  ̂J)¿vidir mía recía dada AB (Fig. 1L5) en par
te s proporcionales d otras recias dadas m, n, p.

Por un extremo A de la recta dada trazo una recta in
definida AP; tomo sobre ella, á partir del punto A, las lon
gitudes AM, MN, NP iguales respectivamente a las rec
tas dadas m, n, p ‘, uno el punto P con el otro extremo B de 
la AB; y trazando por M y N paralelas á PB, la recta 
dada ÁB quedará dividida en partes proporcionales á AM. 
MN y NP [135], ó lo que es igual, á m, n y  p.

Las paralelas que determinan los puntos de división C 
y D deben trazarse por el procedimiento empleado en el 
problema 1.“

Si la recta dada AB fFi^. U6J tuviera que divi
dirse en partes proporcionales á dos rectaa m y n, podría 
emplearse el siguiente procedimiento: por un extremo A 
trácese una recta indefinida, sobre la que se tomará una 
longitud AU =m ; por el otro extremo 11 tírese una para
lela á AM, y tómese^sobre ella una longitud BN=?z.; úna
se M con N, y la MN dividirá á AB en partes proporciona
les k m y  n. En efecto; los triángulos AMO y BNC son se
mejantes, luego

A C  AM AC m
CB BN Ci3 %'

164. 3. Hallar mía cuarta proporcional d tres rectas 
dadlas m, n y p.

Se trata de hallar gráficamente una recta cuya longi
tud pueda ser el cuarto término de una proporción, siendo 
los tres primeros las long-itudes de las rectas dadas m, n, p\
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de modo que representando por <s la recta pedida deberá 
tenerse

m p
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n X
construcción. {Fig. 117)-

eualauiera BAC; á partir del vértice, tómense á continua
cion una de otra las longitudes AM y
dos nriineras rectas dadas rn y  en el otro lado Aü tome
se & = p ;  únanse los extremos M y P de lineas P^ime
ra V  tercera; y por el punto N, tírese NX paralela
la ^ecta PX es la cuarta proporcional pedida. En efecto,
tenemos [■33]

AM _  AP .
MN ~  PX n so

2 construcción. Si tomando las longitudes de m y
continuación una de otra
orande se tomarán las dosapartir delvérticeA (Fig. 118), 
fuñiendo M y §  de las lineas primera y ter
cera bastará trazar por N una paralela á MP p^a hallar 
la cuarS proporcioné AX. En efecto, tenemos f l3 3 ,  c o r .]

AM AP 
AN AX

vn p
n X

1 0 5 . 4.° Sallar una tercera proporcional á dos rectas

trata de hallar una recta s) que forme con las dadas 
la proporción continua

w n
n X

Este nroblema es un caso particular del anterior, y se
resuelve^rciialquierade las construcciones expuestas

¿aila,r una rnedia proporcional a dos rectas

Elución da este problema debe ser una recta x  que 
forme con las dadas la proporción continua

ai .m
X n

1 * construcción. (Fig. 119). Sobre una recta indefim- 
da tómense á continuaciea uaa de otra do  ̂longitudes AM,
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MN iguales respectivamente á las rectas dadas m, n; so 
bre AN como diámetro describase una ^micircnnferencia: 
levántese por M una perpendicular MX al diámetro: esta 
perpendicular es la solución del problema.

En efecto, tenemos [ IS V ,  c o r .  1. J
AM MX
M X "" MN a? ^

2 * coíistmccion. Si las líneas dadas son demasiado 
grandes para llevarlas una á continuación de otr^se to
man á partir de A fF¿^. m j  dos longitudes A M y AN 
ic-ualesá^y ti; sobre la mayor AM, considerada como 
diámetro, se describe una semicircunferencia; por el punto 
N se levanta la NX perpendicular al diámetro; y uniendo 
A con X, la cuerda AX es la media proporcional, puesto 
que [tí*'?, cor.

AM A X  ^ __
A X ~  AN a? %

10 7. Se dice que una recta está dividida en 'mdia y
extrema razón cuando se baila dividida en dos partes tales 
que la mayor es media proporcional entre la recta entera

^^08^.^ 6." Dividir %na recta, AB en media y  extrema

^^^AnJLltsis. Representemos por « la  longitud de la recta 
dada y por x  la mayor de las partes en que debe diyidirse: 
la menor será a—x, y  en virtud de la definición tendremos 

a X
X a—x ■'

de esta ecuación se deduce fácilmente
a [ a ~ x ) ^ x ‘̂  ó â  — ax =  x' ,̂ 

de donde x  ̂ ax — =  0.
Resolviendo esta ecuación de segundo grado, tendre

mos [Alg. IM ] _______

La primera raiz
u, I

V -
«2



es fácil fie obtener gráficamente, puesto que el radical 

\ / — - j - puede considerarse como la hipotenusa BC 
121) de un triángulo rectángulo cuyos catetos son a 

y , esto es, AB y AC; además, restando del radical

la cantidad—  se obtiene la raiz, luego debemos restar

de la linea BC la C E =C A =-^ , y la diferencia BE será
la mayor de las partes en que se quería dividirla recta 
dada.

En cuanto á la segunda raiz

no responde directamente á la cuestión, por tener un valor 
absoluto mayor que la recta dada.

SÍNXESis. En un extremo A de la recta dada AB, le
vántese una perpendicular igual á la mitad de AB; únase 
B con C; y haciendo centro en C, descríbase con el radio 
AC un arco que corte á BC: llevando la longitud BE sobre 
la recta BA, se determina un punto X  que divide á la 
recta AB en inedia y extrema razón.

Si quisiéramos demostrarlo diriamos: la recta BA es 
tangente á la circunferencia C, por ser perpendicular al 
radio AC en su extremo, y BD es una secante, luego [fiól] 

BD AB .  ̂ B D -A B  '  AB
AB A B - ^ ^ 'B É  ^

pero AB=DE. por tanto B D -A B -B E = B X , vAB—BE= 
\ B -B X = A X , luego

BX AB AB BX 
AX “  BX ® BA ~  A X  ■

E s c o l i o . El valor numérico de la parte mayor BX es

+ \ / - f



y puede escribirse en la forma siguiente
a iV  5 — l)

2
La parte menor AX será

a V 5 - _ l )  « ( 3 - \ / T )  ,
»  2 2^

160 . 7.° Dado un triángulo ABC (Fig. 102), construir 
sobre una recta daia be, convAerada como lado homólogo de 
BC, otro triángulo semejante al dado.

Constrúyanse en los puntos c ángulos respectiva
mente iguales á B y C, y quedará resuelto el problema

 ̂ ITO. 8.“ Dado un poligono ABODE (Fig. 98), ídítí- 
truir sobre una recta dada ab, considerada como lado homo- 
loao de AB, otro poligono semejante al dado. _

Descompóngase el poligono dado en triáoslos  por 
medio de las diagonales AC, AD; construyase sobre ab un 
triángulo abe semejante al ABC, sobre ac otro semej ante 
al A(5d , y así sucesivamente: el polig’ono alede que resul
ta es semejante al dado [il«»]- . . - j

IT I. 9-° Construir un polígono semejante a otro dado, y 
cuyo perimetro sea igual à una recta dada p.

A ^ ltsis. Sea P el perímetro del polígono dado, a uno 
de los lados del mismo, y a? el lado b^omólogo de a en el 
polígono que se busca. Tendremos [I«T]

ü . = l -
p  X '

luego X es una cuarta proporcional á las longitudes co-
n o c W P , ^ y « -   ̂ ,

S ín t e s is . Construyendo esta cuarta proporcional, y 
sobre ella un poligono semejante al dado, quedará resuel
to el problema.  ̂ ,

IT®. 10.“ Dadas dos rectas que no se pueden prolongar, 
trazar por un punto dado otra recta, tal que si las tres se 
prolonqasen mniei’an à concurrir en un mismo punto.

1.“ 'Sean AB y CD (Fig. 122) las rectas dadas, y  su
pongamos que el punto dado E esté situado entre ellas. 
TrácensedosparalelasACyBD, únase el punto dado E
con A y con C, tírense por B y D las rectas BF y DF res
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pectivamente ^mielas á AE y CE: el punto F de intersec
ción y el dado E determinan la diteccion de la recta pedi
da E í’.

En efecto: los triángulos AECt. BFH son semejantes, y 
también lo sonCEG, DFH, portante

m .  -AG m  gG  
FH BH ’ F l l ~ D E ^  

de estas igualdades se deduce evidentemente 
AG CG 
BH DH ’

hiego las rectas AB, EF y CD dividen á las parálelas AC 
y BD en partes proporcionales, y concurren, por tanto, en 
el mismo'punto [19*0];

2°  Si las rectas dadas son AB, EF y el punto dado C 
está fuera del ángulo que forman, se bace la misma cons
trucción, esto es, se trazair AE y BF paralelas entre si, se 
une G con A y con E, y  trazando BD y FD, paralelas res
pectivamente á AC y EC, se determina el punto D.

La demostracion*^es idéntica á la del primer caso.

LIBRO C U A R TO .
POLÍGONOS REGULARES Y MEDIDA DE LA 

CIRCUNFERENCIA.

CAPÍTULO PRIMERO.

193. î e llama polígono  kegulau  el q̂\'A tiew todos sus 
lados, iguales y todos .sus ángulos también iguales .

Ün poligono está inscripto en un círculo cuando todos 
sus vértices están.en la circunferencia; entonces el círculo 
estk circuihScritpyQ.\ polígono.

Un polígono está.circunscrito á un círculo cuando to- 
dós..susrladeá son tangentes á, la circunférencia; entonces 
el circulo está inscripto en él polígono’.



T eorema I. (Pig. 123.)

' I W . Si.se dimde mía circ%%ferencia en tres ó más ar
cos iguales AB=BC=CD etc.: 1.® las cuerdas de dichos ár
eos forman mi'goligono regular inscripto] 2.'’ las tangentes 
d laci/rcunferencia trazadas por los jnmios de división, 
forrnáfdunpoliqono regular circunscrito.

1. ° Siendo iguales los arcos AB. BC, CD etc. en. que se 
supone dividida la circunferencia, también lo serón las 
cuerdas, luego el polígono inscripto ABCDEF tiene sus 
lados iguales. Además, es fácil ver que los ángulos ins
criptos ABC. BCD, CDE etc. abrazan arcos iguales entre 
sus lados y tienen, por consiguiente, igual medida, luego 
el polígono tiene también sus ángulos iguales, y es re
gular.

2. ® Los triángulos ABC, BCH, GDI etc. son iguales 
por tener un lado igual AB—BC=CD... adyacente á 
dos ángulos respectivamente iguales, luego los ángulos 
G, H, f  etc. del polígono circunscrito GííIl MN son^igua- 
les; además, dichos triángulos son isósceles: el ABG, por 
ejemplo, tiene áng. GAB=««y. GBA, porque estos ángu
los tienen por medida la mitad del mismo arco AB, luego 
los lados opuestos GA y GB son igiiales.

Siendo los mencionados triángulos iguales é isósceles, 
es claro que las líneas

BG, BH, CH,CI, DI, DL....
son iguales, por consiguiente también lo serán las GH. 
Kl, IL.... compuesta cada una de dos de las primeras! 
luego él polígono circunscrito GHIIMN" tiene sus lados 
iguales, y como ya se ha demostrado que los ángulos tam
bién son iguales, el polígono es regular.

T eorema II. (Pig. V¿.̂ ).

f y s .  Podo un polígono regular inscripto ABCDE, si 
por los puntos medios a, de los arcos que subtienden
sus lados se trazan tangentes d la circunferencia: 1." resul
ta un poUgono regulo r̂ circunscrito] 2." cada dos vértices 
correspondientes de ambos polígonos g el centro están en 
linea recta.

r  Los puritos iheditis c.... dé los aFcos AB, BC,
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CD... dividen evidentemente àia circunferencia en partes 
iguales, luego el polig’ono FGHIK formado por las tan
gentes en dichos puntos efe regular [IS'41, 2.“].

2.° Unamos F con O y demostremos que la recta FO 
pasa por el vértice A. En efecto, el punto F equidista de los 
extremos de la cuerda ae, por ser isósceles el triángulo 
Fíí-?, y como O también equidista de dichos puntos, la 
recta FO es perpendicular á la cuerda (tí y divide á ésta y 
al arco í? A  ̂que subtiende en dos partes iguales, luego 
pasa necesariamente por el punto medio A de dicho arco, 
lo que demuestra que los puntos F, A y O están en linea 
recta.

T iíorema. Ií I. (Fig. 125).

■n«. Todo fúligom regvMr ABCDEF pxmde inscribir- 
se y circunscribirse á w i circulo. -r̂ r,

Por tres vértices consecutivos A, B, C del polígono 
dado hago pasar una circunferencia, y digo que pasará 
también por el cuarto vértice D. Para demostrarlo trazo la 
OP perpendicular al lado BC, al que dividirá en dos par
tes itj’uales. é imagino doblada la figura por 01’ : la recta 
PB seguirá la dirección PC, por ser rectos los ángulos en 
P V el punto B caerá en C, puesto que PB=PC; el lado BA 
seguirá la diíeccion CD, por ser igualeslos ángulos B y O, 
V punto A caerá en D, porque BA=CD; según esto, las 
rectas OA y OD tendrán los extremos comunes y por tan
to serán iguales; luego la circunferencia que pase por los 
puntos A, B y C pasa también por D. Repitiendo el mismo 
razonamiento probaríamos que la circunferencia pasa por 
E y F; por consiguiente el poligono dado puede inscribir
se *en un circulo. C--

Demostremos, ahora, que puede circunscribirse, bien- 
do iguales las cuerdas AB, BC, CD, etc. equidistan del 
centro O, luego la circunferencia descrita desde O como 
centro y con un radio igual á la distancia común OP será 
tangente á los lados del poligono dado, y por consiguien
te (lueclará éste circunscribo al circulo.

5 . El centro O, común á los circuios inscripto y cir
cunscrito, se llama centro del polígono regular; el radio 
O.i del circulo circunscrito se llama raóÁo del polígono, y 
ol raedlo OP del círculo inscripto se llama apoteniij.

' Ángulo en el centro de un polígono regular es el for-
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maáo por dos radios tirados á los extremos de un mismo 
lado, por ejemplo AOB. Es evidente que los ángulos en el 
centro de un polígono regular son iguales, porque ínter 
ceptan arcos iguales, y como la suma de ellos vale cuatro
rectos, cada uno será igual á —̂  , llamando «  al número

de lados del polígono. . , r
Siendo 2 R ? ¿ — 4 R  la suma de los ángulos de un i-oligo- 

no, si éste es regular valdrá cada ángulo

lo que indica que el ángulo en el centro y el ányulo del po- 
lógono son suplementarios.

T k o r e m a I V .  (Fig. 1 2 6 ; .

Iff'S. Dos poligonos regulares de igual núrgero de. lad.os 
son semejantes, y  sus perimelros so?i proporclo%a2.es a lo.s\ 
radios y á las apotemas.

Un ángulo de un polígono regular vale2H — y
como, según la hipótesis, n es igual para los dos polígo
nos, los ángulos de éstos son respecuvamente iguales. 

Además, las relaciones entre los lados homólogos
AB BC CD
ab ’ " h e c d

son idénticas, luego los polígonos son semejantes. 
Llamando P v/J á los perímetros, tendremos

m :■p ■ ao
pero los triángulos AOB y aob son semejantes, por tener 
un ángulo igual 0 = 0  formado por lados proporcionales, 
luego li48 ]

AB _  OA OP 
a,l) ~  oa op '

De esta série y de la igualdad [1] se deduce 
P _ O A  OP 
P '
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lo que deinuestrala segunda parte del teorema.



Peoblema i . (Mg- 1277-

1 Í 9 .  Inscribir vm cuadrado en wi circuì/) dado.
Trazo los diámetros DB, A.C perpendiculares entre si, 

uno los extremos por medio de cuerdas, y resultara un 
cuadi’ado inscripto, puesto que los diámetros dividen á la 
circunferencia en cuatro partes iguales.

1 9 0 . El triángulo rectángulo AOB nos dá
AB2 =  AQ2 +  0B2 ó AB» ,
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[1];de donde AB — r\/%
luego el lado del cuidrado inscripto en v/n circulo es igual 
al radio límltipUcado por la raiz cuadrada de 2.

De la igualdad [1] se deduce

donde vemos que la relación del lado del cuadrado inscrip
to al radio del círculo es el número inconmensurable j /  2; 
luego el lado de un cuadrado inscripto y el radio del circulo 
son cantidades inconmensurables.

El lado AB puede considerarse como la diagonal de un 
cuadrado, y el radio AO como uno de los lados, por consi
guiente la diagonal de un cuadrado y su lado son ca/ntida- 
aes inconmensurables.

P roblema II. (Mg. 128).

191. Inscribir un exágono regulcw en un circulo dado. 
Sea AB un lado dél exágono regular inscripto; trazo 

los radios OA y OB. En el triángulo O AB el ángulo en el
4ÍÍ /icentro AOB tiene por valor consiguien

te entre los otros dos ángulos valdrán
9 4

2 E _ - | - R = - ^ R ,

pero OA=OB, luego los ángulos OBA y OAB son iguales, 
y cada uno v a l d r á R . ,  Siendo iguales.los. tres ángulos

• í V  - - ,



del triángulo AOB, también son iguales los lados, por
tauto AB=OÁ. , T , - 7 • ’ 4.Vemos, pues, que el lado del ewamno regalar inscripto, 
Ò sea U curda de la sexta parte de la circunferencia, es 
igual al radio-, luegoparainscrihir un exágono regular en 
un circulo se lleva 'el radio como cuerda seis veces sobre La 
circunferencia.

Problema. III. (Fig. 128).

I S * .  Inscribir m  triángulo equilátero en un circu
lo dado. . « .

Suponiendo dividida la circunferencia en seis arcos 
iguales, bastará trazar las cuerdas AC, CE, EA de los ar
cos duplos para obtener el triángulo equilátero.

1S3. En el triángulo EAB, rectángulo en A; tenemos 
EA2=EB2 — AB2,

pero EB =  %r, AB =  r, luego
EA2 =  4r2 — r2 =  3í-2
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de donde EA =  r i/ 3 [ 1 ],

luego el lado del triángulo equilátero inscripto en un cir
culo es igual al radio multiplicado la miz cuadrada de 3.

De la igualdad [1] se deduce =  ^/‘3, y  como |/ 3
es un número inconmensurable, podemos decir: el lado del 
triángulo equilatero inscripto en un circulo y el radio son 
cantidades inconmensurables.

Es fácil ver que el lado AC es perpendicular el radio 
OB en su punto medio, luego la apotema OG de un tridur- 
guio equilatero inscripto es igual á la mitad del radio, y  la,

altura EG á los y  del mismo.

Problema. ÍV. (Fig. Í29.^

Inscribir un decágono regular en un circulo dado. 
Sea AB el lado del dec^ono. Trazando los radios OA, 

pB se forma un triángulo AOB: el ángulo O en el centro

yale 4?^ =  T- por consiguiente los otro^
10 V
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los o  AB y OBA valdrán juntos y como son iguales,

por oponerse á lados iguales, cada uno valdrá  ̂ R-
Divido el ángulo OAB en dos partes iguales por medio de 
la bisectriz AO. y  tendremos

OA
OC

AB
BC [1];

ahora bien, en el triángulo OAC el ángulo O vale R- J

y el OAC, mitad de OAB, vale también — R, luego AC

^.OC: en el triángulo ABC el ángulo en B vale — R, el

CAB vale \  R, luego ACB, supleineuto de los anterio

res, valdrá R, por consiguiente AB=AC*
De las igualdades AB=AC, AC=OC se deduce AB= 

OC; como además es O A=OB, la igualdad [1] podrá escri
birse así

OB OC
OC BC ^

donde vemos que el radio OB está dividido por el punto C 
en media y extrema razón, y como la parte mayor OC es 
igual al lado AB, podemos decir: el lado del decágono r í -  
QuUr inscripto en un circulo es igual á la parte mayor del 
radio dividido en media y extrema razón.

Fd valor del lado es [ IO S , e sco lio ]

Problema. V.

1S5. InscriUr un \)entdgono regular en un circulo. 
Divídase la circunferencia en diez arcos iguales y trá-

las ouerclae arcos duplos.

d
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Problema VI.
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186 . Inscribir en nn circulo dado vm pentedecdgono re-

■'̂ ^̂ Réstese déla sexta parte de la circunferencia la'décima 
parte de la misma: la cuerda del arco que resulte será el 
lado del pentedecágono, puesto que 

1 1 1
6 10 15 ‘

185 .̂ Si los arcos subtendidos por los lados de un po -  
ligono regular inscripto se dividen en dos partes iguales, 
es evidente que trazando las cuerdas de las mitades se ob
tendrá otro polígono regular inscripto de duplo número 
de lados que el primero. Si tenemos, por ejemplo, un cua
drado inscripto, cada arco se dividirá en dos, resultando 
ocho arcos iguales cuyas cuerdas formarán un octógono 
regular inscripto; partiendo del octógano se puede obte
ner por el mismo j)rocedimiento el polígono de 16 lados, 
después el de 32 etc. , , • • ,

Podremos, pues, inscribir polígonos de los siguientes 
números de lados

3, 6, 12, 24, 48.....
4, 8, 16, 32, 64.....
5, 10, 20, 40, 80.....

15, 30, 60, 120, 240.....

Después de inscripto uno cualquiera de estos poligo- 
nos, trazando tangentes por los vértices se obtendrá el po
lígono circunscrito semejante al inscripto.

Problema VIL (Fig. 130̂

188 . Conociendo él lado de un poligono regular ins
cripto y él radio del circulo, calcular el lado lel poligono 
semejante circunscrito.

Llamemos íí aliado AB del polígono inscripto y ra l 
radio del círculo: el lado del polígono circunscrito seme*
jaate seráCD qtie }-epres§pt?f poy



Ahora bien, los triángulos semejantes AOB y COD
96

dan [140]
AB OE a OE
CD OF Ò r "

pero OE2 == OA'2 _  AE2 ó bien OÊ ' — r̂

- O E - V  2-̂ - 4 ’

luego a
1  ”

V /r 2 -

r

ffi2
4. ,

de donde b
2ar

\/4r2-.«2

P roblem a  VIII. (Fig. 130).

IS O . Conociendo el lado de un poligono regular inscrip
to y el radio del circulo, calcular el lado de otro polígono re- 
aular inscripto de doble número de lados.

Si AB =a  es el lado conocido de un polígono regular 
inscripto, A F = í será el lado de otro polígono regular ins
cripto de doble número de lados [1^5"].

Ahora bien, el ángulo AOF es a ^ d o , puesto que su 
duplo AOB es menor que dos rectos, inego [150].

AF2 =  OA2 +  OF2 -2 0 F . OE,
6 ¿2 =  í-2 4- í-2 — 2r. OE;
pero en el problema anterior hemos hallado

luego =

de ilonde í

=  2í*2— í-V/4^ —« 2 ,

fe-
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CAPÍTULO SEGUNDO.

itÈ t .ie iO lV  U E  E A  é lltC llA F E R E A c iÁ  
%E R IÁ .U E T R O .

IttO. Si AB 131) es un lado de un políg'ono re
gular inscripto, uniendo los extremos A y B con el punto 
inedio C del arco ACB resultarán dos la(|tos AC y CB de 
otro polígono regular inscripto de doble número de lados 
que el primero, y en el triángulo ABC se tendrá 

A B < A C  +  CB.
Como esta desigualdad se verifica, también para otro 

lado cualquiera, vemos qué un lado del primer polígono es 
menor que los dos lados correspondientes del segundo, y 
que, por tanto, el perímetro de aquel es menor que el de 
éste. Además, cada lado de un poligono inscripto es menor

2ue el arco que subtiende, luego la suma de todos los la- 
os, ó sea el perimetro, será menor, que la .suma de todos 

los arcos, ó sea la circunferencia. En consecuencia, pode
mos decir:

Losperir/ietivs de lospóUgonos regularesAnsr,riptos cu
yo Tiúmero de lados se duplica, van aumentando; pero siem^ 
pre son menores que la circtinferenda.

Supongamos que AD y BD sean dos medios lados de 
un polígono regular circunscrito: trazando por el medio C 
del arco ACB la tangente EF, esta tangente será un lado 
entero, y las rectas AE> BF dos medios lados, de otro po
ligono regular circunscrito de doble número de lados que 
él primero. En el triángulo-EDF tenemos 

E D -f  D F > E F ;
aumentando los dos miembros de esta desigualdad en las 
rectas AE y BF será

ED 4- AE +  DF +  BF >  EF +  AE BF
ó AD +  BD >  EF -I- AE +  BF,
esto es, dos medios lados dél primér poligono valen más 
que un lado y dos medios lados del segundo, ó lo que es 
igual, un lado del primer poligono es mayor que dos lados 
del segundo; y como este razonamiento se puede aplicar á 
un lado cualquiera, vemos que el perímetro de un polígo-

7
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no reg’ular circunscrito es mayor que el de otro poligono 
circunscrito de doble número de lados. Ademas es eviden
te que entre las infinitas lineas que pueden encerrar al 
circulo O existe una menor que todas las demas, y como 
ningún perimetro de poligono circunscrito es menor que 
todos los demás, puesto que dado un polígono basta du
plicar el número de sus lados para hallar otro de menor 
perímetro, resulta que la circunferencia es nienor que los 
perímetros de todos los polígonos circunscritos al circulo
O. De lo expuesU se deduce:

Los peHmetros de los poliqonos regulares ctrcumcritos 
cuyo número de lados se duplica, ran disminuyendo', pero 
siempre son mayores gue la circunferencia.

T eorema. I. (Fig. 130.7

I f l l .  La circunferencia es el limite común de los poli- 
(joños regulares, tanto inscriptos como circunscritos, cuyo 
número de lados se duplica indefinidamente.

Sean P y »  los perímetros de dos polígonos regulares 
semejantes, el primero circunscrito y el segundo inscripto.

Tenemos
P OF V , , P—>0 OF—OE

de la segunda igualdad se deduce
P(OF-

P—jí) =
-OE

OF
Si suponemos que se duplica indefinidamente el nú

mero de lados de los polígonos propuestos, los valctres su
cesivos de P, que disminuye si bien permaneciendo ma
yor que la circunferencia, serán siemin*e 
varia, por ser el radio del círculo O. En cuanto ú 1» dífe- 
rencia^F—OE, que entra como factor en el valor de P— 
puede ser tan pequeña como se quiera; en efecto, el trián
gulo OAE nos dá

A E > O A - O E  ó bien A E > O F - O E ;  
si consideramos la circunferencia dividida en ^ficiente 
número de partea iguales, éstas serán tan pequeñas como 
queramos, y con mayor razón lo serán las cuerdas corres- 
i^udientes, 6 sean los lados del polígono regular inscripto,

i
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luego AE, que sólo es medio lado, puede llegar á ser tan 
pequeño como se quiera, y  la diferencia OF — OE, podrá
ser con mayor razón, menor que cualquiera cantidad asig- 

í. Si además se tiene en cuenta que las otras cantida-nable. ademas se tiene en cuenta q u e ____________
des P y OF que entran en el valor de tienen valorea 
ñnitos, es claro que esta diferencia entre los perímetros 
propuestos puede ser tan pequeña como se quiera.

Ahora bien, hallándose la circunferencia comprendida 
entre los mencionados perímetros [1» 0 ], se diferenciará 
de cualquiera de ellos en una cantidad todavía menor que 
P-~p, luego el Teorema enunciado es cierto.

T eorema. II.

1 9 * . Do-i' circmiferencias cmlesqwlera so.i p/oporcio- 
iiahs á sus radios y  a sus diámetros.

Sean c y  íf las circunferencias, r v r' sus radios re.s- 
pectivos. Si consideramos inscriptos á las circunferencias 
dadas dos polígonos regulares semejantes, sus perímetros 
p y  p' serán proporcionales á los radios r  v r'. e.s decir.

V L .
r'

duplicando indefinidamente y á la vez el número de lados 
de los dos polígonos, sus perímetros y ;; ' aumentarán 
teniendo por limites superiores las respectivas circimfe-
re ncias c y  c'\ sin embargo, la relación variable ̂  siempre

P'será igual á la ^ , por consiguiente los límites ~  y —
r . r  r'

también serán iguales. Tenemos, pues,.
6* d

-r »r  r
donde vemos que las circunferencias son proporcionales á 
los radios.

Multiplicando por 2 los denominadores r y r' será
GC

luego las ch-cunferencias son también proporcionales á ios 
<Umetr08< ^
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Corolario. La igualdad

‘Hr 2r'
manifiesta que la relación de una circunferencia c á su 
diámetro es igual á la relación entre otra circunferencia 
cualquiera c' y  su diámetro 2?*', lo que se expresa diciendo;

La r e la c ió n  de la  círcwnfere n c ía  al d ià m e tr o  es im n % -  
M ero  co n s ta n te .

Este número constante se representa por la letra grie
ga ^

Problema I.

Bailar la relación de la circunferencia al dià
metro.  ̂ .

Puesto que el valor de t. es el mismo para cualquiera 
circunferencia, elegiremos una cuyo radio sea la unidad 
lineal y el diámetro, por tanto, igual á 2: si logramos hallar 
la longitud de dicha circunferencia, bastará dividirla por 2 
para obtener el valor de r..

El perímetro de cualquier polígono regular inscripto 
es menor que la circunferencia, por consiguiente si consi
deramos como longitud de e.sta curva la de aquel períme
tro, cometeremos un error tanto más pequeño cuanto ma
yor sea el número de lados del polígono, y que podrá dis
minuir indefinidamente, puesto que los perímetros de los 
polígonos regulares inscriptos cuyo número de lados au
menta, se diferencian cada vez ménos de la circunferen
cia y  pueden acercarse á ésta cuanto se quiera.

Inscribamos, pues, en la circunferencia propuesta una 
sèrie de pedigones regulares, empezando por uno cuyo 
lado sea conocido, por ejemplo, el cuadrado.

Sabemos [1 »0 ] que el lado del cuadrado inscripto en
un círculo de radio r es ?* /  2 , luego siendo el radio 1 
tendremos '

l =  ( /2
4

representando por ¿ el lado.

1 LéasdjíL

J
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La fórmula

r \/4r‘̂  — .
del número 1S9, se convierte, suponiendo r =  1, en

l/ i V'4 _  //2
sustituyendo en ésta la letra a por [/ 2 , lado del cuadra
do inscripto, tendremos para lado del octógono regular

I = \ / 2 -  i/ 2  ;
s

sirviéndonos de la misma fórmula obtendremos también

l
16

l /  2 -V ^ 2 +  1/ 2 ,

y asi sucesivamente. ^
Suponiendo que nos detengamos en el polígono de 256 

lados, hallaremos efectuándolos cálculos
l
256

0, 024543;

multiplicando este número por 256, tendremos para valor 
del perímetro

^ p =  6,28301.
256

Conviene ahora hallar el límite del error que se comete 
tomando para longitud de la circunferencia la del períme
tro del polígono de 256 lados. Con este objeto, calculare
mos el perímetro del polígono semejante circunscrito, sir
viéndonos de la fórmula del número IS S , que el supuesto 
r  — 1 se convierte en

___ 2ffl
/ 4  — «2

Como esta fórmula nos daria solamente el lado del po
lígono circunscrito, la multiplicaremos ante todo por 256, 
y será
 ̂ p 2.256a

256 |/4 —  «2

sustituyendo ahora 256a por su valor hallado 6,28301, d 
por 0,024543, y efectuando las operaciones ge obtiene



loâ
P =  6,28348.

■2.̂
Hallándose la circunferencia comprendida entre los pe

rímetros de los polígonos inscripto y circunscrito de 256 
lados, podemos tomar para su longitud la expresión 
6,28301 del primero, siendo el error por defecto menor que 
0,00017, diferencia entre ambos perímetros.

Dividiendo la longitud de la circunferencia por 2, ten
dremos para valor de -  el número 3,141505 con un error 
por defecto menor que 0,000235, de suerte que las tres pri
meras cifras decimales son exactas.

■91. El procedimiento que hemos empleado para ha
llar una relación aproximada de la circunferencia al diá
metro, debe mirarse como una prueba de que la Geome
tria elemental posee medios para determinar el valor de r. 
con cuanta aproximación sea necesaria: en las Matemáticas 
superiores se resuelve este problema mucho más breve
mente.

Lambert demostró el primero que la relación de la cir
cunferencia al diámetro es un numeró inconmensurable; 
por consiguiente s’ólo pueden hallarse valores más ó mè
nes aproximados de la misma. La relación más antigua es 
la hallada por ArqvÁmedes: está representada por la frac- 

22cion —— V excede á la verdadera en menos de dos milési- 7 ‘
mas: otra relación, empleada con frecuencia, es la de Meció 
355 1
TÍ3 ’ diferencia de la verdadera en menos de me
dia milésima jwor exceso', por último el valor de «  se ha cal
culado hasta con 154 cifras decimales: hé aquí las 20 pri
meras

-" =  3,14159 26535 89793 23846....
Muchas veces se emplea el logaritmo de este número, 

tjue es
log. -  =  0,49714 98726 94133 85435....,

PitOBLEM A, Î Î .

195. Dado el radió hallar la longitud d-e lacircmife- 
renda, y al contrario.

l Es fácil recordar flbta relación: ebcríbase cada uno délos tres primeros 
uÚTOoroe impares dos veces, en la forma sig'uiente 1133.55; divídase esto nú
mero en grnipos de tres cifras, y  se tendrán lo£. tirminos del quebrado.
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Sea c la circunferencia y f  el radio. La relación de la

circunferencia al diámetro será — , luego

de donde
2r

c =  ‘Z'KT, T =

E je m p l o s .

1. " H tllm  la longíWl de m a circunferencia cuyo radio 
es 20 metros,

En la fórmula c =  27rr sustituyamos r  por 20 y -jr por 
3,14159, y será

c =  2 X 3,14159 X 20 =  125̂ «, 6636.
2. '" Hallar el radio de una circunferencia cuya longi

tud es 40000 kilómetros.
Empleando la fórmula r  =  sera

40000 ^
r

km

2X3,14159
=  6366

P roblema. III.

i » 0 .  Hallarla longitud de un arco de circulo, cono
ciendo el nùmero de grados y el radio. , . 7 1

Sea a el número de grados del arco, r  el radio y l la 
longitud que buscamos. .

El problema propuesto puede enunciarse en la torma 
si°niiente:í¿ «180 grados corresponde la longitud dpla 
semicircunferencia yué longitud corresponderá a un
arco de a grados! , , ,

Es evidente que las longitudes de los arcos de una mis
ma circunferencia son proporcionales al número de gra
dos, por tanto la cuestión propuesta es una regla de tres 
simple

1 Sepun la deflaicion de metro, la longitud da un meridiano terrestre e;« 
JOOOOkil6m6tro8,dsmodoqu6 el radio de la tierra, suponiéndola esférica «s- 
6.366 kilómetros.
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Grados,

180.
'(i.

L uNOITODES.

T.r
l

Z =  -K/X
180 

E je m p l o s .

1. '̂  .̂OvAl es la loiigitnd de %m arco de 84*̂  siendo el radio 
¿0 metros^

84
l  =  3 ,1 41 5 9  X  20 X  - r r ; r  =  29«S  3215.

’ ' 180
2 . '’ iCndl es la lo.^gitad de %n arco de 30” 45 ' slendg el

■radió \Qmetro^ '

;: =  3 ,1 41 5 9  X  10 X
1845

=  5® , 36688.
10800

P roblem .v  VI. (Reciproco del anterior).

I t t i .  Hallar el número de grados de un arco, conociendo 
sn longitud y  el radio.

Tenemos la siguiente regla de tres
Longitudes. Grados.

T.r
l

180
a

«  =  180 X -nr

E jem plos

1. ” ¿Cuántos grados tiene un arco de 60 metros pertene
ciente á una circunferencia cuyo radio es M'ihetrósf

«  =  180 X  -5̂ nn77¡— ^  =  63” 40'.3,14159 X  o4
2. ” ¿Cuántos grados tiene un arco igual en longiktd 

al radid^
^ = = 1 8 0 x —  ó =
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LIBRO Q U IN T O ,
ÁREAS DE LAS SUPERFICIES PLAN\S.

C A P Í T U L O  P R I M E R O .

V E  E.%S .iU E A S .

19« .  Á r e a  de %ma superficie es la medida de su ex;

^^'^Lrúnidad de áreas es ordinariamente mi cuadrado, por 
consig-uiente el área de una súperficie será la relación én
trela extension de la misma y la del cuadrado que sirve

Dos superficies son equivalentes cuando tienen la mis
ma área y diferente forma. Las superficies equivalentes no 
puedbn coincidir.

T eorem a  I. (Fig-
1 9 9 . Dos rect(Lngulos~fiQ> y  EG  ̂que tienemigualeslas 

})a ês, son riroporcionales d las alturas AD y EH.
Suponíamos que las alturas sean conmensurables, y 

que la medida común se halle contenida cinco veces en AD 
y tres veces en EH: tendremos, según esto,

AD 5 ■ ■.
EH

Si por los puntos de division de las alturas trazamos 
paralelas á las bases, el rectángulo AC quedara dividido
en cinco rectángulos y el EG en tres; todos estos rec-

______ T í Y - n n l  V i! ,> a o  V  í i l T . m » n .
tíll OilJUU jr V,* ---7  - _
tángulos son iguales, porque teniendo igual base y altuia 
es fácil hacer que coincidan, luego

ABCD
EFGH = ^  [2J-

1 Designaremos coii frecuencia un cyadr^átero por las letras de dos 
vértices opuestos.
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De las igualdades [l] y  [2] se deduce

ABCD
EFGH

AD
e h ’

lo cual debíamos demostrar.
Si las altaras fuesen inconmensurables, bañamos un 

razonamiento análogo al de los números SV y 131.^
Corolario. D os r e c tà n n id o s  q u e  t i e n e n  a l tu r a s  ig u a le s  

s o n  p r o p o r c io n a le s  à  la s  la s e s .
Puesto que las alturas pueden considerarse como bases, 

y las bases como alturas.

Teorema II.

^OO. D o s  r e c tá n g u lo s  c u a le s q u ie r a  s o n  p r o p o r c io n a le s  
à  lo s  p r o d u c to s  d e  s u s  la s e s  p o r  s u s  a ltu ra ^ .

Sean R y E' los rectángulos, a  y l  la altura y base del 
primero, y V la altura y base del segundo.

Supougíiinos construido un tercer rectángulo R que 
tenga la base l  del primero y la altura o! del segundo.

Los rectúng’ulos R y R" que tienen bases iguales son 
proporcionales á sus alturas, esto es,

R ___
R^ ’

Los rectángulos R"' y R' que tieuen alturas iguales son 
proporcionales á sus bases, esto es,

W  _
R.' l '

Multiplicando ordenadamente estasdos igualdades frac
cionarias, y suprimiendo el factor común R'', se obtiene

. ó . a  
R' “  l'. o! '

lo cual debifunos demostrar.

Teorema IIÍ.

•iOI. E l  á r e a  d e  u n  r e c tá n g u lo  e s  i g u a l  a l  p r o d u c t o  d^ 
s x iL -m e p o r  s u  a l tu r a . .

S‘'á. K ol reetángalo que se trata, do medir,- y  ̂su al--



tura y base; sea C el cuadrado que se toma para unidad 
superficial, y ¿ el lado de este c\iadrado. Como el cuadra
do es un rectángulo, tendremos en virtud del teorema 
anterior,

R _

Si convenimos en elegir para unidad snperficial e! cua
drado cuyo lado es la unidad lineal, / valdrá 1: por tanto

107

R 7- g - = 5 .« ;

pero es el área del rectángulo luego el teore ma
\j

es cierto.
E sco lio s .

1. ® Téngase muv nresente que en la demostración an
terior hemos convenido en elegir para unidad superficial un 
cuadrado cuyo lado sea la unulad lineal; por consiguiente 
cuando se liáyaii medido las lineas con una unidad deter
minada, el área del rectángulo estará expresada en las 
unidades cuadradas correspondientes; asi, cuando las li
neas se midan en metros, varas etc., el área estará expre
sada en metros cuadradas, varas cuadradas etc.

Esta Observación es también aplicable á los teoremas
siguientes. w . , ,,2. " La base y altura de un rectángulo suelen llamarse 
dimensiones deí mismo; por esto se dice con frecuencia:

El àrea de m- rectángulo es igual a ’ ■producto de sus dos
dimensiones. , , . , . ,

*iO^. CoROLMuo. El area de un cuadrado es tgm la la
seQundM potencia de su lado. ^

Puesto que el cuadrado es un rectángulo de igual base
V altura. . . , ,En virtud de esta proposición, la vara cuadrada, esto 
es, el Cuadrado cuyo lado es una vara ó tres piés, equivale 
á 3'-í =  9 piés cuadrados, el pié cuadrado á 12'̂  =  144 pul-

1 -V esto debo «u origen el nombre do cnaílrado «ido dimos en Aritmética
i 1-. secunda potencia de nn mimsro. Por análoga racor. onelü Uamarsw re-c- 
’wiifAio dodcsaúrnerpaai pccdiictodo losousmos.
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gadas cuadradas, el metro cuadrado á 10  ̂=  100 decíme
tros cuadrados etc.

T eorem.\. IV . (Fig. 133).

*.SOS. El área- de unparalelógramo ABCD es igual al 
producto de su base por su altura.

Levantando las perpendiculares AE y BF á la base AB 
del paralelógraino hasta que encuentren al lado CD ó á su 
prolongación, se forma un rectángulo ABFE equivalente 
al paraíelógramo ABCD. En efecto: los triángulos rectán
gulos AED y BFC tienen iguales los catetos ÀE y BF, por 
ser lados opuestos del rectángulo, y las hipotenusas AD y 
BC, por seriados opuestos del paraíelógramo, luego ^ n  
iguales; añadiendo al trapecio ABFD el triángulo AED 
resulta el rectángulo ABFE, y añadiendo al mismo trape
cio el otro triángulo BFC resulta el paraíelógramo ABCD; 
pero añadiendo cantidades iguales á una misma canti
dad, las sumas son iguales; luego el rectángulo y el para- 
lelógramo tienen igual extensión ó son equivalentes.

Ahora bien, el área del rectángulo ABFE es AB X  BF, 
luego la del paraíelógramo propuesto será también AB X  
BF, es decir, el producto de su base por su altura.

Corolarios.

1. “ Eos paralelógrarnos de igv,al lase y altura son equi-

2. '" Eos paralelógrarnos cualesquiera son proporcionales 
d ios productos de sus bases por s us alturas; si las base% son 
iguales, los paralelógrarnos son proporcionales d las altu
ras-, y  si son igiíales las alturas, los paralelógrarnos son 
entre si como sus bases.

T eorema V . (Fig. 134).

‘iíOíI. El àrea de un triángulo ABC es igual d la mitad 
del prodúcelo de su base por su altura.

Por cada uno de los vértices B y C trazo una^ralela 
al lado opuesto y se formará un paraíelógramo ABDC, del 
que es mitad el triángulo propuesto. En 'efecto: los trián
gulos ABC y BCD tienen Iguales los lados AC y BD, así



como también los AB y CD, además el lado BC es común,
luego los triángulos son iguales. *r>nr a 'R'^

Ihora bient^el área del paralelógrarao ABDC es AB x
CE. luego la del triángulo ABC será------ ---------. esto es,O «w
la mitad del producto de su base por su altura.

COROLAHIOS.

1. “ Dos triáng'idos de igual l>ase y aliara, son equina-

2. ® ' Dos triángulos cualesquiera son proporcionales a los 
productos desús bases por sus alturas] si tienen bases tgua 
les son proporcionales á las alturas] y si tienen aUuìOs 
iguales son entre si como las bases.

Teorem.a v i . (Fig. 135J.

El área de un trapecio ABCD es igual al producto
de su altura por la semisuma de sus bases.

Trazando la diagonal DB queda dividido el trapecio en 
dos triángulos ABD y DBC: el primero tiene por área
A 5 2 Í 2 E . y el segundo ; luego el área del tra-

pecio será
AB X  DE , DC X  DE _  ^ ^  AB +  DC^

"2 *" 2 2
esto es, la altura multiplicada por la semisuma dé las bases.

Escolio. Sabemos que la recta FC que une los puntos 
medios de los lados AD y BC es igual á la semisuma de las 
bases lueo-o el área de un trapecio es igual al producto ae la 
altura porla  recta que une los puntos medios de los lados no 
paralelos.

Teorema, VII.

9 0 6 . El àrea de un poligono regular es im al a la  mi^ 
tad del producto de su perimetro por su apotema.

Trakndo radios desde el centro á todos los vertices del 
polígono quedará éste descompuesto en tantos triángulos
como lados ten^a; todos estos triángulos serán iguales, por
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no
tener sus tres lados respectivamente iguales, y si tomamos 
por base de cualquiera de ellos el lado del polígono, la 
apotema de éste será la altura del triángulo, que tendrá 
porárea

l

llamando l al lado y á la apotema.
Si el poligono tiene % lados su área será

¿ X  « x n l% X a
2 2 ’

D dpero In es el perímetro, luego el área será — > esto es, 
la mitad del producto del perímetro por le apotema.

P r o b l e m a .

9 0 7 . Hallar el arca de mi poligono irregular.
Puede resolverse este problema descomponiendo el po

lígono en triángulos, por medio de diagonales ó por me
dio de rectas trazadas desde un punto interior á todos los 
vértices; midiendo las áreas de los triángulos y sumándo
las se obtiene el área del polígono.

Es muy frecuente, sobre todo cuando el polígono está 
trazado en el terreno, emplear otro método.

Sea el polígono de la figura 136.
Tomando ¿ara base de la operación la mayor de las 

diagonales GC. se bajan á ella perpendiculares desde los 
vértices; midiendo estas perpendiculares y los segmentos 
de la base, se tienen los datos necesarios para calcular las 
áreas de los triángulos y trapecios rectángulos en que se 
ba descompuesto el polígono: el área de éste será la suma 
de las áreas parciales.

Teoreílv Vili.

SOS. El àrea de nn cirmlo es igual á la mitad delprO' 
duefo de la circunferencia por el radiò.

Sean C el área del círculo, c la circunferencia V í* el 
fBaio.

u» polígono regular inscripto en el circa*

'■■V



in
lo, y sean P su área, i» su perimetro y su apotema. La 
expresión del area será

p _  l> < ±  .
2

Suponiendo que el número de lados del poligono se
duplica indefinidamente, el perímetro;; irá aumentando 
siendo su limite la circunferencia c, la apotema a tendrá 
ñor límite el radio r del circulo, y el área P del poligono 
se acercará á la del círculo cuanto se quiera, puesto que 
él limite del perímetro es la circunferencia ; Inego según 
el teorema de los límites tendremos

,, c x r
c  =  - ^  ’

lo cual debíamos demostrar. . , , •
Escomo. Siendo la icngatud de onu circruníerencia 

de radio r, el área del círculo será

luego pa/'(i lialldT el áren de wn circulo se multiplica la re
lación, de la circunferencia al diàmetro por el cuadraLo aeu

La fórmula C =  "̂ r'̂  puede servir para hallar el radio 
de un circulo cuya área se conoce. Tenemos, en efecto,

C=  — > de donde

Téngase presente que la longitud del radio y el área 
del circulo deben expresarse en unidades correspondientes: 
si por ejemplo, el radio se ha meüiao con el metro, el área 
dei círculo resultará expresada en metros cuadrados, y re
ciprocamente. , . ,

*^00. Sector circular es la parte de circulo compren
dida entre un arco, llamado base del sector, y los radios 
tirados á sus extremos.

üACtí (Fig. 137) es un sector circular cuya base es el 
arco ACtí; también OADB es un sector circmar que tiene 
j3or base el arco AÜU.
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Teoeema. XI.

^ 1 0 . El àred de un sector de circulo es iguod d la mitad 
del producto de su base por el radio.

Sea S el área del sector, b su base y el radio del cir-
culo. , .

Razonando como en el número 5 7  es lacil demostrar 
que la relación entre un sebtor y el circuid á que ^'erteúe- 
cé, es iffiiad á la relación entré el arco dèi sector y la cir
cunferencia. Llamando C al circulo y  <? á la circunferencia, 
tendremos pues

=  ó b ' n —  =  —

de donde se deduce fácilmente
Í X Í -  , o  — —  ̂” ■

Si la base del sector se nos dá en g-rados, hay que susti
tuir enlafórmulaanterioríporsuigual [ » » « ] ,  sien-180
do Æ el número de grados; haciendo la sustitución ten
dremos

S = ■nr̂ a
360

í5 ll. Segmento de circulo es cada una de las dos partes 
de circulo comprendidas entre una cuerda y sus dos arcos
correspondientes. .-r,.-. iEl úrea de un segmento ABC (Fig. 137) menor que el 
semicírculo, se obtiene restando del área del sector üAU i 
la del triángulo OAB. Si el segmento es ABD, mayor q̂ ue 
la mitad dal circulo, su área se obtendrá sumando las 
áreas del sector üADB y del triángulo AOB.

^ 1 3 . Dos circunferencias que tienen el mismo centro 
se llaman concéntricas, y la superficie conmrendida entre 
ellas recibe el nombre de corona ó anillo. ES claro qué el 
área del anillo se hallará restando las dé los dos circuios..

J
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CAPÍTULO SEGUNDO.

COMPARACIOIl' DE LAS ÁREAS.

Teóre.Mx̂ i . (Fig. 102).

^ 13 . Z <?9 area  ̂de dos triángitlos semejantes ABC y abe, 
son proporcion%les á los cuadrados de sus lados'homólogos y  
á los de sus aíturas homologas.

Sabemos c»i». que las áreas de dos trián
gulos cualesquiera son proporcionales á los productos de 
sus bases por sus alturas, luego

ABC _  B C x A D   ̂ ^  ^  X  —  rH
alfc ~  h ex a d  abe ~  he ad ^

pero las bases de dos triángulos semejantes son propor
cionales á sus alturas, esto es,

BO ^  ^  _ 
be ad

ADSustituyendo en la igualdad [1] la fracción por su

igual , tendremos
ABC
abe

1 2 1

lo que demuestra la primera parte del teorema.

igual

Si por el contrario, se sustituye la fracion 
AD

BC
be por su

OÁ
será

ABC
0J)C

APg
ad?-

lo que demuestra la segunda parte.
Escolio. Si los triángulos ABC y ¿ííc no son semejan

tes, pero tienen un ángulo igual B =¿, los triángulos rec
tángulos ABD y abi serán semejantes, y tendremos

AD AB
adi



114
AD

sustituyendo en la igualdad [1] la razón por su igual

AB
ah , tendremos

ABC
abe

B C x A B
h ex a h  '

luego t o  Areas de Oms
igvAh son^iroporciomles a los pioductos d, íó s  lad - q 
forman dÁcho ángulo.

T eorema- II. 9^)-

®BA rn^ áreas de dos polígonos seymjantes ABCDE y 
% ^ f ‘sonfTopoTcio%aUs tilos cuadrados d̂e sus lados ho~

^ ^ D S o m o o n g o  los polígonos en igual número de trian 
lí-nlos semejantes y semejantemente dispuestos, por medio 

dfagonaíes trazadas desde los vértices homólogos A y «. 
T ___ 1 ____ rio Qo+na triAnfirnloS da

ABC
abe
BC

p e r o - ^

luego

BC^ ACD CD2 .
b ĉ  ’ aed ■ ceV̂ '

CD _ 
“  cd

DE
de

 ̂ BC2

ABC ACD ADE
abe acd ade

DE2
ode

CP-̂
cd̂

dé^‘
5 5 1

ded’

¿nt/ 'AO A *o —
ABC 4- ACD +  ADE_ _  ABC 
~ahc +  a c d T ^  ude a,bc

ABCDE _  ^  .
alede

Corolario. (Fig. 126;. Las áreas de dospoligo-
- ^ £ - s é ¡ s s i r : £ t ¿ í s i r .

^^^Llamando A y «  á las áreas tendremos
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pero los triángulos AOB y  mh son semejantes, luego 

AB OA OP , AB2 OA2 OPj
'Aal) oa op

de estas igualdades y de la [1] se deduce 
A OA2 OP2

op‘

oâ  op' 

Teorema IIL

* iO . Las áreas de dos círculos son proporcionales á los 
cuadrados de sus radios ó d.e sus diámetros.

Si R y r son los radios, las áreas serán ttR2 v , cuya
razón es ~  • (Jomo los radios son proporciona

les á los diámetros T) v d. fa razón ^  es igual á -^r- .*- •' ^ d'̂
D2luego las áreas están en la relación •

Se llaman sectores semejantes aquellos cuyas ba
ses tienen igual número de grados.

Es evidente que los ángulos formados por los radios son 
iguales.

T eorema ÍV.

Lo.s áreas de dos sectores semejantes son proporcionales 
á los cuadrados de sus radios.

Sean R  y r  los radios de los sectores y  a el número de 
grados de las bases: las áreas serán [^ l6 ]

jR̂ a> T̂o'̂ a R2
y —;í— cuya razón es —-- •O»«360 360 ■' r'̂

S IS . Se llaman segmentos semejantes los que corres-
ciftrv» rtí t\ %-kponden á sectores semejantes

Teorema V.

Las áreas de dos segmentos semejan tes son proporcionar
les á los cuadrados de sus radios.

Sean S y í  los sectores que corresponden á los seg-

l>. -rr-
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m entospvopuestos.Tyílos triángulos también corres-

P " o ^ " n t e X  S y
s .
s  ’

también los triángulos T y í son semejantes, luego
T

De estas igualdades se deduM ^  ^ ^

® Z . í por consig’uiente —
t, .   ̂ t ^

y  como S  -  T  y .  -  í son las áreas de los segmentos, que
da.demostrado al gQ -firtud de los teoremas de-

* 1 0 . Escomo e® ?E “ - ^  eonozca la re
mostrados en este c X  “ homóio|os de polígonos semejan- 
lacion M entre dos ¡S relación entre
tes, la. elevaremos al ® rfemplo, el lado de un po
las áreas de los e t  otro polígono semejan-

árla d & e r o  no ser!doblesin6 caatro veces ma- 
-  ̂ -- 2 - la  de las áreas será

yor, si la relación de los lados es ^

® Lo mismo decimos respecto de los circuios y de los sec- 
tores y  segmentos semejantes.

T eorema. VI.

en A -V a r a o s .^ -
Sea el triángulo ‘ S r e i d o  sobre la hipote-

“ ís flo '^ T sS v i le n t e  à ia  suma délos cuadrados AE y
AF, con fu idos sobre ̂  perpendi-
c u la r ln  T ía  ^Ip— a\1a priongo basta G; tra.o las 
rectas AD y EC.

I
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i

TI triáno-ulo \BD tíenñ BD porgase y la altara será 
ío*iiííl á RIí^peroBD y BHsoii también la base y altura 
S ÍectP n ^ ’X B G /lu i^ o  el triángulo ABD es la mitad

^^^E uSgilo^E B C  tiene EB por base y
icrnal á AB pero E3 y AB son la base y altura del eua-
d”  ado AE, iuego el triángulo E BO es la mitad del cuadi

" "  Abora bien, los triángulos ABD y £BC q « " s  con
siderado son iguales, por tener AB—EB, BD B , y  ei 
áno-ulo ABD, compuesto de un recto mas ABO, louai ai 
ángulo EBC, compuesto tafnbien de un recto más ABC.

"Siendo iguales estos tibingHilos, las areas del rectáii-

nusa, el teorema queda demostrado.

Teorema VII.
•.íai S¿con'i¿deraiidocor,iofiomólof/üsl()s lados debuti

■ma de los consmidos sohre los , triáno-ulo- A B, C
Sean a, i, c lahipptenusa y ’

las áreas de los polígonos semejantes, l  eñemos J
B _ _ C _ ^ _ A  ,
¿á c2 

B +  C A .
«2 ’de donde ¿2 -I- c2

IOS denominadores de estas fracciones son i|uales, porque 
según el teorema de Pitágoras e s «2 ==í¿ +  c , mego 
también los numeradores deben &er iguales, esto es,

A =  B -f- _
C orolario . Si considerando como 

de nntrim m lo rectmimlo, se constrnyen

S S  .entre ■d constrnUo sobre laUpotemisa y  el cons 
¿mido sobre el otro cateto.
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Teorema. Vili.

íí '5 « . S¿ considerando como radíos ó como diámetros 
los lados de un rectánmUo, se descrihen tres cír
culos, el descrito soiree la hípotemisa es equivalente a ta su
ma de los descritos sobre los catetos', y el descrito sobre un 
cateto es li diferencia entre el descrito sobre 1% hipotenusa 
y el descrito sobre el otro cateto.

La den ' * -  ̂  ̂ ^
Corola 

lo rectánqulf.
tres semicircunier>íií':av<, rv u./cu, ‘lJ''‘^'k/ ■■ „■ 
suma de las áreas de lasfiyuras ADBEA y AFCCjA, llama
das de Hipócrates. .

El semicirculo descrito sobre BC es equivalente, según 
se deduce del teorema anterior, á la suma de los semicír
culos descritos sobre AB y -iO; restando del prunero Tos 
segmentos AEBvAGC resulta el triangulo AB.., y res
tando de la suma de los semicírculos AB y AC los mismos 
segmentos resultan las lúnulas; luego el triangulo es 
equivalente á la suma de las lúnulas.

PROBLEMAS RELATIVOS AL LIBRO QUINTO.

1. ® Convertir íinpol/'yono ABCDE{Vig. 140} eít 
viro equivalente que tenga un lado menos.

Trar.o una diaconal AC que forme con dos lados con
secutivos del poligono un triángulo ABC; por el '̂ é̂rtice 
B tiro una paralela BF á la diagonal; prolongo el lado UU 
hasta que encuentre á la paralída BF; y trazando la recta 
AF, se forma un polígono AFDE equivalente al propuesto
y con un lado mónos. - i  *

En efecto: los triángulos ABC v A i C son equivalíate?, 
por tener igual base y altura; si ala figura ACDL afiadi- 
mo.s el primero de ellos resulta el polígono propuesto 
ABCDE, y si á la misma figura añadimos el segundo 
triángulo resulta el polígono AFDS; luego estos polígo
nos son equivalentes.

2. ® Convertir un polígono en triangulo equiva-

Redúzcase el poligono á otro equivalente que tenga un 
lado méiios, repitase la misma operación con el polígono



re—

“̂ sean 5 y « la base y altura del triángulo, sea <c el lado
del cuadrado equivalente.

El área del cuadrado es y la del triángulo —^ ,

luego
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=
ó x a ó X  a;

donde se vé que el V e ^ 'Ì la s ?  T la ^ lto a ^ d e lporcional entre la nutad de la case y
Cmvertir unpoUffono cmlquiera. en cuadrado

«jWíMtofe. el noligono á triángulo y éste á cuadrado, 
s f  el S -o n n r o p u e s to  tien?por expresión de su area

dreinos

‘"°tsi^V adorn"prral“ lf¿r̂ ^̂ ^̂ ^
pord^ afen tr" lasase y fa altura; ur^y ?¿

^ordonS^^ntr?lT S^^
^ 5.“ Convertir un circulo en cmÁnido ‘

Este problema, que es el de la cuadratura 
se resolvería hallando una media proporcional 
tadde la circunferencia y el radio, si se conociese «1 ^  
dio geométrico de rectificar la circunferencia; esto ultimo 
no sf ha conseguido, á pesar de los esfuerzos trechos du-

muchos siglos, por lo que el problema propuesto 
^ólo nuede resolverse aproximadamente.

Con el cálculo se eleganza un grado de aproximación
más que suficiente en todos los casos prácticos, pues -a
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hi<

longitud de la circunferencia depende del valor de « , ’qu-e
se ha calculado con gran número de cifras decimales.

6.® Dados dos poliQonos semejantes, constnwr 
otTO semejante A ellos é ifjnal d su sumí 6 difeTencia.

1. “ Óonstrúyase un triángulo rectángulo cuyos cate
tos sean iguales á dos lados homólogos de los polígonos 
conocidos; considerando la hipotenusa de este triangulo 
como lado homólogo de los elegidos para catetos, cons- 
tróvase sobre ella un polígono semejante á los dados, que 
sera igual á su suma [*521].

2. ° Tómense dos lados homólogos de los polígonos se- 
meiantes para hipotenusa y cateto de un triángulo rectán
gulo: el polígono semejante á los dados, construido sobre
e l  otro cateto, será la diferencia de éstos.

DescTÍl)iT V/Th cifculo e/inivalente a la suma o 
diferencia de oíros dos. .

Este problema se resuelve cómo el anterior.
^ O .  8.'' Dado unpol-igom P construir otro Q, semejan

te al primero, y  tal gue las áreas de los dos guarden una re
lación dadara-.n. . T, , X. Z1-

Akálisis. Sea a un lado del polígono P y a? su homólo 
go en el polígono Q: si determinarnos el lado a? estará re
suelto el problema. Tenemos

P
Q

además según el enunciado del problema debe ser 
P m (í̂r  iw , w-— =  —  > luego —5. 
Q n ^

m
n

S\. m y n fuesen las proyecciones de los catetos sobre la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo y a uno de los ca
tetos. el otro se’:ia x  f i55 ', 3.°]

SÍN Tusrs • fFig. 141). Sobre una recta indefinida tome
mos, á continuación una de otra, las longitudes AB y BC 
igualesh m y n\ sobre AC como diámetro describamos una 
semicircunferenciá; por el punto B levantemos una per
pendicular al diámetro; y  unamos D con A y  con C. cA 
triángulo ADC es rectángulo, y  los segmentos AB y BC 
de la hipotenusa son iguales á- m v  n, luego si el cateto 
AD̂  fuese igual á a, el otro cateto ,DC seria igual á x\ pero 
se comprende que en la .generalidad de .los casos AD no 
será igual á a, por lo que tomaremos sobre AD, prolonga-



da si es preciso, una longitud DS i.gual al lado íí, y^i^^ndo 
por E ana paralela á AC. determinaremos sobre una
lonsritud DGqueesigualáa?.  trn^  ̂ na

En efecto: en el triángulo rectángulo EDor
KD*
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ED‘¿ EF EF AB
DG^~ T g ‘

, p e r o - p ^ ~ ' BC

ó bien “DG-' %

m
%

'úh
ib

Coranarando esta igualdad con la [1], so deduce x Bix.
*$38. '' 9.'’ D  ido.'i dospoUf/Oiios P ?/ Q, conSi-riúo' o.ro poh-

nono sumojáiüe Ò, V y eavÁmlenie áQ.> , '•--in rií>'
Análisis. Sea X  el polígono que se bus^a.'í un io,do ac. 

uoligono P y su homólogo en el polígono X .
* Debiendo ser semejantes los polígonos 1 y-\:.'a*a

P__ _  ^  ^
X  “ ■ ’

V como X  debe ser couivalente á Q, tendremos
P .

"Q " "  ’
reemplazando los polígonos P y Q por los cuadrados equi
valentes y sera

^  6 =  — ■
cp¿ g 2?

S ín t e s is . Vemos por el análisis anterior que o: es una 
cuarta proporcional alas rectas conocías;;, 
trayendo sobre un polígono semejante a* 1 esíaiaie 
suelto el problema.
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EJERCICIOS DE LA GEOMETRÍA PLANA.

T E O R E M A S  P A R A  D E M O S T R A R .

I. L as b isectr ices  d e d o s  á n g u los  adyacentes son  perpend i
cu lares en tre  sí. . . .

II . De todas las cuerdas que  pu eden  pasar p or  un  p u n to  in te
r io r  á  un  c írcu lo , la m enor es la  p erp en d icu la r  a l d iám etro que 
pasa  p or  d ich o  pu nto.

III. E l cam in o  más co rto  de un  p u n to  á una circun feren cia ,
es la parte exterior de la  secante tirada  p or  d ich o  p u n to  y  el 
cen tro . , . . ,

IV . E n  una circun feren cia  dada, el lu g a r  g eom etrico  de los  
p u n tos  m ed ios  de varias cuerdas que  tienen  un  punto com ú n , es 
otra  circu n feren cia  que tiene p o r  d iá  iietro la recta  tirada desde 
e l p u n to  com ú n  al cen tro  de la  c ircu n feren cia  dada.

V . L a  recta  que une lo s  p u n tos  m ed ios de dos 
es : l . °  p  iraloia  al tercer la d o ; 2.® igu a l

lados  de un
tr iá n g u lo  es : l . ° p  iraloia  al tercer la d o ; 2.'" igu a l á su  m itad.

V I. U n iend o lo s  p u n tos  m ed ios de ios  lados de u n  cu adrilá 
tero  cua lqu iera  p or  rectas que  no se cru cen , resulta  u n  para- 
le lóg ra m o . , .

V IL  U n  ángu lo  de u n  tr iá n g u lo  es recto , a gu d o  u  ob tu so , se
g ú n  que la  recta que u n e  e l v értice  co n  el p u n to  m ed io  del lado 
opu esto  sea ig u a l, m ay or ó  m en or que  la  m itad  de d ich o  la d o .—  
R ecíp roco . , , , . i.- ,

V III . L a s  tres perpend icu lares trazadas desd eños vértices de 
un  tr iá n gu lo  á los  lados  opuestos, se cortan  en  u n  m ism o pu nto.

IX . l ;a s  tres rectas que  u nen  lo s  vértices de u n  tr iá n g u lo  con  
lo s  pu ntos  m ed ios de los  lados opuestos ss cortan  en  u n  m ism o 
p u n to , que  se encuentra  á  la tercera parte de cua lqu iera  de ellas, 
con ta n d o  desde el la d o , y  á  las d os  terceras partes con tan do des
de el vértice.

X . D e  tod os  los  tr iá n g u los  q u e  tienen  ig u a l base y  a ltura , el 
isósce les  e s  el que  tiene m enor perím etro.

X I . L a s  p ro lon ga cion es  de los  la d os  no para lelos de u n  trape
c io  se cortan  sobre la  recta  que pasa p or  lo s  p u n tos  m ed ios de las

X I I . L a s  diagonales de u n  trap ecio  se cortan  sobre la  recta 
que  u n e  lo s  pu n tos  m ed ios  de las bases.

X III . S i dos cuerdas se cortan  perpendicu larm eate,_ la  sum a 
de dos arcos  no contigvw s in tercep ta d os  por, ellas, es ig u a l á  la 
sem ic ircu n feren cia .



X I V  S id o s  cu e r la s  S8 c o r U i  p ^ r p e u iío u la m e n te , la  sum a 
délos cuadrados de lo s  cu  itro  sag n eatos  es ig u a l al cu adrado

E u  'todo ir iá u g u lo , la sum .ade los  cuadrados de dos lados  
es ’ iffual al d u o lo  del cu a d ra d ) de la  m itad  áil tercero m ás el d u 
p lo  del cu a  Tado ds la recta  que u ae  el pu ato m ed io  de este  co u
e l vértice opu esto . , , , , , i - i '

X V I  La sum a de io s  cuadrados de lo s  lados  de u a  cu ad riU - 
teró  es’ iííual á  la su  aa de los  cu adrados  de las d iagonales, m as 
el cu ad ru p lo  de la  recta  que  u ae  los  pu ntos  m ad ios de las

^^Corolário. L a  sum a de lo s  cu adrados de lo s  la d os  de un  para le- 
lógra m o es igu a l á 1 1 sum a de los  cu adrados de las d ia g on a les .

X V II . El área de un  tr iángu lo  es ig u a l á su  perím etro  m u l
tip lica  lo p or  la  m it id  del r id io  del c ír cu lo  in scri pto.XVIII. Si desde un  pu ito  in terior á u .i p ir ile lü g ra m o  se t i 
ran  rectas á tod os  sus vértices, la sum a d e  lo s  tr ián gu los  que  
tieuen  por b  ases dos lados  opuestos, es equ iva len te  a la sum a de

 ̂X I°X^°*sVdesde u n  p u n to  in terior á u n  p o líg o n o  regu lar de 
lados se b ajan perpen íieu lares  á t id o s  éstos, la su m a  de las per
pen dicu lares es igu a l á n veces la  apote  nía.

X X  L 'is  áreas de dos triáagal'>¿ se nejantes son  p ro p o rc io n a 
les  á los  cuadrados de lo s  radios de los  c ircu ios  in scrip tos  y  c ir 
cu n scritos .

P R O B L E M A -S P A E A  R E S O L V E R .

I . D escr ib ir  una circu n feren cia  con ocien d o  el rad io  y  d os
p u n tos  «le ia m ism a. , j. i, j ____

II. D escrib ir  una circu n feren cia  tangente a una recta dada en
u n  punto da'do, siendo conocido e l radio. . , ,

III  Describir una circunferencia t angente a una recta aacla
en un punto dado y que pase por otro punto dado.

IV . D escrib ir una c ireu  iferen cia  tangente a otr.a aacla en  u n  
p u n to  d id o ,  s iend o co n o c id o  el rad io .  ̂ ^
^ V . D escrib ir una circu n feren cia  tangente a otra dada en  un  
■Dunto dado, y  adem ás tan gen te á u na  recta dada. _
^ V I. P or un  punto dad o trazar u n a  secante a una c ircu n feren 
cia  dada, de ta l m od o que  la cu erda  in terceptada sea ig u a l a una 
recta dada.

V II . C on stru ir u n  tr iá n gu lo  isósce les  con ocien d o  la base  y  el
á n g u lo  op u esta . _ , , v , ,,

V III. C on stru ir u n  tr iá n gu lo  con ocien d o  la base, ia  a ltu ra  y
el ángu lo  opu esto  á la  base.
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IX. Construir un triángulo conociendo la altura y los ángu
los adyacentes á la base. . j '

X . C on stru ir un  triángu lo  con ocien d o  u n  lado^ uno ae 
á n g u los  adyacentes y  La sum a ó d iferen cia  de b s  o tro s ,d o s  lados.

X I . C on stru ir u n  y ira le lóg ra m o  co n oc ien d o  la s  d iagona les  y

C on stru ir un  trapecio co n o c ié n d o la s  bases y  lo s  lados
n o  paralelos.

X I I I . C onstru ir dos rectas co n oc ien d o  su  su m a  y  la m ed ia
p rop orcion a l en tre  ellas. , __
^ V .  Constx’uir dos rectas conociendo su diferencia y  ia m e
dia proporcional entre ellas. , ,, t 4. T

X V . D ados tres pu ntos  d ir ig ir  por uno. de e llo s  .-una re,cta,'rtai 
q u e  sus d istancias á los  otros dos pu ntos  sean  p rop orcion a les  a
d os  rectas dadas. . • ■ ■ , .

X V I . D adas tres rectas,que con cu rren  en  u n  p u n to , trazar 
p or  otro  dado u na  secante, ta l que  las d os  p artes  in tercep tadas 
p o r  las rectas dadas sean prop orcion a les  a dos re cta s  con oc id a s .

X V II . H allar el lu ga r geom étrico  d e  lo s  v értices  de to d o s  lo s
tr iá n gu los  equ iva len tes cu y a b a so .e s  c o m ú n . . •

X V III  C on stru ir un  rectá n gu lo  equ iv a len te-a  u n  cuadrado 
da*dow ^', y  tai que  la siu jja  d ía  d ife ren cia  de d os  lados con ti
g u o s  sea igu a l á  una lín ea  dada , ,  , , -1

X I X . H  iila r  dos líneas p rop orcion a les  a las areas ele dos cu a 
d rad os  o  de d os-polígonos, dad os. . . . , ,,

X X .  Conocienrio la s b a s e s  y  la  altura de un trapecio, hallar 
las áreas de los  triángulos total y  p a rc ia l que so forman prolon
g a n d o  los .lados no paralelos.
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geometría del espacio

LI BRO SEXTO.
b e  l a s  s u p e r f ic ie s .

q ^ P Í T U L O  P R I M H R O

I , — ila c io n e s  |•p<^Um■slSls•ft«■

Sabemos que si una recta tiene1̂̂ rt /'rtinfirie con él en toaa SU extension [-i].
" "  é e  aqufsefeduQequeis^fcrí^ recta con

r « r r . n . « 5 “  Í S
pdáiciones, fes que representan otros tantos planos di . 
ferentes.

T eorema. I. (Fig. 143 .̂

* 3 3 .  Tres plintos A, B, C íW  no estm en j ® “  ^  
deierminm la po.ncioH de un plano, es 
puntos A,, B, G,pmde pasar un plano y sólo pueae.pd

"'""Tmámos las rectas AB y BC, hagamos pasar Por AB 
un plano.é imaginemos que
es claro que al verificar su movimiento de rotación ¿legara 
á pasar por el punto C, luego por los tres puntos A, B, C.
j)ue^e u» pfefto, al ^ue ifemaiemoí P»
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Supongamos, ahora, otro plano P' que también pase 

por A, B yC . Teniendo cada una de las rectas A B y  
BC dos puntos en P y en P', todos los puntos de las mis
mas pertenecerán á los des planos [4j. Tomemos en P 
un punto cualquiera D y desde él tracemos una recta ÉG- 
que corte en E y F á las AB y BC: como los puntos E y F 
pertenecen á los dos planos, la recta DG estará á la vez en 
P y  en P’, luego también el punto Ü estará en los dos 
planos.

Vemos, pues, que todo punto del plano P pertenece 
también al P', por consiguiente estos pianos coinciden en 
toda su extensión.

Corolarios.

1. ® Dos'rectas qm se cortan determinan la posición de 
un plano.

Señalando un punto en cada recta y el de intersección, 
por los tres pasara un plano que contendrá á las rectas 
dadas. Además, todo plano que pase por dichas rectas se 
confundirá con el primero, pues contendrá los tres puntos 
señalados.

2. ” Dos rectas paralelas determinan la posición de un 
plano.

Por dos rectas paralelas pasa siempre un plano; aquel 
en que están situadas. Ademas, todo piano que pase por 
dichas rectas se confundirá con el primero, pues señalan
do dos puntos en una de las paralelas y uno en la otra, 
estos_ tres puntos serán comunes á los dos planos, que por 
consiguiente coincidirán.

3. *' La intersección de dos planos es una linea recta.
Pues si los planos tuviesen tres puntos comunes no en

linea recta coincidirían.

Teorema II. fM p. I4áj.

>Si una recta AB reshala sohre otra recta fija 
A  Y, conservándose puraleía á su posición primitiva, dicha
recta móvil engendra 'im plano.

tíea í ’.X) unade las posiciones de la recta móvil. Las 
^ cortan determinan un piauo; y las

A B y C D,  por ser paralelas, determinan otro; pero estos
pUuw tie m  cyttmn?s jQs m  punígsA, tí y tíi luego

i



comciden. Vemos, pues, que la recta móvil, considerada 
en cualquier posición CD, se halla situada en el plano q 
deS in an A ^ B  y XY, por consiguiente es la generatriz 
de este plano.

II.—R cctas  y  p lanos pei*pen<Uculai>cs.

Teouema- 1. 145.,J

^ 3 5 . 'Simia recta AB es perpmdicvlar á'dos r^ta% 
BC, BD de las ow m sanpor su pié  B enwi ¡nano MIN, es
perpendicular a todas la,s d̂ eraés.
^ ^ea BE otra de las rectas P^ro-
MN. Trazo una recta CD que corte d BC, BE y 
longo la AB hádala parte inferior, tomo A B -A B , uno 
los puntos A y A  con cada uno de los C, E y U

Las rectas BC y BD son perpendiculares á AA en su
punto medio C, luego [4íi]

AC =  A'C, AD =  A'D, además CD =  CD;
por consiguiente los triángulos ACD y 
k  imaginamos el A'CÜ colocado sobre el fVCD, es claro 
que la recta A'E coincidirá con AE, luego AP  ̂
mos, pues, que BE tiene dos puntos B y E equidistantes 
de A T A', luego BE es perpendicular á AA .

Una recta es vEUPÊ T>ic\JL\̂  a un plano cuando 
la recta es perpendicular à todas las ([ue pasan por su p%é

^̂ Ê n fai caso el plano es también perpendicular á la recta.
Según el teorema anterior, si una recta es perpendicular 

á dos délas que pasan por su pié eu un plano, dicha recta 
V el plano son perpendiculares.

Una recta es oíZ/ctó.-í á un plano cuando lo encuentra 
sin ser perpendicular al mismo.

Teorema II. (Fig
Todas las perpendiculares BO, BD, BE etc. levan

tadas d una recta A.Q en uno de sus puntos B, están en m
mismo plano. .  ̂ i.Antes de entrar en la demostración de este teorema, 
debemos recordar que por una recta AB pasan innmtos 
•planos, y que en cada uno de ellos puede levantarse por el 
punto B una perpendicular y solamente una a diclift reut»
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AB. Ahora bien, dos de estas perpendiculares BD y BC 
determinan un plano MN, y decimos q̂ ue cualquiera de las 
otras, por. ejemplo BE, está en el plano MN.

Kn efecto: por las rectas AB y EB concibamos un pla
no; la intersección de este piano con el MN es una r^ta 
que pasa porB, y.como AB.es perpendicular á' BD y BC, 
lo .será igualmente á dicha intersección 6 lo que es
igual, la intersección será perpendicular á AB en B; pero 
EB es también perpendicular á AB en el mismo punto B 
y en el mismo plano ABE, luego BE se confunde con la 
intersección y está situada, por tanto, en el plano MN.

E scolio. Obsérvese que el plano MN es perpendicular á 
el U'fgar geométrico de lae perpendicu

lares levantadas a una recta por un mí^mopunto, es el pla
no perpendicular á h  recta en dicho punto.

Teorem\ III.

Por un punto dado no puede trazarse mas qy/i 
nnaperpendicular á nn-plano.

Supongamos primero que el punto dado A (Fig. 14̂ ) 
esté en el plano MN, y sea AB una perpendicular á este- 
plano. T-jda otra recta AC levantada par el punto A deter
mina con AB un plano que corta el MiN según una recta 
DE; siendo AB perpendicular al plano, es perpendicular 
ála recta DE que pasa por su pié, luego AC será oblicua 
á.DE, y por consiguiente al plano MN.

Si el punto dado A está fuera del plano (Fig. 148) y 
AB es la perpendicula>’, toda otra recta AC tirada desde A 
al plano MN determina con la AB un.plano, que corta al 
MN según una recta BC. Siendo AB perpendicular al pla
no es perpendicular á la recta BC que pasa por su pié, 
luego AC será oblicua á BC, y por consiguiente al pla
no MN.

Teorema IV.

^ 3 9 . Por wnpu.üú dado no puede pasar mas que %n 
plano perpendicular á una recta dada,

Sea C el punto dado en la recta AB (Fig. 149) y MN 
un plano perpendicular á esta recta por el punto C; sea 
MP otro plano cualquiera que pase también por C. Si ima« 
finamos un plano que pase por la reota ABj cortará á los

:

r
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i

MN y MP se^un dos rectas CD y CE; siendo , AB perpen
dicular al plano MN también lo será á lá recta CD que 
pasa por su pié en dicho plano, por tanto será oblicua á 
CE y de consiguiente al plano MP.

ra MP que pasé por C. La recta AB y el punto C détermi- 
nan un plano cuyas intersecciones con MN y MP son CD 
y CE; siendo AB* perpendicular al plano MÑ lo es también 
á la recta CD que pasa por su pié, luego AB es oblicua 
á CE, y por consiguiente al plano MP.

T eorema. V. fFiff. 15y.

SÍ4ÍO. Si desde íln 'pimto A exterior d un plano MN se 
tiran d éste umperpendicular AB y una oblicua AC,, la 
permndicular es menor que Id oblicua.

Trazando la BC, la AB’ será perpendicular á BC y la 
AC oblicua, luego AB <  AC.

T eorema recíproco. Si una recta es la menor de cuan
tas pmden tirarse desde un punto d unplano., dicha recta es 
'perpendicular al plano.

Pues si fuese oblicua habria otra menqr que ella.
Se llama distancia entre un punto'y unplano la 

perpendicular trazada desde el punto al plano.

T eorema VI. (Fiy. \h\J.

« i ® .  Si desde un punto A exterior á un plano MN se 
bajan déste una perpendicular y  varias oblicuas: l.° las 
obÍicuas AD y AC se apartan iyua¿m?nte de la perpen
dicular AB son iguales; 2." de dos oblicuas AC y  AE que se 
apartan desigualmente déla perpendicular., es mayor la AE 
que se aparta mas.

1. ° Uniendo los piés C y D de las oblicuas con el pié B 
de la perpendicular, se forman los triángulos rectángulos 
iguales ABC y ABD, luego AC =  AD.

2. ® Uno el pié E de la oblicua AE con el de la perpendi
cular, y sobre BE tomo una longitud BD=BC. Por la 
geometría plana tenemos AE >  AD, pero AD=AC, luego 
AE >  AC.

T eorema, recíproco. 1.® S i  dos oblicuas son igm U s^ se
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apartan igualmente de la perpendicular', 2.® si dos oblicuas 
son desiguales, la mayor s$- aparta de la perpendicular mas 
que la menor

Corolario. Desde un punto A pueden tirarse aun plano 
MN infinitas oblicuas iguales. • , ,

Describiendo en el plano MN una circunferencia desde 
B como centro, todas las oblicuas tiradas’desde A á lf)s in
finitos puntos de la circunferencia serán iguales.

T eorema VIL (Fig- 152).

« 4 3 .  El lugar geomètrico de todos los puntos del espa
cio equidistantes de los extremos de una recta AB,^í unpla- 
no IvlN perpendicular desta recta en su punto medio.

Si unimos un punto D del plano MN con el punto C, 
la recta CD será perpendicular á AB en su punto medio,
luego AD=BD. . . j  i i

Además, un punto cualquiera situado fuera del piano 
MN no se hallará en ninguna de las perpendiculares que 
pueden levantarse á la recta AB por su punto medio C,' 
porque todas estas perpendiculares están en el plano JVlî  ; 
lueo’o dicho punto exterior al plano MN no equidista de 
A y B .

T eorema VIII. (Sinfigura).

« 4 4 .  Si un plano'? tiene tres puntos A, B, Q,, noen  
linea recta, equidistantes cada uno de los extremos de una 
recta dada, es perpendicular d ésta y la dimde en despartes

^^^Concibiendo en efecto, un plano perpendicular á la 
recta dada en su punto medio, pasará por A, B y O, luego 
coincidirá con el P.

T eorema IX. (Fig. 153).

« 4 5 .  SI desde el pié de una pernendicular AB d un 
plano MN baja umperperdiciUar B3 d una recti ED si
tuada en e' plano,̂  y  se une el pié de esta perpendicular con 
un punto cualquier a déla primera, 1% recta de unión AC 
es perpendicular á la ED Irazadaen el plano. ^

Esta proposición suele llamarse teorema de loe tres perpendiovlarea,

I



Tomo ¿ambos lados del punto C dos longitudes igua-
A E y  AI? ^ ^

l  eñemos Bp=BE, por ser oblicuas que se apartan 
Igualmente de la perpendicular BOá BE, luego las oblí-
ctias AE y AÜ al plano son iguales; vemos, pues, que 
p e n S l a r l  I d ! ® y per-

III.—K cctas y  planos paralelo«.

T eoremí i . fM/f. 154.)

«4 © . Por %'(i punto G del espacio no mede trazarle 
■mas gue una paralela BE á, la recta AB

Supongamos que por C pase otra'paralela FG á la 
recta AB; según esto las rectas FG v AB determinar'^n nn 
plano, y las OK y AB deternunan c L I  p e r f  e Z  ptLos 
tienen tres puntos comunes A, li y  C, iueg-o coinciden Te 
neiiios, pues, en el mismo iilano dos paralelas DE y' FG 
á una recto por uii mismo punto 0 , lo que es imposible- luego b G no es paralela á AB.  ̂ impusAoie,

T eorema I I .  (Fig. 155.̂ '

Las rectas AB y OB no pueden encontrarse, de lo con
trario pasarían uus perpendiculares al plano MN por el
punto de encuentro, loque es imposible f‘4 ;iS l ^
plam “ "“*'"'^“ “ y están en el mismo

.  f t f “ ' £ X í A 7 r  f  s
diciilftvii fílíitut iirvT „ ^ como LB es perpen-aicuiai al piano MiN, cs también perpendicular a la P't?
que pasa por su pie; luego las rectas BB, AB y Cü ner- 
penuiculures a EF en el punto D, están en mismo uTa 
no; pero AB tiene dos puntos A y B en eSe T w ?
consiguiente se llalla contenida en a  Plano, por

Vemos, pues, que AB  y  CU están en el mismo plano 
y  como no pueden encontrMse, son paralelas, ’
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«41». Teorema. KECÍPKOCo. Si dos 

paralelas, iodo plano MN perpendicular a una de ellas AB
a l "  tramando desde «u

espacio é

“ “ V 4 T n d o ^ ; ™ ^ a C t e " S  la recta A lo será
tamMen á B y C;’siendo estas rectas B y C perpendicula-

-  -
encuentran por mis que se prolonguen.

T eobema. III. (Fig- 156j.

a s o  Si una recta AB e'Merior d un plañó MN es para- 

S610 tíen T coln es e l  el MN los
CD; pero AB no puede encontrar á su paralela LU, iue^o 
tampoco podrá encontrar al plano MN.

T eobema IV. (Fig. 156).

« S I  Si 7 3 0 T una recta AB paralela d un plano MN _ 55 
h m e L a r  alo  plano que corte ql primero la intersección
CTs estos planos es paralela d la recta • a-r

as r S  AB y (ÍD están en un plano; además si AB 
encLlrSe á CD eLontraria al plano MN, y siendo esto

l iu n fr e lm lB  Ts paralela d wnplano^J, 
to£p^^aUla CD á dicha recta, trazadapor un punto C del

^^"La determinan las paralelas
AB y CD con el plano MN es una paralela á AB por el 
punto C, luego se confunde con CD.

T eorema. V. fFig. 157).

* 5«  Si m i  ncH  AB es pmaUU ádosvUms MN, PQ 
se G orm , es p m k l u  »  %ntGmccion QN.

f e & L .
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1

Tirando uor un punto Q déla intersección una para-
lela“ r i r ¿ c h a  paralela
en los dos planos, luego se AT?o.QN de los mismos, por consiguiente AB es paralela a <4ín

T eorem a  VI. (Fig- 156).

« ’»«t Ln̂  mries AC, BD de rectas paraleUs compren- 
d^s^entr^U 7?plano m  g 'ana recta AB paralela a el, son

*^^E/pÍano que determinan las paralelas AC y BD pasa
por O  lue-o su i CD con el MN es paralela á
1 b ;' resulta?pues, que la figura ABDC es un paralelógra

recta y nn plano sonparalelos, todos
los puntos de la recta equidistan del plano 

íí5 <i. Se llaman p l a n o s  p a r a l e l o s  los que no se en
cuentranpor más que se prolonguen.

T e o r em a  Vil.

« 5 5 . Dos planos perpendiculares duna misma recta, 

s sflíegaran á encontrarse, tendríamos desde un
puntocaalquilrade su intersección dos p l^ os  perpendi-
culares á una recta, lo que es imposible [ « J  JJ.

T e o r em a  VIH. (Fig. 158).

« 5 B. El lugar geomètrico de todas las paralelas d un 
plano MN trazadas por wn punto A, es un plano paralelo

sfa^Afí^nadeTIs paralelas al plano MN; bajo desde 
A una perpendicular á este plano, é imagino w r  BAO 
otro plano que cortará al MN según una recta BD para
lela á AC í « 5 1 ] .  Siendo AB perpendicular al plano MN,
Y por tanto ala recta BD, es también perpendicular á ^
AO- lueíTO todas las p-.ralelas al plano MN trazadas por A
son perpendiculares á la  recta AB, por consiguiente su 
lugar geométrico es un plano perpendicular á la recta a d
V naralelo, por tanto, al MN.
^  ^ C o r o l a r io , tn  plano es paralelo a otro cuando el pr'i- 
mero contiene dos rectas que se cortan paralelas al segundo
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*il segundo dichas rectas determinan un plano paralelo

T eorema IX .

*Í5Í. Las i}h¿erseccion,ss de dos 7)l(mos paralelos con un 
tercer plano, son par alelas.

I uesto que están situadas en el plano secante y no pue
den encontrarse, aunque se prolong-uen. por hallarse tam- 
bieu^en dos planos paralelos.

del TEOREMA VIL ^Fig. lo9y'. Si doS 
peanas son paralelos, toda pependicalar AB á uno
de eUos MX es tarnhen perpendicular al otro PQ.

fei por AB hacemos pasar dos planos CABD y EABF,
las intersecciones AC y BD serán paralelas [*^57], así 
como también las AE y BF; pero AB es perperldicular á 
las rectas AC y AE luep-o también es perpendicu
lar a las BD y BF, y  por consiguiente al plano PQ.

Corolarios.

1. " Por u/npunto A exterior aun plano ?Q, no puede va
sar mas que un plano MN paralelo al primero.

Bajando la perpendicular AB al plano PQ, todo plano 
paralelo á este, que pase por A, es perpendicular á AB v 
se confunde con MN. ^

2. Dos planos paralelos á un tercero, son paralelos 
entre si.

Trazando una recta perpendicular al tercer plano, será 
también perpendicular á los otros dos. por consig'uiente 
e.stos serán paralelos entre sí. ' ^

T eorema X . F̂ig. 160;.

■ íj» . Las partes k^ . OS) de rectas para!eUu eomprenr- 
dnd^ entre dos planos ^l)^,V.lpan,hlos. soniqmles
ArxT ¿ ‘ ios planos
MN y 1>Q según dos rectas paralelas AC y BD. luego la

paralelógramo, por consiguiente

Sidosplayios^nparalelos, todos los pim-- 
m  de uno de ellos equidistan ^  otro.
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Teorema. XI. (Fig. 161j.

*61). Si dos dngv?os, situados eu diferentes planos, 
tienen sus lados paralelos'. l.° son, iguales o suplementa
rios; 2.° lús planos que determinan son paralelos.

1. '* Sean los ángulos ABC, DEF que tienen sus lados 
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; debemos de
mostrar que son iguales.

En efecto: tomo BC=EF, BA=ED, y trazo las rectas 
BE, AD. CF, AC y DF. Siendo BO igual y paralela á EF, 
la figura BOFE es un paralelógramo, luego CF será igual 
y paralela á BE; del mismo modo se demuestra que AD es 
Igual y paralela á 13 E; siendo las rectas CF y AD iguales y 
paralelas á BE son iguales y paralelas entre si, luego la 
figura ACFD es un paralelógramo, por consiguiente AC= 
DF. Vemos, pues, que los triángulos ABO y DEF tienen 
sus tres lados respectivamente iguales, luego son iguales, 
portante Af3C=í¿?í-/7. DEF.

Silos lados paralelos tuviesen direcciones opuestas, ó
dos de ellos tuviesen direcciones opuestas y_los otros la 
misma dirección, imitaríamos la demostración del nú
mero 6 5 , casos 2.“ y 3.° ^

2. “ Siendo AB y BC paralelas á ED y EF respectiva
mente. son paralelas al plano DEF [*5 0 ], luego el plano 
ABC también es paralelo al DEF [*5 6 , <*or].

T eorema XII. (Fig. 162).

* 6 1 . Tres planos paralelos MN, PQ, RS, dioiden á 
dos rectas AB y CD en partes proporcionales.

Trazo la recta AD. El plano ABD corta á los PQ y RS 
según dos rectas paralelas EF y BD: y él plano ADC corta 
á los MN y PQ según las paralelas AC y FGr; luego
AE AF AF

FD
CCx de donde AE CG

EB ”  FD ’ FD GD ’ EB GD
Corolario. D os planos paralelos PQ, RS dividen à v a 

rias recta<f AB,̂  AD etc., que parten de nn mismo punto, en 
partes proporcionales.

Pues se vé fácilmente que ^  =  ...
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*^69. Proyección de wii pimto sobre %ii plam es el pié 

ik la perpendicular bajada cjesd̂  el pi(,nlo al plano.
PROYECCION de una linea recia o curva sobre mi plano, 

esotra linea formada por las proyecciones délos d ifer j^  
les pmitos dé la-primera sobre el mismo fh n o .

Teorema. XIII. (Fig. 163).

. La proyección de una recta AB sobre un plano 
MN es,oir a recta,

Las'perpendiculares ka, Bb, Oc etc. al plano MN baja
das desde los distintos puntos de la recta AB, son paralelas 
entre sí, y  engendran por consiguiente un plano [®34], 
cuya intersección con el MN es evidentemente la proyeci- 
don de la recta AB sobre este último, luego la proyección 
es una líneá recta.

Escolio. Se deduce de este teorema que para hallar la 
proyepcion de pna recta sobre un plano, basta proyectar 
dos puntos de aquella, y  unir sus proyecciones por una 
recta.

Él plano kBab que contiene las perpendicula
res. V^'adas sobre MN desde los puntos de AB, se llama 
^land proyectante de esta recta, y  el MN plano de^ro- 
yeccion.

Es, evidente que el plano proyectante de una recta, es
tará determinado por la recta y una de las perpendicula
res al plano de proyección.

Teorema XIV. (Fig. 164T

‘5IÍ5. Las proyecciones de dos rectas paralelas AB y 
CD sobvc un mismo plano MN, son paralelas. .

Lós planos proyectantes BA'^y DCt? son paralelos, por 
ser AB paralela á,CD y  ka paralela á Ce [*580,2.®]; luego 
las proyecciones ah. y cd, que son los intersecciones de di
chos planos paralelos con el de proyección, son paralelas.

Escomo. El reciproco no es cierto.

T eorema XV. (Fig. 165.^

5G 8 . El ángulo que forma una oblicua AB á u/n plano 
MN con su proyección sobre el mismo, es el menor de cuantos



pmde formar dicha ohlicm có% las rectas q^aepasan por s%
pié enelplano dado.  ̂ * r>, . i

Desde un punto cualquiera A de la recta AB bajo la 
peroendicular AC al plano MN, y estará determinada la 
proyección BC de AB sobre el plano MN; trazo en este 
plano otra recta cualquiera BD que pase por B, y tomo 
una longitud BDig-ualá BC; uno por último A con D. 
Los triángulos ABC y ABD tienen dos lad9s respectiva
mente iguales, pero el tercer lado AC del primero es me
nor que el tercer lado AD del segundo, por ser AC p ^ -  
pendicular al plano y AD oblicua, luego el ángulo ABC 
es menor que el ABI).

Escolto. En virtud de este teorema se llama angmo de 
una recia y %n plano, elangalo (¿ae forma la recia con su 
proyección sobre el plano.

I V .—Áiig:iilos «Uedi'os.

Á ngulo diedro es la inclinación mùtua de dos 
planos.que se cortan.

Estos planos se llaman caras del ángulo, y la intersec
ción de las caras se llama

Un ángulo diedro se designa generalmente por cuatro 
letras, una de cada cara y dos de da arista, debiendo leerse 
estas dos en medio. Asi el ángulo de la figura i65 se lée 

áng. ABCD ó áng. DCBA.
Cuando la arista no es común á dos ó luás ángulos, 

basta leer sus dos letrfis; asi diremos: ¿mg. BC.
. Dos ángulos diedros son iguales si colocando una cara 

del primero sobre otra cara del segundo, de modo que la.s 
aristas coincidan, las otras descaras se confunden en una 
sola. En el caso contrario, los diedros serán desiguales.

La maonitud de un ángulo diedro no depende, pues,, de 
la extenüon de sa<f ctras, sino de lamagor ó menor inclina  ̂
clon de. la um sobre la otra. •

•¿OS. Á ngulos diedros adyacentes son dos ánoulos 
que tienen una cara común y las otras dos caro.  ̂en el mis
mo plano.

Es claro que los ángulos adyacentes tienen la misma 
arista.

Los diedros ABCD y ABCE (Fig. 167} son adyacentes
Si un plano FC al caer sobre otro DE. forma con éste 

dos ángulos adyacentes iguales FBCD y FBCE, estos án-
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gulos se llaman rectos, y  el plano FC es perpendiewl'ir al 

E. Por el contrario, si los ánq^ulos adyacentes A33D y 
ABCE son desiguales, se llaman oblicuos, y el plano AC 
es oblicuo ai DE.

T eorema. I.

^ 6 9 . Do<¡ áwjulos diedros rectos son iguales, aunque 
no sean adyacentes.

Se demuestra este teorema como su análogo del nú
mero O.

Todo diedro ABCD menor que un recto se llama «yw- 
ĉ o, y todo diedro ABCE mayor que un recto, se llama 
obtuso.

T eorema II.

•iíO. La suma de dos diedros adyacentes es igual d d,os 
diedros rectos.

Escolio. Sí uno de los diedros adyacentes es agudo el 
otro será obtuso, y  recíprocamente.

C orolarios.

1. " Un diedro cualquiera vale menos que dos recios.
2. ° La suma de los ángulos diedros co7isecutivos forma

dos hacia un mismo lado de un plano, es igual d dos die
dros rectos.

3. " La suma de todos los diedros consecutivos que se 
pueden formar alrededor de una recta, es igual d cuatro 
diedros rectos.

4. '’ Si mío de los cuatro dnaulos formados por dos pla
nos que se cortan es recto, los dimis también son rectos; por 
consiguíenle si un plano es perpendicular á otro, el segton- 
do también será qierpendicular al primero.

El teorema y los corolarios se demuestran como sus 
análogos del número lO .

Dos ángulos se llaman complementarios cuando 
su suma vale un diedro recto, y  suplementarios cuando su 
swnavale dos rectos.

Dos ángulos diedros que tienen el mismo complemento, 
son iguales.

Se llaman ángulos diedros opuestos por la aris-



TA dos ángulos de los que ww se forma prolongando las ca
ras del otro.

139

T eorema III.

^ 7 3 . Dos ángulos diedros opuestos por la an’ista, son 
iguales.

Demuéstrese como su análogo del número 13.
Sy*:!. Anqulo rectilíneo correspondiente i  un diedro 

es el ángulo que forman dos perpendiculares levantadas à 
la arista por el mismo punto, una en cada cara.

EFG (Fig. 168; es el ángulo rectilíseo correspon
diente al diedro ABCD. También puede tomarse para án
gulo rectilíneo correspondiente á dicho diedro el ángulo 
ACD ó cualquiera otro que reúna las condiciones de la de
finición. pues todos son iguales por tener sus lados para
lelos y dirigidos en el mismo sentido.

T eorema IV. (Figs. 168y  169).

Si dos ángulos diedros BC y  be son iguales, sus 
ángulos rectiliiieos correspondientes EFC y efg también son 
iguales.

Coloco el diedro BC sobre el he de modo que la cara 
AB coincida con la ah, cayendo la arista BC sobre he y  el 
punto F sobre e l / ;  las caras BD y hd coincidirán, por tan
to las perpendiculares FG y f g   ̂ la arista común en el 
mismo punto F y plano BD deberán confundirse, así como 
también las FE y fe ,  perpendiculares á BC en el plano 
AB, luego los ángulos rectilíneos EFGy í/<7serán iguales.

T eorema recíproco. Si dos dnmdos fectilim.os corres
pondientes d dos diedros son iguales, los diedros también 
son iguales.

Las aristas BC y he de los ángulos diedros propuestos 
son respectivamente perpendiculares á los planos que de
terminan los ángulos rectilíneos EFGy fS30j; si ha
cemos coincidir estos ángulos, las aristas tendrán que con
fundirse [•^3»1, por consiguiente la cara AB coincidirá- 
con la ah, por tener comunes dos rectas que se cortan, y la 
cara BD coincidirá con hd por igual razón; luego los án
gulos diedros serán iguales.



Teohema V. (Fig. 171.)

9 7 0 . Si ángulo diedro es recto  ̂ su rectilí
neo correspondiente ABC tamlÁen lo es.

Prolongando la cara NPQ se forma un ángulo diedro 
MNPR adyacente al propuesto, y prolongándo la recta 
CB se forma un áng-ulo plano ABD adyacente al ABO. 
Los ángulos diedros adyacentes MNPQ y MMPR son igua
les, por ser uno de ellos recto, luego sus rectilíneos cor
respondientes ABO y ABD son también iguales, y como 
son adyacentes, cada uno valdrá un ángulo recto.

T eorema, r'ecíproco. /Vi ángulo rectilineo  ̂ ABOco?*- 
re‘>pondiente á un ditdA'o es recto, el diedro tam
bién lo es.

L os ángulos planos adyacentes ABO y  ABD son ig u a 
les, por ser uno de ellos recto, luego los diedros MNPQ y  
MNPR son también iguales, y  como son adyacentes, cada 
uno valdrá un diedro recto.

T eorema VI. (Fig. 172).

977-. La razón de dos ángulos diedros es i gual á la de 
sus ángulos rectilíneos correspondientes.

Supongamos que los ángulos rectilíneos ABE y FGM, 
correspondieutesa los diedros A30D y FGSL, sean con
mensurables, y que la medida co-nun se halle contenida 
cinco veces-en A b E y tres en FGM: tendremos 

ABE 5 
FGM “ 3 ^

Si por las rectas que dividen álos ángulos rectilíneos 
ABE, FGM en partes iguales y por las aristas BC. GH de 
los diedros hacemos pasar planos, el diedro ABCD que
dará dividido en cinco diedros y el FGHL en tres; todos 
estos diedros son iguales, porque sus rectilíneos corres
pondientes también lo son, luego

ABCD 5 ...
FGHL " 3  ^

De las igualdades [1] y [2] se deduce 
_ABC ^ _  .
FGHL FGM
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Si los ángulos rectilíneos ABE, ¥GM fuesen incon
mensurables; haríamos un razonamiento análogo al de los 
números 5 »  y 131.

Teobema VII.

« l 'S .  La medida de %% ángulo diedro es su ángulo 'pior
no correspondiente. ,

Sean A y M dos ángulos diedros, a y m sus ángulos 
planos correspondientes. Tenemos, porel teorema anterior, 

A _  «  _
M í»

Si M es la unidad elegida para medir los ángulos die
dros, la relación será el valor numérico del diedro A; si 
además convenimos en tomar el ángulo pjano m para uni
dad de ángulos planos, la relación —  será el valor numé
rico de a\ luego un ángulo diedro v su rectiUneo correspon
diente tienen el mismo valor numérico, siempre que conven- 
qamos en eleoi'r para unidad de ángulos planos el corres
pondiente á la unidad de ángulos diedros-, por lo tanto para 
medir un ánqulo plano correspondiente.

En este sentido debe entenderse el enunciado dcl teo-

Siendo la unidad de ángulos planos el ángulo recto^ la 
unidad de ángulos diedros será el diedro recto [«T 6 ]. Este 
se divide como aquel en 90 grados, cada grado en 60 mi
nutos y cada minuto en 60 segundos.

Si un ángulo plano vale 48' el diedro correspon- 
! valdrá también 25“

141

diente '48'.

T e o r em a  VIII. (Fig. 170.]

I®"?®. Si dos planos paralelos y  ?Q  son cortados 
por un tercer plano R3: 1.“ los ángulos diedros alternos son 
inuales-, 2.® los ángulos diedros correspondientes son igua
les; 3.® la suma de los ángulos diedros internos del mismo 
lado del plano secante es igualados rectos.

1 “ Trazo un plano perpendicular á la intersección GH 
por el punto E; dicho plano será también perpendicular 4



la otra intersección IL, puesto que GH é IL deben ser pa
ralelas .

Sean AB, CD y EF las intersecciones del plano per
pendicular á GH con los tres planos propuestos. La recta 
GH es perpendicular áAE y KF la IL es perpen
dicular á EF y FD; luego los ángulos AEF y EFD. son los 
rectilíneos correspondientes á los diedros MGHI y GILQ; 
pero dichos ángulos rectilíneos son iguales, coibo alteraos 
internos eutre las paralelas A 6 y CU cortadas por la se
cante EF, por consiguiente los diedros alternos MGHl y 
GÍLQ también son iguales.

Las otras dos partes' del teorema se demuestran del 
mismo modo, ó bien imitándolos razonamientos de los nú
meros 3*5 y 3ii.

V .—P lano« |ici*pendicnlat*cs.

T eorema I. fFiff. HÌ.J

iSi una recta AB es perpendicular á un plano QR, 
todo plano MK que pase por ella será perpendicular al pri
mero QR.

Trazando en el plano QR la perpendicular BD á la aris
ta NP, el ángulo ABD será el rectilíneo correspondiente 
al diedro MÁPR; pero siendo AB perpendicular al plano 
QR, el ángulo ABO es recto, luego el diedro MNPR tam
bién será recto por consiguiente el plano
MN es perpendicular al QR.

T eorema II. (Mg. 171.̂

Si dos planos MN, QR son perpendiculares entre 
si, y  en uno de ellos MiN' se Craza una perpendicalar AB a la 
intersección la recta AB será perpendicular al pla
no QR. • ^

Trazando en el plano QR la recta BD perpendicular á 
NP, el ángulo ABO será ei rectilíneo correspondiente al 
diedro MlTPR; pero ésto es recto por hipótesis, inego el 
ángulo plano ABD es recto, es decir, la recta AB es per
pendicular á la BD, y como se supone que lo es también á 
PN, dicha recta AB será perpendicularai plano QR.

Teorema recíproco. Si dos planos ALV, i^Xson perpen- 
M cdlms entre si, toda perpendicular á m o de ellos Q R
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trazada-por impunto 'Q de la intersección NP està situada 
en el otro piano MN.

Por el punto B levanto en el plano MN una perpendi
cular AB á la intersección NP. Según el teorema directo, 
A b es perpendicular al plano Qíi, por consiguiente cual
quiera otra perpendicular al mismo plano en el punto B 
coincidirá con AB y estará por tanto situada en el
plano MN.

T eorema . III. (Fig. 173.]

Si dos planos RS son perpendiculares á un 
tercero MN, su intersección AB también lo es.

Si en el punto A común álos tres planos se levanta una 
perpendicular al MN, esta perpendicular estará situada en 
el plano PQ y en el RS recip .], luego- coincidirá
con la intersección AB.

T eorem a  IV.

Por una recta oblicua ó paralela d un plano, no 
puede pasar mas que un plano perpendicular al primero.

Pues si pasasen dos planos perpendiculares, la inter
sección de éstos, ó sea la recta dada, seria perpendicular 
al primer plano, lo que es contrario á la hipótesis.

T eorema V. (Fig. 174.^

^S-1. Si desde un punto O interior á un ángulo diedro 
MNPQ í« bajan dos perpendiculares OA, ÜB á sus caras, 
el ángulo de estas perpendiculares es supletnento del diedro.

Supongamos que los pies de las perpendiculares caigan 
en las mismas caras del diedro, y no en sus prolong'acio- 
nes. El plano que determinan las rectas ÜA y OB corta á 
la arista NP en un punto C, y á las caras según las rectas 
AC y BC; además dicho plano es perpendicular al MP y al 
PQ, puesto que pasa por las rectas OA y OB [»»O ], ó lo 
que es igual, los planos MP y PQ son perpendiculares al 
AUBü, luego la intersección NP de los primeros es per
pendicular al plano AOBC y por consiguiente á
las rectas AG y BC que pasan por el pié C de dicha per
pendicular; vemos, pues, que el ángulo ACB es el rectili*  ̂
peo correspondiente al diedro MNPQ.

L
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Ahora, en el cuadrilátero O ACB los ángulos A y B son 

rectos, luego la suma de los otros dos O y ACB vale dos 
ángulos rectos, esto es, los ángulos O y ACB son suple
mentarios, q̂ ue es lo que debíamos demostrar.

Si los pies de las perpeQdiciilai*es OA y OB cayesen ^  
las prolongaciones de las caras, elegiríamos un punto O 
interior al diedro, tal quedas perpendiculares bajadas des
de él cayesen en las mismas caras; el ángulo O' de estas 
perpendiculares seria igual al O, por tener sus lados para
lelos á los de éste, y en la misma direeciou, y como O se
ría suplemento del diedro, su igual O estaría en el mis
mo caso.

V I .— Á n g 'iilo s  p o lie d ro s .

^ 8 5 . Á ngulo poliedro  es la figura .fornada.por tres 
ó más pUnos que tienen m  pmto comm y terminan en sus
intersecciones. . .. ,, . 3 i ¿

El punto común V (Fig. l^S) se llama vértice del án
guio poliedro; los ángulos planos AVB, CVD etc,., que 
constituyen el ángulo poliedro,, se llaman caras, y  las co
munes intersecciones VA, VB etc. de éstas se llaman
aristas. .  ̂ ^Ün ángulo poliedro se designa por la letra de ̂  su vérti
ce, ó por esta seguida de una de cada arist^ asi diremos 
ángulo poliedro V ó ángulo poliedro VABÜD.

Un áno-ulo poliedro es convexo cuando cortando todas 
sus caras por un plano la intersección es un polígono con-

ÁnQulo tiedro es el ángulo poliedro que consta de 
tres caras.

T eorema. I. (Fig. 176).

3 8 6 . Vna cara cualquiera de un tiedro es: l.° menor 
Que la suma de las otras d,o'̂ ', 2.” mayor qice su diferencia. 

'  ̂ Sea el tiedro VABC. Supongo que AVC sea la cara
. _ __ _ n _ __ i  ATTt 'il-milCll ¿ Iq AQVQ

1.*̂  Dea ei neuiu  » ....w . . . .  ^  ..ww ..—
mavor y construyo en ella un ángulo AVD igual á la cara 
AVB, tomo dos distancias iguales yU y VB, por el punto 
D trazo una recta que corte álas aristas VA y YO, y uno 
3  con los puntos A y C. .

toB triángulos AVD y AVB son iguales, por tener dog

j
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L

ángulo compresdido, luego AD=i 
Atí. Ln el triangulo ABC tenemos

AD +  D C < A B  +  BC;
suprimiendo AD en el primer miembro y su igual AB en

esto, los  ̂triángulos 
u v e  v BVC tienen dos lados iguales respectivamente 
pero el lado DC es menor que BC, luego [98] '

em¿f. DVC<íjí/^. BVC;
esta desigualdad el ángulo AVD y al segundo el AVB, resulta por último

A V C <B V C -f-A V B .
Siendo cierta esta primera parte para la cara mayor lo 

es con mas razón para las otras. ’
2." De la desigualdad AV.C <  BVC +  AVB se deduce 

AVC — B V C < A V B  ó A V B > A V C  — BVC.

T eorem a  II. fFi^. 177y.

L% suma de todos los dngmlosplanos de un mauló 
pohedro conoem e<¡ menor que cmtro retios ^

Cortemos todas las caras del ángulo poíiedro V por un 
plano; la intersección sera un poligono convexo ABCDE- 
tomemos un punto O en el interior de e.ste polígono v uná 
mosle con los vértices A B, C etc. En virtud de esto^cóñs- 
truccion tenemos alrededor del punto O tantos triángulos
como alrededor del punto V, por tanto la suma de todos
los ángulos de los triángulos O AB, OBC etc., que tienen el
n á n g X v A B  ’ VB á n % lo sr ic s

p1 ? . S l  A L  uo f  vértice común es V. En
sL^ V^fB V A F ^ ^ ^  tiedro cuyas caras
Qumn V A R ^  vaV ^ ^  ’ ^ teorema anterior, la
?i\i? T m»yov que la cara BAE ó B A á 4 -

hnn  a Í  níayorque lacara ABO-4-
r^n'v^F decirse de los tiedros formados én
aL 1 ^ de los ángulos en la base
de los triángulos que tienen su vértice en V es mavor que 
la suma de los ángulos en la base de los triángulos que 
tienen su vértice en O; luego, por compensacioS, los in- 
galos en el vértice V valen raénos qne tes ángulos en O ^  
CPÍS9 suma de éstos es igmal 4 feítpX ]h suma de
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los ánííulos en V, ó sea de los ángulos planos del ángulo 
noliedro, es menor que cuatro rectos.

D'i’i ángulos tiedTos son suplementarií^  fiando 
lo9  ángulo'í phn *s di um son suplmentos de los án
gulos'diedros del otro.

Teorema III. (Fig. 178.]

Si desde un punto tomado en el interior de un annulo 
tiedro se hninn perpenilcul irei á sus tres c:ir is,j/ por cMa 
dos perpenaiculares se hace pasar un plano, se formara un 
seaundo tiedro. suplementario del propuesto. ^

■̂ Sea V el tiedro propuesto y V 'A , V B , V C las 
diculares bajadas á sus caras BVC, AVC y AVB desde el

*̂̂ Ŝiend*o V 'A 'y  V'B'perpendiculares á las caras BVC, 
AVC del diedro VC, el ángulo plano A'V'B' es suplemen
to del diedro VC [ « « 4 ] ;  por igual razón el ángul^^^  ̂
B'V'C' es suplemento del diedro VA, y A V C del VB.

El plano A'V'B' es perpendicular al AVC y al B)¡V, 
pues pasa por las rectas V'B  ̂y V'A', luego la arista VC es 
peruendicular al plano A'V'B' Del mismo modo se
demuestra que las aristas VA y VB son perpendiculares á 
losplanosB 'V C 'y C'V'A'. Por consiguiente los ángulos 
planos AVC, AVfe y BVC son suplementos respectivos de
los diedros V'B', V'C' y V'A'.

Queda, pues, demostrado que los tiedros V y  V son su
plementarios.

Teorema IX.

La suma de los ángulos diedros de un tiedro es 
magor que dos rectos y  menor que seis.

'Sean A, B, C los ángulos diedros del tiedro propuesto. 
Supongamos formado el tiedro’ suplementario, y sean 
a' á', d sus ángulos planos, suplementos respectivos de
A, B, C.

Tenemos A =  2 R - « ' ,  B =  2 I I - ¿ ' , C  =  2R — c';
sumando ordenadamente estas igualdades será 

A - f  B +  C ^ 6R — [al +  ¿' +  c'); 
pero la suma a' -\-b' c' de los ángulos 
dro es menor <iue 4R lue^o A -f*"  4” ̂  ̂  * " *

J
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Es evidente que la suma A-|-B-}-C es menor que seis 
rectos, puesto que cada uno de los tres ángulos es menor 
que dos rectos.

EscoLm. Un ángulo tiedro puede tener uno, dos y has
ta tres ángulos diedros rectos, llamándose en cada caso res
pectivamente rectáiigiilo, birectán;¡ulo ó trirectángulo.

®l>0. Angulos tiedrüs  sim é tr ’ cos son dos tiedros de 
los que uno se formiprolongaudo ici'i aristas del otro.

T eorema . V. (Fig. 179).

Do^ ángulos tiedros simétricos VABC, VDEF tienen 
sus ángulos planos y  diedros respectivamente iguates, pero 
en general no pueden coincidir.

Lo.s ángulos planos AVB, BVC, AVO son igmales res-
Sectivamente á sus opuestos por el vértice l5VE, EVF, 

•VF;ylos ángulos diedros VB, VC son iguales á
sus opuestos por la arista VD, VÉ, VF.

Supongamos, ahora, que los tres ángulos diedros del 
tiedro VABC sean desiguales, y demostremos que en este 
caso general los tiedros simétricos no pueden coincidir.

Si hacemos girar el tiedro VFED alrededor del punto 
V, de modo que la cara FVD resbale sobre el mismo plano 
en que se encuentra hasta que VD coincida con VA y VF 
con VC, la arista VE permanecerá detrás del plano FVD 
mientras que VB está delante del mismo plano, luego los 
tiedros no coincidirán.

Si el tiedro VFED gira de modo que la cara FVD se 
separe del plano en que se encuentra hasta que VF coin
cida con VA y VD con VC, la cara FVE no coincidirá con 
la AVB, porque .riendo los ángulos diedros VC y VA de
siguales y VC=VF, los diedros VF y VA son también de
siguales.

Como no podemos intentar la superposición de los tie
dros por otro medio, queda demostrado que no coinciden.

Caso particultr. Si dos ángulos diedros VA, VC de 
uno de los tiedros simétricos son iguales, los tiedros son 
superpnibles. En efecto; de las igualdades VA =  VC, 
VC=VF, se deduce V A =V F, por consiguiente haciendo 
coincidiría cara FVD con su igual iVVC de modo que las 
aristas VB y VE caigan hácia el mismo lado del plano 
AVC, el plano FVE caerá sobre el AVB; igualmente de 
VAssíVC, V4 «^Vl>Be deduce vc^s^VD, jue^q el plano
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VVX) raerá sobre el BVC; por consiguiente la arista VE» 
f o Z f l i o . F V e ’/  E VD, com atoa  con la VB,
común á los planos AVB y BVO.

Teorema VI.

<íi un ánoulo tiedro tiene dos ángulos diedps 

VFED simétrico áel
s r “orér;̂ rBa"túerô  p-« fve=

' r d o n ' ^ « " i o s  ángulos diedros VA y VC del 
tiedro (Fío. 180) sean ¿esigmales, y que VO ^
H i r i ^ x - K i s r s » «  ? »

E í  T . ! s * v f f i
sera DVC=AVD. En el tiedro VDBC tenemos

d v c  +  d v b > b v c ,
lueffo A V D -h D V B > B V C  ó bien AVB >  BVC.

* Teorema RECÍPROCO. ¿'¿ án-yw/o tiedro

ángnlo diedro [-2 0 ].
T eorem a  VII. [Fig. 181).

é i¡m lm ,u e  M .pu.sm

^^C oteV e'ÍH reto V- sotoe el V de modo que |a cara
A'V'C' coincida con AVC. y que las aristas V ^  » 8 0 « ,  
gau hácja el mmmolado del g S “ L ^ o f á Í g u i r  A to e s

loga raaon; fuego la arista V B ', com unales planos A V B
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V B'V'C', deberá estar á la vez en los;^anos AVB y BVC,
para lo cual tiene que coincidir con VB; por consiguiente
ios tiedros son iguales.

T eorem a  VIII. 181.)

Doíí á%(7 idos tied7'os Y y Y' son iü'uales cuando 

el V de - d o  la cara
A'V'C'coincidacunla AVG y que las aristas J  B y ' í  °
caigan liácia el mismo lado del plano A-VC, la cata A V B 
caeíá sobre la AVB, por ser iguales los diedros }  A y \ A, 
V la arista V'B'coincidirá con la V B, por ser _ ipiales los
LguTos planos A'V'B' y AVB; luego los tieSros serán 
iguales.

T e o r em a  IX. (Fiy. 182).
SO#. Dos (influios tiedfos Y y Y' son iguales cuando 

tienen sus tres cams resvectiw^^ 
disnuestas AVB= A V B , AV C—A V C , B VC B V C .

'Sobre las aristas de los tiedros tomo las longitudes 
ip-nalesVA VR. VC, V'A', V'B', V'C', V formo lostrian- 
müos VBC y A'B'C'. Los triángulos Y.iB, VAC, VBC son 
^ualefresp^ectivamente á V 'Í'B ', V 'A'C, V'B'C', porte- 
ner dos lados iguales é igual el ángulo comprendido, luego 
AB—A'B'. AC=-A'C', BC=B'C', por tanto los triángulos 
\BC Y A'B'C' son iguales.

Desde el vértice V bajo la perpendicular VDal  piano 
ABC- el pié D de esta perpendicular debe equidistar de los 
puntos A, B y C, pues VA, VB y VC son oblicuas iguales, 
luego D es el centro del circulo circunscrito al̂  triángulo 
\BÍi. Haciendo la misma construcción en el tiedro y se 
verá que D' es el centro del circulo circunscrito al trián
gulo A'B'C'. Además los triángulos AVD, .A ^ D sim 
Iguales, porque son rectángulos en D y D' y tienen VA— 
V' V por construcción y AD=A'D' por ser radios de cir
cuios iguales, luego VD=V'D'.

Coloco ahora el triángulo A’B'C' sobre el ABC: el punto 
D' caerá sobre D v la per])endiciilar D'V' seguirá la direc- 
cion-DV. y como V'*D'=VD, el punto V' coincidirá con V, 
por consiguiente los tiedros serán iguales. -
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T eorem a  X.

•^05. angivloft tiedros son iguales cmndo tienen 
sus tres ánqulos diedros respectivamente iguales é igual
mente dispuestos.

Sean V y V 'los tiedros propuestos, T y T' sus tiedros 
suplementarios.

Siendo iguales los ángulos diedros de los tiedros pro
puestos, también serán iguales los ángulos planos de los 
tiedros suplementarios; luego los tiedros T y T' son igua
les y tienen por tanto iguales sus ángulos diedros.
Siendo iguales los ángulos diedros de T y T', también se
rán igiuues los ángulos planos de los tiedros suplementa
rios V y V', luego estos tiedros son iguales [«0 4 ].

«¿>8. Escolio. En todos los casos de igualdad de tie
dros hemos supuesto que los elementos respectivamente 
iguales estaban igualmente dispuestos. Siesta condición 
no se verifica, los tiedros propuestos sólo son simétricos.

LIX U S  i  C o j J C U  tr i V ( X Ü I C i J  h c  T > -  X  9 * n- ' -----  T W  j

en disposición contraria. Formemos el tiedro VDEF simé
trico del VABC: es fácil ver que los tiedros VDEF y 
V'A'B’C' tienen una cara igual DVF=A'V ’C' ad̂ ’acenteá 
ítns sVn.o'nlns diprlrn?5 resnectivamentf* iyiiales VF=V'C'.dos ángulos diedros respectivamente iguales VF=V'C', 
VD=V'A '; además estos elementos ú ', _________ _____  _________ iguales están igual
mente dispuestos, lo que se vé fácilmente imaginando que el 
tiedro VDÈF adopte una posición análoga áladel V'A'B'C'; 
luego los tiedros VDEF y V'xVB'C' s u iguales, y como el 
primero es simétrico del VABO, el segundo V'A'B'C' 
también es simétrico del VABC.

Igual razonamiento podría hacerse en los demás casos.

P r o b l e m a s .

« 9 ? '.  1.̂  Por unpuntó dada trazar una perpendicular 
á un plano.

Si el punto dado A ÍFiq. 184) está fuera del plano, se 
bajan á éste tres oblicuas iguales AB, AC, AD, se halla el 
centro O de la circunferencia que pasa por los piés B, C, D 
de las oblicuas, y uniendo Ü coa el puato dado A s© tieae 
la perpendicular AO. ‘ •

À
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E-aeV.to:lo^T>i3?B. 0. D l3 lai o V h 'm

parten del punto equidistan del pié de la perpendicular 
baiada al nlano MX desde .V, y como O es el único punto 
dd plano MV equidistante de B, O y D [ l l j ,  es claro que
O será el pié de la perpendicular.

Si el punto dalo \  estuviese en el plano MN, bajana- 
os una per len Vicular á este plano desde un punto ^'f ‘1“’

quiera exterior, y trazaríamos por A una paralela a dicha

itJi pm lo dado A. trazar m a paralela a

T r t e e  en el pimío una recta cualquiera, Y el pun
to dado A diríiase una paralela á dicha recta J

3.” 'Por VM panto dato trazar an plano paralelo
á otro dado. ,  ̂ , , iTrá«ense por el punto dado dos rectas paralelas al pla
no dado: el plano que determinan las dos rectas será para-

llilUr^la mmor distancia entre dos rectas qne
no están sitaadas en el mismo plano.

Sean las rectas AB y CD r /V  18n). J
de la CD trazo una paralela FCt á la otra recta AB. las» rec
tas CD y FG determinan un plano PQ paralelo a la Aü 
[‘3531; por esta recta trazo otro plano 
al la intersección Rid es paralela á AB [^•*■1’
también lo será á FG y cortará, por tanto, a CD en \m
punto H; por este punto levanto en el planp EB una per
pendicular HI á RH. La HI es: l.° perpendicular á las dos
rectas dadas, 2.Ma menor distancia entre ellas.

En efecto: 1-" Siendo HI perpendicular a RH, lo es 
también á AB; además HI es perpendicular al plano i W 
f‘3»SJ, lueg-o es perpendicular á CD.

2.® Trazo otra recta KL que una un punto de AB con
otro de CD. La recta KL es oblicua al plano PQ, porque
en g*eneral está fuera del plano RB L
métrico de las perpendiculares al plano PQ babadas oesde 
la recta AB í«3 4 ]; luego puede bajarse desde K. 
pendicular KM al plano P ¿, y será KM <  KL, pero KM— 
HI, luego H K K L .

1 Si KLostuvieseen-elplano nB pasaría por H y eería olílioua á V»AB,
y por tautií mayor ílue Hh quees perpeoiiioul^.



C A P Í T U L O  S E G U N D O .

S U P E an C lE S  CURVAS.

1*—Mociones preliminares.

301. Si una linea cualquiera se mueve en el espacio, 
dejando eu él la huella de sus posiejones sucesivas, en- 
g;endra una superficie, puesto que eí lugar de dichas posi
ciones dividirá al espacio en dos partes de las que será 
limite común.

La línea móvil se llama generatriz de la superficie.
3 0 ^ . Toda superficie que puede ser engendrada por 

el movimiento de una rectó, se llama superficie reglada.
Las superficies regladas pueden ser desarroilables y  

alabeadas.
En las primeras» dos posiciones consecutivas de la ge

neratriz se hallan en un mismo plano, y  en las segundas 
en planos diferentes.

Las superficies desarrollables se llaman asi porque 
pueden extenderse por completo en un mismo plano sin 
pliegue ni rotura, propiedad de que no gozan las ala
beadas.

3 0 3 . Toda superficie engendrada por una línea cual
quiera que gira alrededor de una recta fija, se llama super
ficie de revolución. La recta fija recibe el nombre de eje.

301 . Los planos perpendiculares al eje de revolución 
cortan á la superficie según circunferencias y que tienen su 
centro en el eje y  se llaman p a r a l e l o s .

En efecto: al girarla generatriz AQB (Fig. 186) alrede
dor del eje AB, todos los puntos de ella conservan la mis
ma posición con respecto al eje. Bajemos una perpendicu
lar QD á AB de.sde un punto cualquiera Q de la genera
triz: la línea engendrada por Q tendrá todos sus puntos en 
los extremos de rectas DQ, DQ' etc. perpendicularís al 
eje en el punto D ¿iguales á DQ, luego será una circun
ferencia cuyo centro estará en D y cuyo plano será per
pendicular al eje en el mismo punto. í)e aquí se deduce 
que el plano perpendicular al eje por el punto D, coinci
dirá con el QPQ' y cortará á la superficie de revolución 
según una circunferencia.

153
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3® 5. X&9 plams' qm pamn por el eje cortan á la snper- 

f.cie de revolución seg'im lineas iguales, que se llaman m e 
r id ia n o s .

Sean AQB, AQ'B ÍFin. 18S; dos meridianos. Trazo por 
varios puntos C, D, E etc. planos perpendiculares al eje 
AB. Las intersecciones CP y CP', DQ y DQ', ER y ER' de 
estos planos con los dos meridianos, forman ángulos recti
líneos PGP'. Qiy¿', RE R' iguales entre si, porque tocios 
corresponden á un mismo diedro QABQ'; además CP—CP', 
I)Q=DQ', ER~ÉR', luego si hacemos girar el plano AQ'B 
hasta que coincida con el AQB, todos los puntos P', Q', R' 
etc. del meridiano AQ'B coincidirán con puntos corres
pondientes r , Q, R etc. del meridiano AQB; por tanto los 
meridianos son iguales.

II.— S u p e rf ic ie  eóniica.

30G . Superficie cónica es la engendrada por una rec
ta indefinida que gira alrededor de un panto fijo apoyándose 
en und curva cualquiera.

Esta curva recibe elnombre de El punto fijo
se llama vértice ó centro de lo superficie, y la divide en 
dos/¿o/.7a9 que se estieuden indefinidamente á una y otra 
parte del centro.

Si la directriz tiene centro i , la recta que une este punto 
con el centro de la superficie se llama eje de la misma.

Se llama super icie cónica circular aquella cuya direc
triz es una circunferencia. , 7 7

3 0 Í .  Se llama cono el espacio kmUado por una de las 
hojas de una superficie cònica y  u/n plano que corte á todas
las generatrices. ' tx , ,

VABCDE (Fig. 187) es un cono. El vértice V de la su
perficie cónica se llama vértice del cono, y la jiarte x\BCDE 
de plano limitada porla superficie es la U<ie del cono. Al
tura una perpendicular bajada desde el '\^rtice al plano 
de la base. son las partes VA, v B, VC etc. de las
generatrices limitadas por el vértice y la base. Ejet^  la 
recta VO que une el vértice con el centro de la base.

Un cono es 187) cuando el eje VO es per
pendicular á la base, f i  oblicuo -(Figrl^^) cuando el eje V O 
es oblicuo á la base. *

*1 teniro de liaa curva cualquiera ,68 el punto que divide en despartes 
iguales á todas'las rectas que pasau por él y  termiuan en la curva.
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Se llama cono circolar aquel cuya base es un circulo.
C o n o  T R O C A D O  ó t r o n c o  d e  co í̂o es Id p‘Zí'̂  de cono 

compTcndidi enPre la buse y nn pldno yue corte d todus las
generatrices. . ,  ,  . ,  ,
' La parte de cono comprendida entre la sección y el ver
tice se llama cono defici 'nte.

La base del cono’ y la sección causada por el plano se 
llaman bases del tronco; si éstas son paralelas, se llama 
altura del tronco à la distancia entre las bases.

a o » .  El cono circular recto puede considerarse enaen- 
dyvado por un iriángulo rectángulo que gira alrededor de 
'lH/Íh Cateto

Pues si elegimos el cateto VO ÍFin. 187̂ * del triángiüo 
VGA para eje de revolucii-n, el otro cateto AO engendra 
un circulo perpendicular á VO cuyo centro es O, y ¿a hi
potenusa VA, que se apoya en la circunferencia A dUJL 
y  pasa constantemente por el- punto fijo V, engendra una 
hoja de superficie cónica.

T e o r e m a  I. (Eig. 188.)

En toda sunerficie cónica circular, la intersección 
de la super(icie con un plano paracelo al de la directriz 
ABO, es una circunferencia cuyo centro esta en el eje.

Siendo paralelos los planos ABO, A'B'C’, sus intersec
ciones con los planos AVO, BVO, OVO son paralelas; 
luego ^

W  ’ O'B' “  VO'" ’ O'C' VO' ’
OA OB 0 0  
O'A'
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OA
O'A'

de donde O'B’ O'C' ’
pero OA=OB=OC, por ser radios de la directriz, luego
& 'A '-ü 'B '= 0 'C '. ,

Vemos, pues, que la linea A B C  tiene sus puntos 
equidistantes de O'; además se hallan todos en el plano 
secante, por consiguiente A'B'C' es una circunferencia.

T eorema II. (daiĝ  188.J

Todo plano que pasa por el vértice V  de una su
perficie cónica circular g por dos puntos A y B ¿¿6 ladircc-  ̂
trU, corta 4 la superficie en dos gemtatrices.



El plano que pasa por los puntos V, A y B contiene 
las generatrices VA y VB, porque cada una tiene dospun- 
tos en el plano, y como dichas generatrices pertenecen 
también á la superficie cónica, es evidente que son las in
tersecciones de ésta con el plano. .

: ) l l .  U n  p la n o  e s  ta.ngente a  u n a  s u p e r f ic i e  c o m e a  c i r  
c n U r  c a i n l o  s ó lo  t i e m  co  n  i i c o n  e l la  111  g e n e r a t r iz .

Teorema III. ( F i g .  188.)

F n  u n a  s u p e r f ic i e  c ó n ic a  c i r c u la r ,  tod o p la n o  g v ^ f i a s a  
p o r  u n a  t in g e n t e  U T  d i a  d ir e c t r i z  >/ p o r  la  g e n e r a t r i z  V B 
d e l  p u n to  de c o n ta c to , e s  ta n g en te  a  U  s u p e r f ic i e .

La tangente TT  ̂ està en el plano de la directiz por 
consi'nùente es la intersección de este ph)no eon ei v i n . 
Si el plano VBT tuviese con la superficie còrnea algún 
punto común distinto de los de la generatriz V B,. 
dria T)or com fieto á la generatriz que pasase por uicao pun
to coìnan. y cortaria por tanto á la directriz en otro punto 
además del B, lo que es imposible; luego el plano v B 1 es 
tanirente á la superficie.

Teorema recW oco. T od o  p la n o  ta n g en te  a  ú n a  s u p e r 
f i c i e  c ó n ic a  c i r c u la r ,  c o r ta  a l  p la n o  de la  d i r e c t r i z  s e g ú n  
u n a  ta n g en te  d e s ta  c u r v a .

Si la intersección del plano tangente con el de la diiec- 
triz cortase á esta curva en dos puntos A y B, el 
de estos planos contendría las dos generatrices. VA y VB
rSiOL lo que es contrario á la hipótesis. „7^-^

Corolario. P o r  u n p u n io  d ado e n  u n a  s u p e r fic ie  c ó n ic a  
c i r c u í  i r  n o  p u e d e  p a s a r  m a s  q u e  u n  p la n o  ta n g e n te  a  la  s u 
p e r f ic i e .

T eorem a  IV. 189).

3 1 « . T o d a  s u o e r f i c i e  c ó n ic a  e s  d e s a r r o l la b le . ,
Sean V̂ r. V¿, Ve etc. varias posiciones sucesivas de la 

generatriz de la superficie cónica V. Cada dos generatri
ces consecutivas V« y Vi, V i y Ve. Ve y ^ d  etc. forman 
una cara plana a N l ,  l i^ c , cV/'^etc. infinitamente pequeña, 
V la superficie se puede considerar como un ángulo pclie- 
‘dro compuesto de infinito número de éstas caras. Ahora, 
la cara (íVi puede girar alrededor de la arista \ i  has^ 
colocarse eft el plano de la cara inmediata iVe; el conjunto
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de estas dos caras, puede girar después alrededor de Ve 
hasta colocarse en el plano d í la tercera cara cWd. Conti
nuando de este modo se concibe que todas las caras llega
rán á colocarse en el plano de la ultima, esto es, de la an
terior á «V-í, y que por tanto la superficie cónica V se ha
brá desarrollado.

T eorem a  V. (Fig. 190.j

3 1 3 . E l desarrollo de la superficie curva de %n cono 
circuUr recio VA3 es na sector de circulo VB S', cmio radio 
VB es el lado del cono y cuya base B3' es igual en longitud 
diz circnaferencla O de la bas',delcono.

Todos los lados del cono V.A.B s ui iguales ála hipote
nusa del triángulo generador, luego son iguales entre si. 
Si hacemos rodar eí cono en un plano que pase por el lado 
VB, sin que el vértice mude de posici<>n, hasta que el rriis- 
mo lado coincida nuevamente con el plano en la posición 
VB', la superficie cónica habrá quedado desarrollada, y to
dos los puntos de la circunferencia O se habrán colocado 
sucesivamente sobre el plano á la misma distancia del 
vértice V: luego BB’ es un arco de círculo igual en longi
tud á la circunferencia O, y VB3' un sector circubir.

E sco lio . Cortando el cono VAB por un plano CMD pa
ralelo á la base, el cono deficiente VCD será también cir
cular recto, y el desamdlo de su superficie es evidente
m e n te  el sector VDD'; luego el trapecio circular BB'DD' 
será el desarrollo de la superficie lateral del tronco de co
no de bases paralelas ABCD.

111. — Superficie eilíiuirica.

314 . S u per fic ie  c ilìn d r ic a  es h  engendrada por una 
recta indefinida que se mueve paralelamente á sí misma apo
yándose en una curva cualquiera.

Pista curva recite el nombre de directriz.
Si la directriz tiene centro, la paralela á las generatri

ces tirada por este punto se llama eje de la superficie.
Superficie cilindrica circular es aquella cuya directriz 

es im circulo.
315. Se llama cilin d ro  el espacio limitado por una su-

perdeú cilindrica y dos plamsparalelos que corten á todas 
las generatrices. • •.

:si..



ABGD CFiq. 191)’ es -un cilindro. Bas partes AEBG, 
CFDH de los planos secantes limitadas por la superiicie 
cilindrica, son las bases del cilindro. 
entre las bases. Lados son las partes AC, Eb » 
las generatrices limitadas por las bases. es la recta 
0 0 ' que une los centros de las bases. i • a h ' «<=

Un cilindro es recio (Eig. \̂ \) cuando el eje 0 0  es 
perpendicular á las bases, y oUicm (Lig. 192j cuando el 
eie 0 0 ’ es oblicuo alas bases.

Se llama cilindro circular aquel cuyas bases soneir-

^^3I S. El cilindro circular recto puede considerarse en
gendrado por un rectángulo gue gira alrededor de uno de

{Eig. 19i;, lado del rectángulo AOO'C, es el eje 
dereYülucin,"los lados opuestos OX, O'C engendrarán 
las bases del cilindro, que serán dos circuios 
lares al eje, y el lado AC engendrara la superíicie cilin
drica.

T eorema . I. [Eig. 192j.

3 IÍ '. En toda superbie cilindrica circular, la inter
sección de la superficie con un plam  A B o  f  ̂
la directriz ABC, es una circunferencia igual a ABC y cu-

siendo paraléleselos planos intersec
ciones con los planos \üO'A'. BC ) B , COO C son para
lelas; además el eje 0 0 ' es paralelo a las.generatnces, por 
tanto [lOOj

0"A^ =  O A, OB, O'̂ C'̂  =  OC,
TC O TnolosradiosO A ,O B , 0 0  son iguales entre si, las 
rectas 0 "xV', O"B", 0"C" también son iguales; luego la 
curva Â 'B̂ 'C" es una circunferencia cuyo centro es O'"'; 
además siendo el radio O'^A" igual al OA, las circunferen
cias O" y O son iguales.

T eorem a  II. (Eig, 192j.

3 1 »  Todo plano paralelo al eje de una superficie á lin -  
drica circular y que pasa por dos puntos K y "Q de la d im -

15?
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La generatriz AA' es paralela al eje 0 0 ' y  tiene im 

punto A en el plano, luego está, enteramente contenida en 
el [íí51, cor.]} lo mismo puede decirse de la generatriz 
BB ; luego estas generatrices son las intersecciones del 
plano con la superficie cilindrica.

S i?l, IJih phíio es TANGENTE à uiid sibjiCTñcie cilin-dricú, 
circiilar cu-̂ /ido sólo tiene comnncon ella m%generatriz.

Teorema III. (Fig. 192).

Fn snperfide cilindrica circular, iodio 'plano que 
p'f.sapor una, tangente TT' á la directriz y por l:i genera
triz ÓB’ del punto de contado, es tangente a la superficie.

Teorema recíproco. Todo plano t ingente á una súper- 
fteie cilindrica circular, corta al plano de la directriz según 
'una. tangente á esta curra.

La demostración es igual á la del número ¿MI.
Corolario. Por un punto dado en una superficie cilin

drica 'circular no puede^pasar mas que un plano tangente á 
la superficie.

Teorema IV. (Fig. 193).

S'SO. Toda superficie cilindrica es desarrollaple.
Sean aa', hV, cc' etc. varias posiciones sucesivas de la 

generatriz; cada dos generatrices con.secutivas aa' y hb', 
hb' y cc', cc' y dd' etc. están en un mismo plano, puesto 
que" son paralelas, y forman fajas infinitamente estrechas 
que componen la superficie cilindrica. Ahora, la faja aa'bb' 
puede girar alrededor de la arista bb' hasta colocarse en el 
plano de la faja inmediata bl'cc'',d\ sistema de estas dos 
fajas puede girar después alrededor de cc' hasta colocarse 
en el plano de la tercera etc.; lue^ o todas las fajas llega
rán á colocarse en el plano de la última, y la superficie ci
lindrica habrá quedado desarrollada.

Teorema V. (Fig. 194).

3^ 1 . El desarrollo de la superficie curva dA un cilindro
circular recto ABÓD es un rectángulo BDD'B', cuya altura 
es el lado BD delcílind'ro y cuqa oase DD' es igual en loí{- 

la  Q m m / m m iti Q  de Id M se del q U im r< i.

. 1
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Hadamos rodar el cilindro, sin que resbale, en un pla
no que pase por el lado BD, hasta que el nnsmo lado coin
cida nuevamente con el plano en la posición B D . ĥ n vir 
tud de este movimiento, la superficie cilindrica habra que
dado desarrollada; todos los punUs de la circnnlerencia 
O se habrán colocado sucesivamente sobre el plano que 
nasa por BD; la base Cl) del cilindro no habra salido en su 
luoviraiento del plano indefinido de que torma parte, pues 
se supone que el cilindro no resbala, por consiguiente los 
puntos de la circunferencia OD habran reci-rrido la 
lección del plano que pasa por BD con el de la base OD̂  
lues-o DU'fcs una línea recta igual en longitud a la cir 
cunferencia O. Adeioás siendo BD perpendicular al plano 
CD, lo es también á la recta DD' que pasa por su pié en

^mismo razonamiento aplicado á la base AB, de- 
muesrra que BB' es una línea recta igual en longitud á la 
circur.ferencia O' y perpendicular á BD, luego DD B 
son paralelas; además como las circuníerencias O y ü son 
iguales, BB' y DD' son también iguales, luego la figura 
BDB'D' es un paralelógraino rectángulo.

l%q—Superficie esférica.

S'S'?. S u p e r f ic ie  e sf é r ic a  es la engendradla por una 
semicircunferencia que gira alrededor de su diàmetro.

es la porcion de espacio limitada por lasuper-

Jjf/'áíroliue la esfera puede considerarse engendrada
por nn semicírculo que gira alrededor dd diametro.

Gen tro de la esfera ó de la superficie esférica es el cen
tro déla semicircunferencia generatriz', radio  es toda recia 
tirada dê d̂e el centro a un punto cualquiera d eh  super
ficie; y  DIÁMETRO toda recia que pasando por el centro tiene 
sus do’} exireni’} en '-i sagri' , ,

Todos los radios de una esfera son iguales.
Porque son radios de la semicircunferencia generatriz

en alguna de sus posiciones.
Por esto se dice ta iiDien: superficie esférica es una, su

perficie curva cerrada cuyos puntos equidistan d,e otro inte
rior llamado centro. .

Todos los didmeiros de una esfera son
Pqríjue Cí‘4ft
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Ejb de una, esfera es el diàmetro de la semicircunferencia 

generatriz  ̂y polos los extremos del eje.
T eorema. I. (Fig. 195).

3'33. Cuatro puntos A, B, C, D que no estm, en un 
mis 0 1 0  plano, d,̂ ter minan una superficie esférica.

Sea E el centro de la circunferencia determinada por 
los puiito.s A, B, C, y  sea G el centro de la determina la 
por\i, D, C. recta AC es la intersección de loa planos 
AB3 y ADO. ror los centros E y G lev.anto dos perpen
diculares Etí, GI 4 los planos ABC y ADO: estas perpen- 
dicuiar^s se cortan. Eii efecto, las perpendiculares GF y 
EF ála recta AC, cuerda común 4 las circimferencias cu
yos centros son E y G, se encuentran en el piinto medio F 
áe AC [^18], y deteramiau un plano EFG al que es per
pendicular AG; por tanto la recta EH, pernendicular al 
plano ABC, está contenida en el plano EFG 
y la recta GI está ig-uaimente contenida en; el plano EFG, 
por ser perpendicular al ADG; pero las rectas EH y Gí no 
pueden ser paralelas, porque siendo FG perpendicular á 
GI lo sería también á su paralela EH y tendríamos, por F 
dos perpendiculares FG, FE á una misma recta EH, lo que 
es imposible. Luego las rectas EH, GI se cortan en un 
punto O.

Ahora bien, el punto O de la perpendicular EH equi
dista de A, B y 1.'’], y el mismo punto 0  ̂por, per
tenecer á ia perpendicular Gl, equidista de A. D/y C; l.ue- 
go O equidista de lo.s puntos Á, B, C y D, por consi^iente 
la superficie esférica cuyo centro sea O y el radio 0Á , pa
sará por los cuatro puntos dados-.

Demostremos ahora que por estos puntos sólo puede 
pasar una su «erficie esférica.

El centro de toda superficie esférica que pase por A, 
B, C y D equidi.stade A, B y C, por oünsiírui.ente la-per
pendicular bajada desde dicho centro al plano ABC ten
drá su pié á igual distancia de los puntos A, B y C, esto 
es, en E, y se confundirá con EH: luego el centro 
será un punto de la perpendicular EH. De un modo 
análogo se demuestra que el centro es también un pun
to de la perpendicular GI. Luego el centro de las super
ficies esféricas que puedan pasar por A, B, C y D es O. y 
como el radio evideiiteiaeute es OA, se coftfupdlráll 
^nunasojá.

à



161

i

T eorema. II. (Fig. 196.)

S ií ' l .  U}i% superficie e<tférica, se corta por unplano  ̂
U iìiterseccioa es uni circunf erencia.

Si el plano secante pasa j)or el centro 0  de la esfera, 
todos los puntos de intersección distan del punto O el ra
dio de la esfera y están en un mismo plano, luego la inter
sección es una circunferencia.

Si el xilf.no secante no pasa por el centro de la esfera, 
tiro un radio OP perpendicular al plano, y las rectas OA, 
OD. OM etc., á diferentes puntos de la intersección. Estas 
rectas son iguales,como radiosde la esfera, por consiguien
te son oblici]..sal plano y sus pies equidistan del pié C de 
la perpendicular: luego ía curva plana ADEB tiene todos 
sus puntos equidistantes de otro C situado en su plano, y 
por tanto es una circunferencia.

E.SC3LIO. El p é C de la perpendicular tirada desde el 
centro de la esf. ra al plano déla  circunferencia ADEB, 
es centro de la misma.

El radio OA de una circunferencia cuyo plano 
pase por el centro de la esfera es mayor que el ràdio AC 
de cualquier circunferencia cuyo plano no pase ñor dicho 
centro; porque OA es la hi_ otennsa del triángulo rectán
gulo ÁCO y AC es un cateb ; luego la mayor circiinfu'en- 
ci i de 1% es en  es, ague la cayo plano geasa por el centro. 
Por eslo se llama circunferencia méxinvi; las demás reci
ben el nombre de menores. Los círculos respectivos reciben 
los mismos nombres.

Teorema III.

Dos puntos deh  superficie esférica, qne no estén 
en Un, a re:ta con el centro, determinan una circunferencia 
màxima.

Porque los puntos dados y el centro determinan im 
plano, cuya intersección con la superlicie esférica es una 
circunferencia máxima qus pasa por los dos puntos.

T eorema IV . (Fig. 196).

Toda circunferencit màxima FG divide à ta su-’ 
perfide esféricacn dos parles iguales,

u



■ Ao li i Qn’ipriîcÎB SG C0I0C& sobre

manezea coinun y que el pu - ¿ p o r  completo,
. »  s . ™

“ K S “ é .  . « » . 2 A ” S S  S Sá la esfera eu despartes iguales, bstas panes 
hemisferios.

Teoremà V .

3 3 S . Dos circmferenc'm " "

cada uua en dos partes iguales.

T eorem a  V I. (Fig.

centro. r\ .1« i« pcfpra V nor los centros E y F dePur el centro O de la ester y pj)r̂ ^
las circunferencias esférica será la c r -
secMonde.esteplanoconV^ ]¿ intersección del mismo 
cunferencia maxima menores serán los
con los nerpendicnlares baiadns
S e  0 “U Í  pía™  AB v CD pasan por los centros t  y F, 
luego están en 1̂ Pla»tí v CD son iguales, las
d i s t f e s  O E ’y OF “ b ie Ï Ïo  S0¿: ,y si AB >  CD, será

f Z â Z u r  al plano do la arcmforoma.

102
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TiíOREiiA VIL 19í6).

GoJ/í uno ds los polos P, P’ de um circunferencia AB 
de la es fera  ̂equidista de todos los puntos de la circunfe
rencia.

La perpeirlicular PP' al plano AB pasa por el. centro C 
de la circunferencia, portento las distancras'de uno de' los
polos á los plintos de esta son oblicuas aLjilano AB que se 

igúalniente del pié C de lá perpendicular; megoapartan 
son iguales.

E scolto. Los arcos de circunferencia máxima PA, PB 
etc., trazados desde el polo P á loa diferentes puntos 4e la 
circunferencia AB, son iguales, por serlo sus cuerdas.

Teorema Vili. (Fig. 196̂ .
331 . Sihiciendo centro enun punto V de la s^uperfde 

esférict, con iin radio cualquiera PA, se traza una curca 
ADEB b curva será una circunferencia de la que 
será uno de los polos.

Trazo el diámetro PP' y los radios OiV, OD, OE etc. á 
diferentes puntos de la curva ADEB, y uno estos puntos 
con P m>r medio de rectas AP, DP, EP etc. Los triángulos 
Ü'.-KP, ODP, OEP etc. s(n iguales, porque tienen OA== 
O D = ü E..'.. como radios de la esfera, PA=PD =PE.... por 
hipótesis, y el lado OP común á todos eílps; lueg’o si desde 
los puntos A. D, E etc. bajo perpendiculares al li do común 
OP, se encontrarán evidentemente en el mísn.o punto C, 
estarán en el mismo planò'['-53?], y serán iguales; luego 
la cur.ya a d e  B 3érá una circunferencia.

Además el plano de esta curva és perpendicular al diá
metro PP'. lueyo P es un polo de la misma.

3 í ‘i .  A '/¿ /«m  PLANO TANGENTE ú um supcrfcíe esfé' 
rica Lodo piano indefinido que loca á la superfi cie en un solo 
punto, tiamado de coniaciq..

T eorema IX. {Fig. 198).
Elnlano MN perpendicular al'radio 0.\ en el punto en 

que èàe toca d ía supertick esférki, es tangente a la su- 
perfide.

\ p.ira tra?ar curvas sobre la superficje.de U esfera aa ewplea UB coni'» 
pAsdapiarBiadiirvas, Uiajad® '■
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Siendo OA perpendicular al plano M \ es menor que 

otra cualquiera recta OB tirada desde el centro de la esfera 
al plano, por consiguiente el punto B está fuera de la >u- 
peri.de esférica. I.o inisrno puede decirle de otn. cualquier 
punto del plano MN, á escepcion del A. luego la super
ficie esférica y el plano MN sólo tienen el punto c.m.uii A.

Teorema uECiPROuo. El plano'yVS'idn '^cìiieà la ■•nip.:')'- 
icie esférica es perpendicalar al radio O A tirado al puiitofide esférica esperpendiciih 
de contacto.

Como MN es por hipótesis tangente á la superficie es
férica, todos sus puntos, á escepciun del A. estarán fuera 
de la superficie, y las dist; ncias de h s mismos al centro 
serán mayores que el r: dio: luego OA es la menor de 
cuantas rectas pueden ti<.z;.i>.e desde el centro al plano 
tangente, por lo tanto es perpendicular á este plano 
pccíjp.].

Corolarios.

1. ® Por wipm to de una superficie esférica no puede pa
sar mas que un plano tangente á la superficie.

Puesto que el plano tangente debe ser perpendicular 
al radio, y por el extremo de éste no puede pasar mas que 
un plano perpendicular.

2. " El radio ó diámetroperpendicular á un plano tan
gente, pasa por el punto de conlaclo.

üe Incontrario podrían tirarse desde O dos perpendi
culares al plano tangente.

3 J 3 .  A xgulo ESFÉRICO laincUmcion mùtua dedos 
arcos de circunfcrmcia màxima que se arlan.

Estos arcos AB y (Fin. 198) te llaman lados á.&\ 
ángulo y el punto B̂ en que se cortan, vértice.

Dos ángulos esféricos de una iiiisira esftfí' ó de esferas 
iguales solí iguales, si colocando nn lado del primero so
bre otro lado del segmiido, de ii odo que los véitit es coin
cidan, los ütros^dos lados se confunden en uno solo. En el 
caso contrario los ángulos .SvTán de; ignales.

Per consiguiente la magnitud üe vn ángulo esférico no 
depende de la •ongilud de sus lados, sino de la mayor ó me
nor inclinacfion del uno .wlre el otro.

3 íÍJ . Ai-n ulo^ esféricos adyaciíntes dos ángulos 
que tienen untado común y los otros dos lados en una misma 
circunferencia maxima.

à



Si un arco de cTcunferencia màxima forma con otro dos 
Ano'ulos fídyacentes iguales, estos ángulos se llaman_r!?c* 
to •; y el primer arco es nerpendiciolar ál segundo, bi ñor 
el c nt -ario los ángulos adyacentes son desiguales, se lla
man ohUc'(>os. y el primer arco es ohi 'cito al segundo,

3  55. Dia (ln̂ ìUo<i esférim  reclosi de m a misma esfera 
son aunque no se in adyacentes.

L i sumid'’, dos ànqulos esféricos adyacentes es igual à 
dos innubs r ch-s. . . 7

D  ? 'h'-i'o  ̂e i f ' r x i s  00 isshs m r e l  vértic’; soniouve-s.
Estos ti »rema-? se demuestran como sus análogos de 

los uúmer. s í>, SI) y Vi.
3 3  i. Ánquto diedro coRâ iSPOXDiR'îTE á sin ánqulo es~ 

férici .\BC; (Vig. 19':)) es el diedro ABD3 que forman 'os, 
p liu ise i f'i'i ’.s ili sU’ii'lis los tilos del áu/ulo esiférico.

0  >víiv.ise v.\á la aristi l ;1 I e 1ro pa>ía pjr el centro de 
la esf’er i. ) ) ■ ( le lo •> 111 >s del á.ig ilo esférico son ar,: )s de 
circunferencia iráxiaia.

.S'i dos áu''u'os esféricos de smam ŝma esfera son igua
les, sus ámalos diedros correspondí ntes también son igny 
les, unes haciendo coinci lir los ángulos esféricos, coinci- 
d.rán las aristas y caras de los ángulos dielros corres
pondientes. , .

R >cí )i-ocament9: SI dos ánqulos dirlros, correspondien
tes á dos ámalos “s ‘erlcos de una m'sma esfera, son igm^ 
les. dickos ámalos esfér’cos son también ion lies, pues ha- 

* deudo coincidir Ins ángulos diedros de modo que los vér
tices de lo-« ángulos esféricos, que son puntos de las aris
tas, coincidan, coiii'-id'rán los centros de las circunferen
cias •! áxitnas, v como cada dos de éstas se encuentran en 
un mismo plano v tienen radios iguales, se confundirán; 
luego los ángulos esféricos serán iguales.

Bl diedro co'rrespondiente á un ángulo esférico recto, es 
también recio-, f  reciprocamente: si el diedro correspon
diente á un ángulo esférico es recto, dicho ángulo esférico 
también es recto. . .

L i razón de dos intuios esféricos de una esfera es igual 
à la de sus diedros correspondientes.

Ln ánqulo esférico time por medida su ángulo diedro 
corresporidienleé Q-9.ioQ̂ , el rator numérico de un ángulo 
esférico es igual al 'calor numirlco de su diedro correspon
diente, siempre que h  unidad para medir ̂ ángulos diedros

le5



sea el dieíro correspondiente á la unidad áe ángulos es
féricos.

E&tos.tepfenias ^  deíiyiestran conio sus análogos dé los 
núiueros '•ytO, .y

,¿5Í̂ ií,do la unidad de ángulos diedros el diedro recto, la 
■Unidad de ángulos esféricos será el árigulu esférico, recto. 
Éate se divide en 90 grados, cád'a grado eh 60 minutos ̂  
ca'd^'minuto en 60 segundos. ,

Si un ángulo diedro vale 34'’ 53' el esférico correspon* 
dietite váldiái tab.bien-34° 53'.

A V //m t TafÁNmuLo v. v̂í¡.ví.\q,cí la porción de sn- 
pcrficv- e ftr ica  ABC (Fig. 200 limitada per tres-arcos de 
cii'canfevencia màxima 'menorescada ano f¿ae mèdiacircun- 
fereipcig.  ̂ .
. /Los arcos que limitan él triáng'ulo se llaman lados dei 
mismo. , V . , • .

Uniendo loa véidieés .de un triángulo esférico ABC 
con el centro ü de la esfera, y suponìendo.planos por 
cada dos reiitas de, uni m, se forma urí^iigulo tiedro OAdO 
correspnndieniesii triángulo esférico ABC.

JLiqs,lados AB,. AC, BG del triángulo esférico tienen 
iguál médídaque las caras AOB, AOC, BÜO del tiedro 
correa ion íiénte, puesto que aqtiellós son los arcos ,corres- 
pondi^eutes á e^tos ángulos planos; y los ánguTos esféricos

nos. y  diedros, porresponderd oira análoga dé los irlánmU'os 
esfericps,,qge se enunciará y dnnoHrtrá r-^e-mplizmdo las 
capas y'ángulos diedros de aq uellos por los lados y  ángulos 
esféidcos te éstos.

Teoreiia X. (Fig. 200.}
I33S. .tintado cualquiera de un triángulo esférico es: 

f l f  .-menor que la suma cíe los otros dos; 2.'’ mayor que su 
diferencia.
,, Construyo el. tiedro ,Q correspondiente al triángulo pro- 
puésto ABC. y será [̂ 5S¿6]

■AOB <  A 0C 4- COB. AOC >  AOB — BOC; 
•shétitüJéndo.éti%st»s.'“dé^gualdades cada ■•éngülo 'plánh 
'^by-érá^o'éórfésuBndientéj’t^hdfémbs

•■'AC*' +  '■ CB, ■ ■A’C'í> 'ÁB '3t!.
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Teorema XI. 200).

U  .9ìm %  de lo s  la d os  d e  u n  tr ià n g it ìo  e s f é r i c o  es  
m e n o r  q u e  u n  t c i r c u n fe r e n c ia  m à x im a .

Tenemos [ « » ? ]  AOB +  AOC +  B O C <  4R,
luego A B +  A C +  BC<360%
p«itü es. menor Que una circunferencia.

aJO  D o s  t r iá n q u 'o s  e s f é r i c o s  s o n  suplemeetarios
cu a n d o  lo s  la d os  d e  ca d a  u n o  s o n  s u p le m e n to s  d e  lo s  á n g u 

lo s  d t l o l r o .

Teorema XII.

L o s  t r iá n g u lo s  e s f é r i c o s  c o r r e s p o n d ie n te s  á  d os  t ie d r o s

■ ■ 'S d S Í U T . 'S S t «

triángulos serán supleméntarios.

Teorema XIII.
311 . La suma délos ángulos de un t r ip u lo  esférico,
m  m o r  q u e  d o s  r e c io s  y  m e n o r  q u e  s e i s  JJ.
Y /r o u o  Un triángulo esférico puede tener uno, dos y 

re'ctos, llamándose en .cada caso res- 
neSivamente r e c tá n g u lo , l i r e c iá n n v lo  % ir .r e c id n g u io .
^ aV ^  I r i á n r u l o s  e s f é r i c o s  simétricos s e n  lo s  tr iá n g u 
lo s  de u n a  m is m a  e s f e r a  c o r r e s p o n d ie n te s  à  t ie d r o s  s i m é -

Teorema XIV.

D o s  t r iá n g u lo s  e s f é r i c o s  s im é t r ic o s  t i e n e n  m s  la d o s  y  
ú n a n lo s  r e s p e c t iv a m e n te  ig u a lu s , p e r o  e n  g e n e r a l  n o  p u e d e n  
C oin cid ir . S in  em b a r  o, o o m c i d i r m  s i  u n o  de lo s  t r i á n g u 
lo s  t ie n e  d o s  á n g u lo s  ig u a le s  [vJ a j.

Teorema XV.

3 4 3 . Si un iriéin^ulo esférico t i e n e á n g u lo s  igua
les, ios lados opuesioa sontguaksiy si tiene dos m qum  
de^igualeg, à magor. ángulo se opone mayor lado [ « » I j«



T e o r e m a  XVI. (Fígs. 200  yV(ì\.)

3 1 2 . Z>)9 trii'iyiFo’ì AT3’', D ÍF de u n t  m ì s ^
m a  e e / e r a  ó  d e  e .e fo ra s  ig u a le x  x on  i g n a k s :  \ :' c itand o t ie 
n en  ttn  la d o  ig a  U a d ij-tcen le d don a n -'u  'on T en p ecth «w .c ìì la 
i j a  2."  ca% hd) U e n m  don talo<t ren p  •ctio tm -m le ig u  ilen  
é  i g u a l '.l à n q g lo  c o m p r e n d id o : ‘à .'\ c u i7 td o  lia n en  su n  tr e s  
la d o s  ftn p ec l iv a 'm en te  ipitalcS', s ie m p r e  q u e  eoi tod os e s lo s  
c a s o s  lo s  c lem en ton  ig u a le s  en lén  i¿. u a lw e r .ie  d is p u e s to s .

1." Sea AB=l)E, nng.-k—dììg. l), ánn. E. Los
tiedros ü y O', coresoondientes á Lis triánínilos propues
tos, tienen uii áng-nló plano igual A ')B = í)0 'E , ? dyacente 
á dosáu rulüs diedros resnecdva tiente iludes 0 - í= 0 'D, 
O 0= 0  E é igpialmeute dispuestos, lu'g'o d c’ios tiedros 
son ig’u.iles. Si los hacemos coincidir, los vértices D, E, F 
del tnáng-iilo DSF coincidirán con A. B, ,0. por ser igna- 
lespüs radios, 3' como ])or dos puntos de la Miperíicíe es
férica sólo puede pasar un arco de circunferencia máxima, 
los lados délos triángulos coincidirán también; Inego los 
triángulos son iguales.

De un modo análog-o se demuestran los demás casos.

T eorema XVII.

3 1 5 . L% linea m'U corta qm se puede trazar en la su
perficie fèrie  lenire dos punlo'i de la misma, es el ar.o 
menor de la circimferencia máxima que pasa por dichos 
punto-'!.

Demostraremos ante todo dos lemas.
1." E'- cambio más corlo sohre la superficie esférica en

tre el polo P (Fig. 202) y cada pun'o de una circtmAreucia 
AB, en igual para todos cslon puntos.

Consideremos dos puntos I) y E, y sea PD una línea 
cualquiera que supondremos la más corta entre P y l); 
digo que PD es también la línea más corta, entre P y È. Si 
lalí'iea PD gma alrededor del eje PP', todos sus nuntos 
permanecerán en la superfìcie esférica, nuestoqne descri-

1G8

g
i'jrar ésta alrededor de PP' el jiunto E llegaría á pasar por 
'  y PE seria una distancia entre P y D menor que PD, lo



que es contrario al supuesto. Luep’ola línea nnís corta en
tre P y D es táinbien la más corta entre P y ív  por consi- 
Lniiente el leii'a ( s cierto. • - 'r _

2.'’ S¿ dos ireos \C // ADB íFio-. 203) de dveiinfercncui 
màxima,'mviov;» que me>>iicircmfernicia, síh de^igm- 
I s, siendo AC <  ADB, el c iwin.o mas cerio i.dre A y C es 
u. nor que el C'Wmuo más c- Ho tnlre k  y B.

Desde el punto A C( mo ])oio. con una abertura de com
pás AC. descu-jbamos una circunferencia que coTterá nece- 
sarir.uiente al arco ADB entre A y B. Sea AKB una línea 
cualquiera que sunondren os la menor distancia entre 
A y B: esta linea c()rta á la cirmníerencia D(' en nu pun
to *E. por manera que puede considerarse de>X( mpuesta 
en dos partes ARy EÍ3: la i)rin:era AK es el caiiúno irás 
corto entre A y E.'de lo contrario AKB iiostria el CMniuo 
más curto entre A V B. luego AK será i}, ual al camino 
más corto entre A y C [l.om a por consiguiente este 
último camino es inenor que AKB.

Deinostrtmos, ahora, el Ierren a.
Sea AB A’ V/. 20t; el ar-o de circunferencia u'áxima, 

menor que média, circunfí renda, con prendido entre 1( s 
puntos dados A v B. Si la linea más corta entre A y B tu
viese un punto C fuera del arco AB. uniendo cete punto C 
con A y con B y temando AD—AC sería [îSîlti]

AD +  D B < A C  +  BC;
restando AD del primer miembro y su igual AC del se
gundo, resulta DB <  B'h \hor.i bien, el camino más cor- 
t'» entre A y D es i^ual al camino más corto entre A y C 

l.'’U luego si C es un punto del camino más corto 
entre A v B. deberá ser el camino entre C y B menor que 
el camino entre 1) y B, lo que es absurdo [L sm a *̂ °J, por
que B C > B l).

Luego ning-un punto de la distancia entre A y B puede 
estar fuera del arco de circunferencia máxima AB, lo que 
demuestra que este arco es la linea más corta que se puede 
trazar sobre la superficie esférica entre A y B.

1G9

\ Los arcos AC y BC son menores que AB, pues si fuese A O A B , el 
camino mas cono entre A y C Siri i mayor <ju3 el c imino mas corto entre 
A v B i¿ '  ;a á.” )-lo que es cont'-nrio ul supuesto de que el punto C porte-
nezcd al camino más corto çntre A y B.
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P roblema I. 205.)

3 1 « .  Didd un% esferi. dsterminti' su, radio por mzdio
deuua con'-úruccioit (j'iO'nilr’Cí. ,

vSeHalo dos puntos M y N en la sineraoie esférica, des
de cala uno de ellos co no )o o, con una abertura d« com
pás niKVor que la mitad de la distanc,a esférica 
describo'los arcos.qu5 se cortaran en un punto ^ equidis
tante de M V N. d ‘termino del mismo modo otros dos )un- 
tos B y O equidistantes de M y N. El plano que de
terminan los tres puntos A, B y C es perpendicu ar 
á la recta MN en su punto medio luego sera
el hrgar geométrico de todos los puntos equidistantes 
de M Y N de aquí se deduce que dicdio plano pasa
mor el centro O de la esfera, cortando la superficie de esta 
según una circunferencia que estará determinada por los 
tres puntos A. '1 v C. Mido ahora las distancias AB. BO,
V AC y coinsiderándolas como lados, construyo un trián 
gnlo: circunscribo á este triángulo una <'ircmiterencia que 
será igual á la máxima \Bo; el radio de esta circunferen 
cia es la de la esfera dada.

P roblema H. (Fig- 206).

3 4 ? '. Por dô  puntos A de upa superficie e"ferica
Tiacer vasar una circunfirencia ruàxÌMa, _  ̂ .

A nálisis. Si Pes el polo de la circunferencia ma^ma 
AB, ia distancia PC entre P y un punto cualquiera O de 
esta circunferencia es la hipotenusa de un triángulo rec- 
táno-ulo POC, cuyos catetos son iguales al i-adio de la es
fera“  ó bien, la cuerda de un cuadrante de circunferencia

Haciendo centro sucesivamente en los puntos 
dados A y B describo, con un radio igual á la cuerda de 
un cuadrante de circunferencia maxima, dos arcos que se 
cortarán en unpunto P; desde el punto P como polo, con 
hl mismo radio. d.escribo una circunferencia, y estará re
suelto el problema.



L IBRÒ S ÉT IM O .
DÉ LOS POLIEDROS.
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o e f b :v i c i o i ;!e$i.

SSÍ^. PoiiiEDio e<f trio cw'Yvo limitalo por pla%0}.
Eî tos i)L.no6 terminan en sus mùtuas intersecciones, 

de iuodu qneelnoliedroeátálim’.ta io pnr poUronos, que
son suh Cír-í9. Las intersecciones de las caras se llaman 
m'iHás del pdiedroi es evidente que las aristas son los la
dos de das caras. Los puntos en que coiicum n tres ó más 
aristas se llaman f  del poliedro; los vértices del po
lied.ro sOn vértices de his caras. Los áng*ulcs diedros y po
liedros -que forman las cara.s, son los án^mijs atet'ro-'i y  
àiirìdòfi poHedroff del cueipo. Diaconalf è  toda recta que 
une dos vértices dél poliedro, no situados en la mrsn;a cara.

Poliedro coMyxo es aquel cuya superficie no puede ser 
cor ada por una recta en más de dos puntos.

3 JÍ». Es evidente que el número menor de planos ne
cesarios para formar nn poliedro es cuatro.

•Un. poliedro de cuatro caras se llama tetrMaro,
»
»

»
»
»

cinco
seis
siete
ocho
doce
veinte

pentaedro,
exiedro,
ept'ieJro,
ocla dro,
dodec(i'>dro,
icosaedro.

■C A  P  í T  U  U  O  P R 1M  E  R  O .  
l* in Í M 3 D E S .—P R IS S IA S .

1 .—Pii^ámiilcs.

-350 . PíR\vnnE'é.9 mpoliedro limiiad.opor unpoU^ono 
'tnalqniera. ílaníaiô K̂ yL.-pV'l̂ rvOs tríanpnlns que tienen 
un v^RTíCB'íí'CÚSPIDE de lap i-

A'tiira dñ-iTm pipámide es la • perpendicular bajaba 
de?de el vértice a l pl^no de la base.
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Una pirámide es trlanfiW'ir, cii%ir%'n,'inHr, pentri/jnyiil 

etc., cuando su base es un triángulo, cuadrilátero, peiitá- 
gi no etc.

P'riitiideTívrriiLKVí la qxi'i üeiie nnr i)i<:z in\ polígono 
regidtr. gpor altara h  r-Mi qa-f musa vèrtice con el'cen
tro de la bâ e.

Las aristas l /.ferales de un a piràmide regular son igua
le ,̂ por ser oblicuas que se apartan igualmente de la per ■ 
pendici]'ar. *

L<u c ira'i liter'll’ ’} di una piràmide regalar son trián
gulos isd<!cdts é ijual s.

Se lian,a npnt'ma de una pirámide regular á la altura 
de uno de los triángulos laterales.

PiKÁM IDR T!10>1CAD\ Ó  TRONCO DE PIRÁM’ DE C S  H  p a r l e  d C

pirámid compr nditía entre la lase y un plano que corte à 
toda'i i u  iris 'as ia'-ira'es. La base d ' la ).rániide y la sec
ción hecha por este plano, son las b ues del troncó. Si son 
paralelas, là distancia entre ellasse l ama /diari. P ír i -  
mide DERíciRNTE es l i p irle de piràmide toUd compr<.n(iida, 
entre el vértice y el plano secante.

.T eourma i . (Fig. 20*).
3 'i l .  Todo plano YGlllK parPe'o alabase de una pi- 

ránüde, divide 1 1is aristas laíer des g d li dtur i en n ir
les proporcionales. La sección que resulta es un polígono 
semejan'e d la base.

1. " .Siendo paralelos el plano de la base y el de la sec
ción, dividen á las rectas que parten del punto V en par
tes proporciona'es [’* « 1, luego

VF VU _  _VH __ _
T Á '" "  Gii “  H C ' “ ” " “  QP ■

2. " Los polígonos AB'DDS y FGHtK tienen sus ángu
los respectivamente ig.iales: los ángulo.s A.li d y FG'Í. por 
ejein;do, tienen sus lados paralelos y dirigidos en el mismo 
sentido, luego son iguales. Lo mremo puede decirse de los 
demás ángulos.

Adeniás, los lados homólogos de dichos poligonos son 
proporcionales. En efecto; los triángulos-.V\B y  VFGson 
semejantes, y Hmbien lo son los -V.dO y VGH, luego

AB VB VB BO 
VGFG VG Gil



de estas igualdades se deduce
\B _  BC 
r i} ~  G il ■

Del mismo modo se demuestran las igualdades 
B_3 _  CD 0 0  _  DE 
GH “  m  ’ Li( ~  IK 
^  _  BC_ _  CD DE ^
FG “  GH "  Ht ”  IK

Vemos, pues, que los polígonos ABCDE y  FGHTK tie
nen sus áníu’ oírespectiva'iieiite iguiies y sus lados h o- 
ni6*o"’os pro )orcionales, luego son semejantes.

Oaa)LARrb. S him  piriC’H'le ^ecorUp»' m plm o pa- 
Tálelo d U h i ̂ e. Icî  dre w de í t aeccion tj de lz d.(<f f m i oro- 
p m-ioti ilef á cwid)' idns¡ d<i ¿as distaacíns de estos poli-' 
nonos al viftice de la pifaMÍde.

A^CDE AB2
Tenemos [31J]
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luego

pero
AB
FG

VA
VF

Púiluv
VP 
V'Q

r u
AB2
FG^

VA2
VF2

AB2sustituyendo en la primera igualdad la fracción por
VP2
VQ2 se obtiene

ABODE VP2
FGHíK VQ2 

T e o r e m a  II. (l*igs. 207 y 20B.J
A' do^pirámides tienen i(pnal all'ara VP=vp, las 

tî \\ p (ralelas a las lases y equidistan-seccinn'’s FGHIIÍ. efgh. p'traielas d las lases y eqaidh....
tesd^ los res-iec'ivhs cirlices, son proporcionalesá las lases. 

Según el corolario anterior tenemos
AB'-’OE _  VP  ̂ alcd _  'Bp'̂
t-wiiliv VQ' e f j i  

pero hemos supuesto V P = íj,í, V̂ ¿— luego 
ABí ’DE áhcd

efg'i

\



E scolio. S¿ lat òatis de lit  dps pirámides son eqnwa- 
lentes. Its secciones tim’jierih sh'àn.; en ía äUiiiia
igualdad fraccionaria se supone Ä 3 jL>E=:¿¿Cv'4 será nece
sariamente FGHlK=tíy^A.

P roblema. (Fig. 2Q7J.

Ü53. Dado un tronco de piràmidi} kY)¥l delates p ira - 
lelis, hillar Ht aítiirat VP, S(^de U piràmide total y  de 
la piràmide deficiente.

VP
v a
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V P ^ V Q

Tenernos
AB VA VA
FG -  VF ' VF “■

AB VP
luego FG “  VQ ’
de esta igualdad se deducen otras do.s:
AB — FG V P - •VQ AB — FG

AB ~  VP FG VQ ’
sustituyendo VP — VQ por la altura PQ del tronco y des
pejando VP en la primera igualdad y VQ en la segunda, 
será

A B x P Q  F Q x P Q
a b - f g ’ ^  a b - fg"VP =

IB.—Prismas.

3 Ü .  V^\%yLh.esuiipoUedr') cuyas c'irat son dos poli- 
gonot igxiiUs y  pirlíelos unidos entre si por paraleló- 
gramos.

Las caras paralelas se llaman hates del prisma; altura 
es la perpendicular comprendida entre las bases.

Un prisma es trianmUary caadrangu'ar. pentagonalsic. 
pilando sus bases son triángulos, cuadriláteros, pentágo
nos etc.

Las aristas laterales de un prisma son paralelas entre 
si é iquales.

En el nrisma AI l^Fig. 209) la ^rista lateral .\F es para
lela á BG, ésta es paralela á CH la OH lo es á 1)1 etc., 
luego tod is son paralelas eotr« sí; adeui^s, como están 
comprendidas entre pianos paralelos son iguales. 

prism a  RfíCf9 es apuelouiym m kta s laterales son
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L

p'indicul'ire'  ̂ y pvlfiMX oblícuo es aquel Quyas
aristas l(Ueirahs souobticuis (i la,̂  bases. '

En el prism i recto las aristas laterales son iguales a la 
altura, y  las caris liter iles son rectángulos.

Pues siendo las aristas perpendiculares á las bases, 
cualquiera de aquellas puede considerarse como altura del 
pris.ua. .Vdeinás dichas aristas son perpendiculares á los 
lados de las bases, luego forman con ellos paralelógráiuos
rectóng-nlos. .

Prism i'e.'s.̂ v.î Kv. es todo prisma recto cuyas bases son 
poliaonos r'gsilares.

En el prisma regular Us caras laterales son rectángu
los iguales. ,  ̂ ,

P risma, troncado tronco de p r is m w .? la parte de 
pris m i comprendid i entre una base y un plano no paralelo 
á ella que corte á todas las aristas laterales.

T eorema I . 2 0 9 J .

3 5 5 . Todaseccion LMNPQ paralela d las bases de un 
prisma AI, es un poUnono igual á dichas lases.

Siendo el plano LP de lá sección paralelo al fie la base 
AT). las iutersi^cciones de estos plano® con cada cara laterfil 
del prisma son paralelas, e.sto es. los lados LM. MN, NP 
etc de la sección son paralelos á los lados AB, B.h CD 
etc. de la base; tamb en las aristas laterales son paralelas 
entre si. por tanto será LM == AB. MN =  BG, NP =  CD 
etc. Como además los ángulos de la sección son iguales á 
los de la base, por tener sus Pidos paralel s y dirigidos en 
el mismo sentido, los polígonos L .INPQ y A13JDE son 
iguales [1S31.

35H. Par.\lelepípedo es un prisma cuyas lases son 
paralelógrcmos.

T eorema II. (Fig. 210).

La-'car â  later ales opuestas de un paralelepipedo son 
iguales y paralelas.^W UiSJt I"»*

Sea él paralelep^edo AG. Las caras
BG tienen -AE v \.D paralela« resnedívamente jí BF  ̂
luego el ulano AH es paralelo al BG y los ángulos EAD y 

80B*ígualee; como.ailoiììègee AE^PF, AD̂ BC» Ío8
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or son iguales El mismoparalelógramos y B . ^ ,

razonamiento haríamos ¡jara las caras AF y DG.

C0ROLA.RIOS.

1. “ Dos car<vi ooiieitas cicahsr/idsra u'np '̂i'alclepipedo 
pueden con.ú¿-ira,rse como ad

2. “ dormido un parüe:epip¿do por un plvno que encmn- 
iré á cuatro aristas paralelas, la sección 1̂ 4 es un para-
leló/ramo. . , , ,

Pues los lados opuestos de la sección son paralelos dos 
á d('S. como intersecciones de planos paralelos con un ter
cer plano.

Paralelepípedo reotan&ülo es todo paralelepípe
do recto cu/fas ba ês son reetanyulos.

Las cara-^de un p traldepipedo rectanjulo son rectángu
los, V los ángulos Medros son recios.

Cubo es un par alelepipedo cuyas caras son cuadrados.
El cubo es evidentemente un para clepipedo rectán

gulo, y todas sus aristas deben ser iguales.

T eorema III. (F ig .lW .)

3 5 » .  Fn iodo paralelepípedo rectángulo AG, el cua
drad) de am díagonU es inualála suma de los cua
drados de ire  ̂arista’í DG, DA, Dd que formen un ángulo
tiedro. , -  ̂ ,

Trazando l i diagonal D3 de la base se forma un trian- 
gu’ o H J .3, que es rectángulo en l), porque siendo la aris
ta ti.) lerpeiidicular á la base ABJDes perpendicular á 
•DB. Téndremos, pue.-̂ ,

HB  ̂=  DB2 -hD ID ;
pero DB es la hipotennsTdel triángulo rectángulo DAB, 
luego DB- =  AB‘ -|- DA-^;
de estas igualdades se deduce

HB  ̂=  A B -'+  D A2-f DH2; 
sustituyendo AB por sn igual DG será por último, 

H B ^-D C -!-hD .V ^+D ÍD .



á

177

CAPÍTULO SEGUNDO.

lO U A L ü l.tU  » E  LOS POLIEDICOS.

3 5 0 . Es evidente que si todos los vértices de dos po
liedros coinciden, coincidirán las arista.s y  las caras; por 
consiguiente ios poliedros serán iguales.

Teouema i . (Fig. 212.J

3U 9. I)os t'ilTxedvos ABCD, EFGH i'^uales cux%- 
do tienen cara igail =  a i 1/¡ícente á tres

1  it  i  f\rt /IA í» /\/\ fA 1« y* 1AA Ai“i /rt n i  A  J   ̂7  ̂ J ̂  JT • _ángalos Medros respekii)ain'‘',ite inmles è iaualmente di 
pv.estos AB =  EF, AU =  EH’, B D =  FH.

s~

Iraagineinos colocado el tetraedro E sobre el A, de 
modo que la cara EFH conocida con la ABl) v míe el vér
tice G caiga hacia el mismo lado del plano''ABD que el 

EFG coincidirá con el Al C, por servértice C; el plano .___ ___  _____
iguales les diedros EF y AB, y losplanos EGH y FGH 
coincidirán, por análoga razón, con los ACD y BCD: lue
go ei p;into G coincidirá con el 0. y los tetraedros'serán 
Iguales,

Teorema II. (Fig. 212J.

3 f t i .  Fos tetraedros son Iguales cuando tienen d/)s caras 
itma'es é igualmente dispuestas, ABC— EFG, ABl)=r= 
EFH. é igvklel ángulo diedro comprendido AB = ’e ”f .

Coloco el tetraedro E sobre el A, de modo que la cara 
EFH coincida con ABO y que los vértices G t  C caigan 
hácia el mismo lado del “piglio ABD; el plaiio‘ EFG coin
cidirá con el ABC, por ser iguales los diedros EF y AB 
y el punto G caerá en C, por ser iguales las caras tíFG v 
ABC luego coinciden los cuatro vértices de los tetraedros, 
y por tanto son éstos iguales.

. Teorema III. ÍFig* 212).

tetrteiro^ son iguales cuando tres
caris resn%t'D' -̂'nente iguales ABD=*=EFH, ABOssEFG

3 'Í L
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Los imbuios tiedros A y  E son iguales [^^1], luego 

puede colocarse el tetraedro E sobre 
Tértice Eccducida con A y que ¿
sigan las direcciones respectivas AB. V ’ o nnr
n.ás las aristas primeras son Iguales a
pertenecer á triángul .is iguales, los puntos F, G, H caerá 
en 13, C y 1): luego los tetraedros son iguales.

Teorema IV.

J9-59 uiri'>'rúcle'í s o n  i f i m l e s  ci'A ndo t i e n e n  tr e s  
c w A . q n e c ) i h ' ) i i r n A e n n - i  v i r t  ce  .cw'Uq ú e r i  d e  la h - i s e ,  
ifiiL'i e i r e -^ o i c t i o  i 'M u te  é  í q -A b n in t e  d is p  iesL'is.
^ Observaremos ante todo que los ángulos tiedros forma
dos ñor las caras iguales tien,en sus ángulos planos res 
psctíva.nente iguSes é igualmente dispuestos, lUego son

^^^lAhoim'bieiq colocando una de las pnjmides ŝ Jire la 
otra de modo que sus bases, iguales i>or hipótesis, coinci
dan dos aristas laterales com cidiráii necesariamente, por
que las pirámides tienen un ángulo tiedro de la base nal, 
además éstas aristas laterales son iguales, co no pertene
cientes á triángulos laterales iguales, por con^guiente 
deben coincidir las cúspides de las pirámides, lue¿o éstas
serán iguales.

Teorema V. (Fig.'lY^)’

:ííi  1 Dos m'isru'is son igntles cmndo tienen tres caras, 
qv^Zncmren L  un tgmUsfCsimtxm-
'mente é igualmente dispuestas. unríT?_

Sean los prismas AI, LT; suponemos ABU)E -  
LMN'OP \G =  Llí, Bid =  M i, y que las caras iguales

L'f¿obre el «  de modo, que las
bases infer,o r e ¿ c o m d d a n  la  a n s t eoases iinenuics
porque los tiedros B y M son iguales p ^  „
MS; MQ coincidirán con sus iguales 
bases superiores tendrán tres puntos comunes I*, G, H y

como además dichas bases son
iguales, los vértices T, U coincidirán también con K, 
por consig^qicRtc los prismas serán iguales.

1
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T eorema VI.

3 6 5 . Do-} 2)'i'isr/ias rectos de igm l base y  aUura son 
iguales.

Haciendo coincidir las bases inferiores délos prismas, 
todas las aristas laterales dèi primero coincidirán con las
del segundo, p-arque cada dos de ellas son perpeiidicuiares 
al plaño corfiun por el mismo punto; además coincidirán 
los extremos superiores de las aristas, pues siendo todas 
iguales á las alturas de los prismas, son iguales entre sí; 
luei'O 'os prismas serán iguales.

3 6 6 . vSi des ¡e un punto interior á im poliedro se di
rigen á toclrs las aristas del mismo planos que terminen en 
sus intersecciones mutuas, los que pasen por los lados de 
una misma cara formarán con ésta una pirámide, por con
siguiente quedará descompuesto el poliedro en tantas ])i- 
rárniies como cara-tenga. Las bases de estas pirámides 
serán las caras del poliedro, y el vértice ccmuil á todas 
ellas será el punto interior.

r)ivid;end*o la base de ca-da pirámide en triángulos por 
medio de diagonales, y haciendo pasar planos por el vér
tice de la pirámide y por las diagonales de la base, que
dará cada pirámide dividida en tetraedros; por consi
guiente el poliedro también se habrá descompuesto en 
tetraedros; luego

Todo poUfiiro puede desComonerse en tetraedros.
Dirigiendo planos desde un vértice A del poliedro á las 

aristas de las caras no adyacentes á dicho vértice, los 
planos que pasan por los-lados de una misma cara forma
rán con ésta una pirámide, por consiguiente quedará des
compuesto el poliedro en tantas pirámides como caras, 
no adyacentes al vértice A, tenga. Las bases de estas pi
rámides serán las mencionadas caras y el vértice común 
será el punto A.

Descomponiendo cada pirámide en tetraedros del modo 
indicado arriba, el poliedro quedará igualmente descom
puesto en tetraedros.

Teorema VIL

3 6 Í ’. Dos poliedros son inuales cuándo están óoPipUés- 
tos de igml número de tetraedros respectitariiante iguales é 
iffualW'ntedisp^f'Ssios, ^
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Imaginemos que uno de los poliedros se coloque sobre 

el otro de modo que dos tetraedros iguales coincidan; 
otros dos tetraedros adyacentes á los jirinieros tendrán 
una cara común, y como son iguales y están dispuestos 
igualmente coincidirán también, y  a»i todos los demás; 
luego ios poliedros son iguales.

' C A P Í T U L O  T E R C E R O .
S&E a»3LlEIl>BU>S.

3 3 S . Don poUe.lro'i son stí\irja.vtes cmndo sus ¿ángu
los diedros, colocados en el mismo órden, son ígii iles, y las 
caras adyacentes d diedros ígwiles son senujanles.

Se llaman aristas homólogas las que pertenecen á dos
diedros iguales. . . • . i

Caras homólogas son las limitadas por aristas lio-
mólogas. , .  ̂ 1

Vértices homólogos son los extremos de aristas lio- 
mólogas. , ^

Las aristas homólogas de dos poliedros semejantes, son 
proporcionales; ¡lorque si la razón de semejanza de dos 
caras homólogas cualesquiera es m, la razón de otras dos 
adyacentes á Tas primeras será también m, puesto que dos 
caías adyacentes tienen una arista común, y así todas las 
demás; luego la razón de dos aristas homólogas es cons
tante.

Teorema. I. (Fig. 214L
en nn tetraedro ABCD se traza un plano para

lelo á una cara BCD, el tetraedro parcial AEFG que resal
ta es semejante al propuesto. .

Los ángulos diedros AE. AF, AG del tetraedro parcial 
son los niismcs que los AH, AG, AD del propuesto.

Los diedros AEFGy ABCD son igmdes por correspon
dientes [ t f í »  5 por la misma razón son también iguales los 
demás diedros de las bases; luego los dos tetraedros tienen 
sus ángulos diedros resp'ectivamente iguales.

Lascaras EFGy BCD son semejantes [3 5 1 , 2."“]; el 
triángulo AEF es seir.ejf.nte al ABC, por ser EF paralela 
áBC, y las demás caras lateiales son tamb.en semejantes 
p- r análoga raz n luego las caras homólogas de los te - 

80Bigaoto&, y el teopenj?- ^ueaa 4eHJ99ÍFs4p,

1
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I

T eorema, II. (Fig. 214).

371». tetraedros fion -̂ em'’jn,n(e^:\.'' cuando tienen 
una e tra -se-iiejante adiiacente á Ires annntns diedros res- 
pec^ie im^Me iqn úzs\ 2." cu tn lo tien''n dof c ir is respecti- 
v'im’.iUe semejmies éigual el ángulo diedro comprendido',
3.° cuando tienen tres Ciras re'sn.eticamente sem''jantes; 
s empn que en todos estos casos los elementos estén seme
jantemente dispuestos.

1.“ Sê .n los tetn edros ABCDy abed. Suponemos que
lascaras ABD v abd son semejantes, y qué los diedros 
AB. AD. BU adyac-ntes ala pnmerEi, son iguales alos ab,

adyacentes á la segunda.
T'-uno sobre la arista \B una parte AE Í2*nal á la^arista 

ab, y ti’ iz ' ñor al -omito E un plano naralelo al B ^D. El 
tetraedro VEl<’(> será senieumte al ABOD. segunelteorema 
ant', r or. íiOS tetraedros ASFG y ahed tienen iguales las 
caras AE ry  pues el lado AE =  -í'; por construcción, 

án'^iilo E ACr=i  ̂ )or pertenecer á los triángulos seine-
jan‘es ABO y a'ri.g el ángulo AEGr=ABB=íM* además 
dichos tetraedros t'enen los d’ edros A E = A B = íJ!̂ , A G =
KÍd=^vJ, AEGF=» ABDC^æî* :  luego los tetraedros son
iguales [3 © »j, y el AEFG es serrejante al ABCD, 
su igual abCil también es semejante al ABOD.

2. ” Supongamos que las caras ABC, ABD sean seme
jantes á abe, dbdy que el diedro AB sea igual al db.

Haciendo la misma construcción que en el caso anterior 
se vé fácilmente que los tetraedros AEl^G y abed son igua
les, por tener dos caras iguales AEF=/^¿c, A EG =«M  é 
iginl el ángulo diedro comprendido, y  como el tetraedro 
AEFG es semejante al AB'CD, también lo será su igual

3. ® Supongamos que las caras ABC, ABD, ACD sean 
semejantes á las abe. aM, acd.

Haciendo la misma construcción que en los casos ante
riores se verá fácilmente que los triángulos AEF, AEG son 
iguales á los abe y abd, de donde se deduce AF==<tc, A G = 
dd\ como además el ángulo YK(j=cad, el triángulo AFG 
es también igual al acd', luego los .tetraedros AEFG y abed 
son iírnales [33*5], y como el primero es semejante al 
AÓCb, también lo será el segundo.
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Teoruma III.

3 7 1 . una pirámide se corta por un plano paralelo á 
la hose, la piràmide parcial que resulta es semejante á la 
propuesta.

Demuéstrase este teorema como el del número 3 0 ^ , 
que es un caso particular del actual, puesto que el tetrae
dro no es mas que una pirámide triangular.

Corolarios.

1. ® Las bases de dos pirámides semejantes son propor
cionales á los cuadrados de sus altun'as.

Tomemos en la arista VA de la pirámide
mayor una parte VF igual á la arista homologa de VA en 
la pirámide nieiior, y tracemos por F una sección paralela 
alabase ABCDE. Ca pirámide deficiente es semejante á la 
pirámide mayor, luego será también semejíinte á la me
nor; pero Ja pirámide deficiente y la menor tienen una 
arista homóloga igual, luego la razón de semejanza es 1, y 
dichas pirámides son iguales. Ahora bien, las bases de las 
pirámides total y deficiente son proporcionales á loá cua
drados de sus alturas [351, coi».]; luego suceddrá lo mis
mo á las pirámides ])ropuestas.

2. ® Las alturas de dos plrimides semejantes son propor
cionales á las aristas kornólopas.

Pues los triángulos semejantes VAP y VFQ dan.
VP VA
VQ VF '

Teorema IV. (Fig. 215).

3 ? ^ .  Dos poliedros ABCDEFG, abcdefg compuestos 
de igual númzro de tetraedros semejantes y  semejantemente 
dispuestos., son semejantes.

Suponemos semejantes los tetraedros ABCD y abed., 
AGDÉ y  acde, A.DK? y adef, AEFGy a ’fg ,  y queremos 
demostrar la semejanza de los poliedros propuestos.

Entre loa ángulos diedros de lo.s poliedros hay algunos 
queso» iguales porque pert necen a tetraedros semejapT-
tes; así C A B I)= c w  por pertenecen álps tetraedros serge-



S t o s  ¿enantes; a.i
se eo.ni>o«a efsegaBdo,'
tivameiitealos «  poliedros, por ejernplo

Las caras tnanj<»i ^  nprtpnec'er á tetraedrosGEL''y//é.A son semejantes, por aertenetet <t
semejantes. , . tptTaedros consecu-

Demostremos ahora por ejemplo
tivosdel primer polnylro

dros bcdi y necesaii-miente con
ACDE!"y como lás Jaras BCD y DOE están en un mismo
p l a n o , l a s y  Cambíenlo es gaan.

Según esto, si las caras Icd,
inism oplano formaiKounp o  ̂ primeras por
cde. edj\ respectivamente s e m e j a ^  poligíno
pertenecer k por estar ambos com-

“̂ o r i l m o S o  se demuestra la semejanza de las de-
más caras no triangulares tienen respecti-

Vemos, pue^ en el mis-
m oT dín ! y"fas Jaras Idyacentes semejantes; luego los
poliedros son poliedros semejantes, pmdmi

■’/
serfiP.j"AiUm"nt''- _,,p„tos semejantes, sus caras
hoiS “ - : J ^ p J ^ o r : ^ " J S e r y  s,.s ángulosdle-
dros^coOcndns ?" Ce^^^ pasar uu

Si POi-f un tetraedro
S í  ‘‘y larcm-as ACEG y Í g FD se habrán dividido en

ScJS!
i c P E  y ADBF, que con el AEFG, componen el poliedro,

i



y  la cara BCEFD estará dividida en tríáng-ulos. Haciendo 
la misma construcción en el segundo poliedro, quedará 
descüiiipiiesto en tantos tetraedros como han resultado des
componiendo el primero, y las caras de aquel quedarán 
divididas en triángulos; además los triángulos del primer 
poliedro serán semejantes á los del segundo, por proceder 
unos y otros de la descomposición de polígonos semejantes.

Ahora bien, los tetraedros ABC!) y (wcd son señiejan- 
tes, porque tienen semejantes las caras KÈZyaòc, ABIJ y 
«¿í/y  el ángulo comprendido AB igual al Los tetrae
dros ACDE y ízcúfí? son snnejantis, ptrque tienen seme
jantes las caras ACD y acd, como hon^ólog-as de los tetj-ae- 
dros semeiantes anteriores; también son semejantes las 
caras CDE y y los ángulos comprendidos ACDE y 
ac'̂ .e son iguales, como suplementos de los diedros iguales 
ACDB y acdó.

Del mismo modo se demuestra la semejanza de los de
más tetraedros.

C A P Í T U L O  C U A R T O ,

J3S 3 . /Se Vam% poliedro regula-r el poliedro cuyas ca
ras son todas poliponos regvÁwres iguodes, y  cagos ángulos 
died.ros son todos iguales.

T eorema.

No pueden existir mas que cinco clases de poliedros re- 
guiares.

Para formar un ángulo poliedro se necesitan por lo 
ménos tres ángulos planos; además ia suma de los ángu
los planos que han de formar un ángulo poliedro debe ser 
menor que cuatro ángulos rectos.

. Según esto, con tres ángulos de triángulo equilátero 
puede formarse un ángulo poliedro, porque valiendo cada
ángulo del triáng’ulo - - R, la suma de los tres sólo valeO
2R: él poliedro correspondiente está limitado por cuatro 
triángulos equiláteros, y  se llama tetraedro reaiUar.

Con cuatro ángulos, de triángulo equilátero también
puede formarle ua ángulo poliedro, porque la .suma de

184
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8ellos — R es menor que 4R: el poliedro correspondienteO

estiUinútado por ocho triángulos equiláteros iguales, y 
sellama oct'i-’dro re ular.

Reuniendo cinco ángulos de triángulo equilátero, cuya 
suma ~  R es menor que 4R, se forma un ángulo poliedro,O
al que corresponde un poliedro regular terminado ])or 
veinte caras triangulares, que se llama icô âsdro recular.

Seis ángulos de triángulo equilátero valen —— R =  4R,
luego con ellos no puede formarse un ángulo poliedro.

Con tres ángulos de cuadrado, que valen 311. puede 
formarse ángulo poliedro: el poliedro correspondiente es el 
ex i-’-dro regular ó cubo, y está limitado por seis cuadrados 
iguales.

Es evidente que cuatro ángulos de cuadrado no pueden 
forpuir ángulo poliedro, pues la suma de ellos es 4R.

Con tres ángulos de pentágono regular puede f  umiar- 
se un ángulo poliedro, porque valiendo cada ángulo del

fi 18pentágono ~  R, la suma de los tres vale — - R-< 4R: el
poliedro regular coreespondiente está limitado por doce 
polígonos regulares iguales, y se llama dodecaedro renular.

" ' ' 24 'Cuatro ángulosdepentágono regular valen ~ R > 4 R ,O
luego con ellos no puede formarse áng*ulo poliedro.

12Tres ángulos de exágono regular valen —  R — 4R, 
por consiguiente no pueden formar ángulo poliedro.

Valiendo 2R--------  cada ángulo de un polígono regu
lar de n lados, es evidente que si % aumenta, el valor de 
cada ángulo aumenta también: como tres ángulos de exá
gono regular valen 4R, tres de eptágono, octógono etc. 
valdrán más, y será imposible formar con ellos un ángulo 
poliedro.

Luego no pueden existir más poliedros regulares que 
ei tetraedro, octaedro, icosaedro, esaedro y dodecaedro.



C A P 1 T U L . O  Q U i N T p .
í^-scn.22»3-i>s V c2aci:^ '»c:t3T*i>s.

S 7 t .  Una pirámide está invcripl^z en un cono cuando 
el vértice de la pirámide y el del cono coinciden, y la base 
de la pirámide está inscripta en la del cono. En tal caso, el 
cono está á la pirámide. p1

Un i pirámide está circmwnézc a Hp
vércice de la pirámide y el del c:mo comciden, 
lanirámide está circunscrita á a del cono. Entonces el
cono está en la pirámide.

En prisma está ín^cropio en un cilindro 
bases del irisraa están inscriptas en las del cilindro. En tal 
caso el cilindro está cifCiinscrUo al prisma.

Un prisma circwfi^crito á Rq
bases del nrisma están circunscritas á las del cilindro. Ln 
toiices el cilindro está in<!crinh en el Prisma.

un DoUedi-.: .̂iiki,v<!cripto en una esfeia cuando todos 
los vértices del poliedro están en la superficie esférica. 
La esfera en tal caso está cifcm<!cnta al poliedro.

Un poliedro está circímscrito á una estera cuando todas 
las cara*s del poliedro son taug-eutes a la superficie esíé- 
rica. La esfera entonces está vi<icript.i en el poliedro.

Teorema. (Fig. 216j.

SK'3'5 4 _ lodo poliedro TegidO/i'puede inscribirse y  cir~

caras adyaee^
tes del uoliedro regular dado. Levantande por los centios 
Al V  N de estas caras dos uerpendiculares a los planos de 
las"mismas, estas perpendiculares se encontraran en un 
punto O. centro de la esfera que pasa por los cuatro pun-

Deniostreníorahorl que uniendo el punto 0  ̂con los 
centros de todas las caras del poliedro, las recta» de unión 
son peruendicu’ ares á estas caras é iguales entre si.

Unainos el punto O con el centro P «
contigua á una délas primeras: bajemos desde \I y N dos, 
perpendiculares àia arista BU, a la que cortarán en im 
mismo punto Q; y desde P otras dos á la ansta OE,

186



Que también concurren en un punto K. Las perpendicuU- 
res O vi Y ON son ig-uales, porque suponiendo trazada una 
recta b d  se formarian dos triángulos rectángulos OM(¿
Y ONQ io-uales, por tener común la hipotenusa OQ é igua- 
íes íob catetos MQ y NQ como motemas 
les. Si hacemos {íirarel ™adnlatero plaim O W
alrededor de ON hasta que caipa sohre el OJJ“  A®'
\f rninnídirá con el P; poroue aiig>
ser rector N Q = N R  como apotemas del mismo polígono, 

NRP como rectilíneos correspondientes
ñ o s  *Sedros iguales BD y CE. y Q vt=RP como apotemas 
de poliI?.nos i|uales: luego OM y OP tendrán los mismos 
f>'Ktremos v coincidirán; por tanto Oi UJVl.

La misma superposición demuestra además que a n g .  
O m  =  d¡7 ó m ,  iuego el ángulo OPR es recto, y como 
loñdanos ECF v 0\R P son perpendiculares entre si, 
pueltü que el primero pasa por la f  n^enjiicular OP. 
gundo,Erecta OP serápeiviendiciilar al

El inisrt’o razonamiento podría ahora aplicaise a otia
cara contio*ua á cualquiera de las tres que hemos conside 
Sdo, V a fá  todas las demás, luego las rectas que unen el 
m intob con los centros de las caras,son perpendiciilares á 
Istas é iguales entre si; por consiguiente la 
desde O como centro con un radio igual a cualqiuua de 
las peruendicnlares. será tangente á todas las caras del 
noliedro f3 3 « 1, esto es, quedara inscripta en el im»mo.
 ̂ A-demás. el punto O equidista de todos Iĉ s vértices elei 

poliedro f e s « ,  1."]; luego la superficie esférica descrita 
& 0 ¿ o in o c e n t l - o  con un radio ig-ual á cnalqmera de 
las distancias, pasará por todos los vértices del poliedro, 
miedando la esfera circunscrita al misuro.
^ Corolario. T o d o  'p o lk d .ro  o ^ e p il ir  p u e d e  de<^com ponerse 
e n  tarU'is p ir á m id e s  r e g u la r e s  é  in u a h s  copio  c a r a s  te r g a .

Basta, en efecto, hacer pasar planos por el centro de 
las esferas inscripta y circunscrita y por cada una ue las

Centro de un poliedro regular es el centro co
mún á las esferas inscripta y circunscrita.

R a d io  del poliedro es el radio de la esfera circunscrita, 
Y a p o tem a  es el radio de la esfera inscripta, ó bien la per
pendicular tirada de.sde el centro á cualquiera de las caras.
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L IBRO O C T A V O -
ÁUEAS DE LAS SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

C A P Í T U L O  P R I M E R O .
S>E IjA S  A I IE A S .  

l ,_ A i .e a %  d e  los» p o lio .

En ereneral el área de la superficie de un polie
dro se obtiene niidiendo el área de cada cara y sumando
estas áreas parciales. Existen, sin embargo, algunos po
Ledros cuyas áreas se determinan más iacilmente.

T eorema I.

3 SS. E ’. arez *  Iz n v  "rfíete Uteral *  nnz pmmtde. 
re tllir  es iejml A h  mitad ieí proAuefo del perímetro de s%
lase por la apotema de la pirámide. fHí̂ mo-nlos la -Sea l  la base y a la altura de uno de los triángulos la
teralS , ó sea la apotema de la pirámide. El área de cada

triángulo será - y ;  si la base de la pirámide tiene n lados,
habrá «triángulos laterales, y como son iguales./I 
de todos, esto es, el área lateral de la pirámide será 

la I n x a  ^
- ^ x « = — 2- .

peroJites el perímetro de la base, luego el teorema es
cierto. _  ,r

T eorema ü .

«»•'«ii w  fívpa dplt swoeyfíele latefal dQ%ih% pivàinide 

áfilos perímetros ás las lases, mnMipheaMpor la aliara m  

^^SeanByTla^base^ fsla altura de
laterales. El área de cada trapecio será - ^ Si

L



cada base del tronco tiene n lados, babrá ü trapecios late
rales. y como son e v id e n t  unente igaales, el área de todos, 
esto es, el área lateral del tronco .-»era,

2 *
pero Bft y 5íí son los perímetros de las bases, luego el teo
rema es cierto.

T eorema. III. 217).
3 ^1» ¿7 'Í7'-n ds U  hterííl de un. prisnn cual-

ou ’̂r i  k\ esiam l al prod telo de u>ii de siif arUías ¡alera- 
íes por el perimetro de su sección recta LMN Pa.

'¿lamamos recta á la que resulta de cortar el
nrisma por un plano peiq)endicu ar á las aristas laterales.
 ̂ Consideiando como bases de los paralelógramos late

rales las aristas AF, B J etc., las alturas serán los a - 
dos LM MN etc. de la sección recta, nnrque siendo las 
aristas ’ perpendiculares al plano LMNP^Í son también 
perpendiculares álasrectasLM.MN etc. que pasan por
L  pié en dicho plano; luego llamando a a cualquiera de 
las aristas laterales, las áreas de los paraielógramos serán 

í íXLM , tífXMN, (7x NP etc.; 
por consiguiente la suma de todas, ó sea, el area lateral 
del prisma será

í?(LM +  MN-|-NP +  . . . . ) »
lo cual debía demostrarse.

Corola uio. J-.l àrea de la superficie lateral de u n p n s-  
om recto es igual al producto de su altura por ci perimetro
de su base. _ • . . .

Acabamos de ver qne el àrea de un prisma cualquiera 
es el producto de su arista lateral por el períinetro de la 
Becciun recta, y corno en un prisma recto la arista lateral 
es igual á la altura y la sección recta es igual á las bases, 
el corolario es cierto.

|l._.4i*eas de lo s cuerpos de revolución.
T eorema I.

SHÍ* El àrea de la supericie lateral de m  eono circu
lar r.cto es igm  ’ à la ■mitad del producto de la
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Sea c la circunferencia de la base del cono y ? el lado 
de éste. Inscribiendo en la base del cono un polígono re
gular, y haciendo pasar planos por los lados de este polí
gono y por el vértice del cono, resultará una p.rámide re- 
gularinscripta. Duplicando indefínida-nente el número de 
lados de su base, se"obtendrá una sèrie de pirámides re
gulares incriptas en el cono; las bases de es-itas pirámides 
tienen por limite la base del cono, por consiguiente la& su
perficies laterales d ; las pira n 1 is teñirán p>r Unite la 
superficie cónica, y el límite de las apotemas será la ge
neratriz ó lado del cono. Ahora bien, el área de la super
ficie lateral de una pirámide regular es , siendo p  el pe¡i
rirnetro de la base y a la apotema de la pirámide; luego, 
sustituyendo los variables;??y «  por sus límites respecti-

cLvos c y  1, q\ área de la superficie lateral del cono será — ./b
Si r  es el radio de la base del cono y A el área lateral, 

tendremos la fórmula
A =  «  rl.

T eoriíMa. II.
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El áre^ de la-mperficie lateral de v/n tronco de 
cono circular recto de bases p iralelis, es inuâ . d la semisu
ma de la  ̂circanferenciiis de las bases multiplicada por el 
lado del tronco.

Sean C y c las circunferencias délas bases y  ̂ el lado 
del tronco ¿e cono. Imaginemos que en el cono total se 
inscriba una pirámide regular: la base menor del tronco 
cortará á la pirámide originando un tronco de pirá
mide regular de bases paralelas inscriptas en las del 
tronco de cono. Duplicando indefinidumente el número 
de lados de la base de la uiráraide total, se' obtendrá 
una série de troncos de pirámide inscriptos en el tronco 
de cono; las dos bases de estos troncos de pirámide tienen 
por límites las correspondientes bases del tronco de cono, 
por consiguiente las superficies laterales de los troncos de 
pirámide tendrán por límite la superficie lateral del tronco 
de cono, y el líhiite de las alturas de los trapecios latera
les será el la4o del tropeo de cono, Ahora bieo; el área del
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p j _ «

tronco <le pirámicie es — —  X<i, l’ ainnnáo V y  p {i los 
perímetros de las bosos y  ̂á la altnm de los trapecios la -

lateral
terales: luego, sustituyendo las variables \*.p y a por 
limites respectivos C. c y l. el área de la superficie lat

. C + c  , ■ del tronco de cono sera — ^— X  ¿.

Si R y ?*son los radios de las bases del tronco y A el 
área laieVal, tendrerno» la fórninla

■ A =  ( ) X  ó A =  (II-f-^ } X  '̂1.
Escolío. Si por el punto medio O" de la altura 0 0 ' del 

tronco A 10 D (''AV-2Ù) se traza una sección paralela á 
las bases, el radio’ 0 "E de esta sección une los pimtos me
dios de los lados no paralelos del trapecio AOO’C [SCSI],

R -
luego llamando R 'á  dicho radio, será R ' ~ — ^— , de
donde 2R '= R r. por consiguiente la expresión del área 
obtenida anteriormente será

A — 2tcR' X 1.
Luego e^área ¿e Ifi siípsr/icie íaleval de uit tronco de 

cono circular rectores i(,val 'al producto de su lado perla  
circunferencia de una section paralela á las bases y ep ii- 
disianíe de ellas.

T eorema III.

El área de la superficie lateral de un cilindro 
circular recto es iqual á la circunfierencia de su base mul
tiplicada por su lado.

Sea c la circunferencia de una base y /  el lado del cilin
dro. Inscribiendo en éste una sèrie de prismas regulares 
cuyo número de caras laterales se duplique indefinida
mente, es fácil ver que la superficie lateral del cilindro es 
el limite de las superficies laterales de los prismas; además 
la altura de éstos es igual al lado,del cilindro.

AbcTQ, el área lateral de un prisma recto es pa, llaman
do j» al perímetro déla base y £j á la altura, luego la del 
cilindro será el.

Si T es el radio de la base y A el área lateral será
A «
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T eorema IV. (Fig. 219).

ÖS I. E l área de Id-’! uperßcie engendrada-por la base de 
nn tri íiigido iaóscele  ̂([ue gira alrededor de una recta exte^ 
r ior á ét trazada por síí vértice en eu plano, esigvM a ta 
circiüiferenci't cugo radio es la altura del triángulo wui ti-  
■nlicada ñor la proyección de la sobre el eje.

Didtinguireiiios tres casos: que la base tenga uno de
sus extremos en el eje de revolución; 2.® que la baŝ e no 
tenga ningún punto en el eje ni sea paralela áel; 3. que
la base sea paralela al eje. , . , a T»n

1-” La base A.B 1) del triángulo isosceles ABO,
al girar alrededor del ejeXY, engendra la superdcie late
ral de un cono circular recto, luego el área de esta super
ficie será _

^ A E x  AB =  2 "A E x B D  [1];
siendo semejantes los triángulos AEB y CDB, tenemos 

AE EB
CD BD

, de donde AE >< BD — CD X  EB;

sustituyendo en la expresión [1] del área que nos ocupa el 
producto A E x B D  por.su igual C D X  EB,^se obtiene 
para expresión de dicha área 2 "0D xE B , lo que esta con 
lornie con el enunciado del teorema.

2." Labase AB 2) del triángulo isósceles ABO, 
al girar alrededor del eje X  Y, engendra la superficie late
ral de un tronco de cono de bases paralelas, luego el área 
de esta .superficie será csco l*»]

2tiDGx AB [2];
siendo semejantes.los triángulos CDG y ABí  ̂ tenemos 

DG CD
■r i Ali

, de donde DG AB =  CD x  BI;

sustituyendo en la exnresion [2] el producto DG X  AB 
por 'su igual CD x B Í ,  se obtiene para expresión del área 
engendrada por AB

2«CD X  BT, ó bien 2itCD X  EF,
lo que está conforme con el enunciado del teorema.

3.'̂  La base AB (Fin. 3) del triángulo ABC engenara 
la suuerücie lateral de un cilindro circular reetb, luego el 

!t 4? su^effloie será^ ^

I



sustitn.yendo AE por CD y AB por EF, la expresión dél 
área que nos ocupa será

2tcCD x EF,
conforme con el enunciado del teorema.

Z o n a , e s f é r i c .^ e.̂  la parte de superficie esférica 
enjendrada por un arco del semicírculo generador de la 
esfera.

Los extremos del arco eiíé-éndrali circunferencias, que 
se llaman bases de la zona. Altura es la proyección del 
áTco’ g*enerador de l’a zona Sobré el éjé.

Si uno-de los extremos de este arco está én él efe, la 
zona tiene una sola base, yen  tul caso Sé llama también 
câ <j\ietü esférico.

La superficie .KBD (Fiq. 220), en¿fendrada por él arco 
AB, es una z >na. cuya única base es la circunférenciá C, y 
la altura AC. La superficie BEFD, engendrada’ pór el 
arco BE, es una zona, cuvas bases son las circunferencias 
C y  C', ylaaltura CC'. '

T e o 'r é m a . V. (Fig. 221;,

El âi'èâ  de una ibná és igüal á su altura muUi- 
pUcidAipor una circunferencia de circulo máximo.

Consideremos la zona engendrada por el arco AF que 
gira alrededor del diámetro AG.

Dividiendo el arco generador en varias partes iguales, 
las cnerdas AB, BC, CD etc. de estas partes serán bases 
de los triángulos isósceles AÉO, BCÓ, CDO etc.,- que tie
nen todos igual altura [VIS,-1."]. Representando ésta por 
las áreas de las superficies engendradas por las cuerdas 
AB, BC, CD etc. serán respectivamente

2TÏÆXÂH, 2t̂íí!><:IL etc.;
luego el área de la superficie engendrada por la linea une- 
brada ABCDEF será  ̂ '

27TÎÏ ( AH +  Hí -h IL . . . ) =  X  AN.
Ahófá'bién, si las partes en ^ue se ha dividido el arco 

geweradol’ soii ÿ d a  vez menores, él lírrtiíe de la liiiea que
brada ABCDEF es el arco ÁF, luégo el limite de la super
ficie engendrada por dicha línea quebi^áa será la zona 
engendrada pór el arco AF; además él lím ite delà áp'o-

l3^
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19Í
tema (t es el radio R del circulo generador, por consi
guiente el área Z de la zona será

Z =  2^ R xA N .
Aülicando el mismo razonamiento á la zona de dos 

bases engendrada por el arco BF, obtendríamos igual re 
Bullado.

Teorema VI. (Fig. 22V-

M  área de la superficie de una esfera es igual al
producto de su diámetro por una circunferencia 

La superficie esférica engendrada por 
ferencia ADCr, puede considerarse compuesta de dos zonas
eno-endradas respectivamente por los arcos AU y Bu, que 
componen la semicircunferencia. Las áreas de estas zo
nas son

2iíR x AL, 2«R x LG, 
lueo’o el área de la superficie esférica es

2ttR ( a l  +  =  2^^ X
Llamando A al área de la esfera, será

A — 2 «R x 2 R  ó A =  4nR^.

Corolarios.

1. " Fl área de una superficie esférica es el cuadruplo
d,el área de su circulo máximo.

Puesto que el área del circulo máximo es yK-' •
2. ® Pél areadeuna sup.rfcie esjencaes igual al area

latera'del cilindro circunscrito» .
La base del cilindro circunscrito tiene el misnio yadio R 

de la esfera, y la altura de! cilindro es el diametro 2R,
lueno el área lateral será 2í:R X 2R — 4t:R .

Huso ESFÉLiico «5 la puTÍe dc superfcieesfcrica 
BADO (Fig. 193j limitada por dos semicircunferencias

^ ^ rev id en te  que dos circunferencias máximas perpen
diculares entre si, dividen la superficie esférica en cuatro
busos iguales. Estos usos se llaman recío.?.

Dos husos de una misma esfera son iguales cuando .??«

J



ángulos esféricos, coincidirán dos á dos las circunferen
cias máximas que limitan los husos, y éstos serán por tan-* 
to iguales.

Teorema VIL (Fig. 199.)
El áre-i de Wfi k̂ -̂ o eaférico es iqm l alprodAixto 

del arecL d̂e vm circulo máxiríiopor el ójigiílo del huso, siem
pre qv  ̂la uiúdod para raedir éste sea el ángulo recto.

Siguiendo el método empleado en el núínero 5 Í , es fá
cil deiiiustrur que la relación entre el huso ABCD y la su
perficie total de la esfera, es igual á la relación entreoí 
ángulo-esférico ABC y cuatro ángulos esféricos rectos; 
tenemos, pues, ìlamanào H al área del huso y E á la de la 
esfera,

3  -  - é E L  - _ iL _  -  ABC
E t rectos ’  4-H'  ̂ 4 recios

dividiendo por 4 los denominadores, será

1 recio ’
tomando el ángulo recto como unidad de ángulos y despe-* 
jando H, será

H =-^R 2xA B C .
Escoí.m. Téngase en cuenta que ABC representa la 

relación abstracta entre el ángulo del huso y un ángulo 
recto.

OoROLxiiio. El se elige para wiidad superdeial el /mso 
esférico recto g el ánjuh recto para unidad de únanlos, 'el 
área de un ha-o está expresada por su ángulo esférico. '

Pues siendo t:R̂  la cuarta parte de la superficie esfé
rica, ó sea el área del huso esférico recto, es la unidad de 
superficie, luego

H =  ABC.
T eorema V lil. /AV/?. 222).

3 3 » .  Dos triángulos esféricos simétricos ABO y  DEF 
son equivalentes.

Suponemos que los triángulos propuestos tienen fés 
lados

A B = E D , AC =  DF, BC*=EF, 
y los ángulos A =  1), B =  E, C *= F.

Sea P uno de los polos de la circunferencia menor que
pesa por Iq8 vértieee A, B y 0; nao ei polo P cpb estos
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vértices por merUo de nrcos de círculo niiíximo V\,
Pi3, PC: estos arcos serán ig-uales, por
das [330J. Por el vértice F del triangulo DM-
sar un arco de círculo máximo bQ, que torme con b 1) un
l n g X  D F Q  =  . ^ ^  F U  =  G P , y u u o  e l  p u n t o  Q

Los triángulos^\(1P y DFQ tienen A.C =  DF por hipó
tesis O P =  fO , AOP == «%■- U m  poi- construccun; 
conio además el triángulo AGP es
milos <on io-iiales P5*í|. Dos trian, u os B..P y Fbi^ tie- 
feu 80 =  blF por hipótesis. GP =  FQ por et nstruccicn y 
án¿; B3P — /U7. FF4 >or ser su.iias de ángulos igua.es,
conio además el triangulo BCP tienen
gulos son iguales. Los tnano-ulos ABP y 
B V -= ED por hinótesis, BP =  como lados de los tiián- 
ffiilos io-uales BCP y EF.¿, dm. ABP =  -v/t/. DE |nor ser 
fiferencias de ángufos igua'es; conio además ol tmugulo 
ABP es isósceles, los triángulos ABP y DEQ son i¿ua.es. 

Tendremos, pues,
BCP +  ABP -  AGP =  EFQ +  D E Q - DFQ 

¿ ABC =  DEF.
T eorema IX. fFig» 223}.

3 0 1 .  E l  á r e a  demi tridnjiUo e-<iférico k̂ G ggml a 
U de un, circulo maxmo, miiHiphcuaapor i i J
loa tres annulos del triangulo manunuida en a.u mmm, 
siemore (¡iie la unid,ad do ángulos sea el an nib ‘iecto.

C alos  tres ángulos del trian gu o
propuesto ABO. Prolongando los
se observa que el huso esférico A B Jo se cmiL.one dei 
Itóngulo prlpuestc y del BÜC el Puso BALO ^  c^mpo- 
ne del triángulo propuesto y del AEc., y ^
compone del triángulo propuesto y del A. 
inilo^AFB V el DGE son simétricos por coricsponder a los 
éelíossim ftncos ÜAFB y OUCli, luego son equivalen^ 
por consiguiente podemos decir que el Luso GAb B equi
vale á la suma del triángulo propuesto y del DuL. ien
dreiuos pues [3 íi3 j

a b o -h BDC = X  A
ABC'-f AEC =  *R^X,B
A B C -j-D C E ^T.R -íxE .
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Snmnndo ordenadamente estas iímaldades y observan
do que la suma AB'^ +  4" equivale á
la uiitid de la su îeriicie esférica, por cuya razón vale
2.RÍ , ¡.evá  ̂+  B +  C ) ,
de donde 2ABÜ = t:R'̂  ( A +  B +  C—2),
y a b c = x e . > ( A ± _ » ± ° - i ) ,

io-uablnd que de'-mestra el teorema.
E s c o l i o . La expresión obtenida puede escribirse en 

esta forma:
A B 3 =  ^ ( A  +  B +  C - 2 ) .

Como - — es el área de un triángulo esférico trirec-
táno-ulo, unes es evidente que la superficie total de la 
esfera se coiirK-ne de ocbo de.estos triángulos, _si í5Upy)ne 
mos dicha áréa igual àia unidad, podremos decir: Migien- 
do itúdU o’íp .̂rdci'il el trumgüo esanco tnreclan- 
mil) d  á r e a ,  d e - ' i - i ')'iiiiin<ilo e-'ifénco es igual al exceso de 
'la sm :i de sus tres 'mjulos sobre dos rectos.

c a p í t u l o  s e g u n d o .
comb*-^bsacbo:%' d e  e a s  á r e a s .

T e o r e m a . I.
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T»3Í>^. Lss área<fdedos 'poliedros sew-ejmfes sou pro- 
'norc'i^u'des à los cutdridos de sus aristas howólogas.
■ Dos caras se iiemutes cualesquiera, una de cada polie- 
clvo son proporcionales á los cuadrados de sus lados lio 
mó’ o '-os, Y  ésto.< la los son aristas de los poliedros; pero la 
razón de dos ari.sta.s ho uólogas, y por tanto la de sus cua
drados, es constante, luego también lo sera la razón de 
dos caras semeiantes cualesquiera. Esto supuesto, sean 
C Ĉ L... las caras del primer poliedro y c, c , c .... sus 
bo’Tiólogas en el segundo; sean A y «í dos aristas liomó- 
logas cualesquiera. Tenemos

C C' -A-2
(f



de donde [Arit. ^ O j
C-f-C'-{-C"-|------

+  . . .
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igualdad que demuestra el teorema.
33>:s. Dos conos circulares rectos se YlRman semefaíites 

cuando sus triángulos generadores son semejantes.
Es claro que los radios de las bases, los lados y las 

alturas ^on proporcionales.

T eorema. II.

Z ^ i s  á T e ^ f  l a t e r a Z e ' i  d , e  d o f i  c o n o ^  s s e . m e j d n t n f i  p ' r o p o r -  

donile!^ á los cuadrados de los r (dios de sus lases,_ ó á los 
de sus lados, ó á los de -ms alturas.

Sean R, L. .\'el radio, lado y altura del primer cono, y 
T, l, a los del segundo. La ra/zon de sus áreas laterales es

R
r=  —  X L

i
R Lpero —  =  —  
T l

será
luego sustituyendo L . R- por ser igual —

R2y como =  ~  =  , será por último,

xRL
■k t I

7iRL
TC f  ¿

«2 
R2

R2
-5*2

L2
l̂ ~

A2
«2

, 3 » i .  Dos cilindros circulares rectos se llaman seme
jantes cuando los rectángulos generadores son semejantes.

Es claro que los radios de las bases y los lados ó altu
ras Serán proporcionales.

T eorema III.

Las áreas laterales de dos cilindros semejantes son pro- 
pórcionaks á los cuadrados de los radios de siisba^es y á  
los cuadrados de sus lados ó altu/ras.



Sean R v L el radio y lado del primer cilindro, r y  l el 
radio y lado del segundo. La razón de sus áreas laterales es

2ttRL ^  i  i l  . 
l T I ’

L R
pero —  =  ^  ’ luego sustituyendo - j  por —  y al con-

2.RL

T eorema. VIL

31>V  L%s drê t-̂  de dos esferas sonproporciomles á los 

^^^Setn R^y ^lorTradios de las esferas. La razón de sus

4ít í*2 /2

L IBRO N O V E N O .
VOLÚMENES DE LOS CUERPOS.

C A P Í T U L O  P R I M E R O .

Hl£l>ll>.% » E  EOS VOEÉMEH'ES.

I._Volnutcucs «le los polic«la*os.

3 9 9 .  V olumen de un cuerpo es h  medida de su ex
tension. t

La unidad de volúmen es ordinariamente un cubo; por 
p1 volnmen de un cuerpo será la relación en- 

y la del cubo que sirva de
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conS^-uienTeVÍ volúm de un cuerpo será la relación en
tre la extension del mismo y la de

Dos cuerpo&son equi'oalentes cuando tienen igual voló— 
men y diferente íorma. Los cuerpos équivalentes no pue- 

' den coincidir.
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Teorema I. (Fig^. 224j. .

•595'. Dos pamkj^pipexhs reclg'ipgy,}os AG y  LS que 
tienen iqmles las lases AC y LN, son proporcionales á sus 
alturas AE LQ. '

Supongamos que las alturas sean conmensurables v 
qué la-medida común se halle contenida cinco veces en AE 
y tres veces en LQ: según esto, tendremos

-AE ^  5_
L-Q 3

Si por los puntos de división de las alturas trazamos 
j)hinos paralelos álas bases, él paralelepípedo AG quedará 
Siyidido en cinco paralelepípedos rectángulos y el LS en 
tres;'todos éstos paralelepípedos son, iguales, porque tie
nen i^ual base y altura; luego

.....................  t . .
De las igualdades [1] y [2] se deduce 

AG _  AE
ctí ~  ic a  ’

Si las alturas fuesen inconmensurables, haríamos un 
razonamiento análogo â  de lo|s números 65' y

Escolio. Las tres aristas AB, AD, AE de un án
gulo tiedro A son las dimensiones del paralelepípedo rec
tángulo A.% si d.QS ip^r^élépipedQS tienen iguales respec
tivamente dos de sus dimensiones, tendrán (fos caras igua
les; considerando egtas caras como- liases, las terceras 
dimensiones serán las alturas, luego el teorema anterior 
puede enunciarse diciemjq:

Dos paralelepipéios'rectiiiqulos qm tienen dos dimen
siones respectivamente iguales, son proporcionales á la ter-

T eorema II.

3 9 9 .  Dos paraleiepipedos rectángulos qufi tienen igual 
aUui^áii-soit^o^^^iolMeéásu'sHses.

Sean P y P' los paralelepíjiedos propuestos, a la altura 
coriftfoG*ir^^o'lHs'-dÍmérisíóhe3 dé'Ia bfísé'dél primero, b' y c' 
láS'deiá báée-\Íerség^M6; '̂>i '̂3 ¡t '* 'íoS '. i .w  c -

2QP



Iraaginetnos un tercer paralelepípedo P'', y sean a, d, c’ 
sus dimensiones.

Los paralelepípedos P y P" tienen dos dimensiones 
iguales y luego

i  - _ 1p// -  f,'

Los paralelepípedos y P' tienen dos dimensiones 
iguales a y c', luego

í ! .  — - i
Y  ~  V '

Multiplicando ordenadamente estas igualdades frac
cionarias". y suprimiendo el factor común será

P ¿ x c  
n x c '  '

Escolio. Puede enunciarse este teorema diciendo:
J)jjí piraleUj)ipedo<i q %e lien "ti im i dimetmon igua,l, 

$ó% proporcionales d los productos de las otras dos dimen
siones.

T eorema IIÍ.
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4 0 0 . Dos paralelepipedos cualesquiera., son propor
cionales á los productos de sus bases por sus alluras.

Sean P y P' dos paralelepípedos, B y a la base y altura 
del primero, B' y n! la base y altura del* segundo.

Imaginemos un tercer paralelepípedo P", cuya base sea 
B y íí'la altura.

Los paralelepípedos P y P'''' dan [«IOTI
J L -  JL
V'' ”  ít' ‘

Los paralelepípedos P̂ ' y  P' dan [íl09]
V" _  ^
“P" “  B' ■

Multiplicando estas igualdades y simplificando, resulta 
P B X fl  
F  ‘
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f í s c o L ío .  Pued'e enunciarse este teorema del modo si-

^^^^SlTpar'ilelepipedo  ̂cmlfísqnMra son proporciomUs á 
los proditclos do stis tres dimensiones.

Teorema IV.

■ IOS ElvoUmsn de un ptrnleUpipedo TectmqnU es 
iqvyd al nrodncéo de sii bzfe por su allur i.

Sea P el paralelepípedo que se trata de medir, B y «  sn
base y a tura: sea C el cubo que se t mia
vülúiíen y / el lado ó arista de este cubo: la bâ ê de é=>te

^^^Conio d  cubo es un paralelepípedo rectángulo, tendre
mos, en virtud del teorema anterior,

P _  _B ><£ .
■c “  1 ^ 'x  I

convelimos en elegir para ««idad de volumen el 
cubo cuyo lado es la unidad lineal, l valdrá 1, por tanto 

p
-^  =  B X  «;
O

pero es el volúmen del paralelepípedo [3!>©], luego el

teorema es cierto.
E scolios.

1 ® Ténffase muv presente que en la demostración an
terior hemos convenido en elegir w a  ^
xin cubo cuyo lado sea la unidad lineal; por 
cuando se hayan medido las lineas con una unidad deter
minada, el volumen del [^f.^Sdo lasen las unidades cúbicas correspondientes. a»i, las
líneas se midan en metros, varas etc., el volumen resulta 
rá exnresado en n etros cúbicos, varas embicas

Esta observación es también aplicable á los teoremas

si|umntes.^org^a anterior se enuncia con frecuencia

de im paralelepipeda reoténgulo as al 
producto desús tres dimensiones*



Corolario. Bl 'cotímen, de un cubo es igm l d la tercerá 
'‘potencia d‘> sit, arista. ^

Puesto que el cubo es un paralelepípedo rectángulo 
cuyas tres dimensiones son iguales.

En virtud de esta proposición, la vara cùbica, esto es, 
el cubo cuya arista es una vnra ó tres piés, equivale á 
33 =  27 piés cúbicos, el pié cúb’co á 123 =  1728 pulgadas 
cúbicas, el metro cúbico á 10̂  =  1000 decímetros cúbi
cos etc,

T eorema V. fBig. 225).

JO'5. Todo prismi oblicuo AH es equici^ente à un pri.S ‘ 
m i recto QN. cu ;a base es 11  se-'-cion re-ta prisma olíi- 
cuo, 'y cuya altura es igual á una de las aristas laterales del 
mismo.

Trazo una sección recta LMNüP del prisma oblicuo, 
prolongo las aristas laterales, tomo LQ=F^. y p o re l 
punto Q trazo un plano QR iTÜ paralelo á la sección rec
ta. De este modo se forma un prisma recto QN que tiene 
por base la sección recta del oblicuo, y la altura LQ igual 
ála arista lateral FA. Decimos que los prismas AH y QN 
son equivalentes.

En efecto: si el cuerno QC se coloca sobre el LH de modo 
que el polígono QRSTU coincida con su igual LMNOP, 
las aristas Q y LF coincidirán, porque serán perpendi
culares á un mismo plano; además est-is aristas son igua
les, porque de LQ=FA se deduce LQ —AL==FA—AL ó 
AQ=FL, luego el vértice A caerá en F. Del mismo modo 
se demuestra que los vértices B. C, D, E caerán respec
tivamente en G, II, I, K; luego los cuerpos QC y LH son 
iguales.

Ahora bien, los nrismas AH y QN se componen de una 
parte común AN y de las partes" iguales LH y QC, luego 
son equivalentes.

TBOEEMAVI.ri^i^. 225j.

Ef. volumen de un paralelepípedo recto es igual el 
producto de su base por su altura. •

2D3

1 A 'ésto deba su orinan el nomíjca 49 c-tihj í̂ uo iinios ea ¿ la/
tiorcoi'apaiiOQuiii 4o ua uamoro.



Ssa el paralelepípedo recto A.G, cuya base AC no es

Considerando como base de este paralelepípedo la cara 
latera las aristas AB, EB etc. son oblicuas ú la bn^
BG. de lo contrario los ángulos del parule:ógramo ABOU
serian rectos. Trazo la sección MNP.,¿ perpendicular á di
chas aristsis.

La sección MNPQ, que en general es un paralelogra- 
mo [»5« , o«r. es en este caso un rectángulo, porque 
el ángulo QMN correspondiente al diedio recto AB es 
también recto: Inego el paralelepípedo propuesto es equi
valente á un pará'e’epipedo rectángulo, cuya base es 
MNPQv la altura igual á AB. El volumen de este pava- 
leleuíoe'do es M QX M N x  \B, luego éste será también el 
volúníen delparalelepí’iedo pro’ uesto, y como A B x  MN 
es el área de su base ABOD y M Ì su altura, pues M ¿ es 
perpendicular al plano ABCD, queda demostrado el teo
rema.

T eorema VIL (Fig. 221J.

'SOI. Til volumen, de un, p%r'ihleoirido oblicuo AG ¿s 
inuil il orodiícto d i b x ' f ’. vor ■<!'(, 'lí'ure,. , , . ,

Consideremo.s la cara BG como base del paralelenipedo
proüucsto: las aristas laterales serán AB, Ebete. Trace-
mos la sección recta MNP(^. que en general será un para- 
lejóf’ramo obUcuánguIo. El paralelepípedo oblicuo pro
puesto es equivalente á otro recto, cuya base sera la sec- 
ci'-n yíN? Ì V la altura igual ála nri>ta AB. El voLimen 
de esto paralele n uedo es MN X  QR X  \B, siendo QR una 
perpendicular áMN, luego e.l volúmen del paralelepi >e(lo
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MX de los planosperuendicnlares entre si Mí d) v M-> t w, 
es ueroendínvar á la base ABCD., luego es la allmra del 
paralelepípedo propuesto. El volúmen MN x  QRX-Vlí 
es, pues, el producto de la base por la altura de este para
lelepípedo.

T eorema VIII. fFig. 228).
40 :». Todo vni^mi tri%%g%l%T VBCDEF «c eg'pvrlmíe 

d lo, uiitod de-uupardlclepip'f’do de doble haseé igual altura.



Por las aristas D V y FC trazo los planos DG y FG pa
ralelos a las caras EG y EA del prisma, y snpomendo pro- 
luiiíra<Uislas bases de éste, se liabra fon. ado el paraielepi- 
ncdo G í de doble base que el prisma, pues el triangulo 
ABC e.sla mitad dLliJarnleló^raii.o BG, y de igual altura, 
puesto que b.s planos de 1 .s bases son los mismos para los

^̂ '̂'íli’ulímo’ACFGi divide al paralelepípedo GE en dos 
nrisii.as triangulares: si dei..ostrainos que estos prismas 
son equivalentes, el propuesto ABe^DEb será equivalente
ála mitad del paralelepípedo KG.

Trazo la eeccii'U recta MNP>¿. qne será un paralelógra- 
mo Y estará div.dida por el plano VGFD en dos triángulos 
iguales MNQy QN'P. El-prisii.a GCAHI* 1) es equivalente 
A un prisma recto que tenga por base MN í y por altura 
FC. y el urian a ABCDEF equivale á un prisma recto que 
tenga por base CNF y y por altura FC; pero estos pris
mas rectos teniendo bases y alturas 
luepo b's paralelepípedos (5-CAHFD y ABGDEi' son equi-

CoioLAnio. Elvolv.menáeuiipHfmatrianf ABCDEF
es igiul al producto de fnibafíe por ftv, altura.

Sa a la altura del prisma, y por tanto la del paralelepí
pedo GE. El volúmeii de éste será AxiGGx luego el del 

• ABCGprisma e s -----^—  X  =  A ídG  X  a.

T eorema IX.

<£06. El volumen de un prisma cualquiera es igual al 
pru' ucto de su base por su a'tura.

bi por una arista lateral del prisma propuesto se trazan 
planos diagonales, qat-darà dividido el prisma en otros 
triuigülares de igii *1 altura que el dado. Llamando T, T', 
T"''etc. alas bases de dicln.s prismas y a á la altura co
mún, los volúmenes parciales serán

T X íí ,  T 'X í? . 'F x ff l  etc.; 
luego el del prisma propuesto será

(T +  T' +  T'̂  +  - - . . ) X í?;
pero T H- T' +  T'̂  . es la base de este prisma y í? su
altura, luego el teorema td cierto,
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Corolarios.

1. ® Dos prismas de bases iguales ó equi'Galentes é igual 
altura son equisalentes.

2. " Dos prismas cualesquiera son proporcionales á los 
producios de sus bases por sus alturas-, si las bases son 
iguales ó equivalentes, (os prismas son proporcionales à sus 
klluro.s; y si son iguales las alturas, los prismas son entre 
si como sus bases.

Teorema X. 229j.

■40«. Dos tetraedros ABOí), A'B'C'D' de bases equiva
lentes c igual altura, son equivalentes.

Supoiigamf's colocadas las baseí  ̂ BCD, B'C'D' de los 
tetraedros propuestos sobre un misnis plano, y sea RS su 
altura común. Dividamos RS en cierto número de partes 
iguales, y por los puutosde división tracemos planos pa- 
Tídelos al plano en que están situadas las bases. Estos pla
nos determinan en los tetraedros propuestos secciones 
equivalentes dos á des: las secciones EFGyF/F'G', por 
ejemplo, son paralelas á las bases y equidist-'n de lo.s vér
tices A y A', y como las bases son equivalentes, las seccio
nes también lo son c « 4«o!io¡.

Sobre la base BCD del tétraedo ABCD y sobre cada 
sección del mismo construyann s prismas externos, y bajo 
Cí da sección del tetraedro A'B'C'D' construyamos prismas 
internos. El segundo de los prismas externos eseqniva- 
lente al primero de los internos, porque sus bases EFG, 
E'F'G' Son equivalentes y sus alturas iguales; el tercero de 
los primas externos es equivalente al segundo de los inter
nos, y a.si sucesivamente basta el último prisma exteino 
quesera equivalente al último interno; luego la suma de 
los prismas externos excede á la de los interncis en el pris
ma triangular BCDEPQ. Pero el tetraedro ABCD es me
nor que la primera suma y el A'B'C'D' e» mayor que la se
gunda suma, luego por esta doble razón, la diferencia en
tre If's tetraedros, si liay alguna, será menor que el prisma 
BCDEPQ.

Digo abora que esta diferencia puede ser menor que 
cualquiera cantidad asignable, por pequera que sea.

Llamando x  á una de he  partes en que se ba dividido 
1» w'BiVtS PS, 6} <iel {iris«» pcPEPi^ eírt
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B C D x ^ ; para que etìte vo'unen sea menor qrie una 
cantidad 8 sumamente pequeña, esto es, p^ra que se 
Tereque la desigualdad B C D x ^ < 5 ,  basta que sea
^ ̂   ̂y es claro que la altura R3 podrá dividirse
en un número de partes tal que cada una sea menor que

"b c dPadiendo ser la diferencia entre los tetraedros pro- 
nuestüs menor que cu.üquiercantidad asignable, por pe
queña que ésta sea, dicha diferencia es cero, y los tetrae
dros son equivalentes.

T e o r e m a  XI. (F' ĝ- 230).
IO S . tetraedro ABCD es la tercera parte de un.

vrüma de i/,uat dase g altura.
Por los vértices B y O trazo dos paralelas Bh. Ub á 

la arista AC, y por el vértice A un plano paralelo á la 
base BOD De este modo se forma un prisma triangular 
BODKAF de igual base y altura que el tetraedro propuesto.

El prisna BE se compone de la pirámide ABbbD y 
del tetraedro ABOl); haciendo pasar uii plano pv-r la dia- 
G-unal òè' y p >r el vértice A qued i descompuesta la pira
mide en los tetraedros ABEK y ABDF que son equivalen
tes uorque sus bases BEP y Bl)F son iguales corno mita
des d̂el paralelógramo BEFO, y su altura, que es una 
per leudicular al plano BSF J bajada desde A, es la misma. 
Considerando co.no base del tetraedro ABEt la cara 
E \F, .̂ u vértice será el punto B y su altura la del prisn a 
BF. luego este tetraedro es equivalente al prujiuesto 
ABCD, cuva bise BCD es igual a EAF y cuya a'tuva es 
la del i)risuifi, y como ya se ha demostrado que ABEb es 
también equivalente á ABDC, es claro que los tres tetrae
dros que componen el prisma BF son equivalentes, luego 
el tetraedro propuesto ABOJ es la tercera parte de dicho
prisma. . , 7 . •Corolario. M  volúmen de un tetraedro es igaat ai tercio 
del producto de sa lame por su a tura.

Sea a la altura del tetraedro v por tanto la del prisma 
BF; el volúmen de éste será BCÍ) X  a, luego el del tetrae* 

BCD x a
¿o es -— j
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T eorema XII.
4 0 9 . El volúmen de u m  pirámide cu>jlyuiera es i^iial 

al tercio del pro 'ucto de sw b'i ê por sw altura.
Trazau'lo planos por una arista lateral y por las diago

nales de la base, quedará dividida la pirauiide propuesta 
en varios tetraedros de igual altura que la pirámide, bean 
T, T'» T'' etc. las bases de estos tetraedros y la altura 
comuii: los volúmenes parciales son

T X ^ ,  1 2 ^ .  l ^ e f ú . ;
3 3 3 ’

luego el de la pirámide propuesta será
^■p-l-T' +  T^'-i- . . .  ) X u  ^

3
V como X -j- T' +  T'' +  . . . es lá báse de la pirámide,- que
lla demo.strado el teorema.

Corolarios.

1 Eos pirimides de bdses iguales ó équiválentés è igual
altura sonequioa'eutes. .

2.® E)S pirámides cualesquiera son proporcionales a tos 
productos de sus b ises por sus altar is; si las bises son 
iquales ó equipzlent's, las pirámides son proporcionad s. a 
sus alturas', y  si son iguales las alturas, las pirámides son 
entre si como sus bases.

T eorema XIII.

419 . Todo tronco de pirámide de bases paralelas es 
eqvápalente á la sumí de tres pirámides, que tienen por 
altura común la altura del tronco, y por bases respectivas 
la base mayor de éste, la menor y una media proporcional
entre ambas. .  ̂ j  +«+..00Consideremos, en primer lugar, un tronco de tetrae 
dro \BCDEF (Fig. 131). Haciendo pasar un plano por los 
■puntos E, y C se descompone el tronco en un tetraedro 
E\Bí’- V una pirámide cuadrangular E.áDFC. El tetraedro 
E ABC tiene la imsma altura que el tronco y su base es la 
base mavor de éste. H -ciendo pasar ui> plano por los pun
cos E; a” y F, la pirámide cuadrangular queda descopi-'
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■puesta en los tetraedros EA.DF y EA.CF; si triam os el 
punto A para vértice del primero, su base sera DEt, esto 
es, la base menor del tronco, y su altura será la dei tronco.

Queda el tetraedro EACF. Por el punto E trazo una 
paralela EGrála arista FC; esta paralela se halk en el 
plano BOFE v encuentra á BC en (f; uno el punto G cnn,A 
y con F. SLeiUlo FÁÍ paralela á FC lo es al plano ACMi, 
iueffo los puntos E y j equidistan de es;te plano, y el te
traedro EACF aeiá equivalente al GACí, nn* tener ambos 
la misma basp y alturas iguales; tomando 7  para ‘̂ ’értice 
del úHioiO tetraedro, su base será AG^ y su altura la d^

. í __i  - . . ' i  . .  „  n - r r , nofT»QT« m i í» I íí n!ÍSP A I TA y
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los ii(jC  y Ui'iC son igiiaies. por leuei uu iauu va y — 
EF y los ángulori adyacentes respectivamente iguales, 
como formados u t rectas paralelas. Ahora bien, .trián
gulos GHC y GAC. que-tienen el mismo vértice G y  sus 
bases en linea recta, tienen alturas iguales y son propor
cionales á sus bases, esto es,

GHC
GAC

C_H
CA

los triángulos,GAC y AB también tienen el mismo vér
tice A y sus bases en linea recta, luego tienen igual altu
ra, por consiguiente

GAC CG .
A.BC "" -CB" ’

pero siendo HG paralelad AB,-tenemos 
' CH CG

CA "  CB ’
GHC GAC _  ^ A C  .
GAO ^ X B C  ’  ̂ GAC “  ABC ’

donde vemos que G VC. base del tercer tetraedro, es media
proD.¡rcional entre las bases del tronco.

demostremos ahora el téorema para un tronco cual— 
fluiera AH 'Fia. 232) de bases paralelas.
• CQnstruyaTno.s un triángulo LMN equivalente á libase 
mavor AB3DE. y sobre este triángulo un tetraedro T que 

la misma altuia que la piràmide tptal. Supongamos



que las bases de la pirámide y del tetraedro se bailen si
tuadas en un mismo plano, y a? te-ñor FGHIK del tronco propuesto nasta que cope al te 
traedro T: la sección PQR será un equivalente á
FGHIK [»¿>‘5, e s c o l i r t ] .  Las pirámides totales V Ali Uti
yTLMN, que tienen bases equivalentes è ; guai 
son eauivalentes, y las piranndes deficientes \ bGHlK. y 
TPq S  son también equivalentes, por igual 
lostroiicos AHy LMNPQR, qne se obtienen restando de las 
pirámides totales las deficientes, son equivalentes; y 
el tronco de tetraedro LMNPQR á la suma do
tetraedros que tienen por altura común la ^1 tronco y 
por bases respectivas la base mayor de éste, la >
una media proporcional entre ambas, el tronco de pira 
mide AH gozará de igual propiedad. . .

Corolario. El volémen de un tronco de piramide de 
ba^es paralelas es iflual al tercio del producto de 
por la suma de sus bases y de una media proporcional entre

B y 5 son las bases, a la altura y V el volúmen del 
tronco, será

+  a = \ -a  (B + ¿ + \ /B ¿ ).

T eorema XIV. (Fig. 233).

411. Todo prisma triangular troncado es equivalente à 
la suma de tres tetraedros que tienen por base común la del 
misma y por vértices respectivos los de msmo.
^ Sea i\ tronco de prisma triangular ABuDEF: debemos
demostrar que es equivalente á la suma de los tetraedros
EABC, D ABC y FABO, que tienen por oase común la ba&e
ABC y por vértices los punte s E, D y F. r> ^

Haciendo pasar un plano por los puntos E, A y C que 
da descompuesto el tronco en -un tetraedro E ABC y una 
pirámide cuadrangular EAÜFC: el tetraedro EABC tiene 
por base la del tronco y -jor vértice el punto E. La pirá
mide se descompone, por el plano E^.y, en los tetraedros 
EADO y EDFC; el primero EADC es equivalente hl 
BADÒ, porque tienen la misma base ADC y sus vértices b 
y  B están situados en mía paralela á la base y equiu.stan, 
por tanto, de ella: tomando D para vértice del tetraedro
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ABDC, su base será VBC, esto es, la del tronco. Queda 
el tetraedro E')F J; co no ;o.s triángulos D3F y AÓF tie
nen la misma base CF y sus vértices A y D en una para
lela á dicha recta, s >n equivalentes, luego el tetraedro 
EDFO es equivalente al EAFC, pero éste equivale al 
BAFC que tietm igual altura, y cuyo vértice puede consi
derarse en F, siendo entóncessu base la ABC del tronco; 
por consiguiente el tercer tetraedro EDFC es equivalente 
alFVBC.

Vemos,_ pues, que los tres tetraedros que componen el 
tronco equivalen á los tres que tienen la base común ABC 
y sus vértices respectivos en E, D y F.

CoROLvaio. E'. vüilm ‘'íh de%)i prism(i trldiigular troyi- 
cddo C.9 al Urdo del producto de sur lase por la swnia 
de la’i trcf! perpeiiliculares bajadas á éUa desde los vértices 
de la sección.

Si B es la base del tronco; a, a', a” las tres perpendicu
lares y V el volumen, será

?. El volumen de un prisma troncado cualquiera'se 
hallará descomponiendo el prisma en otrcs triangulares 
troncados y sainando los volúmenes de éstos.

El volúmen de un poliedro cualquiera se hallará des
componiendo el poliedro en pirámides y sumando los vo
lúmenes de éstas.

II .—VoSttin&iies (le lo « cuei*2ios de revolución.

T eorema I.

413. El volumen de cono circular recío es igual al 
tercio del producto de sn base por su altura.

Sea B el área de la base del cono, a la altura de éste y 
V el volúmen.

Supongamos inscripta en el cono una pirámide regu
lar, y sean h el área de la base, o el volumen; la altura 
será a, la misma del cono, luego

= . i  i'«'-
Duplicando indefinidamente el número de lados de la 

base de la pirámide y por tanto el de sus caras íatarales,



e l lim ite de las bases de p ropuesto;

P “¿ o L ® 4 S t e ,  ̂^
lim ites respectivos B y  V, sera

V =  i B « .
S i r  es e l radio de la  base del con o , tendrem os

Y 1d

T eorema II.

« 4 .  - f  * ¿ “ 1
i T l i t l t l t 's Z  y ^  « «  proporaoml entre 

' “ " e a n  B  y  5 las bases del tronco  de con o , «t la altura y

V  el volùm en . . .  cono troncado un  tronco
S upongam os y  y  gus bases y  V ' su v o -

V' =  -^ æ(B ' +  î ' +  ^  '̂à' )•
D uplicando » i d a m e n t e  de l a t o  d e ja s

islvit”S B ïfe sconsiguiente el lm ute P constante. S u s t .tu -
t  c a S t d e s " v a i ia b le s p o r  sus lim ites respectives,

W d r e m o s  ^___

S i E  V .  son los  radios de las bases del tronco  de

‘ ‘̂ ’ “ “ r Î v R s ,  i  =  r r ^  \ /B l =  V / ï ^ = ’ 'Et-,
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V Olu eg o
Teorem.*!. IIÍ.

415. E l  vo^imen de m  cUvidro e ir c n k r  recto es ig m l  
a l  -producto de su  U se  p o r  su  m w ru.



Sean B, .  y  V la base f„ ‘ 7 i L r ’ e| í,?a rfy\ et"fsa
b a s f Ts n — ía nSsma^del cüiu-
dro; luego

-5 =  od.

,• es el radio de la base del cilindro, tendremos 
V =  T-Î d.

Teokema IV- (Fig. 234j. ■

V' -nnhlm'íii iW cuerpo engendrado por 
A de una recta exterior á, él trazada

^rea d.e la superficie 
M  lriá .,«lo  Mmphcrnla por el

ten-l''Sgun^m nto en el eje ni sea paralela a él; 3.» que

^%’’V ‘=Suno’í? 'a m orÍü  tó  kBG fFiff. 11 cuyos
ánííulof C V B adyacentes
cnfar ,\E al eje '=aerá entre ^
triángulo en d .j  t á por estos trfángulos son dos conos 
S c X r e  " r S t V e  ^ndrán por volúmenes respectivos

in A E ''^ x C E , -J ,.A E 2X E B ; 
luego el cuerpo engendrado por ABO tendrá por volümen

A iiAEs ( c e  +  e b  ) =  y  W-
T>- • lo <\<irv»ímdículftr CD á Ie 1)8.s6 AB. IjOS prO“  

A ? o - T f X  V CD X  AB expresan el duplo del areaductOb Ab X  , iguales; sustituyendo en [1]
r p "  a É x  BcT - ™  CD’X  AB,"el volúmen 
en cuestión será

i  C D x i'A E . Afí,3

213



euyo resultado está de acuerdo con el enunciado del teore
ma, pnesto que tt-VE. AB es el área de la superncie cónica
descrita por la base del triángulo, y  ^  CD el tercio de la
altura de éste.

Si alguno de los ángulos B y C fuese obtuso, el trián
gulo AB J sería la diferencia entre dos triángulos rectán
gulos, y la demostración sólo se diferenciaría de la ante
rior en que los volúmenes engen Irados por los triángulos 
rectángulos se restarían, en lugar de sumarlos. Sí alguno 
de los ángulos ByCfuese recto, eltriángmlo \33eng¿n- 
draria un cono y ía demostración sería miiv fácil.

•2.* Sea el triángulo ABC ^-Fig.'l). Prolongo la base 
. KB hasta que encuentre en E al eje. El triángulo pro
puesto es la diferencia de otros dos \CE y B dE. que están 
én el primer caso. Eos volúmenes de los", cuerpos engen
drados por estos triángulos son respectivamente

CD xsu p erf. AE, QY)xsiiperf. BE,
luego el volumen del cuerpo engendrado por ABC será

Y ^ ^ [sv .p eff. AE — super/. BE);

pero ía superficie engendrada por AE disminuida en la 
engendrada por BE es evidentemente la engendrada por 
AB, luego elvolúraen en cuestiones

i  GD x s u p e r f . AB.

3." Sea el triángulo Pl^G ÍFig. 3) cuya base AB es 
paralela al eje, y si^ongamos que la altura CD caiga en
tre los puntos Á y B.

El triángulo propuesto se obtiene restando del rectán
gulo ABFE los triángulos rectángulos AEC y BFC; lue
go el volúmen del cuerpo engendrado por el triángulo 
ABC será

«AE2 X  EF -  (-|-^AE? X  EC - f  f   ̂AE2 X  CF )  =

^AE2 X  EF -  i  í:AE2 X  EF =  4  X

.sustituyendo AE por CD, EF por AB. y disponiendo los
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factores en el órden conveniente, esta expresión adquiere 
la forma

| C D x 27tAE. AB,

conformeconel enunciado del teorema, puesto que 2n A E x  
AB es e! área de la superficie cilindrica descrita por la ba
se del triángulo, y CD el tercio de la altura de éste.

Si uno de los ángulos A y B fuese recto ú obtuso, la 
demostración precedente sufriria algunas sencillas modi
ficaciones.

Sector esférico es laptrte de esfera entiendrada 
por un sector cvalquiem del semicirculo generador de la 
esfera.

La base del sector circular engendra una zona, que se 
llama base del sector esférico.

Teorema V. (Fig. 22y.

El volumen de un sector esférico es igual al ár'a de la 
zona que U sime de base mMtivlicada por el tercio del radio.

Consideremos el sector esférico engendrado por el sec
tor circular 0.4.F que gira aVededor del diámetro ACr.

Dividiendo el arco AF en varias partes iguales, las 
cuerdas AB, BC. CD etc. de estas ^rtes serán bases de los 
triángulos isósceles ABO, BCO. CDO etc. que tienen to
dos igual altura. Representando ésta por a, los volúmenes 
de los cuerpos engendrados por estos triángulos serán res
pectivamente
superf. PdQx-.,-a.superf. B C x -^  a,superf. C O x -a e t c ;

luego el volú men del cuerpo engendrado por el sector po
ligonal OABCDEF será
{superf. A B -f-superf. BC - f  superf. CD x  íí.

Ahora bien, si el número de partes del arco AF aumen
ta, el limite de la linea quebrada ABCDEF es el arco AF, 
luego el límite de la suma

superf. AB - f  superf. BO -j- ■̂ »'Perf. CD . 
será la superficie de la zona engendrada por el arco AF;
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además el límite de la apotema a es el radio R del cír
culo generador, luego el volumen eii cuestión es

superf. de la zona h .'^ X Y  K-
Haríamos el mismo razonamiento si la bnse del sector 

circular no tuviese ninguno de sus extremos en el diáme
tro A'G.
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T eorema VI. (Fig, 221}.

4iW. El voHmen depila e- f̂era es igm l al àrea de la 
superficie^fisfèrica midtíplic idapw’ el lerdo del radio.

La esfera eiigendrada por el semicírculo AIXt puede 
copsideraj;se compuesta de dos sectores esféricos engen
drados por los sectores circulares AOD y DOa. Los volú
menes de estos sectores son
superf. d̂  la zona AD R, superf. de la zona Du x  R;

però ías zoftas engendradas por los arcos AD y DG com
ponen la superficie esférica, luego el volúmen delaesferaes

superf. de la esfera x  -  R.
iil^ findo V al volúmen de la esfera, y teniendo pre

sente que su área es 4nR¿ , será
V =  4 .R - ^ x l R  =  ^ rR3

Corolarios.

1. “ El wNmen de una es f era es igu;il á su diàmetro 
multiplicado por los dos tercios de su circulo máximo.

Pues la expresión ^  tcR3 del volúmen de la esfera puede

escribirse en la forma 2R X  -y  •
2. ® M  xolúíáeh de Una esfera es los dos lerdos dxl volu

men del cilindro circunscrito. ,
Pues el volúmen de esté cilindró eá «R® X  2R í̂:=’27:R3 ,

¿ Íi^ o 's íÉ é P c M  (¿s ~  , vó lú iiie ií ¿’¿ fe esféfa.



S e g m e n t o  e s f é e ic o  la n'irle de esfera lìrAiiaàd 
'par iin'f. znn'i // por el plano di la hâ s, ó loe planoe de las

volú nen de un segmento ABD 220) de una 
base rneuòr que nn heinisfu’io, se obtiene rest:;ndo los 
voh'nnenes del sector OBAD y orno 0  D correspondien
tes. Si el seo-:nento es GS'). ujayor que un hemisferio, se 
suman los volúmenes del sector OBGD y del cono OBD 
correspondientes.

Por ultimo, sì el seirmento es de do.s bases, corno 
BDBF. su voliimen será ’ a diferencia entre los volúmenes
de los segmentos de una base AEF y ABO. _

i é ó .  Cuña esférica ee la parte de esfera limiiidapor 
-mi livÁ y los dos semicirc-a^os correspondientes.

T e o r e m a  Vil. (Fio. 199.)
E  voHmen de mía cuna esfér'ca es igml al área

de sn hiisn muUiniicada nor el Preio dH rtdio. •
E< evidente que la relación entre la cu .m propuesta y 

la esfera es igual á la relación entre el huso correspon
diente á aquolla v la snuerficie esférica. Llamando V al 
volumen de la ciina, H al área de su huso, A al área de la 
esfera, será

ó =  H,
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V
AX-g-B

H
A 4 ^

de donde y  =  H x y R .  '
Si el área H del huso se sustituye por X  ABC 

[3SÓ], tendremos
V =  i - ttRs X  ABC,

siendo ABC el ángulo de la cufia.
c a p í t u l o  s e g u n d o ,

C 0 1 »l*A R A C I»ilí » E  VO EÉfIE .liES.
T e o r e m a  I .

■I«l. Los noUmenes de dos pirámides semejantes son 
proporcionales á los cubos de sus altUTO,s y á los de sus
aristas homologas. , . , , ,  , ,,

Sean V y ?>, B y A y a los volúmenes, bases y altu
ras de dos pirámides semejantes;



Tenen¡0:i [4I01>, cor.
V B. ^
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B
~h

A
a

pero [3 ÎI , cor. 8."] , luego sustituyendo será

b. a 

I)

donde vemos que los volúuienes de las pirámides pro
puestas son proporcionales á los cubos de sus alturas, y 
como las alturas son proporcionales á las aristas homólo- 
gas, los volúmenes serán también proporcionales á los 
cubos de las aristas homólogas.

T eOR12M\ II.
L os voli'm enes de dos poHedro'i s/mejantes son  

prop' rdon files d loa cubos de sns a r is l ts  hotnólofj i'’.
Supongan.(.s descompuestos los poliedros en igual nú

mero de tetraedros semejantes. Los volúmenes de dos te
traedros semejantes, uno de cada poliedro, son proporcio
nales á k s  cubos de sus aristas hoinóloga.s: pero la razón
de dos aristas hornókgas. y por tanto la de sus cubos, es 
contante, luego también lo será la razón de dos tetraedros 
semejantes cualesquiera. Esto supuesto, sean T, T , T 
etc. los tetraedros que componen el primer poliedro, y 
i, t\ I" ete. los tetraedros del segundo poliedro respectiva
mente semejantes á los primeros; seanA y a dos aristas 
homólogas cualesquiera. Tenemos

'p 'p' 'p/i' ‘ ^3
t

de donde íÍOO].
T 4 -T '-h T ''- } - -

adí -{■ t' -\- f  . 
igualdad que demuestra el teorema.

T eorema IÍT.
Los DO¡itm'’nes de dos conos semejantes son pro- 

poTclonales á los cubos de los radios de sus bases, à los o.e 
tus lados ó à los de sus allv.ro .̂



vSeaii R. L, A el radio, lado y altura del iiriinercono, y 
l, a los del segundo. La razón de sus volúmenes es

4  A ,
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pero A
a

R , luego sustituyendo será 
1

T
4- itr-íí

A

y como los radios son proporcionales á los lados y alas  
alturas, los volúmenes de los conos serán también propor -  
clónales á los cubos de los la los y á los cubos de las alturas.

T e o k e m a  IV.
dl*íál. Loff volilmenefi de don cilindros semejantes son 

proporcion%l s i  h s cubos de los radios de sas bases y á los 
cubos de S IS alturas ó lados.

Sean R y A el radio y la altura del primer ciLndro, r  y 
¿I el radio y altura del segundo. La razón de sus volúme
nes será ^

t:R2A R  ̂ _  a---7T X  —- t
T.r̂ a a

A • , R»ustituyendo la razón —  por su igual —  , será 
ttR^A __ _  A3
Tzr'̂ a r  ̂ â  ’

T e o r e m a  V.
4 ^ 5 . Los volúm''nes de dos esferas son proporcionales 

á los cnbo  ̂da sus radios.
Si R y r vson los radios de las esferas, la razón de sus 

volúmenes será
-I -R* _  w>
4 q ■
T  '

P r o b l e m a s .

4!90. 1.® Determinar el rolúmenf de un tetraedro re
gular en función de la arista.



Sea a la arista del tetraedro regular ABCD (Fig^ 23-i)' 
La cara BOI) de este (merpo es uu triangulo eqmUtero 

cuya base es % y cuya altura KD caera eu el medio K de 
la base, luego
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ED V/3
a

4 "2
El área del triángulo BOD es, pues,

BCD =  - ^  \ /3  .
La altura \P del tetraedro es un cateto del triángulo 

rectángulo APD. cuya hipotenusa
PD es el radio del circulo circunscrito al tiiángulo BUD, y 
como ( {=  J* ^̂ *3 ) se deduce í* =  i luego

AP =  \ / « ^ -  y  = « \ /

V =  - V 3 . < í \ /  | = ^ V /2

Como el volúmeu V del tetraedro es 3 B C D x AP, ten
dremos sustituyendo

3 4 ’  .2.“ J ) 'v id iv u n f ip h 'á M Í d e e n  -p(iTt€S p T o p o f c io -  
nalZ à 'doít rectas dadas m y  n, por medio de mptampara-

e/voíúmen de la pirámide dada, v el de la pirá
mide deficiente determinada por el plano secante; sean A
y X dos aristas laterales homólogas de estas pirámides se
mejantes. Tenemos

s __   ̂ ,—
V _  ¿ V/ - ^  =  A  de donde ¡p =  A y  —  -

^  V P .  ̂ V - p
Pero la condición del problema es D

m= , _  , que

se trasforma en ^  ^  ; l«ego, sustituyendo

a? =¡» A W +
%
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EJERCICIOS DE LA  GEOMETRÍA { ^ l  ESPACIO.

t e o r e m a s  p a r a  d e m o s t r a r .

1. S i una r e c t i  es p e r p e n d ie u ln r -á .^  jila u o , to d o  p lan o  pa-

^ l/™ S i dos pHnos psípendicalajes i  m  toroero pasan por dos 
” Í r  “  S a \ f la^n^rsecejon

d  mismo p lan o^son jege^

Í6fc,er p lano.

Jl.oS«^?^-f£SlS1^?i:‘¿sSnSf5í
voW  n e a T ^ ' l ' r o i o o  d ,  parv lolop ípedo es « n a l  á la

p r id u e to  de su tn se  por la p erpend icu lar bajada a  esta desde

“ ? v ' ‘‘p  's'va“ ü n ? ie 3  de dos tetraedros que tien en  u n  á n ju lo  
tied^o ig n d ,  s 'n  " r .« o r c io n a le s á  los  pro lu ctos de Las tros a n s -

a « “ “.s ° '> u "? n £ i ‘ f o T p )r  n a  tr iá n d a lo  re ctá n g u lo , q u e
, r ¡n s u o e s “ a n £ t a ° a r , l . d o r > o . l a  u aa  de s u s o a te t o s , son
favtírd i.neat3 proporcion a les  a sus a lta r  is .

P 1 1 0 3 L S M A S  P A R A  R E S O L V E R .

I . T ratar p or  u n  pía ato da lo  u m recta que en cuen tre  á  o tra s

H d t a £ o lT ñ “ a V g £ £ í t r ' l c n s  todos lo s  pu ntos  del espa
d o  equ M lslan íes  “de tíes  pu ntos  dados que n o  están  en  hnea

" “ í i :  Por una recta dada tr isar aa plano paralelo 4 otra rec 
daciftf



IV. Por un punto dado trazar \in plano tangente á una su* 
perficie cilindrica ó cóiìica oircular.

V. Por un punto dado en la superficie esférica trazar una 
circunferencia maxima perpendicular á otri dada.

VI. Dividir un arco de circanferencia màxima en dos partes 
igu tles.

Vii. Por tres puntos dados en la suoerQeie de una esf -ra, 
hacer pasar una circunferencia.—Hallar el polo de una circun- 
ferencia dada en la superficie esfe'rica.

V ili, Determinar las aristas de un paralelepípedo rectán
gulo sabiendo que son proporcionales á los números m, n y  p, y  
que el vohuuen del paralelepípedo es V,

IX. Dada la arista de un cubo, determinar la de otro cubo 
doblo del urimero.

X. Hallar la arista de un cubo equivalente á la suma de otros 
treh, cuyas aristas s ¡n 3, -t y 5 rnefcroí.

XI. El Vulúiiien de un cono circular recto es 160 metios cú
bicos y su a ltiri 6 me‘ ros; ¿cuál será el ra lio de su base?

X n. La capacidad de una medida cilíaln'ca de altura igual 
al 'iiá.netro de la base es un hectolitro, ¿cuál será el diámetro de 
la b ise?

X in . Hallar el radio de una esfera cuyovolúmen es 500 me
tros cúbicos

XIV. Hallar el volú nen de una esferi cuya superficie es 5íX) 
metros cuadr'dos.

XV. Hallar el volumen de un segmento esférico de una bise, 
cuya altura es S metros, siendo 13 metros el radio de la e&íara.
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BREVES ÎÏOCIOSES SOBRE LAS CURVAS

ELIPSE. PARÀBOLA É HIPÉRBOLA
I .—Elipse.

4 « » .  ELIPSE ev WM cwrptplana cerrada, tal oue la 
suma dejas diHancias de cada uno de sus puntos a dos 
puntos fi]os es constante.

MF +  MF'=M'F +  M 'F '=M "F-f-M "F'= . . . =  2 a.
1«=; W'i?® ^ y llaman ./bcay de la elinse. y
las rectas Ap MF que unen un punto cualquiera Jdi de la 
curva con loa focos se llaman radios vectores.

Problema I. (Fig. 237).

» » Y « ; ) « ,  comciewlo la distancia en- 
tre los focos y l asuma de los radios vectores.

1. construcción._Sqü.t\ F y F' los fuco.s y mn la suma de 
los radios vectores. Divido esta recta en doÍ p a r ¿  cT afes! 
quiera mpy íí./>; haciendo centro en uno délos focos F' 
con el radio describo dos arcos, uno por encima y otro 
por debajo de a recta FF'; haciendo centro en el otro  ̂foco 
describo con el radio mp otros dos arcos que corten á los
anteriores: los puntos M v M'de intersección pertínecen 
a la elipse, pues MF -f- .\ÍF =pn : } -m p  =  mn. W l mismo 
modo se determinarán tantos puntos como se quiera Tra-
S il:

2. ““ construcción. Puede describirse también la elinse 
por un procedimiento mecánico. Fíjense en los focos iSa 
extremos de un hilo inextensible if--ual en longitud á la 
suma de los radios vectores, y póngase temso por medio de 
un lápiz ó de un estilo; muévase efláoiz de modo que se
cStrjr4 ¿. y des^



Este pvocedimiento es consecuencia inmediata de la

E j e  de simetría de 'una cm'va es la recta que di- 
mde eudospartes íqaiksá todas las cuerdas de la curva 
perpendiculares al eje.

T eorema L (Fip. 236).
La recia AB que pasi prr los focos de una elipse, y  la 

perpendicular CU á FE' en su punto medio, son ejes de la

' f P  Sea ;vl un punto de la elipse, MK y MF' los radios 
vectores de dxho punto. Haciendo centro en losfoco& f  y f  , 
cen ios radios MF y MF', describo por a parte inferior dos 
arcos* que se cortarán en un punto M perteneciente á la 
S íiL ;pu esto  que =  M F -f MF'=  2.^
lüŝ  oiiiitos F y F' equidi.stan de M y M ; lue^o AB es per
pendicuiar á la cuerda iViM" en su punto nmdio. ^

 ̂ 2.'’ Deujostremus ahora que también C J  es eje de la

Placiendo centro en F y B" con los radios respectivos 
MF' Y MF describo por la parte superior dos arcos que se 
cort.'iáu en un punto M' perteneciente a la elipse, pne^to 
qu - M'F - f  M'F' -.= MF +  MF =
MFF' y M’FF' 
zoa igmales
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ora, los triángulos 
tal ra- 

caerá
‘̂ obreF, la recta F'M' seguirá la üireccioii rm y el punto 
M' caerá en M. por consigaiente los ^.^u^.s en E so 
la-uales, y por tanto rectos, y ademas M E — M.j, luego 
(fl) esnernendicular á la cuerda MM en í<u punto medio.

-jilSI. AB se lìaiua eje mayor, CÜ eje m.nor, y los pun
cos \. B, C V U, vértices de la elipse. .

Obsérvese que las distancirs AF y BF soji igua
les à  la igualSad /^ F ^  AF^^ BF +  BÍ<' s  ̂» ,
roHTandü FF'de acabos miembros, 2AF =  2BB o \Y -  br .

L'isumidelosr.idioS'Vectores de un punto cualquier a 
de la elipse es iqual al eje m vjor.

En efecto:
MF +  M F'= AF-:f A F '=  B.F' +  AF'.= .^B.

Según esto, eleje, mayor A3 puede representarle por^:i.

P roblema H. (Fíg. 236j.

i|3 3 . DpscnVvr dn% elipse com ciendom  dos ejes.



I

Siepdo C F+C F ' =  AB, será CF==CF' =  AO, lue^o 
haciendo centro en C, el arco descrito con el radio AO 
marcará en el eje mayor AB dos puntos, que serán los fo
cos de la elipse. Conocidos estos puntos, puede emplearse 
cualquiera de las construcciones del problema I.

T eorema. I t  fPig. 237).

4 3 4 . La suma de las distancias de los focos ^  %ma 
elipse á un punto cualquiera es mayor ó menor que 2a, se
gún que dicho punto esté fuera ó dentro de la curva.

Sea un punto exterior N. Tenemos 
N P -fN F '> P F ', luego N F -f  N F '> P F - fP F 'ó>2rtr- 

Sea un punto interior N'. Tenemos 
N'F' <  PN' -h PF', luego N'F' +  H'F <  PP - f  PF' ó <  2a. 

Los recíprocos son ciertos

T eorema I I I .  236}.

4 3 5 . El punto O én que se cortan los ̂ es de unadipse, 
es centro de esta curva.

Sea M' un punto de la elipse; uno O con M , prolongo 
laO M 'ytonioO M '"=O M '. Si pruebo que e! punto W  
pertenece á la elipse, quedará demostrado que el punto ü 
livide en dos partes iguales á cualquiera cuerda de la
elipse, y que por tanto es centro de esta curva.

Los triángulos üM 'F 'y OiŴ F aon iguales 
M'F' =  M"F; también son iguales los triángulos ÜM h y 
nuffX?' M'F -= por consiguienteOM^F', luego M'F ^  por consiguiente

M"F 4- M'^F' =x M'F +  M'F' =  2a,
lo que demuestra que el ^ n to  M" pertenece á la elipse.

4 3 3 . La distancia OF del centro á cualquiera de los 
focos de la elipse, se llarna exc’.ntriejAad de esta curva.

Si suponemos que los focos F y F  de una elipse se reú
nen en el centro O, la excentricidad será cero y m elipse 
se convertirá en una circunferencia cuyo radio sera a\ por 
esto suele decirse: la circunferencia es una elipse cuya ex-
centricidad es cero. ,  ̂ • -j j  ,

Es evidente que cuanto menor sea la excentricidad, la
feíliiQ- de la ¿ipse se aproximará más á 1& d^l eifculo.

w



4 3 T. Su l lm i  tínsen’Tb ii m l  elipK M a  recta inde- 
JiniM que toca i  esta cana en m  solo punto.

T b o e e m a I V . 238j.

Z .  u^ctrie del ánaalo
oectores de m  fimto de la elipse con i> j  
otro radio vector, es tannente a la elipse ^

' í S i ; r P  “ a í - r  c¿n | , F ' V  N .  l â bi.ectri, T T ; .  per-
peüdicular á la base Íslí del -
divide en dos partes iguales

P F  +  P N  >  F N  6  P F  +  P F  >  F M  +  F 'M  6  >  2 . ,  

lae™ el punto P está fuera de  ̂ ,„ ,,q „ ie r
otro^p“nto7e™F"?excepoio’n del M, por consiguiente

lo s  radios rectores del puntó de contacto, pues sieuuo rm 
=  F'MT' será FMQ == F MQ. .

Problema. III- (F'̂ 9' 238j.

43® . Por un punto M *  la elipse, trazar una tangente 
d esta curva. «rolon^o el MF y

V^'^TrírTr^del ángulo NMF^será la tangente pedida.

3 » = 2 | S ; , s S S
i S Í i b í S . ' s . % “ : & « s í : ^



se coloca un manantial de luz ó de calor, los rayos emiti
dos, después de chocar en la superficie, pasarán por el 
otro foco.

la .—2»aráS>oIa.

L̂ i PARÁBOLA es um cur ca plam, tal que cada uno 
de sus puntos equidista de un punto fijo y de una recta fija.

Si F (Fig. 230) es el punto fijo, CD la recta fija y M un 
punto cualquiera de la paràbola, será MF =  MR.

El punto fijo Fse llama/oco, la recta CD directriz, y 
las rectas tiradas desde el foco á los puntos de la curva 
se llaman radios vectores.

Problema I.

4*1^. Describir una parábolo., conociendo la qnsiciou 
del foco y de • a directriz.

1. ® conüruccion. Tiro desde el foco F (Fig- 239) una 
recta indefinida FG perpendicular á la directriz CD: el 
punto medio A de la distancia FG será evidentemente un 
punto de la parábola. Tomo en FG un punto cualquiera L 
y levanto por este punto una perpendicular indefinida 
MM' á FG; describo con el radio GL, haciendo centro en 
el foco F, un arco que cortará á la perpendicular MM' en 
dos puntos M y M' pertenecientes á la paràbola, porque 
siendo MF — GL y MR =  GL, se tiene MF =  MU. Del 
mismo modo se deteriiiinaráu tantos puntos como se quie
ra. Trazan(¿o una linea continua que pase por todos ellos, 
se tendrá la parábola pedida.

2. ® construcción. Fíjense en el foco F de la parábola 
(hin. 249) y en el vértice C de una escuadra  ̂los extremos 
de un hilo inextensible, ig’ual en longitud al cateto ma3'or 
BC de la escuadra, apliqúese este cateto á la recta inde
finida FG y el cateto menor á la directriz CD. póngase 
tenso el hdo por medio de un lápiz ó de un estilo que se 
apoye en el cateto mayor, hágase resbalare! menor AB á 
lo largo de una regla apücada á la directriz CD, sin que 
deje ae apoyarse el lápiz en el cateto mayor, y quedará 
descrita una rama de la parábola. Repitiendo la misma
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operación por la parte inferior de la recta FG, se describirá
la otra rama.  ̂ ^

Un punto cualquiera M, determinado por este procedi
miento, pertenece á la parábola; porque siendo la longitud 
FM-j-MC del hilo igual al cateto mayor BM-hMC, es 
claro que FM =  BM.

T eorema I.  (Fig^ 239,;.
4 1 3 . La perpendicitlar FG tirada à la directriz de v,m 

parábola desde el foco F, es eje de aicha curva.
Sea M un pulito cualquiera de la parábola. B^o la per

pendicular ML á FG, y la prolongo, tomando M'L — ML.
Fil punto M' pertenece á la parábola, porque siendo 

=  m F y M'k  =  MR, se tiene M'F =  M 'R , como FG 
es, según la construcción, perpendicular á MM' en su 
punto medio, es claro que FG es eje de la parábola.

E s c o l i o .  El punto de intersección A del eje de la pará
bola con la curva, se llama vértice de la misma.

T eorema I I .  fFig. 240).
4 1 4 . 1 .®  iS>¿ uiipmlo N esti fuera de la paràbola, dista 

Mas del foco que de la directriz-, ‘2 .®  si un punto està den
tro de la paràbola, dista Menos del foco que de la directriz.

1. ® Prolongo la perpendicular NH hasta que encuentre 
en M 'á la parabola, y trazo el radio vector FM'. En el 
triángulo FNM' tenemos
F N + N M '> F l\T, pero FM'= RM', luego F N +N M '>R M '; 
restando NM' de ambos miembros de esta última desi
gualdad, resulta
^ F N > R N .

2. ® En el triángulo FN'M' tenemos
FN'<FM'-hM'N',pero FM'= RM', luego F N '<  RM'+M'N' 
ó bien F N '< R N '.

Los recíprocos son ciertos [««]•
4 4 5 . Se llama tangente a una parabola toda recta in

definida que loca á esta curva en un solo punto.
T boeema I I I .  fFig. 241).

La bisectriz del ángulo que forma el radio vector de un 
punto de >ap%rábola con laperpindicular tirada desde dicho 
punto à la dinclfUy es tangente á k  parábola.



Sea TT' la bisectriz del ángulo FMR formado por el 
radio vector del punto \I y la perpendicular MR á la di
rectriz. Demostremos que todos los puntos de la TT', á ex
cepción del M, están fuera de la parábola.

Trazo la recta RF. Siendo TT' bisectriz del ángulo en 
el vértice del triángulo isósceles RMF. es perpendicular á 
RF en su punto medio; tomando un punto cualquiera P de 
la bisectriz, uniéndole con R y con P, y bajando la per
pendicular P 'i á la directriz, será P R =  PF, pero PR >  PQ, 
fuego P F > P ‘i. por consijnüente el punto P está fuera 
de la parábola [ i  rer íp .]

CoROLAR’o. L% mrm il MN á, laparaboh es bisectriz del 
qm formt el ridio vector del punto de contacto con 

una paralela MS aleje.
En efecto: el ángulo FMXtiene-oorcomplernentoFMT', 

V el M'.ÍS tiene ñor complemento TM.S ó su igual RMT', 
pero FMT' =  RiáT, luego FMN =  NMS.

P roblem a  II. 241 .̂

4 iO . Por un punto M de la paràbola trazar una tan- 
qent.f á esta curva.

Trizo el radio vector MF v bajo la perpendicular MR á 
la directriz: la bisectriz T f ' del ángulo FMR será la tan
gente pedida.

Se llama parabohide la superficie engendrada 
por una parábola que gira alrededor de su eje.

Según el principio de Física mencionado al tratar de la 
elipse, si en el foco de un paraboloide se coloca un ma- 
nanMal de luz ó de calor, los rayos emitidos, después de 
reflejarse en la superficie, seguirán una dirección paralela 
al eje.

III.—Hipérbola.

4 4 8 . La HIPÉRBOLA es una curva plana, tal que la di- 
f i ’rencia de lis  distancias de cada uno de sus puntos à dos 
puntos fijos es constante.

Está diferencia constante suele representarse por 2«.
Si M, M'. M'' etc. (Flg. 242̂  son varios puntos de la 

hipérbola, F y F' los puntos fijos, se tiene
M F '-M F  =  M 'F ^ M T  =  M ^ F - M ^ F « . . . .= 2 « .
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Los puntos fijos F y F' se llaman/om ? de la hipérbola; 
y las dos rectas MF' y MF tiradas desde los focos á un 
punto cualquiera de la curva, se llaman radios rectores.

P r o b l e m a . I.

^'‘■'̂ criHr una liipérhoH conociendo la diferencia 
2a de los rzd os rectores y la dUtmc'a FF' entre los focos.

1. “ construcción. Sea mi 'F lj. 24‘lj la d:ferencia'21 de 
los radios vectores. Trazo una'recta indefinida FF'que 
p^e por los focos: desde el punto medio O de la distancia 
FF’ tomo á derecha é izquierda las loipritu les O V — OB 
=  a‘, los puntos A y B pertenecen á la hij’érbola, porque

AF' ~  AF =  AB +  BF' -  AF == AR *
BF ~  BF' =  AB +  AF -  BF' =  AB =  2a.

Para hallar otros pantos, describo desde F como cen
tro y con un radio nv mayor que FA dos arcos, imó por en
cima y otro p->r debajo de FF'; y haciendo centro en F'.
con un radio mp =  2a -j- nn. describo otros dos arcos que 
corten á los primeros: los puntos de intersección M y M' 
pertenecen á la hipérbola, pues

MF' — M F ~2a~\-np — np ~  2a.
Describiendo ahora,desde F' dos arcos con el radío np, 

y desde F otros dos con el radio mp, se obtienen los pun
tos M" y M'".

Del mismo modo se determinarán tantos puntos como 
se quiera.

E s c o l i o . Se v é  por esta construcción q u e  l a  hipérbola 
consta de dos ramas distintas indefinidos.

2. “ construcción. Fíjese uno de los entremos de un hiU- 
inextensible y mayor que FA fFiy. 244) en el foco F. v el 
otro extremo en un punto C del borde ¿le una reg’la;‘ há- 
g-ase pasar este borcle por el foco F', de modo que la dis
tancia CF' sea igual á la longitud del hilo más'2'?- qjónga- 
se tenso el hilo por medio de un lápiz ó de un estilo que se 
apoye en la regla, y hágase girar ésta, sin que resbale, al
rededor del punto F', manteniendo siempre tenso el hilo y 
apoyando el lápiz en la regla: la curva así descrita será un 
arco de hipérbola, porque
MF'-rMF=¿(CF—CM) — [eM F~C M )=C F ’— C M F=2í?.
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231
T e o r e m a I .

4  5 0 . U  recta X X ' que pa-m por los focos derntaU - 
7)érbo a vlu  perpendicular á ella por el P^^lo medio O de 
In di^fancia FT’, son, He» de la hipérbola. .

\ '  s L  M un piint(i de la hipérbola. Describiendo por 
debkio de X X ' dos arcos cuyos centros sean t  y  F y los

2 ” Demostremos ahora que tair bien i  i  es eie ü e ia
hinérbola Hacúmdo centro e n F y  F ,
■nectivos MF' V MF, describo por encima de X X  dos arcos 

on nn .-.imto M' nerteneciente á la hiper-

fiA ÍrT p?? YY' el punto F  caerá en F, la renta FM' se- 
S  la dirección y el punto M' caerá en M, luego los 
fno’ulos en E son iguales y por tanto rectos, y además 
M'É i  ME-, porconsi|uiente YY' es perpendicular a MM

^°451 '̂ ”̂e 1 XX', ó más bien su narte AB, se denomi
n a d  trasverso ó primer de, y el YY' eje no traverso 6 se- 
7u^o ¡ L  Los puntos Ay 6 ^m\ov.Uriices de la hipérbola. 
 ̂ Siendo AB =  2ít, podemos decir:

La diferencia de los radios vectores de lenprnitocual- 
quiera efe la hipérbola es igual al primer eje.

T e o r e m a  II- (Fig. 243).
4 5 ^  La diferencia de las distancias de los focos de 

una hipérbola á impunto cualquiera es menor ó mayor que 
>̂a siiun que dicho punto estéfu''ra o dentro déla hipérbola. 
■ ’ Sea un punto e=tteno_^N.pTen™ os

F N = F P + N P ;
restando ordenadamente estas expresiones será

FN — F 'N < F P — F P ób ien  FN — FN '<2<t.
Sea un punto

F N '< F P + P N ';
restando ordenadamente estas expresiones será

y jí' _  K'N' >  FP — F'P ó bien FN' — F'N' >  2<í.



Los recíprocos son ciertos t®0].
Teorema IIL (Fin. 242 .̂

4153. El punto O en que se cortan los ejes de una hi- 
pérhola es centro de esta curva.

Sea M un punto de la hipérbola. Uno O con M, pro
longo la OM, tomo 0M"' =  0M:. Si pruebo que eluiinto 

pertenece á la. hipérbola quedará demostrado el teo
rema.

Loa triángulos OMF' yOM'"F son iguales [OJ]. luego 
M F '— también son iguales los triángulos OMF y 

luego MF =  M'"F’; por consiguiente
M' '̂F — =  MF' — MF =  2«,

lo que demuestra que el punto M '̂  pertenece á la hipérbola.
4 5 4 . La distancia OF del centro á cualquiera de los 

focos de la hioérbola, se llama exeentricii^i de esta curva.
4 5 5 . TA.N&EUTE á una ¡ihérboii toda recta 

indejinida que toca á esta curva en un solo panto.

Teorema IV. 244j.

l a  bisectriz del ánaulo qite forman los radios vedares 
de unpunto déla hipérbola, es tangentp d esta curva.

Sea TT'la bisectriz del ángulo FM'F'. Demostremos 
que todos los puntos de T T', a e^tcepcion del M', están 
fuera de la hipérbola.

Tomo sobre el radio vector FM' una longitud M N 
M'F', trazo la NF', y uno un nunto cualquiera P de la TT' 
con F, F' y N. La bisectriz TT' es perpendicular á la base 
NF' del triángulo isósceles M'NF' y la divide en dos partes 
iguales, luego PF' =» PN. Ahora bien

PF — PN <  FN ó PF — PF' <  M'F -  M'F', 
esto es, PF — PF' <  2«;
luego el punto P está fuera de la elipse.

Problema II. (Fig. 244 .̂

4 5 0 . Por un pumío M' de la hipérbola trazar una tan
gente á esta curva.

Trazo los radios vectores del punto dado, y divido 
ángulo ̂ ue forman en |)Vfeps igwtles: la biseeía^ TT'
será la tangente pedida.
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TRlGONOMETRiX RlíCTILiNEA.
LIBRO PRIMERO.

LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS.

CAPÍTULO PRIMERO.
p h e i j m i ^m b e s .

1.—»e flA le ion cs .

f .  T rigonometría f í  ¿í? tiene'por objeto re-
soUer loe triáneiwlo’̂ , esto es, determinar nv/méricamente 
las partes desconocidas de un triángulo por medio de sus 
relaciones con otras partes conocidas. _

Se divide la Trigonometría en rectilinea y esférica, se
gún que se ocupa de los triángulos rectilíneos ó de los es
féricos. ,

1t, La geometría plana ensena á determinar granea- 
mente las partes desconocidas de un triángulo rectilíneo, 
cuando se conocen:

1. " Un lado y dos ángulos.
2. " Dos lados y el ángulo comprendido.
3. “ Los tres lados.
4. “ Dos lados y el ángulo opuesto á uno de ellos.

Pero las construcciones geométricas tienen el inconve
niente de ser poco exactas, á causa de la imperfección ine
vitable délos instrumentos que se emplean, y del limitado 
alcance de nuestros sentidos. Con objeto, pues, de hallar 
valores de las incógnitas tan aproximados como sea nece
sario, se han buscado ecuaciones que ligando entre sí las



partes de uii triauyulo, permitan Imllar las desconocidas 
en función de las conocidas.

Tal es el fin especial de la Tn^ono^netria.
3 . Las ecuaciones que lig-an directamente los lados y 

áng'ulos *de un triángulo son bastante complicadas: por 
esta razón se einnlean, en lugar de los ánngulos, ciertas 
lineas rectas, llamadas trinonomUric'i^. cuyas relacio
nes con los lados son muy sencillas, y tales que ciado un 
ángulo se determinan las líneas que le corresponden, y 
reciprocamente. ,

^^^■òdeuìiàM'do ó de su arco correspowkente es U 
perpe,LdiciUar tirada desde un extremo del arco al radio o 
diàmetro que pasa por el otro extremo. .

T angente de un ánauló 6 de su arco correspondiente es 
la parte de tanqente geométrica, tirada en un extremo del 
arco, comprendida entre este punto y  el de intersección de ta
tangente con el radio prolongado gue pasd por el otro ex
tremo. . , .

Coseno de ''■a arco es el seno de su complemento.
Cotangente deunarco eslatan:enledcsacomolcir^mto.
Dehemcis advertir que si el arco es mayor que 90 su 

complemento será el exceso del arco sobre el cuadrante.
Si consideramos el arco AM fFig. 24o), su senc) es MF, 

su tangente AT, su coseno MQ y su cotangente US.
Si el arco es ASM' será

sen =  M'P', tg =  A T , cos =  M'Q, co t=  BS^
Si el arco es AB\F tendremos 1

sen =  M"P', tg =  AT, eos =  cot =  BS. •
Por último, si el arco es ASM'" será

sen =  M"'P,tg’ =  AT', eos =  cot =  BS'.
Existen además otras cuatro lineas trigonométricas, 

llamadas secante, seno-verso, cosecante v coseno-verso.
Secante de un arco AM es la recta OT tirada desde el

centro al extremo de la tangente.  ̂ t̂ . , i v
Seno-verso de un arco AM es la parte PA del radio, ti

rado á un extremo del arco, comprendida entre este extre
mo y el pié del seno.

1 Un ánsrulo os siempre menor que dos rectos, por tanto su arco corres- 
Tiondiente «s menor que la semicircunferencia; pero las fórmulas trijfono- 
métncas se aplican 1 diversas-cuestiones en que á veces se consideran arcos 
de una jaaéUM/Ud cual<iuiova. . _ , . ,
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Se llaman co-^ectnie y co- êno-ven^o de nn arco AM la 
secante OS y el seuo-verso B ¿ de su complemento.

Estas cuatro líneas son poco usadas, por lo que noso
tros prescindiremos de ellas.

E sco lio . A un mismo á n ^ lo  corresp')iiden infinitos 
arcos, puesto que el radio puede variarse cuanto se quiera. 
Ño se crea por esto que un áng‘ulo_ tiene infinitos senos, 
tang*en̂ e.s etc., porque suponemos siempre que el arco cor
respondiente estádescrit-! con un radio determinado.

En los arcos y en las líneas trigonométricas debe
mos tener en cuenta no solo su magnitud, sinó además su 
dirección. Considerando el punto A cotilo ori¡;cn' 6 punto 
de partida de los arcos, ■pueden éstos contarse en dtjs di
recciones opuestas A.MBM'... y .... que se ropre-
sentau por It̂ s signos rnéno-s\ Así el arco ABM' sera 
positivo y se representará por-í-ABM'. y el'arco AB'M^ 
será negrÍtivo v se representará por - -  AB

Llamaremos desde ahora cor«plemevLo de nn arco á otro 
arco, positivo ó negativo, qne sumado algebraicamente con ' 
el primero dé nn cuadrante. Así el complemento de ABM' 
es — R\Í'; el complemento del arco negativo — AM'" es el 
positivo BAM' ĥ

Para hallar los signos de las líneas trigonométricas 
convendremos en considerar como positivas las de un arco 
terminado en el primer cuadrante, y como negativas las 
que tengan dirección contraria á laspri" eras.

Si trazarnos dos diámetros AA', B3' perpendiculares 
entre sí, el primero horizonHl y segundo vertied, obser
varemos que los senos MP, M't*’ son iguales á OQ, y los 
^pp' y p iguales á OQ'; luego los senos pueden 
contar.se sobre el diámetro vertical á ]'artir del punto O, 
hacia la parte superior ó hacia la inferior; los primeros 
deben' ser positivos, porque sen AM = -f-M P Ü Q ,  
por consiíruiente los segundos serán negativos.

Los coseno.s MQ y M'"Q' son iguales á ÜP, ylosM'Q, 
M"Q' son iguales á ÒP'  ̂ ; lueg^olos cosenos pueden con
tarse sobre el diámetro horizontal á partir del ])uuto O, 
hacia la derecha ó hácia la izquierda: los primeros deben 
ser positivos, porque eos AM =  MQ, =  ^  OP, por con
siguiente los segundos serán negativos.
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Si trazamos dos tangentes TT', SS' á la circunferencia 
O, por el origen A. de los arcos la primera, y por el extre
mo del primer cuadrante la segunda, se descubre á la sim
ple inspección de la figura que las tangentes pueden con
tarse sobre TT' á partir del punto A, hácia la parte supe
rior ó hácia la interior; las primeras deben ser positivas, 
porque tg AM — +  AT, por consiguiente las segundas 
serán negativas.

Por último, las cotangentes pueden contarse sobre SS' 
á partir del punto B, hácia la derecha ó hácia la izquierda; 
y  como las primeras son positivas, las segundas serán ne
gativas.

Resumiendo lo dicho, tenemos:
1. ® ^ohre el diim'^tro vertical, los 

cosenos sobre el horízontzl, las tim  ■'ntes sobre la tangente 
tirada por él origen de los arco  ̂y lis cotangentes soore la 
tannentp tirada por el exlr'^mo del primer ca idrante.

2. ® El panto de pirtidide los senos// cosmos es el cen
tro del circulo, el de las t in lentes el origen de los arcos, y 
el de las co'anoentes elex^rem* del primer cuidrante-

3. ® Toda linea trígonomitrka conHia desde su origen 
hacia taparte superior ó h ic ii la derecha es positiva; y  si 
se cuenta desde su origen hacia la parte inferior 6 hácia la 
izquierda, es neaativa.

Asi, llamando a al arco AM' será
sen «  =  M’P '= + O Q ,t g í? = — AT',

c o s £ í= — M 'Q  —— O P ', co t a =  — B S',
donde vemos q̂ ue las lineas trigonométricas de un arco 
terminad-o en d  segundo cuadrante son negativas, d, excep
ción dei seno que es positivo.

Si a representa el arco ABM" será
sen a =  — M"P' =  — OQ', tgá: == -f- AT, 

eos í? =  — M"Q' =  — OP’, cot «  =  +  B S.

II._Téorem as relativos ¿  las líneas trigonométricas.

T eorema. I. (Eig. 245).

5 .  El seno de un arco es la mitad de la cuerda del arco
dñf/plo. ^

Sea el arco AM. probngueinosol seno MP hasta que
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encuentre al arca eu IVP; siendo al radio OA. jAn^pendieu- 
lar á la cuerda tenemos MP — -|-MlVP,ycomQMM™ 
es la cuerda del arco MAM"'' duplo del AM, queda demos
trado el teorema.

Teorema IL {F i§ . 245).

Loa st:ios de dos arcos suplementarios son iffvMes, y 
la-’i turgentesf cosen,os y  cotangentes so% iguales, pero de 
signo cvnlrario.

Sea AM uno de los arcos. Trazando por M una paralela 
al diámetro AA' se determina el arco ABM' suplemento 
del x\M, porque A'.Nf/ AM; ahora, los seau.s M'P' y MP 
de estos arcos .‘ion iguales, como lados opuestos de un rec- 
íánguio, V tienen evidentemente el mismo signo.

Las tangentes AT y A T  de los arcos suplementarios 
AM V ABM' son catetos de los triángulos rectángulos 
O A f V OAT', que tienen el lado- OA común y los ángulos 
en O rfi’uales: siendo, pues, iguales estos triángulos tene
mos AT == AT'. Ad-emás es evidente que lus signos son 
Contrarios.

Los cosenos OP y OP' de los arcos suplementarios son 
iguales, corno catetos de los triángulos rectángulos igua
les OPM y OP'M'; adeniás tienen signos contrarios.

Las cotangentes BS y BS' también son iguales, por 
pertenecer á Tos triángulos rectángulos iguales OBS.y 
OBS', y tienen signos contearies.

Representando por a un arco, su suplemento será 
180° — a, y  tendremos

sen (180° — «) == sen a, tg (180° — a ] ^ — tg a, 
eos (180° — a) =  — eos «,cot(180°— =  — cotí?.

T eorema TIL fF ig .íH oJ.

7. Los senos, tangentes ^ cotangentes de dos arcos 
les y de siguió coníráho son ignáks y de signo contrario, y  
los cosenos son iguales y del mismo signo.

Sea el arco negativo — AM'", que llamaremos — a\ 
tenemos

sen ( —  íf) =»=-“ M '"P [í?J.
Tomemos ub arco positivo AM ig'ual ee a ia^ itu ^

23?



— AM'^ y que por tanto deberá representarse por te
nemos

sen a =  MP.
Pero el radio OA que pasa por el punto medio del arco 

MAM'" es perpendicular a la cuerda SíM'", lueg-o 
M'"P =  MP =  sen<?;

sustituyendo en [a] M'"P por sen a, tendremos 
sen ( — a) — — sen a.

Para la tangente tenemos
tg ( — « ) =  — AT', tg a  =  AT, 

pero AT' — AT =  tg a,
luego tg ( “ « )  =  — tg <7.

El coseno del arco — AM'" es el seno del complemento 
BAM '̂, esto es,

eos ( — a) =O P , además eos a =  OP, 
luego eos ( — a) =  eos a.

Por último, la cotangente de — AM'" es la tangente de 
BAM'", esto es,

cot í — a) =  — BS', además cot a =  BS, 
pero BS' =  BS =  cot
luego ‘cot( — « ) =  — cota.

Escolio. En virtud de este teorema las lineas trigono
métricas de un arco negativo se sustituyen por las del 
mismo arco tomado positivamente.

H. De las definiciones de coseno y cotangente y del 
teorema anterior se deduce:

sen (90'’  — a) =  eos a, tg (90° — í?) =  cot a, 
eos (90° — a) =  sen a, cot (90° — a) =  tg a. 

sen ( C 0 ° ( — ®) =  eos'«, 
tg (90’ +  «) =  cot ( — «) =  — cot a, 
eos (90° -f- «] =  seu{ —  a) =  —  sen a, 
cot (90 ° 4“ «} =  tg ( — «j =  — tg a.

III.—TarÍ.ic¡on«s de las líneas (rigoaoiiivtricas«

%  Supongamos un arco cerot esto es, un arco <jue em-
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piece y termine en el mismo punto A. El seno y la tan
a-ente valdrán cero; el coseno v la cotangente serán el seno 
V tangente del cu? drante AB, que son r é co  ̂ , luego 

sen 0 =  0, t g 0 =  0. cos0 =  í-, co t0 = oo .
Si el arco aumenta desde cero, es evidente que aumen

tarán el seno y la tangente y que disminuirán el coseno y 
la cotangente. . j   ̂ ,

Si el a''co AAí vale 30̂  su seno MP es la mitad de la 
cuerda MM"'del arco duplo 60 ,̂ pero M . - . F í'
IfiEj, luego

sen 30̂  =  eos 60̂  J- ■
El coseno de 30'" es el seno de 60°, y éste es la mitad de 

la cnerda del arco duplo 120°, pero esta cuerda es el lado 
del triángulo equilátero inscripto, que vale r \¿3 [ííieom, 
í.'iS], luego

r  3
eos 30° =  sen 60 =  — ,5-----

l.Ori triángulos ííemejantes O AT y OPM iiqs dan
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tg 30° _  sen ¿0° ó —A F  MP 
T)A ”  OP

sustituvendo sen 30° y eos 30° por sus valores y despejan
do tg 30°, será 

r. ^
tg30°=cot60"tgSO^

rV'3
■\/3
2

|/3 3

Los triángulos semejantes CBS y OQM nos dan 
BS QM , cot 30° __ eos 30°

"ÓF ^  ÓQ“ r “  "señ”iO° '
sustituyendo eos 30° y sen 30° por los valores hallados y 
despejando cot 30°, será

r. 3

cot 30° =  tg 60° = r y 'Ò.

1 Puesto que la laudante termina en el punto de su encuentro con el di4- 
pi&iro y eettw bou paralelas,



Sí el arco AM vale 45°, su seno es la mitad de la cuerda 
de 90°, ó sea del lado del cuadrado inscripto 2 
ííiOJ, luego __

r\/2
sen 45° =  eos 45° =  —̂  •

Siendo el ánf^ulo AOM de 45° el OTA valdrá lo mismo, 
luego AT =  OA =  r, esto es,

tg  45° == cot 45° — r.
Si el arco es de 90°, tendremos
sen 90° =  ?*, tg 90° =  qo , eos 90° =  0, cot 90° ^  0.
Cuando el arco crece entre 90 y 180 giados los valores 

absolutos îel seno y de la tangente disminuyen, nuén- 
tras que los del coseno y cotangente aumentan, y todas 
estas lineas pasan por los mismos valores que tuvieion en 
el primer cuadrante, pero en órden inverso. ^

Habiendo hallado las líneas tngononietricas de los ar 
cos de 30,60 y 45 grados, se obtendrán fácilmente las de 
los arcos suplementarios; asi

sen 150° =  sen 30° =  ^  , eos 150° = — eos 30° -- --------^

rV^
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tgl50°=  — tg30° =  

sen 120° =  sen 60° =

■rVz , cotl50"=^—cot30"= 

eos 60° =  -4  , eos 120° =

tg l20°— ~ t g  60°—— , cotl20° ~  — cot60°= —

sen 135°= sen 45 , eos 135°= — eos 45'

r
2

rV z

r / 2
2 ’  ̂

tg 135° =  — tg 45° =  — 9*. cot 135° =  — cot 45° =  —?*• 
Si el arco es de 180°, tendremos 

sen 180° =  0, tg 1S0° =  0, eos 180° =  — r, cot 180'' =  — oo • 
Cuando el arco crece entre U'O y 270 grados, aumentan 

los valores absolutos del seno y tangente, y  disminuyen 
los del coseno y cotangente. Al llegar á 270 , se tiene

^ — r» tg 270® =  » , C08 270° a= 0, cot 270° =  0.



Creciendo el arco entre 270 y 360 g-rados diaminuyen 
los valores absolutos del seno y tangente, y aumentan los 
del coseno y cotangente. Al llegar al limite se tiene
sen 360° =  0, tg 360° =  0, eos 360° =  r, cot 360° =  — oc.

IO. Seguii acabamos de ver, el mavor valor absoluto 
del seno,ó coseno de un arco es el radio, y  el menor es 
cero; el mayor, valor absoluto de la tangente 6 cotangente 
es a», y el menor e.s cero. ®
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IV . .4 reos eorrespoiiflicutes á ima ijaS«mia 
líuca trigonom étrica.
PnoBLEMx I. (Fig.

I I . Fado el seno m de un arco y  el radio, hallar
arco.

Con el radio dado describo una circunferencia O, trazo 
dos diámetros rectangulares AA' y BB', tomo sobre el diá
metro vertical una longitud OQ igual al seno y trazo 
por Q una paralela M'M al diámetro horizontal: es evidente 
que ios arcos AM y ABM' tienen por seno la recta dada 7ñ 

Si al arco AM se anáden uüa, dób, tres ó más circutìfe- 
renciá.s, los arcos resultantes tendrán los mismos ektremos 
que el AM, por consiguiente MP será el seno de todos ellos 
La niiémá observácion pued’e hácersb con respec’to al arcó 
ABM'. Luego à un Mí's ’nm -reñh tórreèpònden iiijlriifós aróos.

Para hallar una exî i é̂sion que lós comprenda á todos' 
representemos el arco AM por a, y el radiq de la circun- 
ferenciá O por 1; la circunferencia 2 - /  estará representada 
por 2t:, 4  arco de 180° por tzj y,el. arco ^BM' por^ — a ’ 
Según esto, los arcos que tienen mismo seño estarán 
coinprendidós en las expresiones genérales

* f  a ,  2 t . } i  - f -  —  a ]  - ( 2 Í  - f - 1 )  _  a ,

irendó n üñ ññííhef̂ o entero 'c u a l^ ie H .
Siéiábiíó Sádü fdále toiüáiááíóds

y trazandolaharálelá diámetro A'A, re
sultarían los arcos ABi\F y. ABM'" cuyo seno-es —*# : aña- 
íliendo á estos áreos un 'numq^o cualquiera 4 e circunfe
rencias, resñltárián infinitos arcos compreháid'ós en las 
mismas expresiónes ánteriores

2ir» +   ̂y. (2» +  i) * ~
riempre que por a lepreeeiitáeeroos el arco ABM"',

Í6



E s c o l t o . Este problema será posible siempre que el 
seno dado no sea mayor que el radio 

P r o b l e m a  II.
13. Bailo él coseno m de m  arco y el radio, hallar este

^^^Trazando la circunferencia y los î^me^ros recdanam^ 
res AA' y BB', tomo sobre el horizontal una 
io-nal al c( seno m, y tiro por 1> una paralela MM"' al diá- 
S o  Tertiníl: los arcos AM y ABM» Ueuenpor coseno la

S l a m a n r o  «  al arco AM, el ABM'" será 2 x - « : a n a -  
diendo á cada uno de estos arcos un
d e  c i r c u n f e r e n c i a s .  I í 'S  a r c e s  r e s u l t a n t e s  t e n d r á n  h  s  m u  
m e s  e x t r e m o s ,  p o r  c o n s i g u i e n t e  OP s e r á  e l  c o s e n o  d e  t o d o s  
e l l o s .  L a s  e x p r e s i o n e s  g e n e r a l e s  d e  e s t o s  a r c o s  s o n  

a, 2rJi 4 - (2-̂  — a) =  2-k {n +  1) — 
q u e  p u e d e n  c o m p r e n d e r s e  e n  l a  s i g u i e n t e

2tzíi ±  a.
Si el coseno dado fuese negativo, procederíamos de un 

modo análogo, y encontraríamos la misma expresión g

“ E scolto. Este problema será posible siempre que el 
coseno dado no sea mayor que el radio.

P r o b l e m a  III.
13. Bada la tangente m de un arco y el radio, hallar

Tbo^por el origen A de los arcos una tangente geomé- 
tricl, tomo sobre fila “ "V°e"nf^™ Ao7aTcrs4M ''rÁBM 'cante TM'^que pasa por el centro: los arcos a m  y aux

R e p ^ s e n S o p I r ^  es fácil ver que las
expresmnes de los arcos que tienen la misma tangente son 

^izn-^-a, (2»  +  l) « +  íí;
el sumando de la primera representa número par 
de «ípmicircunferencias, y el sumando (2 »4 -l)  ̂dé la se 
guSrepresenta un número impar de ellas, luego las dos 
Ixíresiones podrán comprenderse en la siguiente

ílTÍ 4"
siendo n un número entero cualfjuiera.
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Escolio. Este problema es posible, cualquiera que sea 

el valor de la tangente [flOJ.
P roblem a  IV.

14. Bada la cotangente m de v a i  arco y  el radio, hallar 
este arco.

Tómese sobre BS una longitud igual á í», y continúese 
como en el problema ant< r or.

La expresión general 1 )s arcos que tienen igual co
tangente* es también -f" 7 problema siempre es
posible.

CAPÍTULO SEGUNDO.
FÓai.UUILAS TiU«OUO.HEriUC.4S.

'R elaciones enícc la s líneas ti*igonomcti*lca« 
de nn areo.

Ii>. Sea AM =  a un arco positivo y menor que un cua
drante. El seno MP y el coseno OP de este arco forman 
con el radio OM un triángulo rectángulo OPM, en el que 
.se veriñea

MP¿ +  OP2 =  OM‘̂ .
ó bien sen- a -|- cos  ̂a — r'̂  ( I ].

Los triángulos semejantes OTA y OMP nos dan 
AT MP 
0 \ ”  OP ’

rg/z _ sen^
6 sea r  eos«

Igualmente, b s  triángulos semejantes OBS y OQM
nos dan

BS
OB 

cot a

QM
OQ 
eos a

3V sen a
Las relaciones [i], [2] y [3], obtenidas en el supuesto de 

ser el arco a positivo y menor que un cuadrante; son com
pletamente generales.



Supongamos, en efecto, un arco cualquiera, pqsitivo ó 
negativo, menor ó mayor que la circunferencia. Si A es el 
origen de este arco, su extremo caerá entre A y 13, por 
ejemplo en M. ó entre B y A' como en M', ó entre A y 13 
como en o entre y A como en Más adelante tra
taremos el caso de ser eí arco a múltiplo de 90°.

Como las líneas trigonométricas de dos arcos que tie
nen los mismos extremos son f^nibien las misn as, las del 
arco propuesto serán las del AM, ABM , ABM ó ABM , 
.según el cuadrante en queteriiiine el arco a. bi, pues, las 
relaciones [1], [2] y [3] son ciertas para las lineas de estos 
cuatro arcos, también lo serán para las de un arco cual
quiera. , , r .

Sabemos ya que son ciertas para un arco AM termina
do en el primer cuadrante; además, las líneas trigonomé
tricas de un arco ABM' terminado en el segundo cuadran
te, son iguales en valor absoluto á las de un arco AM ter
minado en el primer cuadrante [Oj, y es fácil ver, por la 
figura, que puede decirse lo mismo délas lineas tngono-- 
inetricas de los arcos ABM'' y ABM"' que terminan en el 
tercero y cuarto cuadrantes; luego considerando solamen
te los valores absolutos de las líneas trigonométricas, las 
relaciones que nos ocupan son ciertas para cualquier arco.

Veamos, ahora, si dichas relaciones serán también cier
tas cuando tomemos en cuenta los signos.

La relación
sen2 a -f- cos  ̂a — T^,

es la misma cualesquiera que sean los signos de sen y eos 
tf, puesto que estas cantidades se hallan elevadas al cua
drado.

Las relaciones
tg /í sena cota _  cosa 

eos a ’ T sen a ’
«e convierten, cuando el arco termina en el segundo cua
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drante, en
•tga sen a 

' r — cosa
6 sea en

tga  __ sen a
r ~  cosa

— cot a — eos a 
r  sen a ‘

cot a eos g
"“ sea«



que cambiando los signos á los dos miembros, nos dan
tg a sen a cot a   eos (v

~  eos (L ' r  sen a
El mismo resultado obtendríamos si el arco terminase 

en el tercero ó cuarto cuadrante.
Supongamos, por último, que el arco dado sea múltiplo 

de 90®: en tal supuesto, el extremo del arco será uno de 
los puntos B, A'. B' ó A.

Si el extremo es B, el seno es el coseno 0, la tan
gente 00 y la cotangente 0: sustituyendo, en las tres rela
ciones, las líneas por estos valores, se convierten las ecua
ciones en identidades.

La misma comprobación puede hacerse en los demás 
casos.

1 6 . Las relaciones
sen* a +  eos* «  — r* [1]
tg a _  sen a
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cot a
eos a 
eos g 
sen a [3],

contienen las cuatro lineas trigonométricas del arcó 
además del radio que se supone- conocido; por consiguien
te si se nos dá una de dichas líneas, podremos hallar los 
valores de las otras tres, pues dispondremos' de un sistema 
de tres ecuaciones con igual número de incógnitas.

E je m p l o s .
1.“ BadjO el seno de im arco, hallar las demás lineas tri

gonométricas.
De la ecuación [1] se deduce

eos a — sen* a [4];
sustituyendo este valor en las ecuaciones [2] y  [3], y  des
pejando tg «  y cota; resulta' __________

rsen .« .. . -X • ziií'V?**-“ sen* «tg-« =  —— >-¡1 , COI «  =  —
■±\/ y2 —.•sed*‘ a sen a

2.° Dado el coseno de nn arco, hallar ' l u  deüíds'liaeás 
^gonúmétricas<.

iD^bpejando seQlí enla ecúalcion [1], y siguiendo uria



.marcha análoga á la del ejemplo anterior, quedará resuelta 
la cuestión.

3.° la tangente de %n arco, hallar, las demás li 
neas trigonométricas.

Despejando sen a en la ecuación [2], y sustituyendo su 
valor en la [1], hallaríamos fácilmente el coseno de a en 
función de la tangente, y después el seno. También po
dría seguirse cualquiera otro de los métodos generales en
señados en Algebra, pero es más sencillo el siguiente pro
cedimiento particular.

Elevando al cuadrado la ecuación [2] se tiene 
tg  ̂a sen2 a
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cos‘-2 a
de esta igu.aldadse deducen otras dos[.‘ti»U. 19i>]
r- -j- tg‘'̂  a sen'̂  a +  cos  ̂a a sen í̂z-j-cos í̂?_ _ _  _

sen''' a cos  ̂a
íu.stituyendo sen=* a coŝ  a por , y despejando será

5*2 tg2 r? „ r̂
.sen* a = r* 4- tg  ̂a 008*= a — Í-* - f  tg* a

de donde 

«en =  ± rr-, .-/ — ■ z: [5], coa a ~ z t  r«i
, V r* +  tg* íi \̂ ?’2 -j- tg* a '■ *

üíultiplicando las relaciones [2] y [3j se obtiene

de donde

tg a coi a — r* m,

cot a = tg a
Las fórmulas [5] y  [6] dan para el seno y para el coseno 

del arco a dos valores iguales y de signo contrario, y así 
debía suceder, porque si conocemos, por ejemplo. Ja'tan-

fente AT, ésta pertenece á los arcos que terminan en M y 
los que terminan en M", luego la fórmula f5[ deberá dar 

á la vez los senos, iguales y de signo contràrio, de dicho.s 
arcos, y la fórmula [6], los cosenos, también iguales y de 
sigro contrario.

Pero si además de la tangente se conoce^el arco en que 
termina arfeo a, cada.iiaea tendrá un sólo valor, y  de los



dobles signos se tomarán los convenientes, según el cua
drante en que termine el arco.  ̂ ,

Si termina en el primer cuadrante positivo, todas sus 
líneas trigonométricas son positivas, y deberemos tomar 
en ambas fórmulas el signo mis;’ai el arco termina en el 
segundo cuadrante positivo, el seno es poá^tivo, pero el 
coseno v la tangente son negativas, luego tomaremos en 
ambas fórmulas el signo menos, y  de este modo el seno de a 
será positivo y el coseno negativo. , , , ,

Cualquiera que sea el cuadrante, los signos de las dos 
fórmulas deben corresponderse, es decir, que tomaremos 
en las dos el signo mis ó en las dos el signo menos.

t 7 .  Las fórmulas trigonométricas se simplifican con
siderablemente suponiendo que el radio es igual ála uni
dad lineal. Haciendo r =  1, las fórmulas halladas en este 
capitulo se trasforman en las siguientes:

8en2 a +  cos  ̂a =  l [1]. tg «  =  -777-7
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eos a

cot d =
eos d
sen a

sen a — áz

[3], eos«

[5],
\ / l+ t g -  (I

eos a —

zt \ /l — sen2 a [4[,

 ̂ [6],
V ^ l + t g 2«

i . m-
IS . Ahora es necesario examinar qué trasforrnacioii 

sufrirá una fórmula, obtenida en el supuesto r =  1, cuan
do el radio sea d ferente de la unidad lineal.

Sean MP y MT' ^Fij. 243) los senos de dos arcos cor
respondientes al ángulo O; tenemos

MP .
OM "" OM'

Si el radio OM es igual á la unid id y el OM' es igual á 
í'j y  representamos por a y  d' los arcos AM y A M , será

'5
tg a cot a-

sen a sen d ó sen a =
sen a

1 r ^
Considerando las demás líneas trigonométricas, halla

ríamos ,  ̂ . .
tg « ' 1  eos «  , cot.«, cosa =  - ^  , co t3 = - ^ .



Como los acentos sólo sirven para denotar el cambio de 
radío, pueden suprimirse; luego r e s t i b l r . e r  ñ í r a d io  
en  u n a  f ó r  ín u la  fi iU a d a  e n  e l  s iip a efito  de -ver e l  r a d io  ig u a l  
á  la  u n id a d , s e  d iv id e  ca d a  l in e a  i r i g o n o m ó t r i c a p o r  e l  n u e -  
'90 r a d io  r.

Por ejemplo, la fórmula, hallada en el supuesto r  =  1,
tgy?
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sen £? =  zfc

trasforma en,
\/\ tg2 ’

sen a

de donde, sitaplifican!|p y despejando sen a,
r  tg asen a =

V/r ‘̂  -f~

iP|—Rfel^.f?.lQncs entre tríj^enométrlea«
de varios arcos.

Peoblema i . ( F i g .  2477.

10. D a d o s  lo s  s e n o s  'y c o s e n o s  d e  d o s  a r c o s , h a l l a r  lo s  
s$n p s y  c o s e n o s  de la  s u m a  y  d i f e r e n c ia  d e ,d ic h o s  a r c o s .

Sean dos arcos AB =  a , BC. — h positivos y menores 
que un cuadrante: la suma de ellos es el arco AC == -f-

Conocemos sen «==BD, eos ■̂  =  0 0 , sen b — CE, 
eos b =  OE, y vamos á hallar primeramente

sep ( +  ¿ ). == C f  y cosj 5 ) =  - .  OF
en función de las cuatro lineas conocidas. Después det.er  ̂
minaremos sep { — í  } y eos ( « ,— í  ).

Tiro desde el punto E una perpendicular EĜ -y una na- 
ra’ ela EH al rallo OA: según es.‘a constraccton será HF =  
R íí , 'F a = H B .

Ahora bien,
aem'í ffl.4í.A) HF. 4-, Gí^.^ CH / 
508?«4 -í)= = :O G r-‘'FG ~ O G - ~ H E



Si hallamos los valores de las líneas EG, OG, CH y HE 
en función de los senos y cosenos de a y quedará re- 
•ueltD el problema.

Los triángulos OEG y OBD son semejantes, luego 
^  BD o a  _  _OD ^
OE OB ’ OE OB

sen a OG eos a
T
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ó bien EG
eos b eos b

de estas igualdades se deduce
EG =  sen a eos b, ÜG =  oos a eos b.

También los triángulos CHE y OBD son semejantes 
[Geom. lAi'ijv luego

[55 :
GE "

HE
6=bien

CH
GE'

Cft

OD w .
O.B
COŜÆ

OB
aen a

sqíi.'ft.
de esta  ̂igualdades se deduce

ÇH =f eos « sen í, HE =  sen a sen b._ 
Sustituyendo las lineas por sus valores en las ecuacio

nes [a], resulta
se.n ( Æ -f- 5 ) — sen a co? b +  eos a sen h [8],
eos. ( Æ +  ¿ ) =r Cos «  eos ÿ — seD ítsen b [9.].

La soma ACde los-arcos dados es. en nuéstra figura 
mayor qu3 un cuadrante, y  el coseno OF lleva, par ta'nto, 
signo menor, si la suma a-^h  fuese menor, que un cua
drante su coseno sería.pQsitivo, pero igual tambieq áOG — 
FG, por lo que en nada se, alteraría la msrclia del razona
miento ni las fórmulas finales, como es fácil comprobar.

Estas fórmulas se han halladoen el supuesto de ser los 
arcos hpqaitivQs, y msnorcad,a uno quq up cuadrante. 
Demostremos, ahors, qpe.son generales..

Supongamos que las fórmulas [8} y [9] seap,ciertas pf̂ pa 
dos arcos Piçsitjy^ d.f_ima p^gnjtuâ y demos
tremos qitó seguirán siqndo çiertàs si unq de l^s arcosj por 
ejemplo el ¿,"aúmecta én 99 grados-



Teiiemorf[^J-
sen ( 90" 4- «  ) == eos ( 
eos (90^4-íí) =  sen! 

luego sen ( 90° a Ó ) 
eos ( 90° a-\- b'

250
— a] ~  eos C,
_  (Z) =  — aen «;
=  COS(íí +  ¿ ) ,

 ̂ I -  I - ; =  — s:'n(íZ-]-í}.
Además hemos supuesto que siendo í? y ¿ positivos y 

de una magnitud cualquiera, se verifica
sen [a-\-b) — sen <z eos b -f- eos a sen o,
eos {(Z +  ̂  I — eos eos ¿ — sen «sen 5. 

Sustituyendo enestas fórmulas sen ( ^4"*)  ̂
seiiííycosíí por los valores hallados anteriormente, se tiene
ootí (90° -f- íí +  5) =  eos (90° a) eos b — sen (90° 4- a) sen b, 
sen (90°4- íí4 - í ) =  seu(90°4''®) eos í-heos (90° 4“  sen b, 
donde vemos que las fórmulas y [0] son ciertas cuando 
en lugar de un arco a se pone 90° 4~ ,

Como dichas fórmulas se han hallad-.» suponiendo que 
a Y son menores que un cu idraute, podemos decir ahora 
Que son ciertas para un valor de a mayor que 90 y menor 
que 180° y uno de h menor que 90°; por consi.^miente tam
bién serán ciertas cuando a esté comprendido entre 180 y 
270° siendo h menor que 90°, y así sucesivamente. Luego 
las fórmulas son ciertas para cualquier valor poj^ivo de a 
vnara cualquier valor positivo de ¿ menor que 90 .
 ̂ ^Aplicando al arco h lo dicho sobre el ít, deduciríamos 

que las fórimilas [8] y [9J son ciertas para cualesquiera va
lores positivos de í? y ,Sunongamos, ahora, que las fórmulas sean ciertas pai a 
dos arcos cualesquiera, y demostremos que también lo 
serán si uno de ellos, por ejemplo el disminuye en 90 
grados.

Tenemos [?" y S]
sen ( á — 90°) =  — sen ( 90° — $ ) =  — eos b, 
eos ( ¿ — 90° ) =  eos ( 90° — 5} =  sen b\

luego sen ( fl 4“   ̂ ^  í ^
cos( í?4 - ¿ - 9 0 ° ] =  . sen(rt-4-¿).

Además hemos supuesto que siendo a y á arcos cuales
quiera, se verifica ' ̂ sen ( íZ 4-  5) «= sen a eos ¿ 4- eos <z sen á,

&OS (íz4-^ )  =  eos (Z eos 3 — sen. 35 sen h.



Sustituyendo en estas fórm ulas sen eos
sen b, eos 5 por los valores hallados anteriorm ente, aera
eos (^ -¡- 5 — 9 0 ° ) =  — sen il sen 9 0 ° )+ c o s « c o s  (¿ — 90°),
sen 9 0 ° )=  co s ffse n  (¿— 9 0 ° )+ s e n « c o s ( ¿ — 90°),
donde vem os que las fórm ulas [8] y  [9] son ciei-tas cuando 
se resta 90° de uno de los arcos.

C om o las fórm ulas son ciertas para todo arco positivo  a,
Y para otro positivo y  menor que un cuadrante, p od e 
m os decir ahora que son ciertas para un va lor positivo 
oualquiora de a y  un valor negativo com prendido entre 
_  QO'5 y  _ 1 8 0 ° ,  Y asi sucesivarnente. L u ego  las loram ias 
son ciertas para todo valor positivo de d y  para todo valor

^VpUcando al arco (2 lo dicho sobre el .deduemaraos  
que las fórmalas [8J y [9] son ciertas para todo valor ne-
¿rativo de fl¡ y  de ¿. , , .

Cam biando el sigmo de h en las ecuaciones [8] y  [9J, se
tiene

sen ( (t H- ( — ¿ ) )  —  sen íE eos ( — ¿ ) ^ - eos fr sen ( —  ¿ )',

e o s '( a-\- ( — ¿ ) ')  =  eos. a  eos ( —  ¿ ) —  sen íísen ( — ¿ );
6 sen (íE —  ¿} —  sen i? eos ¿ —  c o s í z s e n í  [10],

CQg — eos íE eos ¿ +  sen íf sen 5 [11].
Estas fórm ulas son tan generales com o las [8] y  [9], 

puesto que se derivan de ellas.
PaOBLEMA II.

Didi-s las tw(Jantes da do!t arcof!, h%Uar tas tan- 
aentes de la simi y diferencia de dichos arcos.
‘ Si los arcos son ay b, tenemos

s e n ( « - f - ¿ )  sen ?E eos ¿ - j - e o s  íE sen ¿
1 ^0  {a-^b)~ eos <E eos ¿ —  sen a sen b

D ividiendo los dos térm inos de la últim a fracción  por 
eos a eos b, seni

sen íe eos ¿  ̂ eos iEsen¿ 
cüs a ccs~J eos fE eos b

tg  (íE +  5) —  ^ ¿  ggJJ  ̂ggQ ¿

eos a co s ^  tos íE coa ^
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sen a sen b
eos íE eos b

1
s e n «
C03(E

sen 
eos ó



Cambiando en esta, fórmula, el sigino dei ,  resulta

tg (( !+ (■
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, . V tg Æ - f  tg ( — i  )
 ̂ ' 1 — t g a t g l - ^ i )

tg (a — i) = -
tg Æ — tg i

1 - f  t g « t g i
Si suponemos «  =  45°, será tg «  =  1 [»], y  las fórmu

las halladas se convierten en
1 +  t g i tg  (45°

 ̂ • 1 + t g í

Pboblema III.
f©t. D iioel seno, el conem y H tmyente de un, arco., 

hallar el seno, el coseno y la tangente del arco duplo.
Si en las fórmulas que dan sen [a i); eos (a +  i) y 

tg [a i), suponemos o=^a, tendremos
sen (« -{- == sen íí eos «  -{- eos a sen «
eos {a.-^ a) =5= eos a eos a — sen sen a

, . , tg í?4 -^g*
tg ( ? + « ) =
s e n 2 ít = í= 2 s e n  « c o s ííó bien
eos.2« =  cos  ̂a — sen? a

.  ̂ %tgatg 2a 4 —

Representando 2a por A, será a =  -  ̂A, y estas tres 
fórmulas se convierten en:  ̂ ^

sen A — 2 sen | A eos y  A

eos A : cC03? ~  A -sen*

t«A ,=5.
2 ‘ 8-. i  A

l -  t g '4  *



P ro b lem a  IV.
"*8. Dcbdoel coseno d^Knarco  ̂hallar el seno, e<. coseno

y la tangente de su mitad. , ,, ,
En el problema antenoi hemos hallado

eos A =  cosa \ A — gena ^  a ,

además [15] 1 =  cos  ̂^  A +  sena .i. A.
Sumando estas ecuaciones resulta

1 -1~ COSA =  2 cosa 1  a , 
y reatándolas se obtiene ^

1 — C08 A =  2sen2y A.

Despejando eos A y sen “  A, tendremos

1 . / l  4 - eos A . 1 A . o - i / l  —Ì A  =  ± \ /  Ì ^ , s e « ^ A , = ± \ /

Dividiendo la segunda fórmula por la primera será
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eos

t g - i  V = ± v / r
eos A

2 ’  V i  -|-cos,A '
De estos dobles signos se tomarán los convenientes, se

gún el cuadrante en que termine el arco — A. Si, por ejem
plo, el arco A es positivo y nxenor que 180'", su mitad es 
menor que 90°, y las lineas trigonométricas de y  A lleva
rán el signo más. Si se halla comprendido entre
180° y 360°, 4  ^
berá 'llevar signo más, pero el coseno y la tangente lle
varán signo menos.

PROBLEMA V.

» 3 .  Dado el sono de m  ario, Ímllar el seno y coseno <?« 
SH mitad.

Tenemos [* i ]  ^
A w ^ s«ó - |. A eos-i A,



-J . ■

además 1 =  ¿ A +  sen^— A.
Sumando estas ecuaciones résulta ^

1 seu A =   ̂cos A +  sen  ̂ AJ ; 
y restando de la segunda la primera, se obtiene

1 — sen A =   ̂CCS 4  ^  T '
Extrayendo la raiz cuadrada será

cos 2"  A. +  sen -2- A “ ± \ / l  +  seu A

eos 4- A — sen 4  A =  ±  V̂ l — sen A ; 
d® estas fórmulas se deduce [Álg:. <t, 2.®] 

cos A — ±  ^  1 - f  sen â" ±  -\- \/l — sen A

»en 1  A =  ±  -A \/l +  «en A q = 4 -  v / l - s ë n X  .
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2 V A 1 —  “  -T- 2
Según estas fórmulas, sen A y cos A tienen cua

tro valores; pero si conocemos el cuadrante en que termina 
el arco *A, el seno y el coseno de y  tendrán un sólo valor.

Si por ejemplo, el arco A es positivo y menor que un 
cuadrante, será y  A < 45°, luego sen A, sen y  A y eos 
4- A son positivos, y como eos y  A>-sen y  A, det>erán 
tomarse en ambas fórmulas los signos superiores. Si A es 
mayor que un cuadrante y menor que dos, y  A será mayor

que 45° y menor que 90°, luego sen A, sen y  A y eos y  A
son positivos, y como sen y  A >  eos y  A, deberá tomar
se el signo superior en el primer radical de cada fórmula 
y el inferior en el segundo radical.,
|||._Tra*«foi*m*4CÍon de cieeías expresiones en 

otras calciilablc.s por logaritm os.
Problema.

« á .  Convertir en productos la suma y la diferencia 
dos S9ÍÍ09 6 ds dos GosewiS-



Tenemos üas fórmulas
sen {a +  ¿,) =  sen a eos l  -[- eos a sen h 
sen [a — ¿) =  sen a eos l — eos a sen h 
eos {a-\-ó) =  eos a eos b — sen a sen h 
eos [a’—h)== eos a eos h -j- sen a, sen b.

Sumando y rest:¡ndo la primera y segunda, y después 
la tercera y cuarta, resulta

sen («+  +  sen (« — 5)= 2senrtcos¿
sen(« +  ¿) — sen [a— b)= 2e o s seni
c( s (« +  )̂ +  eos ((í — ¿)— • 2CCS<7. eos¿ 
eos +  — eos {a — b) =  ~ 2seT)aseríb.

Representando la suma a-\-b por A y la diferencia

a — b por B, será a —  — ■'—  , b =  — ~—  , y las cuatro
z  z

últimas fórmulas se convierten en las siguientes:
sen A -{- sen B == 2 sen ~  (A +  B) eos ~  (A — B) [12]

sen A — sen B =  2 cos.~  (A B) sen y  (A — B) [13]

eos A +  eos B =  2 eos [A -f- B) eos ~  (A — B) [14]

eos A — eos B = — 2 sen -4. (A -j- B) sen (A — B) [15].
Por medio de estas fórmulas se calcula fácilmente el 

logaritmo de la suma y _el de la diferencia de dos senos 6 
de dos cosenos, lo que sin ollas seria bastante trabajoso, 
porque generalmente no se conocen las lineas trigonomé
tricas de los arcos, sino los logaritmos de las mismas.

Si tuviéramos la suma ó diferencia de un seno y un 
coseno, por ejemplo sen A-f-cos B, sustituiríamos eos B 
por sen (90° — B), y podría aplicarse ya la fórmula [121.

Es fácil hacer calculable por logaritmos la suma ó di
ferencia de dos tangentes. Tenemos, en efecto,

,  ̂ - sen í í^sení  sen ¿7 eos ¿d= eos sen/;
tg(7 ±  tg¿ — ----- ± - ------ j.=  ~®  ̂ eos íi eos b
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eos a eos b
sen [a áz b) 
eos fli cqs b



S 5 .  Vamos á trasformar la expresión x  =  «  ±  *  f  “  °*ra 
cakulable fàcilmente P°>-
son números absolutos, y que a > i  en el caso x - a  o.

x  =  a -^ ó

+ 4 ) ’
T)

1,* La expresión 
se trasforma en X-

cualquiera que sea el valor de -  , siempre existe un arco 

cuya tangente es y ' I  [13, eseoU ó]. supongamos

\ / 1  =  tg 9 6 -  =  tg» Ï , y será. 
V Æ o>

a;z=:a ( 1 + t g - ?) — iï: I_j_tg2(e ‘

de Ift fórmula [6] nùmero t7  se deduce
=± cos  ̂»,

l  - f  tg2 ?

luego ® “

a." La expresión 
íse trasforma en

a
cos  ̂» * 

a? =  «  — Ô

tanto \ / ~ < h  existe un arco cu-
» w

yo seno es \ / ?  [II, eíseollo]! supongamos

siendo — <  1 , y per

V
— r=: sen Ç ó —  — sen* ?
a ®

y será a? ==̂ a (1 — ên* =  a cos  ̂9.
T as dos exnresiones obtenidas contienen un arco auxi

liar 7 que se por m ediodelaecna-
Ò el primer caso, y  en el segundo por
a

me4Í9 dç rr ?♦
9

r



153. Propongámonos hacer calculable por logaritmos 
la expresión .

X =  msen a-j-n  eos a.
Podríamos seguir el método general expuesto en el nú

mero anterior, pero es preferible el siguiente.

^sen« +  — eos rti?[ m /
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Tenemos

hagamos 

y será 

ó

m
n
-m

tfi'

m
x ~  m (sen a +  tg <p eos a) 

m
X --------  (sen a eos ? +  sen eos a)e- s te ' eos «c•sen (íí-l-'f).

5Í'. Divividiendo cada una las fórmulas [12], [13], [14] 
y V-̂ \ una de las siguientes, resulta

+  =  tg i  (A +  B) cot i  (A -  B)

t g 4 ( A  +  B),sen A -f-'sen B
'•' tsen A — sen B tg

1
2"

sen A -r sen B 1
eos A -f- eos B ‘•'D 2
sen A sen B — cot 1
eos A — eos B 2
sen A — sen B i
eos A + eos B ‘'o 2
sen A — sen B — cot l
eos A — eos B 2
eos A + eos B _ — cot 1
eos A — eos B 2

(A ~ B ) 

(A +  B)

( A - B )

( A - B )

(A + B )

:A +  BJ c o t - ( A - B ) .

La primera de estas fórmulas es muy importante; tra
ducida al lenguaje vulg..r dicer

la  stiMiC Ue Í.US senos de dos arcos partida por sudife^ 
fe)\ncia es igm lá ii  tanjentc de la semlswmi de dichos 
arcos pánida por la tangente de la semidiferencia de los 
m s t m s ,



C A P Í T U L O  T E R C P R O .
TBfiI«0.\0SlÉTK1CA>í.

I.—CouslraccSon <lc las íaJilas fi'ig’onauíicíj’ioas.

*ÍS. Llamamos tablas trig’onoirétricfís á la reunion de
todos los arcos comprendidus entre 0 y 110’, que crecen de 
minuto en minuto, de diez en diez seg*undos ó de segundo 
en segundo, y de los valores numéricos de sus correspon
dientes lineas trigonométricas para un radio dado.

Propongá" onos exponer un procedimiento elemental 
por el que podrían calcularse las lineas trigonométricas de 
los arc< s que crecen de minuto en minuto, siendo el radio 
igiia,l á la unidad.

A este fin demostraremos dos proposiciones.

T e o r e m a  I. (Fig. 248.)

W o  arco po.ñtwo ?/ menor qm un cuadrante es 
miyor que sa seno y mennr que -̂ u tony nie.

Sea el arco AM =  a. FU arco AM es mayor que su cuer
da, y ésta, como oblicua á O.V, es mayor que el seno MP, 
luego con mayor razón será

«> sen -« .
El área del sector OAM es menor que la del triángulo 

OAT, esto es, ^  ^
ai'C. AM X  <  AT x  ,

OA
dividiendo los miembros de esta desigualdad por  ̂- , 

resulta
«  <  tg ¿ü.

T e o r e m a  II.

3 0 . La diferencia entre vn arco m^nor qne un 
drinte y  su seno, es menur que la ciurla parie del ciFjq 
del arco.



Acabamos de ver que
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sen — a 

eos ~ a

multiplicando ambos miembros de la seg-unda desie-nni 
dad por 2 cos  ̂i  y  recordando oue 2 s e f "  .  c t  - C ' '  
sen«, resulta ‘

«cos-^-.^«<sen«, 6 « ( l - s e n ^  i « ) < s e n « ,

de donde  ̂ — sen « <  «  sen« ^

Si sen-  «  se sustituye por una cantidad mayor i  «  i«
e l^ fg u n fc ie m b r t  luego^''^’ aumentado

í2 — sen «  < ; - í l ,

seno del M c o n S r ^  1'. esto es, el

seadelarcodeláO°,eT^^lue¿^ semicircunferencia, ó

de donde 653 589. . . .
ftv>f ____ -

“  180. 60 "" 6̂0 290 888 208. . . . < 0 , COO 3.
Pero la diferencia entre el arco Hp r  •»r ñor que  ̂ 7  su seno es me-

T  '̂0. 000 3)3 <  o 00)00)000 007,

i;e l del arcóse
duodécimo órden decimal, y como la
en el valor del arco e>; im r i« w cifra de este órden
exactas. Tenemo“ lJUe™ ’ “

sen 1 '=  0. 000 2ro 888 20. . .
Í-1 coseno de 1' se halla por la fórmula 

eos 1' =  v/ 1 — sen« 1'.



..,.1
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Para hallar el aeno y el coseno de 2', 

fórmulas del número « i .  que apiladas á esie
sen 2’ == 2 sen 1' eos 1 

eos 2 '=  eos« i ' -  sen2 r .
Haciendo « =  2'. 5 =  1', lae Knnulas [8] y [9] dan 

seu 3' =  sen 2' eos 1 - f  eos 2 ^en 1 ̂
eos 3 '=  eos 2 'eos r — sen2 'sen 1.

• A  ̂— V7) =  V las mismas fórmulas dan el 
seno coseno de 4', y métodobas-

sen (« +  i) +  sen (ffi -  5) =  2 ên a eos o

despegando sen(« +  5)y e o s (. +  í), y facendo 5 - 1 .  

sen (« + 1 ')  =  2 sen «  eos 1' -  sen (« - 1 ' )
cos(« +  l') =  2 e o s » c o s l - c o s ( a  M-^ ^

Haciendo en estas fórmulas sucesivamente « - 1 ,
— íí' . . .  se obtendrá

sen 2' =  2 sen 1' eos 1' 
eos 2' =  2 cos2 1' — 1 
sen 3' =  2 sen 2' eos 1' — sen 
eos 3' =  2 eos 2' eos V — eos V

Una vez calculados los senos y cosenos se determinan
las tangentes y cotangentes por las íómuilas

tg a
sen <15 
eos a

cot a =
eos a
sen fí

Debemos advertir
nométricas de los arces  ̂ que fO’nométricas de jos  mTor
que las lineas de J ^  arco comiilernentario, que

S i l o " - l o r  absoluto ¿las de otro arco me
nor que £0®.



uñad tablas tng'oiioiné i;.iuac tri‘’*onométricás de los
q„e dan s e t a ì “ J^«B t X s  q«e en Ing-ar de
Sri?neÍ‘¿ r ir o - .n « n c a . co„t.^

L^ÌÌas ¿ e  t e m e r e  e'iSplear en la re.oludon de triàn-

" “ t c o u e .  Les méte

otros mucho más breves.
I I . - » :» ? » » ! " '« »  > y la® ta3>5»s

trig'oaiwM*«^**“*'**̂ **
* , .  Las tablas td,™ o.nétne^^de 

“ "*“ Tan’ °¿te*:'"cós‘‘ nos y cotm-entes de todos los áreos . 
derprfmé; ctad’raute coLuestos de g-rados y mmutos,
para mi radio 45'' los grados se leen en la

Si el arco es v los ininutos en las colum-
parte sunen- r y abaio con el signo que
ñas verticales, s e ik i la d a s ^  la liana izquierda con-
hay a l a los minutos desde 0 hasta 30,tiene, en oiden ( ibcciiueiit , arco es mayor que
y la derecha fjaVte inferior de cada plana,
4V. los seüaladss con ely los minutos en las Cí iumi a^^^^^ llana: la
signo', í " «  f ó r d e n  ascendente, los iiumitos 
llana doredia contien, t “  continúa hasta 60.
desde 0 ^^a^^V^/i^i-Vuneas trio-onométricas se encuen- 
. '^"n‘K X  ctlmnnas“  con las palabras
S'“  Tn fít  Ccd- n - Coseno,, frente al número de rmnu- 
Sen. Tangt. „...„a duda, qne los noin-
tüs del arco dado, be ob» , gyjj diferentes de los
bres puestos “ ®“*,espo„diendo al seno 6 tangente
puestos a la c  ̂ -̂ente. v al contrario; y que
leidü estén sobreia misma linea hori-
z S '^ r i o s  gí-ados á la cabeaa y pié de la misma Uana,
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valen juntos 90'’ . Esto consiste en que siendo el seno y 
tangente de un arco igual al coseno y cotangente de su 
complemento, una misma columna, la primera por ejemplo, 
sirve para hallar el logaritmo seno de un arcomenorque45'’ 
y  á U vez el logaritmo coseno del arco complementario.

Hay además otras columnas. V, y  unas tablitas al már- 
gen, de cuyo uso nos ocuparemos oportunamente.

Problema I.

3 3 . Dado un ángulo, hallar el logaritmo de su seno, 
tangente, coseno ó cotangente.

Comprendida la disposición de las tablas, es fácil en
contrar en ellas el logaritmo de una línea trigonométrica 
cuando el arco sólo contiene grados y minutos.

Así log sen 26° 17 = T , 645218 »
log tg  57° 3 9 '=  0. 193325.

Debemos advertir que los logaritmos de los senos v co
senos tienen característica negativa, porque estas líneas 
son menores que el radio 1, por consiguiente sus logarit
mos tienen que ser menores que cero; los logaritmi s de 
las tangentes son positivos si el arco es mayor que 45°, y 
negativos si es menor, pues tg 4 >° =  1, y los de las cotan
gentes son negativos en el primer caso y positivos en el 
segundo.

Con objeto de evitar el empleo de logaritmos negati
vos, muchr)s constructores de tablas suponen el radio igual 
á diez mil millones 6 10’", lo que obliga á restablecer el 
radio en todas las fónmilas trigonométricas, y complica 
innecesariamente los cálculos.

3 1 . Supongamos, ahora, que el ángulo dado tenga se
gundos, y distingamos dos casos: l.^qne el ángulo esté 
comprendido entre 4° y 85°, ambos inclusive: 2.° que el 
ángulo sea menor que 4° ó mayor que 86°.

Primer c a s o . El ángulo dado está comprendido entre 4° 
y  86°, ambos inclusive.

Propongámonos hallar el logaritmo seno de 35° 43' 28'.
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 ̂?? escrita, piro se supon® repetida la dei loga- ritmo anterior mis inmediato quo la ten^a. ¡r v t.



Prescindamos, por el momento, de los seg’uiidps, y ten
dremos

log-sen 35° 43'=  1.736247.
Si el arco auii’ent«), su seno aumenta también, y lo 

mismo su log’arit uo seno; necesitainos, pues, averiííuar 
qué nu'iiento experimentará el log^aritíno seno de 3o 43 
cuando el arco aumente en 28''. Para esto se admite que 
la<i ■ii f  t'snv.X'i '■'/.f l o / d s  ¿me tí trigono-
mitrlc 1 - 1 ion pn/) >rci tni-'-ei d luí diferencial entre sus ar
cos, de suerte qur siendo __

. lo'í" sen 35° 44' =  1, 738423 
log sen 35° 43' =  i, 763M7 

176,
hav entre los logaritmos una diferencia de 176 unidades 
dei último 6rJen, correspondiente a 1' de diferencia entre 
los arcos: ali ra bien, si á 1' 6 >0' con-esponde la diferen
cia 176. ¿qué diferencia corresponderá a 23 V begun el 
princi )io en iniciado será

*ro 17) 176 x 2 8r= — ^ , de donde cc— — -----=  82»
28 i27

luego, __ _
lo<»-i-en 35° 43 '23"=  1. 7)3247 + O 010032 =  1.733327.

’̂ Este es el maodv) i,.á.s generalmente seguido, y para 
faí'i'itarle lo.s constructores co’ocan las tlirerencias al lado 
de ios !• ‘»-arit "os; pero en las tibias que iios+ros emplea-- 
mos se cuciieniT i on columnas, señal.ubis I', lo /) irte pro- 
mvciontl que debe afiodirse al logant.no de los grados y 
r iniitos’ lor cada segundo que tenga el arco , de modo 
que multiplicando la Parte proporcional p.-r el numero de 
segundos, queda resuelta la cues^on. Asi tendremos 

log sen 35° 43' -= 1, 763247 
Parte proporcional 2, 93 X  28 = ______ ^

log sen 35° 43' 28" =  1. 735329
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1 LiT)-irt0 nnpiroion-il corrsspondiente áUs tangentes y cotangentes os 
común. Sj comi>rdmle así debí suceder, porque siendo ig a cot a =  l.
t;r Í . . l 6 - l , s = r s  - - ^ * 4  , de donde

log tg a — log- tg * =  log coi 6 — log coi o, 
lo QU-c demuestra qu-U i di •'tí-ea-d i entr; los logaritmos raugeates üo dos arcos 
os Igual a la diícf oüoia entro loa logaritaiüs couitgeutcs.



Detenninemos el logaritmo cotangente de 4S® 12' 2Ò".
Log cot 48® 12' “ T, 951388 

4, 24X 25 == ]Q>
log cot 48® 12' 25'' =  i, 951282

Hemos restado 10 5, porque aumentatilo el arco dismi
nuye la cotangente.

Según acabamos de ver, vzr.i I n l i r e l  lofiaritno de 
cu'ilqìiiem de la  ̂ linn^ trigm'ymUrica^ de w iar oqne 
tiene ftegm ios:, ne h iUa en I h  t'iòla<! el logaritmo de los 
grados y minutos, se multiplica la parte proporcional cor- 
respondif-nte por el nùmero de s pando^, y el producto se 
an íde al logaritmo hallado si se trata de un seno ó tangen
te, y  se resti si se Ir ila de un coseno ó cotangente.

3 5 . El producto de la parte proporcional por el nù
mero de segundos se hallará con más rapidez usando unas 
tablitas auxiliares, colocadas al margen en la última edi
ción, que contienen los productos de las partes proporcio
nales por los números 6, 7, 8, 9, 10, 20. 30, 40 y 50. En 
cuanto á los productos por 1. 2. 3, 4 y 5 se obtienen sepa
rando de los productos por 10, 20, 30,-40 y 50 una cifra de 
la derecha.

Vamos á determinar, usando estas tablitas, él logarit
mo tangente de 68° 34' 45".

log tg 68® 34' =  0,403086 
Parte proporc. 6, 20x40 =  248

Id. 6 , 2 0 X 5 =  31
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log tg 68® 34' 45" =  0,406365 
3 0 . S e g u n d o  c .̂v s o . El ángulo dado es menor que 4“ ó 

mayor qtíe .
Vamos á hallar' el log sen de 2° 15' 28".
Redúzcase este arco á segundos L y dará 8128"; bús- 

quese en las tablas délos números el logaritmo de 8128,
que es 3, 909984; súmese este logaritmo con el 6. 685463, 
cuyas tres últimas cifras se encuentran enfrente de 2® 15'

1 Esta reducción se hará con gran rapidez empleando las tablas XX y 
XX!, que contienen los mi'iltipioa de 6 y los de3p. La seí^unda sirve para re
ducir g:rados á segundos, añadieuiio dos ceros al producto de los grados por 
36, lo que equivale á multiplicar por 36'i0: y la primen reduce los minutos á 
«egundoB, añadíáado uo cero al producto de los minutos por 6.



en una columnita situada á la dereclia de los senos, y las 
cuatro primeras en la cabeza de dicha columnita; la su
ma 27595447 es el logaritmo del arco dado. i

p]l logaritmo tangente se halla de igual manera, sólo 
Que se usa la coluniiiíta situada á la izquierda de las tan
gentes . en lugar de la situada, á la derecha de 1 s senos.

Para hallar el logaritmo coseno, cbsérvese que en \o¿ 
tres primeros grados la mayor diferencia entre  ̂dos loga
ritmos cosenos consecutivos es 9 unidades del último ór- 
den de modo que la disminución correspond.ente a los se
gundos del arco puede calcularse mentalmente, recordan
do el principio de pro^iorcionalidcd enunciado en el nu
mero 3 1 . Así. para hallar el loj.aritmo coseno de 3 20 15 
tomaremos el de 3" ÍO', que es 1,999265, observaremos que 
la diferencia entre este logaritmo y el siguiente es 8 uni
dades, que’ corres'ionden á una diferencia de 60 en los 
arcos, luego á los 15' ' del arco propuesto corresponderán 
2 unidades del último órden, por tanto el logaritmo pedido
será 1.999263. .  ̂ t-

Los demás casos que pueden ocurrir se reducen facil
mente è uno de los anteriores: puesto que el seno, coseno 
ó cotangente de uii arco mayor que 81'’ es igual respecti
vamente al coseno, seno 6 tangente de su complemento, 
que será menor que 4.° Además siendo tg cot d — \ será 
Ic'g tf̂  « - f - log cüt íz =  0, donde vemos que el logaritmo 
cotangente de un arco es el compleineuto del logaritmo 
tano'eiite. por tanto para hallar el logaritmo cotangente 
de un arco menor que 4° se hallará el logaritmo tanp-ente 
del mismo arco, y se tomará el complemento de este loga
ritmo. Por último, para hallar el logaritmo tangente de un
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1 Se funda este método ?n que los senos de arcos menores que 4'* pueden 
considerarse, sin error sensible, proporcionales a los mismos arcos; asi

sená" 15';̂ 8/' 2<>l5'aS" _  .
861120 10' 20 15' tilOCf ’

de donde loff sen 2ol5'28'"=--log8128-|-llO:í S3n2’’ ló’ + comp. log: Sili);
donde veni )S qu » n ira hallar el lo? sen il il arco dido hivque sumar el Ioga- 
ri-mo de los Si28" que tieneel arco conia cantidad encerrada en el parénte
sis la que h i sido e ilculivdi por el autor de las tablas pan c idi. a*co com
puesto de grados y minutos, m.enor que4o. Puede verse efectivamente que

log sen 20 ly  + comp. log 8100 =  6,68-">463.
2 Cuando las tres cifrasele esta columnita van seguidas de uaasteriaco 

Be tomará 6,68(1 en lugar del 6,6dó qua encabeza U columoa.



arco m a y o r  q u e  8 '}^  s e  h a l l a r á  e l  ío g -a r itm o  t a n . q - e n t e  d e  s u  
arco comuleiíieuturio, y  s e  t o m a r á  el cüm;)lemeiito de di 
cho locaritmo.

Estas reu-las, tan fáciles de olvidar, serán casi innecesa
rias si se tiene muy presente que ¿notrUm > de cit Uq'iiera 
linea triqominétric i de un arco es iffaal al logarumo ae ta 
linea contraria de' arco comt)'ementan o, y que el onarilmo 
iannente de un arco y el loo irilmo cotanyenle del mismo son 
mú tuamenie complementarios.

2ü(>

1.' Log sen

E je m p l o s .

5° 20' 15''. Hallando el log eos del com
plemento se obtiene 1.999112.

2.“ Log eos 88° 40' 24", 8. Hallando el log sen,del com
plemento se obtiene 2, 304528. + j
^ 3." Log cot 2° 52' 59", 3. El logaritmo tangente de este
arcoes2.70H05.ToTnandosuco’npleinentoresult!il 217895.

4.“ Log tg 8:>° 3 5' 33". 8. El log tg did c'rnp’enientu es 
2.772482; tomando el complemento de este logaritmo 
resulta 1, 227518.

P roblem a  II.

ST. fìtdo el looaritm,ode un- seno, Un'’enle, coseno ó 
coHnqenie, hallar el ányulo á que corre-^ponde.

si el logaritmo dado está contenido en las t ’ bas, es 
fácil encontrarlo, teniendo nresente que cuando se recor- 
r n las cohiinn.is encabezadas con las pabibras seno o tan
gente desde el princinio hacia el án de las tab.as, los lo
garitmos de d chas lineas van alimentando, y que e t̂e au- 
niento continúa si se retrocede hácia el principio de las ta
beas pero levendo las palabras seno y tangente no ya tn
la cabeza, sinó f l  pié de cado coUinina. Por el con
trario, los cosenos y cotangentes disminuyen cuando se 
leen estas palabras en la parte superior de las columnas y 
se avanza hácia el fin déla tobla. y siguen disminuyendo 
si se retrocede leyendo dichas palabras en la parte interior.

Una vez hallado el logaritmo, si el nombre de la linca 
está á la cabeza de la columna los grados del arto se leerán 
en la parte superior de la plana y los miiiutcs en la pruna-



ra columna de la izquierda enfrente del logaritmo; pero si 
el nombre de la linea està al pié de la columna, los grados 
se leerán en la parte inferior y los minutos en la última 
columna de la dereclia. _

Sea, por ejemplo, log sen A — 1, 924328.
Recorridas Us columnas descendentes de los senos, el

mayor logaritmo que se encuentra 1, 8404 85, correspon
diente à 45°, es menor que el dado, por consiguiente de-' 
hemos ree irrer la.s aseen lente-, leyendo seno al ]¡ie. De 
este modo se encuentra el logantino dado, que correspon- 
íÍA ó '̂ ’7° Q'

S ea lo ¿tg A  =  0. 394683.
Siendo el logaritmo positivo, el arco será mayor que 

45°, luego deberemos empezar por las columnas ascenden
tes qne tienen al pié la palabra tangente. Así se halla 
A =-63° 3'.

ílíi. Supongamos ahora que el logaritmo dado no esté 
contenido exactamente en las tablas, sino entre dos conse
cutivos. y distingamos dos casos: 1.“ que el logaritmo dado 
.corresponda á una de las cuatro primeras planas; 2.'’ que 
corresponda á una de las siguientes.

P h Í m i í r o a s o . Eilomritmo dtdo corresponde à una de 
las emiro prim.er is planas.

Sea h'g sen A =  2. 756423.
Búsquese cd logaritmo seno menor que más se aproxi

ma al dado, que es 2, 755747; como se halla contenido en 
una de las cuatro primeras planas, tómese el logaritmo
6, 685340 que le corresponde en la columnita auxiliar de 
los seno.<, y réstese del logaritmo dado; considerando la 
diferencia 4, 071013 como un logaritnm, búsquese el nú
mero correspondiente: este número, que es 11778, 3, ex
presa los segundos del arco A. Reducido à comníeio de 
grados, minutos y segundos i , resulta A =  3° 16' Í8", 3.

De igual manera se procedería si se nos diera el loga
ritmo de una tangente, pero entonces emplearíamos la co- 
liiranita auxiliar situada á la izquierda de estas líneas.
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1 Para hacer esta reducc'on se emplean la-« tablas XX y XXI del modo 
Big'uie» j: sepárense dos cifras enturas de la derecha, .y (|uedará 117; bt'is<ius8® 
en'los mi'üli' los de 36 el número menor mas próximo á IH, que as ll"̂  corres
pondiente á3'; hállese la diferenc'a 9outre í()8 y 11“ ycoióqueseá su derecha

separadas rdsaU a o lo »  Id, $  s e g u o d o s .



Si tenemos el logaritmo coseno de un ángulo menor 
que 4°, buscaremos en las tablas un logaritmo coseno rm- 
yoí’ que el dado y el más próximo posible, anotando los 
grados y minutos á que corres,¡onda. Los segundos se ha
llarán fácilmente recordando el pr.nciuio de proporciona
lidad del número y deberán añadirse a los grados y 
minutos, porque habiendo tomado un logaritmo coseno 
mayor que el dado, el arco correspondiente es menor que 
el pedido. _

Sea, por ejemplo, log cotì A == 1, 993122.
El inmediato mayor es 1, 999421 y cor^e.sponde á2° 5T; 

los logaritmos consecutivos que comjirendeii al dalo pre
sentan una diferencia de 6 unidades del ultimo órden, cor
respondiente á60". pqr tanto á 2 unidades corresponden 
20''. Será, pues, A =  2° 57' v 0".

Si el arco dado por su logaritmo seno, coseno ó cotar^- 
gente es mavor qne 86°, el prob’ema se reducirá a uno de 
los anteriores operando sobre la línea trigonométrica con
traria á la dada, que corresponderá á un ? roo menor que 
4°. y tomando después el complemento dd arco qne se
bava obtenido. , , , ,

‘ Si el arco menor que 4° esta dado por su logaritmo co- 
tanc^ente, se tomará el complemento de este logaritmo v se 
operará como si se tratase de un logaritmo tangente. Fov 
último, cuando el ífco sea mayor que 88 y este dmlo por 
su logaritmo tangente, se operará sobre el complemento 
de este logaritmo y se tomara el complemento del arco 
obtenido.

Ejemplos.

1. " Loo*sen A =  L999112. Pertenece á un arco mayor 
que 86°. por tanto onero como si fuera logaritmo coseno, y 
hallo 3° 39' 45"; lueg^A =  85*" 20' lo  .

2. ° L og  eos A =  2, 334528. El arco es mayor q«e 86°, 
por tanto opero como si fuera logaritmo seno, y hallo
1° 19' 3.5" 2‘ luego A =  88° 40 24 , 8.

T.óü-VntA =  1.297895. Aquí es A < 4  ; tomo el
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el compleiríenlo 2. p24S2 como si éste fuese un log;arittno 
tangente, v hallo 3° 23' 21", 2; luego A == 86 36 38 , 8.

aTí>. SEGUNDO CASO. El logarilíiio dado cae Juera de las 
cuatro'  ̂riwiras piarais.

Sea log sen A =  1, 638019.
Buscaremos en las tablas _el logaritmo seno menor y 

más próximo al dado, que es 1,637930 correspomliente ¿ 
25̂  4o' nara hallarlos segundos dividiiemos la diíerencia 
lU  entre dichos logaritmos por la parte proporcional 4. 37 
que corres )onde al hallado en las tablas, y tendremos 2o j 
luego A =  25° 45' 2(:^

Sea log eos A =  1, 777842.
Buscaremos en las tablas ^  logaritmo coseno magor y 

más próximo al dado, que es 1. 777950 coiTespondiente á 
53° /■, liara ha.Uar los segundos dividiremos la diferencia 
103 entre dichos logaritmos por la parte p-oporciorial 2. 81 
que corresponde al liallado en las tablas,y tendremos33 ,4} 
luego A =  53° 9' 38", 4.

De igual manera procederíamos si se nos diese nn lo
garitmo cotangente.

Luego para hallar el arco a qve pertenece el logaritmo 
de naa linea irigoiiom/élrica no contenido en las tab'a î se 
basca en éstas el logaritmo inmediato menor, si se trata de 
un <(eno6tan-¡ente, y dinmediaío magor, si se trata deunco- 
senoócotanamfe, ase anotanlosnraaosyminulosdelarco cor
respondiente'. la diferencia entre el logaritmo hallado en las 
lab'as y el dado sedivid-epor la parle proporcional delpn- 
mero y ei cociente expresará tos S'-gundos del arco peAido.

El cociente de dividir la diferencia entre el loga- 
rit. o tabular V el dado por la parte proporcional, puede 
obtenerse empleando las tablitas marginales.

En nuestro primer e emplo, después de anotar los 
2>°4V se busca al margen de la misma plana la parte 
pronorcional 4, 37 ó la más próxima, que es 4, 34, y se re
corre la columna de sus múltiplos hasta hallar la diferen
cia 114 ó el número menor que más se le aproxime, que es 
87 y corresp"ude á 2')"; coiim sobran 27 un.dade.s se busca 
este número ó el más próximo, que es 26 y corresponde á 
6"i de suerte que el arco tiene 26".

En el segundo ejemplo, buscaremos al margen la parta»
proporcional 1,81 y recorreremos la oolúiíina li^Uar
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la diferencia 103 6 el número menor más próximo, que es 
84 y corresponde á 30"; como sobran 24 unidades volvere
mos á buscar este número ó el más próximo, y hallaremos 
22 que corresponde á 8"; sobran 2 unidades y cciiio a 1 
corresponden 2, 8 se infiere que el arco no tiene mao se
gundos, sino una fracción de seg'undo; para hallarla ana- 
dimos un cero al 2, buscamos el número 20 y encontramos 
que corresponde á 7", mas como habíanlos multiplicado por 
10, tomaremos 0". 7. de modo que el arco tiene 3 8 ,7  
se diferencia del resultado obtenido directamente en 0 , 3.

LIBRO S EG U N D O .
RESOLUCION DE TRIANGULOS.

C A P Í T U L O  P R I M E R O .
TEOSiE.’MAS RELATIVOS Á L A UESOLLCIOV 

RE TR IÁ iAOLLOS.

I.—Tt'iáiig'ulo« rcctáng’ulos.

T eouemaI. (F ig . 2Ü̂ ).

41. Ehtoio triánjíilo rectingu^o un cxteto cmlqniera 
en ifjual n Ui hipotmnsa mnUiplicadap^'T el fieno del im^ulo 
opu‘<̂to al cateín ó por el coseno del dn<¡ulo agudo adnaente.

Para mayor sencillez represeiitaiemos los ángulosde un 
triángulo cualquiera por las letras mayúsculas de los vér
tices. y los lados por las letras de los ángulos opuestos, pero 
empleando las minúsculas. Así, los lados BC, AC v AB se
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con un
aUilO laWlih ll b b aibb'bOM v., b1 áü-
■•ulo V tracemos el seno DE de este arco: el coseno sera 
IF. Los triángulos semejantes ABC y FBD dan 

BD BC BD _  BC .
"DF ”  CA ’ BF ■“  AB ’

l La i»fríi que 80<?iin â to daba representar á un lado es la que ao entra en 
f:;̂ rosio{) ueual «tieinet



ó bien
i
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a 1

sen B 5 ’ cos B c 
de donde . ¿ =  «senB , c h a c o s  B.

E s c o l i o . Si el radio fuese una cantidad í- diferente de 
la unidad, sería í* 'Z ' ___ •'

h ' CUS B csen B
Borlo que el teorema anterior se enuncia también di-

tridunnlo rectángulo el radio pwíido por d  seno 
de «  it/nái l<t¡dpotenasa pardda p o ^ l
r itpin (muélalo ii dicho ánottlo; y el radio partUicO por el cose 
no de un dnmúo ayudo es in fd  ¿i la hipotenusa partida por 
el cateto adyacente á dicho ányalo.

T kouuma II. (Fio. 249).
lindado iridngnlorectmnnloxm caMo

es iynal al otro cateto multiplicado por la tangente dcl an

del arco DE. Los triángulos se
mejantes ABO y EBG dan

EB AB_ 1 _ _ g _
W  “  AC ’ tg B á '

de donde - J =  ctg B .
E s c o l i o . Si el radio r  es diferente de l a  unidad, será

tgB
í K T  l o  q u e  e l  t e o r e m a  ú l t i m o  s e  enuncia t a m b i é n  ' l u c i e n d o .  

 ̂ k A xio  triangiUo r,.ciángalo_ e¡ rado ¿
i'nioentede an ángulo agudo, es -Lvai al cateto adyacente a 
dicho anna o partido por el cateto opuesto.

EB.— 'r r iá i i^ i iL íS  «^ »X lc iiá ii^ -iilo s .

T e o r e m a  í . (Fig. 250,.
m .  Fn todo tri '•w.ud-o, los lados sonproporcionales à los 

senos ^Ba^Bajo desde el vértice C una per-



ag-udos (Fin. Vy los triángulos rectángulos ACD y lítU darun i« i j .
CD =  ¿senA, CD =  íisenB,

, 1  ̂ ^luego h sen A =  « sen B, de donde ^  g

Si alguno de los ángulos A v B es 9'’ » « l í ' v ieiáperpendicular CD caerá en la prolongación de AB, y sera
CD =  ¿senCAD;

pero siendo los ángulos CAD y C AB ^ A  ^Pten.eritario^ 
tienen igual seno, Inego OD =  á sen A. Ahoia se conti

" " Y a T a X u l^ ’JeÍTeX u^ desde A al lado BC obten- 
driamos del mismo modo
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luego ^  g  sen C

T eorem a  II.
4 ,f En iodo triángulo, la de dof¡ ladosparhda por 

rti diferencia, es kua'l d la tangente de la semisima de los 
dnqllos opuestos é dichos lados partida por la tangente de 
la semidiferencía de los mismos ángulos.

Acabarnos de ver que
a __ __ _

sai A “  sen B ’
(lA-h senA +  senB _

"  sen A — sen B ’ 
en el número 35" hemos visto que

renA 4-senB  tS ^ (A  +  B)

de donde

sen A — sen B tg* -y (A — B)

- 5  t g ^ í A - B )  ’ 

tepforme al eBunciado W  teorema.

luego
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Teorema Ili. (Fig. 250._̂

415. Fn todo triángulo  ̂ el cmdra'io. de %âk Udo cmlgu/i -̂ 
ì'd es iqwà à la su-m i ds log caidràdos dfi los oitqs qòs 
lados, menos el daplo del producto dg estos por el cose7i9 del 
ángulo comprendido.

' Distinguiremnü dos c^sos.
1. ® Si el àngui j A es agadq (Fig. \J, tenemos [G eo

m etría  i5f>J
ß2 =  i» +  c2 -2 c5 ^ A I );

en el triángulo rcptíngulo ADC se verifica AD í  eos A, 
luego haciendo la sustitución será

~  2$c eos A.
2. ® Si el ángulo A es obtuso (Fig. 2y, tenemos [G eo

m etría  1601
« 2 ^ ¿ 2 ^ c2 ^ 2 c >c AD;

el triángulo rectángulo ADO nos da AD eos CAD, y 
como les ángulo.s CAD y CAB ó A son suplemen^rios, es

eos CAD =  — cos A, luego Ap,.^ — 1> A; 
sustitu3'endo, en la primera ecuisgjon, A p  por g t̂e valor

§? -íj- c? — 2Sc cqa A-
4 6 . La misma demostración podría aplicarse á lo» la

dos b y c. Tendremos, pue ,̂
a‘̂  ^  b'̂  CÌ — 2¿c eqs 4  
¿a — P
â — (fi ¿? — eos C.

Estas tres ecuaciones sirven para la resolución de :^o^ 
clase de triángulos rectÜineos en los diferéntes caso» que 
pueden ocurrir, puesto que cohteniendb las seis partes de 
un triángulo, si conocemos tres de ellas dispondremos, 
para hallar las otras tres, de un sistema de tantas ebuació*- ' 
ues como incógnitas, que en general es determinado.

CAFÍTUWO SEGUNDO.
KE^OLUCIOM n §

47. Sabemos por la Geomeíriaque conocidas tres de 
las seis partes dé un triángulo, puede éste construirse, que
dando asi dátegffliaadas fráócameot«' la»

Í8

1



274Ci-i . , T
s i. embargo .n a  excepoi™. si

so? reÌi“e?i’vaPute ?Zhn"Z

? Ì r n U ? a f o T , ? e n r « t ^ i ^ i -  a,ueua procede
numèrica y ésta gráficamente.

I  _ T i ’ iá«g^al«s i»eelái6í^Hlo»*
4S. comò eu los . S ó l l e -

ángulo recto, basta ■., cuando i: enoa;
T s ^ e ^ ^ p o s  « e r i u i  un y 6 dos

h  w h  E “ »”  ? r ." .“ s : ¡ Í S s
triáng^Oj^o cateto y un ángulo agudo.

3° Dsdoslos dos catetes.

l  =  a sen B,
de donde log h =  log « +  log sen B.

El cateto c se obtiene por medio de la ecuación 
c =  (í eos B,

de donde log c =  log «  +  log eos B
Además B +  C =  90=, luego C == 90 -  B.Ademas o  - f '-' — - -

aft SiiGUNDO CASO. l).%do U7i c M o  b V Wi mnii o agu-
d^^UlUf hipoienusa a, el cateto c y clangato C. 

Tenemos 5 =  «  sen B, de donde a =
h

sen 11
yporlog.ritm os ,og «  =  Iog 5 +  C - l o g  seu B.

Para ballar c se tiene [44] ^
h -= c  tg B, de donde c =  - - i r  >tgB

5 por logaritmoa , log c =  log 5 +  C.“  log tg B.



Además C =  90° — B.
51. T e r c e r  c a s o . Didos loa do'í c%telos \> y t, 

Id hiyotemcai s, y  los ángulos agudos B ^ C.
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hallar

Para hallar el ánguío B tenemos
J =  c tg B, de donde tg B =

y por logaritmos log tg B =  log l +  0.*̂ ° log c. 
Conocido el ángulo B, se tiene C =  90° — B.

o
P(jr último, l —-a  sen B, de donde a =

y  log tó  =  l o g ¿  +  C .tM o g se n B .
La hinotenusa a podía haberse obtenido por el teorema 

de Pitágoras, que da
a =  \/ b'̂  ;

pero á esta cxnresion no se aplica bien el cálculo log’aril- 
mico, por lo que preferimos el medio expuesto.

5  2. C u a r t o  c a s o . Dxdi la hipotemsa o. y  un cateto b , 
hallar el otro cítelo c y los ángulos agudos B 3/ C.

El teorema de Pitágoras da ____________ _
(p =  a'i — ¿2  ̂ ¿e donde c =  \/a'̂  — b̂  =:\/{a~\~b) [a — b), 

log(^ +  ¿) +  log(íi — ¿)
y 10g C = ----------------2---------------  ■

La fórmula
¿ =  fljsenB, da senB

de donde log sen B =  log ¿ +  C. log a.
Por último, C =  90° — B.

5 3 . Hé aquí las partes’de un triángulo rectángulo, y<*>Jv4A <̂44 WV4./ ^ t *  ̂1
los logaritmos de las mismas necesarios para resolverlos 
cuatro ca«08 El aluiimo puede resolverlos sucesivamente 
tomando dos de los valores que siguen para datos, y com
parando los resultados que obtenga con los valores de las 
otra:i partes.

a =  1829, á =  6108,27, c =  4897,18
A =  90°, . B -5 1 °1 5 '4 7 ^ 2 , C 38°43'12^8

io "  íí 3,893706) lo^ 5 =» 3,795913, lo§ c 5^3.689947
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l o g ( «  +  í) =  4,144m , l0g(«
log sen B — 892212,
log eos B =  1, 793210, 
log tg B = 0 ,  095971,

5) == 3, 235712 
log sen C =  1 ) 796240 
log cos C “  892212
log tg C =  1) 904029

II. -Triángulos obUmángulos á generales.

5 4  La resolución de los triángulos oblicuángulos pre-

halUT los lados b, c ¿educeDe la relación A +  B -i- o  — ,
A =  180° — (B +  C).

Conocido ya el ángulo A, para hallar el lado á teñe-

b sen B ’ sen A
log  i  =  log ¡  +  log sen B +  c.*« log sen A.

a sen A « sen C .
Igualmente -yc senC sen A

locr c =  log ® +  log sen C C,«- log sen A

,a d l f c S a T -B + s e V a ie r r á n  fác’ilurente los .alores de 
As V Btenem os, suponiendo «  >  5»

'a — ¿ tg  ̂(A — B)
de donde

log tg -

tg j- (A

( A - B ) = l o g  ( s - } )  +  lo g tg 4 - (A  +  B)
+  C.“ log
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Si hechas las operaciones hallamos para (A B) el 

valor n°. tendremos

sumando y restando estas ecuaciones resulta
C

90° -t- ------2'  » B 90° ■nr
£
2

El lado c se deduce de la igualdad
sen A-  , que da c =

a sen C
,  "¡ÍÍC  ---------  sen A ’

de donde log í  =  log «  +  log sen C +  C.«» log sen A 
V ta fórmula obliga, para hallar el lado c, à tomar tres 

nuets lugTritmos. \Painos 4 hallar otra que sólo exige dos. 
f l . b e

Tenemos

de donde

y

sen A senB 
a-\-b

sen C ’ 
c

senG *sen A +  sen B
[a - f  b) sen C .

 ̂ ”  sen A +  sen B ’
pero [^4 y , 1

senA +  se n B = 2 se n  ^ (A  +  B)^cos ^  {A

sen C =  2 sen C eos -y 

además sen {A +  B) =  sen - j  (180° ~  C)

B),

'sen i90° '^-) =  c o s 4 -e ,
( ‘''' 2

luego, haciendo las sustituciones y simplificando, el valor
de c será j

{a 4- b) sen C 
c

eos ~  (A — B]
y log e= lo g  (<t+í) HrlogBen | G  +  C.»« log cós i ( A - B j :

/



de estos tres logaritmos sólo dos son nuevos, pues el de
« - f  ̂  se ha obtenido ya al calcular ~  \ — B).

5 7 .  T ercer c a s o . D.idos los tres lados a, b, c, hillar 
los tTi-s ánnulos A, B, C.

Para hallar el ángulo A tenemos ['25]
— 25c eos A,

¿a +  c2 -
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de donde eos A = 25c [a].

Vamos ahora á deducir de esta fórmula otra mejor dis
puesta para el cálculo logaritinico.

Restando de la unidad los dos miembros de la ecuación 
[a], tendremos

25c — 5̂  — ĉ  -f- — (5 — c)21 — eos A =
25c 25c

observando que el numerador del último quebrado es la 
diferencia entre les cuadrados de dos cantidades, será
lAigr. a » )

1 _  eos A = - Í 2 + l ^ ) . i i i i Í ± £ L  .
25c

Representemos el perímetro del triángulo nropuesto 
por 2p. De la igualdad a-}-5-|-c=2/?, se deduce fácilmente

a -\ -i — c =  2{p  — c) ,a  — l/-{-c =  2{p  — b):

luego 1—cosA = ^ { p ~ h )  [p — c] 2 {p  — b) ip — c)
25c 5c

12sen2 — A.
íL

Según el número 9 ^  se tiene 1 — eos A
luego sustituyendo y suprimiendo el factor común 2, será

{P ~ ^ ) { p ~  c) 
be

Extrayendo la raiz cuadrada y desechando el signo 
porque siendo A ■< 90® su seno es positivo, resulta 

1

sen2 — A

90U A
{p — b)(p — c)



D e l  m i s m o  m o d o ,  s i  b i e n  p a r t i e n d o  d e  l a s  e c u a c i o n e s  
c o n v e n i e n t e s  s e  o b t i e n e
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sen sen ■ CV
ip - a )  [p—6

2 “  V 2 V ad
Añadiendo una unidad á los dos miembros de la ecua

ción [íí], y haciendo tr sfoniiaciones semejantes álasque 
acaban ¿e verne, se obtiene

ros 2 V  íc
y  d e l  m i s m o  m o d o  

9 V nce o s CCS C p{p — c)
2 "  ac ' 2 y ab

Partiendo sen y  A, sen-^ B, sen y  C por los respecti
vos cosenos, será

2“ ^  =  V

t g -~ B  =  V

tir : c  =  v

'{p — b) {p - c )
p { p  — a)

'{p - a )  [p ~ c )
p [p — b)

ip-— a)[p-

Si sólo se necesita el valor de un ángulo, cualquiera de 
las fóiMiii’.as halla las ex ge cu itro logaritmos: pero si de
ben calcularse los tres áagii’os, las fórmulas de los senos 
exigen seis logarit’nos, las de los cosenos siete, y las de 
1 .s tangentes cuatro; por consiguiente deben preferirse 
estas últimas.

Indiquemos el cálculo logarít:nico de una de ellas, de 
la primera, por ejemplo. Tenemos

log tg ^  A =
-  ( I o g ( ; o + l o g  (i»—c)+C.t° logp+C .to log(;j—

E s c d l ’ O . Para que e l  triángulo sea posible es necesario 
Y suficiente que el lado mayor sea menor que la suma de 
ios otros dos. En efecto: 1." Sj siendo a el lado mayor se 
verificase í i> ó teud-ríamoe y



cón mayoT r&zon c<ia-\~b; luego las diferen-
280

cias — 5 y J9 — c ó sea
a-\-c — b a-\-b

gitivas, miéntras que p — a 6 sea

2
h “j~ c — fi

• serian po

seria negati-

V8, por tanto las cantidades suhradicales serian negativas, 
é imaginarios los valores de las tangentes, luego la con
dición es necesaria. Si fuese ¿z <C ¿ tendrifimos,C(;n 
mayor vt^zon, b < ,a -\ -c , c<,a-\-b,ViQ^i^ p — a ,p  — b y 
p — c serian positivas, y reales los valores de las tangentes, 
luego la condición es suficiente.

5 » .  Cuarto CASO. Dados dos laúos y  el f̂ naúlo A 
opuesto t  uno de- ellos, hallar los ángulos B, Q y el lado c. 

La ecuación
b sen B ,  ̂^̂ n A—  = -------7- da sen B -- ------------ ,«  sen A a,

de donde log sen B — log h -f- log sen A +  C.^° log a.
Para hallar el ángulo C tenemos
A B +  C =  I W ,  de donde C =  180° -  (A - f  B).
Por último, de la igualdad

sen A se deduce c
«Sen C

 ̂ sen C sen A
luego log c =  log íí +  log sen C -f- log sen A.

DISCUSION. Cotno el ángulo B está dado por su seno y 
áfila ttñ^osenocorrespónden dósángulos suplejnentarios, 
es líeceáferío eíamitiar si tó fiáremospara valor de B el an* 
guTo'ngtido que dan las tablas ó el suplemento de este

^^^reiiáü^ulo dado A es fecto 'ú obtuso, el B será hece- 
»ariamente agudo y np habrá dificultad.

Si el ángulo A esagudo distinguiremos tres casos pnn- 
«ipales, según que sea a > b ,  a =  b 6 a d b .

Primrcftsb. B ie s « > ¿ ,  tendremos A > B ,  luego el 
ángulo ,B deberá ser agudo: el problema en este caso tiene
Íífti%¿íá;'8Dluci6n. ,

m & n h  eá^. Si es «  =  b, tendremos A =  B, por con- 
gfíriÍfiénte%l%i¿iiío B de1íe ser. a^udo; también en este 
5asb el p iw íe i^  es dltéráiíiádo '6 fieüb uná Sola holúción.



S¡ tens'm^'Z < C s e r á  y nnda se
opone ahora á que el ángulo B tenga dos valores suple
mentarios. V el uroblema dos soluciones.

En efecto: sabemos por la
caso hav en general dos triángulos AB-.v VBC fA?//-
coiistouidos con los mismos datos del problema, y
ángulo agudo \3 3 de! priinjr triángulo y el ODtû o A.í O 
del seo'iindo son su 'lementarios. i j

Si convenimos en que B represente el ángulo agudo de 
las tablas y B' el suoleinento de B, los valores correspon 
dientes del ángylo C serán

C =  180° — (A +  B), C '— 180'" — (A +  B'), 
y  los del lado c tendrán por expresión

(I sen C r _  ^_ÍZ.
 ̂”  sen A ’  ̂ sen A

„  l  sen A
Si fuese =  í  sen A, tendríamos sen B —

de donde se deduce B =  90». En 'este caso, pnes, epinírulo 
B es recto v el problema tiene una solución, que es u  tu 
ángulo rectángulo ACO. Podía habense previsto este re
sultado, porque b sen A es el valor de la peipendu ulai CD.

Por último, si es  ̂<  í  sen A. tendremos sen B >  1, y 
como el mavor valor absoluto <lel seno es el radio, ó sea ía 
unidad, el resultado seno B >  1 es absurdo, v oebe piirar- 
se como signo (le imposibilidad. Y en etocto, la desigual 
dad « < I S e n  A establece qne el radio del arco BIV es me- 
ñor qiie la perpendicular Cl). luego BB no encuentraá la 
recta Al), y no hay, por consiguiente, triángulo.

Obsérvese qne esta di.-;cnsion nos ha cununcido á las 
mismas conclusiones que la hecha en el número 1^ 5  de la

Ge^>metrm Ténga.se presente que para ha
llar el lo«^aritmo seno de im ángulo mayor que 90° se bus
cará en las tablas el logaritmo seno dtd suplemento. ‘ 

Sabemos que la tangente, el coseno y la cotangente de 
un ángulo obtuso s' n cantidades negativas, y que esta cla
se de cantidades no tienelogaiatmos Podría creerse pues, 
üue el cálculo logarítmico no es aplicable á las fórfnulas 
¿ue contengan lineas trigonométricas negativa«; pero se. 
desvanecerá este error si se observa qne todos los ángulos 
mayores que 90° grados pueden sustituirse por los suple-
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ineii+os rcRpPctivos. qne ?í(mk''.o m enores qv¡e 90° tien en li 
neas trÍL'on<'n étricas ])c?iíÍMis. Caf’.n yez que nn ang’u lo 
ira v or  que 90° ^e sustituí a por su sup 'em ento. liapra que 
iru d fire l s ign o  del térm ino en que entre dicho an-^ulo, 
e x ce ’'>tü el caso en que éste se halle representado por su 
seno: si desunes de estos cam bios de siguió, un mieiijbro de 
la  fóiiM ’.la á la cual quiere aplicarse el cá lcu lo Uiprantimco 
fuese negativo, el otro m iem bro será también neg-ativo, 
porque seiío absurdo suuoiier que de dos cantidades igu a 
les diese una positiva yb tru  negativa: en tal caso se cam 
biarán los si nos á lo s  dos m.iembros. y  no habrá ya  d i
ficultad en aplicar el cálcu lo logarítm ico . _

Sea, p or ejem plo, la fórm ula [a] del núm ero »»«
¿2 _g
— Wc— ■

S loongam os que a o llc ín d o la  á un caso particu lar ad 
quiera* el segu n do inieinbr > el valor ne ga tiv o— ji'- est \ nos 
d ice que el ángu lo  es obtuso, lu eg o  lo  sustituirem os poi 
su suplem ento, y  será

—  eos (180° — A) =  —
Y cam biando los signos

eos (180° — A) =  w;
aplicando ahora el cá lcu lo  logarítm ico, lo  que ya no ofrece 
d:tÍMiUai. se obten Irá el suplem entu del ángu lo A , y  sera
fácil deducir el valor de usté ángu lo . ^

La trigonom etría  esférica ofrece num erosos ejem plos de 
estas trasibrmr.ciones.

Sea la  fórm ula ^
„  cot P sen (O — «?)

co t  Z =  -----------------------------  »sen o
Y snnono'amos que trate de hallar el valor de Z siendo 
■p =  138° 19' 40" 5, C =  41° 3 5’ 2 / ,  o = 1 3 3 °  57 21 .

Sustituyendo en cot P y  sen ? los ángu los obtusos 1:̂
Y 9  por sus resoectivos suplem entos, el num erador del se 
gundü m iem bro cam bia de s ign o  y  el denom inador rio 
sufre alteración La diferencia negativa  C —  ? debe susti
tuirse por la positiva tp — C, y  éstn. com o m ayor que 9 ) , 
se reem plaza por su suplem ento: la prim era trasform acion 
ex ige  un cam bio de signo en el factor sen (U 9 ), pero

1 Esta fAmula es uqo rte las. que se emplean en Astronomía 
laposiciou deunaestrella 4 uoi hora aaderal áúAÍn. [DuJíouí. Cou.ra a
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2^3
coino el otro factor cot P también cambia de signo, resulta 
que el nmner;idor permanece invariable.

E l va^orde Z. tVici' de obtener alva-a. e s3 r2 3  22".
«O . Hé aquí los elemeiitos ae un triángiPo «iblicnán- 

gulo. V les logaritmos necesarios para i'esolver cualquiera 
de los cuatro casos.

a =  4572, ¿ =  3232. 21, c =  4133. 03
A =  74® 23' 0". B =  4'í® 2V 13", C =  6 2° B' 35'" 

log\'^=-3. -363103. log 513n i. log c =  3. 622U1 
log {'t +  5) — 3. 803m ,  \og{t — /y) =  3. 11.7202 
log =  3,773243, log (/í — íí) =  3. 150337
leg {p — lí] =  3, 430794, log (/; — c) 3 = 259851

log sen A =n, 983775, log sen B :=l, 837181, 
lrgseuC:= 1,946.510 __

logtg A+B) =0 , 219999, log tg ^ (A — B) =  1,443205 
1log tg A =  1, 880543. log tg B =  1, 603059,

l o g t g  ‘- 0  =  1 ,7 8 0 0 0 2 .

EJERCICnS 0JJ¿_m 3]N 3M 3T ñ 'A .

I . El área de un triánffn lo es icrm l á Iv niita l l e í  producto  
d e  dos lados p o r  el seno dol ángulo com pr ndi '_n.

II. El ároa d * m  cuv-lrüát'^ro es igual á li. 'n it id del producto 
d e  sus d iagonales p or  el sen o  del á n g u lo  que éstas form '’ n.

, , , , nr  ̂ sen O
I !I .  E l área de un p o líg on o  regu lar de n lados es ------ -------- ’

s ie n d o  r el radio v  O el á n g u lo  en el erntro.
IV . L a  sum a ríe 1 >s taagente.s de los  trssá n gu los  de un  trian 

g u lo  es igu a l al p rod u cto  de las m ism as.

V . D a d o  el seno de un  arco, h a lb r  el d'>su tr ip lo .
V I . Dada la t-angento de un  arco, liallar la de su  m itad.
V II. C alcu lar el á n g u lo  x  p or  m ed io de la  ecuación.

a eos X A-h sen x — c.

V IH . D ados dos lados  a, h de un triángulo y  el á n g u lo  C,
1 . ° c ' ’ lcu la r  la altura d^l triángu lo  y  los  s .!g .n e ;it.s  de la  base a;
2 . ° ca lcu la r  el ángu lo  B .

, . h sen O , ,
IX . Trasform ar la  fórm ula  tg  B = --------- j--------de m od o  que

a —’ O eos C
sea fáciliaente ca lcu lab le  p or  logaritraos.



ERRATAS.

Pá?iDa. Línea. Dice. DeT>e decir.

9 —16 ED FD
15 8 BFC' CFC'

138 — 3 elTttisMO compie- 
mento.

el mismo complemen
to ó el mismo suple

mento.
141 —17 %n ángulo plano 

correspondiente.
un ángulo diedro se mi
de el iing ìlio plano cor

respondiente.
134 —13 (Hg.  193; {Fia. 199;
168 — 4 P y  D P y  E
177 12 C( nocida coincida
208 — 6 (Fig. 13i; 

B. «
(Fig. 23i; 

B. A.
218 2 h. a b. Oj
218 —14 contante constante
225 —12 M'" F' M 'F '
246 — 2 arco cuadrante
254 14 I

269 — 1 1,81 2,81
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Triáng-iüos y polî >-:mo3 se:n3jaiit3s.
CAPÍTULO TERCERO.

Consecuencias de la .semejanza de tciángulos. 
Problemas relativos al libro tercero.

LIBRO CUARTO. — ■•cgriila- 
i»e.  ̂y  iiiedlila d «  Isi e lrc iiiifercn cia .

CAPÍTULO PRIMERO.

69

75

82

Polígonos regulares
CAPÍTULO SEGUNDO. 

Relación delacircunf.’reac'aaldiá'netro.

88

97
LIB R 0  Q UI N T 0 .  — i  i’ ea s  .le J it-s s  

Ifiolc.« plagia!«.
CAPÍTULO PRIMERO.

Medida de las áreas......................................... 105
CAPÍTULO SEGUNDO.

ComiDaracion de las áreas...............................  113
Ejercicios de la Geometría plana. . . 122

« ¿ E iM ir m iA  l»E L  E s r w i o ,

LIBRO SEXTO. — l as sn iie rfio íe» .
CAPÍTULO PRIMiíRO.—SópERFiciE plana.

I. —Nocif'iies preliminares. . 
lí.—Rectas Y planos peipendiculares. 
Iíí.— 'jecta.< y planos paralelos.
IV. —Angulos diedros...............
V . — P • nos'perpendiculares.
VI. —Ángulos poliedros. . . .

C.A'^ÍT JL9 S í r JND ) .— 3U?3a7iciE 
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