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GEOMETRIA.

Definicionesy division.

. Und pércioii cualquiera de materia, limitada e/utodos
sentidos, se llama cuerpo fisico 6 simplemente cuerpo.

Todo cuerpo ocupa una parte limitada del espacio
infinito que nos rodea; si prescindimos de la materia
de que estd formado el cuerpo y consideramos sola-
mente la porcion limitada de espacio que ocupa, ten-
dremos el OUERPO GEOMETRICO, tal como hemos de estu-
diarlo en esta obra.

Los cuerpos tienen necesariamente tres dimeiisiones,
que son: longitud 6 largo, latitud 6 ancho, y grueso.
Esta ultima se llama Xod\N\oMprofundidad 6 altura.

El limite que separa un cuerpo del espacio infinito
que le rodea, se llama superficie.

Las superficies s6lo tienen dos dimensiones: longi-
tud y latitud.

El limite comin de dos superficies que se encuentran,
se llama 1inea.

La linea no tiene mas dimensién que la longitud.

Por ultimo, el limite comdn de dos lineas que se cor-
tan % llama punto.

El punto no tiene ninguna dimension.

I>a superficie, la linea y el punto tienen existencia
real, pero no pueden separarse de los cuerpos: sélo por
medio de una abstraccion las concebimosy estudiamos
con entera independencia de éstos;
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Los Cuerjjos, superficies y lineas se comprenden
bajo la denominacién comun de Jlgurcis.

Extension, en su concepto mas general, es lapro-
piedad, que poseen las figuras de ocupar un lugar en el
espacio.

E xtension, refiriéndonos a una figura determinada,
es la magnitud de esta figura.

La extension recibe el nombre particular de volumen,
area 6 longitud., cuando es la magnitud relativa de un
cuerpo, de una superficie 6 de una linea.

3. Las lineas se' dividen principalmente en rectas,
guebradas y curvos.

Linei rect\es el camino mas corto entre dos puntos.

Generalmente las rectas se consideran indefinidas en
sus dos sentidos; pero si debe tenerse en cuenta su
magnitud entdnces se consideran limitadas por dos inul-
tos, que se llaman extremos.

Admitiremos como evidentes las siguientes propie-
dades de la linea recta:

L* Dos puntos determinan la posicién de una recta,
esto es, por dos puntos no puede pasar mas que una
linea recta; de donde se deduce: aos rectas que tienen
dos puntos comunes coinciden en toda su extensién in-
defimida.

*2* Dos rectas no pueden cortarse mas que en un
punto.

3." Toda porcién de linea recia es to.mbien una li-
nea recta.

Se llama distancia entre dos puntos la linea recta
fue los une.

Linea, quebrada es una linea composta de varias
rectas que se cortan dos a dos. (Fig. 1J.

liINKA CQURVA es ofuella de la que ninguna giorcion,
por pequera que sea, es linea recta. (Fig. 2™

*1  Superficie plana 6 plano es una superficie tal
gue uniendo dospuntos cualesquiera- de la mismapor ~ma
recta indefinida, todos los puntos de ésta se colocan en
la superficie.

Superficie quebrada es la que se compone de varias
superficies planas que se cortan.

Superficie curva es aquella de la que ninguna por-
don, por pequefia que sea, es superficie plana.



5. Geometria es U ciencia gm tiene por objpo el
esUdio de las propiedades de las figwras y la medida de
i xtension. . ) j :

7 §e dIVIJé la Geometria en plana y del espacio.
La ireometria plana estudia las Agruras cuyos pun-
tos estan situados en el mismo plano, y

del espacio las que tienen sus puntos en planos dife-
rentes.



GEOMETRIA PLANA,

LIBRO PRIMERO.

DE LAS LINEAS.

CAPITULO PRIMERO.
LIliEA RECTA.

I.—Medida de la linca recta.

6. Para medir ima linea recta debemos compararla
con la unidad elegida, que sera otra recta.

Sea el metro la und’adde longitud, y supongamos
gue la recta dada sea mayor que un metro.

Apliquemos éste sobre la recta cuantas veces sea posi-
ble; si después de separar 8 unidades, por ejemplo,
queda un resto menor que el metro, mediremos ei
resto con la unidad inmediatamente inferior, “d de-
cimetro; supongamos que el resto contenga 5 deci-
metros; y un resto menor que el decimetro; para
medir este nuevo resto emplearemos el centimetro, y
si éste se halla contenido 7 veces exactamente, la recta
dada .se compondra de 8 metros, 5 decimetros y 7 cen-
timetros; luego estard expresada por el ndmero 8“, 57.

Si la recta fuese menor que el metro, empezariamo.s
desde luego la medicién con el decimetro.

En general, si necesitamos hallar la relaciéon entro
dos rectas cualesgxiera, deberemos buscar una tercera
recta contenida exactamente en las dadas, referiremos



después & esta medida comun las longitudes de las dos
rectas, y formaremos una fraccion con los nameros que
expresan dichas longitudes.

Sean las rectas AB y CD (Fig. ZJ, qgiie supondre-
mos conmensurables. Operando como se nace en Arit-
mética para hallar el maximo comun divisor de dos
nuameros, aplicaremos la recta menor sobre la mayor
cuantas veces sea posible, que son dos en la figura,
guedando un resto EB; este resto se aplica sobre la
recta menor tres veces quedando el residuo FD; por
altimo, aplicando este resto sobre el anterior vemos que
esta contenido cinco veces exactamente, con lo que la
Operacion estad terminada y el daltimo resto FD es la
mayor medida comin de las rectas AB y CD.

"La relacion numérica entre ellas se hallara ahora
facilmente. Tenemos, en efecto,

AB=2CD + EB, CD=3EB + FD, EB=5FD;
de donde AB=37FD, CD=16FD;
AB 37FD ﬂ AB 37
CD 16FD CD 16

Notese que la relacion obtenida debe ser fraccion
irreducible, salvo el caso en que CD esté contenida en
AB un numero entero de veces, pues si 37 y 16 pu-
dieran tener un factor comdn 3, por ejemplo, la ma-
yor medida comUn de las rectas no.seria ED, sin6 3F1).

Si las rectas dadas fuesen inconmensurables, la ope-
racion de hallar su medida comdn no tendria tedrica-
mente fin, y la relacion exacta de aquellas no existiria.
Sin embargo [Arit. «3«], puede hallarse una relacion
tan aproximada como se desee. Supongamos que_ el
error deba ser menor que 0,01 de la recta menor: divi-
diendo ésta en 100 partes iguales y llevando una de
ellas, que llamaremos p, sobre la recta mayor cuantas
veces sea posible, 896 veces'por ejemido, la recta mayor
se hallara comprendida entre 896? y 897;?. y la menor
serd 100;? exactamente; luego la relacion buscada es-

luego

tara, comprendida entre y 0 seaentre 8,96y

8,97 que se diferencian en 0, 01; luego cualquiera de
estas fracciones representa la relacion buscada con un
error menor que 0, 01,



10

Il.—Angulo«.

T. ANGULO PLANO, Angulo rectilineo 6
ANGULO es la inclinacion muHa de dos iectas que se

Estas rectas se llaman lados del angulo y el punto

rany”~se’'W generalmente por. tres letras
colocadas en los lados y en el

la del vértice en medido de las otras dos. Asi el primer
angulo de la fig. 4 se leeré:

angulo ABC & angulo CBA.

¢ Piilharo0 cuando en el vértice hay solamente un
angaro, ptdl" éste' designarse por la letra de d.clro

punto; J)EF son iguales si colocando

un Mo BC'Lprimerp”~sobre fOP X"

G&SH&% 'r ED Te’ confm » 'erb,uno "'%%igualels

stocaZB&Ttbr" ¢ sobre e A, los

"fup~Sliel"Mteia~SA Tre la posicion. E
intenoT"g5lo BEF el angulo ABC sera eyiden-

*“ as*dSrque‘S'angu?o DEF es la suma de los angu-
los DEG y GEF, y que uno de éstos es la diferencia

Ry Mo~dicho™ se comprendera que  la
mi alqulo no depende & lalongitud d" sus lados s™no
de lo, mayoc 6 menor jinclinacion del uno solre el otro.

k A ,m &% %loes mw, recta p e pasapor el
rerlice y d|V|de al angulo en dos partes iguales.

Angulos adyacentes son dos angulos que tienen

vu lado comudn y los otros dos lados en linearecta.

Es claro g™  angulos adyacentes tendran el mismo

"Wnnt'ano-ulos ACE VECB (Fig- 6 son adyacentes.
Si unafecta DO al caer sobre ;o!
dos angTilos adyacentes iguales ACDy DCB, estos an
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trulos se llaman rectos, y la linea DO es perpeiidicular
a la \B.

Por el contrario, si unarecta EC forma con ~ra AB
(los angulos adyacentes desiguales -ACE v ECB, gitos
angulos se llaman oblicuos, y la resta EC es oolicud
a la AB.

Teorema l. (Figs. 6 y

9. Dos OAigulos rectos son iguales', ajiiu'iue no- seafi
adyacentes.

Sean los angulos rectos DCB y QPN; queremos de-
mostrar que son iguales.

En efecto: coloco la figura 7 sobre la Gde modo que la
recta MN coincida con AB y el vdrtice P con G si el
lado PQ no coincide con CD segmira otra direccién, por
ejemplo CE. y los angulos ACE y ECB seran precisa-
mente el MPQ y el QPN en su nueva posicion. Pero el
angulo ACE es mayor que el recto ACD, vy el ECB es
menor que el recto DCB: luego los ang'iios ACE y ECB
son. desiguales, lo que es contrario a la hipétesis; por *n~
siguiente PQ coincide con CD y los angulos rectos D( B
y QPN son iguales.

Todo angulo menor que un recto se llama angulo
aando. y todo angulo raavorque un recto se llama olfuso.

ECE (Flg. G/ es un angulo agudo; ACE es obtuso.

Teorema Il. (Fiy. @J.

SO. Lo. swmade dos angulos adyacentes es igual d dos
dnnulos rectos,
Sean los angulos adyacentes ACE y ECB; quere-
mos demostrar que su suma es igual a dos angulos rectos.
En efecto: trazando la peigiendicular CD a la AB sera
ACE=ACD+DCE
ECB=DCB-DCE.

Sumando ordenadamente estas igualdades y reducien-
do. tendremos

ACE-fECB=ACD+DCB,
6sea ACE+ECB=2R,
llamando R al angulo recto.
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Escolio. Siuno de los angulos adyacentes €S agudo’
el otro seré obtuso, y reciprocamente.

Corolarios.

1. 7 Uii migvM cualquiem ACE -oale mt%os q%e dos-
»
rG'\Sth)l.SJ'esto que prolongando el lado AC se "orma un an-
gulo adyacente que junto con el propuesto vale dos
2. ® La samade los angulos consecutivos ABD, DBE,
E&F«;c. (Fig. %9, formados hacia wi mismo lado de ana
recta AC es igual a dos rectos.

Los tres primeros angulos, contando de izquierda a
derecha, componen el ABF; pero éste y el FBC valen jum
tos dos rectos; luego todos los angulos formados en B
valen también dos rectos.

La suma de todos los &ngulos consecutiws AUB,
BOC COD etc. (Fig. 9) qgite se pueden forman' alrededor de
un punto O, esigual a cuatro angulos rectos.

En efecto: prolongando uno de los lados, por ejemplo

O, la suma de los angulos situados por encima de la
linea AA' vale dos rectos, y la suma de los situados por
debajo de dicha linea vale otros dos; luego la suma de
todos, que evidentemente es igual & la de los angulos pro-
puestos valdra cuatro rectos.

4. Siuno de los cuatro angulosformadospor dos rectas
gne e cortan es recto, los demas también son rectos.

Puesto que si el angulo AOC (Fig. IQJ es recto, su
adyacente COB tendra que serlo también, y siéndolo éste
lo sera igualmente su adyacente BODj”c.

De aqui se deduce que si unarecta CD es perpendicular
aotra AB, la segunda también sera perpendicidar a la
primera.

11. Dos angulos se llaman complementarios cuando su
.fuma rale un éngulo recto.

Cada uno de los angulos es el complemento del otro,

esto.es, lo que falta a éste para valer un recto.

Los angulos DCE y ECB (Fig. (5 son complementarios.

Dos angulos se llaman suplementarios cuando su suma
vale dos angulos rectos.

Cada uno de los angulos es el suplemento del otro, esto
C6,16 que falta & éste para valerdbs rectos.
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Los an”los adyacentes ACE y ECB (Pip-  son su-
plementarios.

Dos angulos j-w« tiem% el mismo complemento o el mis-
mo suplemento iguales., puesto que & los dos les falta
lo mismo para valer un recto, en el primer caso, y para
valer dos rectos, en el segundo caso.

1®. 8e llaman angulos opuestos por el vértice dos
angulos de los que mo se forma prolongando los lados
del otro.
Teorema. Ill. (Fig. Ilj.

13. Dos angulos AOD, COB opuestospor el rertice soii
iguales.
En efecto: el suplemento de AOD es AOC, y el suple-
mento de COB es también AOC; luego AOD=COB.

Ili.—Peppendieulare« y oblieuac.
Teorema |.

11. Por unpunto dado nopuede trazarse mas que una
perpendicular a una recta.

Distinguiremos dos casos: 1.” que el punto dado esté
en la recta; 2.” que esté fuera de ella.

Primer CASO. 6). Vamos a demostrar que por el
punto C no se puede levantar mas que una perpendicular
Cl) alarecta AB.

En efecto: tracemos por el punto C otra recta CE; si
CE es perpendicular a AB el angulo recto ECB sera
igual al DCB, por consiguiente CE coincidird con CD,y
las dos perpendiculares se reducirdn & una sola.

Segundo caso. (Fig. 12). Decimos que por el punto C
no se puede trazar mas que una perpendicular CD a la
recta AB.

Para demostrarlo tracemos por el punto C otra recta
CE que encuentre & la AB, prolonguemos la CD, tomemos
<en la prolongacion una parte CD de igual longitud que
CD y tracemos larecta C'E.

Imaginemos, abora, que lafigura CDE gire alrededor
de AB basta volverse a colocar en el plano, pero por de-
bajo de AB; hecbo esto, la recta CD coincide con CD por
seriguales los angulos rectos CDE y C'DK, el punto Q
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cae sobre elC’, por ser C1)=C'D, y larecta CE coincide
con C'E, por tener ambas los extremos confundidos; luego

CED=C'ED 6 bien CED=-ICEC -

pero el ang-ulo CEC' es menor que dos rectos, luego su
mitad CED es menor que un recto; por consig*uiente CE es

oblicua & la recta AB.
fFONEMA 1. 1%

15l Si desde un punto C exterior & una recta AJ3se
tiran @ ésta una perpendicular CD y una oblicua CE, va
xeryendiculm® es menor que la oblicua. )

liaciendo la misma construccion e en el teorenia
anterior, é imaginando que la figura CED )

(le AB se vé que CD esla mitad de CC , y CE la mitad
de ia linea quebrada CEC' ; pero

CC'< CEC' [3],luego CD < CE.

Teorema reciproco. Si una recta CD es menor que
cuantas pueden tirarse desde unpunto C a unarecta AB, (a
>riuisra  es perpendicular ala segunda AD. n

Puesto que si CD no fuese perpendicular a AB, bajan-
do desde C una perpen(iiculai* & esta recta, seria menor
que CD. lo que es imposible.

10. Se IfIWZDISTANCIA entre unpunto y uma recta la
perpendicular trazada desde el punto a larecta.

Teorema Ill. (Fig. 13)-

17. Si desde un punto C, exterior & una
se bajan a ésta una perpendicular y vanas oblicuas:
1. las oblicuas CE y CE que se apartan f
'‘perpendicular son iguales; 2.° ae dos oblicuas CE j
gue se apartan desigualmente de laperpendicular, es ‘mayor

laque se apoA'tamas."- . ni»
« Doblando la figura por la perpendiculai CD, la

1 Llamamos de yna perpendijculai’ 6 d . ron dicRa recta’
al g_unto e?nterBec_el’ou ge ?a%elp,endfcuﬁar 68e la oblicua con_g fc’g
nacimos oue dos oblicuas se opariajug-ualmente de la P*rpendiculai cu
do 1Q?PIés le aquellas equidistan del pié ds ésta; y que «e apartan desi-

giiuigiont*) B0
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recta DE seguird la direccién DF, por ser iguales los &n-
gulos en D, y el punto E caera en F, por ser DE—DF;
luego las oblicuas CE y CF tendran los extremos comu-
nes, y seran iguales.

2® Tomemos sobre AB una parte DF=DE y tracemos
la oblicua CF, que sera igual a4 CE.

Ahora bien, el angulo’CFD es agudo, por ser mitad
del BFC', luego su adyacente CFG es obtuso; por consi-
guiente si levantamos por el punto F una perpendicular
FH & CF, cortara & CG entre los juintos C y G; pero
CH>CF [lo]; luego con mayor razén sera

CG>CF 0 CG>CE.

Teorema reciproco. 1." dos ohlicuas CE y CF son
iguales, se apartoM'igualmente de la perpendicular’, 2®si
dos oblicuas y CG son desiguales™ la mayor se apar-
ta de I”™erpendicular mas que la menor.

1* Si una de las oblicuas iguales CE se apartase
de la perpendicular mas 6 menos que la otra CF, seria
CE mayor 6 menor que CF [Tcoi*i™nia antct»ioi*], lo
gque es contrario & la hipdtesis.

*2® Sila oblicuainayorCGseaparta.se déla perpen-
dicular lo mismo que la menor, seria CG=CE; y si CG
se apartase menos que CE, seria CG < CE, y ami>as con-
dusiones son contrarias & la hipotesis del teorema.

Corolario. Desde unpunto C no puede trazarse a una
recta. AB mas de dos rectas iguales CE y CF.

Puesto que otra recta cualquiera, si es perpendicular
a4 AB, sera menor que CE y CF, y si es oblicua se aparta-
ra de la perpendicular mas 6 menos que éstas: por con-
siguiente sera mayor 6 menor que los mismas.

Teorema V. (I'ig. 14).

l«. 1' Todopunto Y. de la gyerpendiculaf Gvt levan-
tada d una recta por su minio medio, equidisto, de los ex-
tremos de dicha recta’, todopunto Y exterior d la per-
pendicular, m equidisla de los extremos de la recta.

1. ® Las distancias EA y EB del punto E & los extre-
mos de la recta AB son oblicuas que se apartan igual-
mente de la perpendicular; luego EA=EB [ITj.

2. ® Para demostrar que las distancias FA y FB del
punto F la \B son desiguales, bajo Ir
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perpendicular FH a A13; el pié de eata perpendicular no
puede ser el punto medio C luego dividira 4 AB en
dos partes AH y HB desiguales; por consiguiente las dis-
tancias FA 'y son oblicuas que se apartan desigual-
mente de la perpendicular FH. luego son desiguales.

Teorema, reciproco. 1.“ iSi Wibpimto E eqvAdistade
los extremos de'marecta AB, dichopwato estaen la per-
pend.icnlar levantada a la recta AB p>or sn punto- medio:
2.° si mi punto F no equidista de los eojtremos de la recta,
dicho punto no esta en laperpendicula/r.

1. “ Siel punto E no estuviese en la perpendicular ClI).
no equidistaria de Ay B, lo que es contrario ala hipétesis.

2. ° Siel punto F estuviese en la perpendicular CD.
equidistarla de A y B, lo que es contrario a la hipotesis de
esta segunda parte.

19. Escolio. Acabamos de ver que todos los puntos
de la perpendicular CD poseen la propiedad de estar a
igual distancia de Ay B,y que esta propiedad .s6lo la
poseen dichos puntos; por esto se dice:

M LUGAR GEOVETRIGO dc todos los puntos equidistu'ittes
de los extremos de una recta, es laperpendicular levantada
a éstapor supunto nmed io.

«O. Es conveniente advertir que no todos los teore-
mas reciprocos son ciertos, y que por consiguiente no de-
ben ser admitidos sin demostracién. Sin embargo, mu-
chos de los reciprocos ciertos pueden demostrarse por el
método seguido en los nimeros 17 y 18, y siempre que
reconozcamos la posibilidad de hacerlo, se admitira la
proposicion como cierta sin detenerse a demostrarla. Di-
remos, pues,

Siempre que en un teorema 6 en una serie de ellos se
hayan hecho todas las hipétesis posibles sobre un mismo
sujeto, y cada hipétesis haya ciado una conclusion esen-
cialmente distinta de las demas, sera aplicable a la demos-
tracion de los reciprocos el nmétodsO sec/uido en los n‘umeros
17y 18,y dichos reciprocos seran ciertos.

Teorema V. (Fig. HJ.

«l. Fiuna reda EG tiene dospmttos E 3 G equidis-
tantes de los extremos de otra AB, es perpendicular a ésta
y la divide- en dospartes iguales.

Si imaginamos por el punto medio C de la AB una
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perpendicular & ésta, diclia perpendicular debe pasar por
todos loMuntos equidistaiit.esde A y B luego pa-
sard por Ey G-confundiéndose con EG; por consiguiente
EG es pei'pendicular & AB en su punto medio,.

1V .-Pai*alcla.s.

llaman 1ineas paralelas dos rectas situadas
ert el mismo plano, gnc no se encuentran por mas gite se
pTolon-guen.
Se demuestra que las lineas paralelas existen por me"
dio de la siguiente proposicion.

Teorema |.

Dos recias perpendiculares d ma tercera™ sonpa-
ralelas entre si.
Porque si las dos rectas llegaran & encontrarse, desde
el punto de encuentro habria dos perpendiculares & una
misma recta, lo que es imposible [14].

Postulado de Euclides. (Fig. 15)

®4. Una perpendhular CD y una oblicua EF d wna
misma recta AB, prolon-gadas sx”*cientemente se encuexxr-
tran, y el encuentro se rerifica hacia el lado del dngulg
ayu,do FGB qgxie forma la oblicua con la recta.
Esta proposicién no se puede demostrar rigurosamente,
pero tiene cierto grado de eyidencia que pennite admitir-
la desde luego como cierta.

Teorema \\ (Fig. 15).

35. Por xmpunto G, extex'ior d xMia recta CD, nopu”de
tranzarse mas que xmaparalela d dicha recta.

Tracemos desde el punto G, una perpendicular AB a
larecta CD. De todas lasrectas que pueden pasar por G
habrauna LM perpendicular 4 AE, y como CD también es
perpendicular & AB, las rectas LM y CD seran paralelas;
Jjiero otra cualquiera recta que pase por G sera oblicua a
AB ]i4]; luego encontrara & CD [Postulado]; por con-
siguiente por el punto G sélo puede trazarse ala r’*cta QD
upa paralela LM.
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COROLABIOf.

1 " ¢ii (OSrectas AB y CD (Bi- 17 soaparalelas, toda
recta EF que encuentra a una de ellas AB. encuevara,  o-
longdndota lo necesario, & la otra CD-

'Si EF no encontrase a CD le sena paralela, y pasauaii
por G dos paralelas AB y EF, a una imsina recta (A), lo
o\ie es imposible. . A

2. “ .Dosrectas ABy CD (Fip-. H, pamkh's a una te/,-

cera EF. son paralelas entre si. .
En efecto: si AB y CI) lleg-araii a encontrarse, por el
punto de encuentro pasarinn dos paralelas n Er, lo que e®

Ndi. Keciproco DELTIioRIIMA I. dos recUis
VA y GDsonparalelas, tndeyperpenmcular auna, de
ella,s Cl)es (arnbien perpendicular a laotraiAl .

Puesto que AB cnc.uentra & CD enc(mtrara ig-ualmente
a su paralela LM; ahorabien,' 4 AB no es perpjmdicular a
LM sera oblicua, asi como LM seraoblicua h AB. peio
ontéuces la perpendicular CD y la oblicua LM a una
misma recta AB se encontraran lo que es

contrario ala hipétesis: lueg-o AB tiene que ser perpen-

Si una recta EF (My. 18) corta a otras dos AB \

CD, la primera recibe el nombre de secante § trasversoA.
En los puntos de interseccion G y H se forman ocho
angulos: los situados fuera de las .paralelas se llaman e<c~

y los situados dentro, o
Dos ‘angulos internos AGH, GHD de distinto lado de

la secante y no adyacentes, se llaman alternos internos.

Dos angulos EGB, EHD uno externo y otro interno,
del mismo”~ado de la secante y no adyacentes, se llaman
correspondientes.

Teorema Ill. CFig- BY-

los angulos aiternos internos AGH y GHD son
iguales, las rectas AB y CD son paralelas.

En efecto: por el punto medio O de la parte de secante
GH comprendida entre las rectas dadas, trazo la perpen-
dicular OM 4CD y la prolongo hacia la parte superior:
iraagip?mos ahora que la fig'ura OHM gire alrededor del
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punto O, en el mismo plano en (me se encuentra, hasta
gue la recta OH tome la direccion OG; entonces el punto
H caera en G, porser OH=0G, y la recta HM seguira la
direccion GA, por ser el angulo OHM=0GA; pero la OM
coincidird con OK, por ser el angulo HOM=GOK [13],
por consiguiente el punto M, que se encuentra ala vez en
las rectas nM y OM, deberd quedar situado & la vez en
GA y en OK, luego estas rectas tienen un punto comun L
sobre el que caera el punto M. Vemos, pues, que las figu-
ras OHM y OGL soniguales, luego

an”™. OMH=i;?:j7. OLG;

y como el &ngulo OMH es recto, su igual OLG también es
recto, lo que manifiesta que AB es perpendicular & LM,
por consiguiente es paralela & CD.

Escolio. Silos angulos internos iguales fuesen BGH
y (tHC. la demostracion seriala misma, pues de laigual-
(\ad de dicho.s angulos se deduce la de sus adyacentes
AGH y GHi).

Tkorema IV. 19).
jSi dos angulos correspondientes EGB y EHD son

iguales, los rectas y son paralelas.
En efecto: tenemos por hipotesis

EGB=EfID,
ademas EGB=AGH (13]:
luego AGHMNEHD,

y como estos ultimos angulos son alternos internos, las
rectas AB y CD son paralelas [*i8].

Teorema. V. (Fig. 19).

30. til lo. sumade dos angulos inter7ios y GHC
del mismo lado de la secante es igual & dos angulos rectos,
los rectas AB y CD son paralelos.

En efecto: tenemos por hipétesis
GHC-1-AGH:=2B,
ademas UHC-hGHD=2R |IO]]
luego AGH-GHD,
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como estos dos ultimos angulos son alternos internos,

fas rectas son paralelas [S8]..

! 31. ReciplE)oco DEL{H:FJEMA 1. 20j. Si dos rec-
ias AB y CD S paralelas, los migalos alternos internos
AGH y GHD son iguales.

Si el angulo AGH no es igual al GHD, siempre podra
trazarse por G una recta LM que forme con la secante un
angulo LGH igual al GHD; esto supuesto, la recta LM
sera paralela ACD [«»], y por el, mismo punto G pasa-
ran dos paralelas AB y LM a una misma recta, lo que es
imposible [S51: luego el angulo AGH tiene que ser igual
al3®. Reciproco del teorema V. {7¢<7.19j. Si dos
AB y CD sonpo.ralelas, los angulos correspondientes EGB
y EHD soniguales.

En efecto: AGH=GHD [31],
ademas AGH=EGB [I3j,
lueg'O GHD=EGB.

33. Reciproco del teorema V. (IHg. 19.) Si las rec-
ias AB y CD son-paralelas”™ la suma de dos angulos inter-
nos del mismo lado de la secante AGH y CHG es igual &
dos rectos.

En efecto: CHG+GHD=2R,
pero GHD=-AGH [Sfl]i
luego sustituyendo, CHG+AGH=2R.

Teorema VI. (Fig. 20).

3¢l. Silasuma LGH+CHG de dés angulos interno.'i
deun mismo lado de la secante es menor me dos rectos, las
rectas LM y CD se encuentran hacia dicho lado.

Si las rectas no se encontrasen serian paralelasy la
suma LGH+CHG valdria dos rectos. AOemas, los angu-
los suplementarios de los propuestos MGH y GHD Talen
més de dos rectos, luego si por el punto G trazamos la
paralela AB, el angulo MGH sera mayor que BGH, y no
pudiendo GB encontrar & HD, tampoco GM, por mas que
se prolongue liacia la derecha, la encontrara; luego el
iQVINJtTOtendra lugar ala izquierda de la secante,
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Teorema VII.

i55. Hos angidos (;ué tienen sus lados paralelos” son
iguales 6 suplementanos.

Primer caso. Sean los angulos ABC y DEF (Fig.2\),
cuyos lados son paralelos y estan dirigidos en el mismo
sentido  vamos & demostrar que son iguales.

Prolongando DE hasta que encuentre en G al lado BC,
tendremos

DEF=DGC por ser angulos correspondientes,
y DGC=ABG por la misma razon;
luego I)EF=ABC.

Segundo caso. Sean los angulos ABC y DEF (Fig.';2j,
cuyos lados paralelos BC y ED tienen direcciones opues-
tas, asi como también los BA y EF; decimos que son
iguales.

Prolongando los lados del angulo DEF se forma otro
HEG:; ahora bien:

ABC=HEG, segun el caso anterior,
DEF=HEG, por opuestos por el vértice,
luego ABC=DEF.

Tercer caso. Sean los angulos ABC y DEF (Fig.%%,
cuyos lados paralelos BC y EF tienen la misma direccion,
mientras que los otros dos BA y ED tienen direcciones
opuestas; vamos & demostrar que dichos angulos son su-
plementarios.

Prolongando el lado ED se forma el angulo GEF;
ahora bien:

GEF+DEF=2R;

pero GEF=ABC, segun el primer caso; luego
ABC+DEF=2R.
E scolio. Acabamos de ver que los angmlos cuyos lados

paralelos estan dirigidos en el mismo sentido é en sentidos
opuestos, son iguah-i: y que si dos lados estan dirigidos

1 ElseEtido de la direccién de un lado Se cuenta & partir del vértice:
asi BCy estan dirigidos en el mismo sentido, desdé el vértice hachala
derehcha; B\y EDtamoion tienen lamisma direccidn.'desdo el vérticé hacia
arriha.



(H el mismo sentido y los otros dos en sentidos opuestos,
los angulos son suplementarios.

T korkma. IFinN- wi .

et lados son respec-
f-i/oartienteperpe7idic'iila/i'es, son iguales 6 supleTnentarios.

Suponemos que AB y BC son respectivamente per-
pendiculares 4 EF y ED. Tracemos por el vértice E dos
moerpendiculares EH y EU &los lados EF y ED; el angulo
CfEH formado por estas perpendiculares es igual al DEF,
porgiie ambos tienen el mismo complemento HED; pero
<tEH tiene sus lados paralelos a los de ABC fiiii], luego
es igual 6 suplemento de ABO; por tanto DEF sera tam-
bién igual 6 suplemento de ABC.

ESCOLIO. Siendo agudos los dos angulos propuestos
son necesariamente iguales, porque si fueran suplementa-
rios uno seria agudo y otro obtuso.

Si los angulos dados fuesen los obtusos ABL y DEM,
también serian iguales, por serlo sus respectivos, suple-
mentos ABC y DEF.

Por daltimo, si uno DEF es agudo y el otro ABL obtu-
so, evidentemente seran suplementarios.

CAPITULO segundo

CIRCUNFERENCIA.

|.—Defitnioionc«.

. GROUNFERENGIA 6SuMeliMa curva cerrada, ougos
puntos estdn en un'mismo plano d igual distancia de ofro
punto interior llamado centro.

es la porcion d*plano ;imitadapor lo- circun-
ferencia.
Arco es una porcmt, cual(juiera de la circunferencia.
Radio es toda recta OA (Fig. 25} tirada desde d centro O
a un punto cualquiera de la circunfere'ticia.

Cuerda es toda recta CD cuyos extremos son dos puntos
de la circunferencia.

Diimetro es todo, cuerda AB quepasa por el centro.
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Todos los -radios de im circulo son iguales, porque
miden las distancias del cento alos diferentes puntos de la
circunferencia y, segln la definicién de esta curva, to-
dos_sus puntos equidistan del centro.
Todos'los diametros do un circulo son iguales,
cada uno vale dos radios.

|| _a>i.o]|»ieda<lc« de la clreuiifereneia.
Teokema. i.

i80. Unacircunferenciauo puede ser cortada por una
Unea'recta en mas dedospuntos. . .

Si una recta pudiese cortar a la circunferencia en tres
0 mas puntos, uniendo éstos con el centro por medio de
radios, tendriamos mas de dos rectas iguales dirigidas
desde un punto duna recta, loque es imposible [L7, eo-

"***Sco*Lio Por tener la propiedad que se acaba de de-
mostrar, la circunferencia es curva comem.

Teorema. Il.
mlO. Dos circunferencias descritas con igual radio, son

‘N nSiendo coincidir los centros de las circunferencias,
todos los puntos de una de ellas coincidiran con puntos de
la otra de lo contrario los radios serian desiguales.

Escolio. Esevidente que dos arcos de circunferencias
iguales son superponibles: haciendo la superposicion de
nW{ que los arcos tengan un extremo comudn, si_tienen
también comun el otro extremo serén iguales, y si no lo
tienen seran desiguales.

Tkoiuimv I11. 'T'ig- 'f6;.

41. Todo diametro KWd.ioide& la circunferencia O en
dos partes iguales.

Doblando la figura por el diametro AB, todos los pun-
tos de la parte inferior AEFB coincidiran con otros de la
superior ACDB, de lo contrario los radios de la circun-
ferencia no serian iguales.
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Los arcos iguales AEFB y ACDB se llaman semiclr-
m)ifeTencias.

Es evidente que el diametro AB divide también al cir-
culo O en dos partes iguales, llamadas semicircnlos.

Escolto. Dos arcos cualesquiera CDy EF de una mis-
ma circuiifereiicia son superponibles.

Teorema IV. "Fig. 25y,

'1*5. Eldiametro AB es mayor gm omlmiera oira caer-
daCD.

Tirando los radios OC y OD & los extremos de la cuer-
da CD, la linea quebrada COD sera mayor que la rec-
ta OD; pero COD es igual al diametro AB, por compo-
nerse de dos radios, luego AB > CD.

Teorema V. fFig. 26).

151. IVes puntos A, B, C, %o estaii en linea recia,
determinan una circuiiferémia, esto es, por tres puntos gm
no estan éniinea recta siempre puede pasar una circimfe-
rencia, y sélo picedepasar una.

Uno los tres puntos por las rectas AB y BC; en el me-
dio de la AB levanto una perpendicular DO & esta recta, y
ei) el medio de la BC trazo la EO perpendicular & BC; las
peigjeiidiculares se encuentran, pues de lo contrario serian
paralelas, y BC, perpendicular a EO, lo seria a su para-
lela DO, resultando entonces dos perpendiculares BC, BA
4 DO por el misino punto B, 10 que es imposible. Ahora
bien, el punto O de la pei”*pendicular DO equidista de A y
B [W], y el mismo punto, como perteneciente &4 EO, equi-
dista de B y C; luego O equidista de A, By C, por tanto
haciendo centro en Oy describiendo una circunferencia
de radio OA, pasara por A, By C.

Demostremos ahora que por estos puntos so6lo puede
pasar una circunferencia.

El centro de toda circunferencia que pase por .V, By C
equidista de A y B, luego se encuentra en la perpendicu-
lar DO [iS, reoip.]; también equidista de 13 y C, luego
se encuentra en la perpendicular EO; por consiguiente el
centro es O, Unico punto comuUn alas dos perpendiculares.
En cuanto al radio sera OA, luego cuantas circunferen-
dB™"asen pOr A, By C tendran él mismo céntro O é igual
radio OA, y se confundiran en una sola..
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Escolto. Si los tres puntos estuviesen en Uiie;i recta
no podria pasar por ellos ninguna circunferencia, porque
lina circunferencia no puede tener tres puntos en linea
recta

El razonamiento anterior confirma esto mismo, pues si
ABC fuese una linea recta, las perpendiculares 1)0 y EO
no se eiicontrarian y no liabria centro.

CoKOLARIo. Dos circtmferencias no -pueden corLirse en
mres de (iospuntos.

Pues si tuviesen tres puntos comunes coincidmaii.

Teorema. VI. 'Fiij."Ti),

«14. En circunferencias iguales 6 en la misma circun-

ferencia: \.° si dos <trecsson iguales, sus cuerd/is toMhien

iguales’, si dos arcos menores r/te media circunfe-
rencia son desiguales, el -magor tiene inayor cuerda.

1. ® Supongamos que los arcos de circunferencias igua-
les AMB y CXD sean iguales; decimos que sus cuerdas
AB y CI) también son iguales.

Imaginemos que la circuiiferencia O' se coloca sobre la
O de modo que coincidan los centros y los puntos Cy A;
los arcos OND y AMB coincidiran, y como son iguales, el
punto 1) caera sobre el B, luego las cuerdas Cl) y AB ten-
dran los mismos extremos, v por tanto seran iguales.

Si los arcos iguales AME y C'-N'D' perteneciesen & la
misma circunferencia O, tomando en otra circunferencia
O'un arco CNT)=AMB, tendriames AB=CD. C'D'—CD,
luego AB=C'D".

2. ° Supongamos que el arco CNE .seamayor que AMB;
decimos que la cuerda CE del primero es mayor que la
AB del segundo.

Colocando la circunferencia O' sobre la O de modo que
los centros coincidan y que C caiga sobre A, el punto E
caera en la circunferencia O, pero fuera.del arco AMB, en
F por ejemplo, puesto que el arco CNE c¢s mayor que
.VMB, y la cuerda AF sera igual & CE.

Trazo allora los radios OF y OB, y tendremos [3]

Al-FIB>AB
FI+Ol > OF.



26
aumandu ordenadamente estas desigualdades resulta
Al+FI1+I1B+0O1 > AB-hOF,

pero \I-}-FI=AF.  IB-f-O1—OB:
luego AF-{-OB > AB-f-OI’
restando OB del primer miembroy UF del segundo, sera
por ultimo

AF>AB 6 CE>"AB,

puesto que AF=CE.

Si los arcos desiguales AMF y C'N'D' perteneciesen &
la misma circunferencia O, tomando en otra circunferen
(da igual un arco CND=C'N'D', sena CD=C'D', pero
AF > CD, luego AF > C'D'". N .

Teorema, reciproco. En curcunitereiicias iguales 6 en
la misma circunferencia: 1.“ si dos ciicvdas so'ii tguales, tos
arcos tanibieti son iguales’, 2.*si d,os cnerdas son desiguales,
la mayor subtiende mayor arco.

Este reciproco se halla comprendido en la regla gene-

ral del nmero «O, por consiguiente es cierto.
Teorema VII. (Mg.1"-

15. Encircunferencias iguales 6 en la misma circun-
ferencia: 1."si dos cuerdas son iguales, equidistan del len-
ird; 2.” si dos cuerdas son desiguales, la mayor dnsta del
centro menos que la menor.

1  Silas cuerdas AB v Ci? son.iguales, los arcos que
subtienden también son iguales. Imaginemos que la cir-
cunferencia O' se coloque sobre la O de modo que cornei
dan los centrOS y que el punto O caiga sobre A; hecho
esto, el punto D caera sobre B, por ser iguales los arcos
DOy AB, y las cuerdas coincidiran por tener los mismos
extremos; ademas el j)ié F de la perpendicular 01 tendra
que coincidir con el pié E de la perpendicular OE.yle iu
contrario habria desde O & la recta AB dos perpendicula-
res. luego 0'F=0E, y como estas rectas son las dis-

1 Un.i cuerda subtiendo dos arcos desi-ua””*, uno nicnur
que inedia circunferencia; cuando hablernos del arco .
cuerda, se entenderad que nos referimos al arco menor que la semi-ircun
t'erenoia.



tancia-s de los centros a las cuerdas [Stt], queda demos-
trada la primera parte del teorema. .

2.° Sean las cuerdas CG y AB de circuuicrencuis igua-
les, O'L V UE son distancias Alos centros respectivos; Ue-
cimos que si CCr> AR, sera O'L < OE. »-n/in

Cologuemos la circunferencia O sobre .a C d.. uiodo
gue coincidan los centros y el punto C conel A: como A
arco CDG es mayor que el AB [H, rccip],
caera fuera del arco AB. en H por ejemplo, v la enerad
AH seraigual a CG, por consiguiente

Abora bien, Ol es oblicua aAH, luego OM < Ol, v con
mayor razon OM < OE, 6 sea O'L < Or..

Si las cuerda.s perteneciesen 4 la inisina en* uuieiencia,
liariamos razonamientos analogos a los expuestos en ei
teorema VI para igual caso. .

Hkorkmy IUicfpttoco. En circuufereucius igc-ales 6 eu U
misma circunferencia: 1." dos cmraas eq;HMa"Ni”™ es®
centro son ¢;males; 2." si dos merdas no egnidistaA dU cea
tro, 14 gae onénos d.ista es mayor que la otra,

Teorema VIH. (Fiy. 29;.

=Ml hl diametro AB perjiendicular d una auerda CI).
divide d éstay a los arcos CAD // CBD que suhhende en o™

MMDobiauiio ia figura por el diametro AB, la semicir-
cHuferencin ADB coincidira con la ACB. luego el punto
T) caera en el arco ACB: ademas, siendo los angulos en E
iguales, la recta ED tomara la direcciéon EC, y el punto i)
caera sobre la EC: luego el punto D coincide con C.

De esto se deduce

ED=EOQO, are. k\"=-arc. AC, are. Dii™-arc. CB.

Escomo. El diametro AB cumple con las cinco condi-
ciones siguientes:
1. " Pasapor el centro.
2. |%s_p(_erpendicnlar d la cmo'da .
3. " Pivide d la cuerda CI) cii dos partes iyuales.
4. "y 5® Divided los arcos CAD y CBD en dos pai les

Igv'glggérvese gue dos de estas condiciones bastan para leg-
terminar una recta, luego toda recta que cumpla con dos de
las condiciones enwnciadas, cumple también con IgS tre”
restantes.



Por ejemplo, I(i perpendiculab lewiitada auna ui™*Ma,
por su PUNTO medio: 1." pasa por el centroj™" dw ~al
arco CAD eu dospartes iguales-, 3.° divide al arco CBD &
dos artes |?uales

lama secante toda recta mdeflnlda que corta a
una cwcunferenma en dos puntos.

Se llama tangente a una circunferencui toda recta in-
definida que toca & esta curva en un solo punto.

Cuando unarecta es tangente & una circunferencia, la
circunferencia es también tangente a la recta.

Larecta MN fFig. 30; que corta & la circunferencia U
en los puntos C v « es una secante; y la™AB que s6lo tiene
con la circunferencia un punto comln Ces una tangente.

El punto C sellamapunto de contacto.

La tangente AB & la circunferencia O puede con-
siderarse como el limite de las posiciones sucesivas
MN M'N’, de una secante MN, que gira alrededor
(Ie uno de los puntos de interseccion O basta que el otro
llega & confundirse con el primero.

Teorema IX. (Fig. 31;.

1». La perpendicular AB airadlo QC en elpirnto en
fiue éste tocad la circunferencia, es tangente a esta curva.

Siendo OC perpendicular 4 AB es menor que otra cual-
nuiera recta OD tirada, desde el centro & la recta AB, por
corisio-uiente el punto D estara fuera del circulo; lo mismo
puede decirse de otro cualquier punto de la AB, & g”~cep-
cion del C, luego la circunferencia y la recta AB solo
tienen el punto eomun C. N o >|' - .

Teorema reciproco. La tangente AB a la circunjeren
cia O es gyerpendiculor al rauAo OC tirado al punto de

Como AB espor hipdtesis tangente a la circunlerencm,
todos sus puntos, & excepcion del C, estaran fuera del cir-
culo Y las distancias de los mismos al centro seran mayo-
res que el radio; luego OC es la menor de cuantas rectas
pueden trazarse desde el centro & latangente, porlo tanto
es perpendicular & esta linea [I5, vecip].

Corolarios.

1® Por unpunto de una circunferencia ‘lopuede tirarse
a esta mos qué una tangente. +
Puesto que la tangente debe ser perpendicular el radio.
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y por el extremo de éste no puede trazarse mas que una

n perpendicular a ima tangente

foSiol»"xazar.e de.de O dos perpendi-
Guiares &la tangente.

Teobem\ X. '"“Fig. 32;.

40. Loe arco'i dama misma circunferencia compren”™
didos entre mralelas, son igmtes.

Pueden ocurrir tres caSos: 1." que las paralelas sean
dos cuerdas; 2d que sean una tangente y una cuerda,
‘i." que sean dos tangentes. . ~ Kn

Primer CASO. Vamos & demosirar que los arcus AO y
BD comprendidos entre las cuerdas paralelas AB y VU,
son_iguales, L . ;
™Tilzaiido el diametro EF perpendicular a .
AB. sera también perpendicular*a su paralela (d) ["»i;
por consiguiente tetidreinds

are. CAE=i/?r. DBK
are. AFi="«r. BE;
restando ordenadamente estas igualdade.< sera
are. 'K(‘—arc. Bl).
Segundo CASO. Debemos demostrar que los arcos CAE
V DBE, comprendidos entre la tangente MN y una cuerda

naralela CD. son iguale.s. . r
~" Tirando un diametro EF al punto de contacto E, sera
perpairiVik#NagHghrnfiii. iepin . |.p¥ tampigntambién
¢ Y paralela CD: en virtud de €sto tltimo tendremos

are. CAE=iiw. DBE.

Tnrcm! caso. Si las paralelas son dos tangientes M
y PQ. vamos a demostrar que los arcos H -AE yI'DBE

diametro EF que pase por el punto de contacto de
la tangente MN sera perpendicular & ésta, por consi-

o-uiente también lo serd & su paralela PQ, y pasara PO
nunto de contacto F [IS, ooi*. *id]; siendo los puntos de
contacto extremos de un mismo diametro es claro que

(trii. FQAE=ii?i'c. FDBE,
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HI.—Circunferencias secantes y laiiicentes.

50. Se llaman circmfe'i'encias secantes las que se cor-

tan en dos puntos, como Oy O' (Fig. 36/. .
Se llaman cifcxmfenncias tangentes las qim se tocan

en un solg punto, llamado decontacto, .. . Oy 0L,
sabemos guedos circunferencidd ¥ f?&l%&lﬂ i—gf@'
mas de dos puntos comunes.

Teobema \—(Fig- 33).

51. Sidoscia'cvjnferencias Oy O' tienen un punto co-
mm A fuera 88 la'retta O gufe UAA SUS eeHtres, Soh
secantes. .

Baio desde el punto A una perpendicular AB ala recta
0 0 'que une los centros, pro!ongo la perpendiculp, y
tomo’sobre fa profong&figrdongitud BA iguala BA;
segun esta construccion, la00 sera pe”endiciuar a AA
en su punto medio B, luego los centros O y O equidistan
de Ay A [!»]; de aquisededuce que la circunferencia
O. que pasapor A. pasara también por A,y la O estara
en 1gual caso, luego las circunferencias tienen dos puntos
comunes A y A'6 son secantes. .

'fEOBEMA ms.-Fcivs.oco. Lospxintos de interseccion dedos
circunferencias seca.ntes, estanfuera de la recta que une los
centros . . .

Fd centro de la circunferencia O equidista de los puntos
de interseccién A v A'que pertenecen & esta curva, y el
centro de la circunferencia O' equidista también de dichos
puntos de interseccion; luego la recta 00' pasa por el
punto medio de la AA', quedando por tanto fuera de la
primera 00" los extremos Ay A' de la segunda.

CoROLABIO0, La recta que une los centros de dos circun-
ferencias seciinies, es mperpendicular & la cuerdu eow/im en
'su punto medio.

Teorema Il

51. Si dos circunferencias tienenun punto comdn So-
Ire la recta que une sus centros, son tangentes.

Puesto que si fueran secantes, los puntos comunes es-

tarjan fuera de la recta que une Ips ceptrgs [51, weip],
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reciproco. EIVyi™o de contacto de dos circnn-

secantes [511.

teorkm* in.
**i 1" Si dos circvMferencias soii muiuaniente
cLros « «yor l«

<ios rArcO/mfereMIas son Ungm|Us «faf

Lm s esigmla ajn
o m di<|C|chMferenC|as 0N secantes, Ia, aislancia ac

lofcoJdfordZno?”jvliu suma* los radm y mayor ym

lakmnciad-e los ¢eniros esig-mlala deferencia, de tos

N M\ melrev.nferencia€s interior a otra, la distan-

riade |.| Lnor gne U fferencia de I o s”
1 « A la simple inspeccion de la fi?. 34, compre

gue la distancia 00" de los centros es inayoi que la suma

‘Neot%iidO°t™g ntesla3”
el punto de contacto A esta en la recta 00 que uUnelos
centros, por consiguiente

00'=0A+0'A.
3 ~ Uniendo los centros de las carcunterencias secantes
OVO' (Fia 3d) con uno de los puntos de interseccion A,

?iiera de la recta 00" [51, recip], y tendremos
00'<0A+0'A,
lo que demuestra la primera parte del teorema.

Ademas OA<00'+0'A; _
restando el radio O'A de los dos miembros de esta desi-
gualdad sera
n OA-0'A<00",

6 bien 00'>0 A-0'A,
lo ~ue demuestrala seg-unda parte.
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4. * Siendotan”enteslascircunferenciasOyO'
el punto de contacto A esta en la recta 00~ que une los
centros; lueffo
00'=0A-0'A.
5. 7 Es evidente (Fig. 38) que
00'=0B —U'A—AB.
luego 00'< OB—O'A.

Dos circunferencias situadas en un mismo piano nu
pueden ocupar mas posiciones relativas que las cinco es-
tudiadas en este teorema, y como i"ada hipétesis ha con-
ducido & una-conclusion esencialmente distinta de las de-
mas, las' reciprocas de las cinco proposiciones son ciertas
[TOj. Diremos, pues.

Reciprocos,

1 ® Sila distancia de los cent7'os es ftimjor que lastima
de los radios, las circunferencias son mvtnoMenie ex-
teriores.

2. ° Si ladistancia de los centros es igual d la suma de
los radios, las clrcv/nfereticias son tangentes exteriorcuente.

3.  ® Si ladistancia de los centros es mxnor que la suma
de los radios y mayor que la dAferencia de los mismos, las
circunferencias son secantes.

4. ® Si ladistancia de los centros esigual a la diferen-
cia de los radios, las circunferencias son tangentes inte-
riormente.

5.  ® Si ladistanciade los centros es menor que la dife-
rencia de los radios, una de las circunferencias es interior
a la otra.

1V.—]llcili<la de Ig« ang”tilos.
wei, Se llama arco correspondiente a un angulo €l
omeo comprendido entre los lados del 6/nguXo, descrito desde
el vértice como centro con tin radio cualquiera.
Teorema L (Fig. 39)

55. Sidos angtUosKQO, son iguales,, sus arm
correspondientes GH, LM descritQs con igual radio, son
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Coloco el angulo B sobre el E haciendo coincidir ios
vértices y los lados BC y EF; es claro, segin la hipotesis,
que el ladoBA seguira la direccion ED, K/Ique los
H V G coincidirdn respectivamente con y L; ademas,
los arcos GH y LM de circunferencias iguales coincidiran
en todos sus puntos, y como tienen los mismos extremos

~MYEOREMIA BECIPEOCO. doS dfC0OsS GH ~ LM, CQfnB"
7)ondientes a dos mif/ulos B y E, estan descritos con ignat
radio v son iguales, los angulos son tamhen iguales.
Haciendo coincidir los vértices By E y los lados BA v
ED el punto G caera sobre L, por ser iguales los radios
BgV EL: ademas el arco GH coincidira con LM, y como
estos arcos son iguales, el extremo H caerd en M; luegn
el lado BH se confundird con el EM, y los angulos By h

M5 6, NSi una circunferencia se divide en cuatro arcos
iguales, cada uno de ellos se llama cuadra/nte.

Teorema TI. (Fig™ 40).

El arco AC correspondiente a én angulo recto ABC, es
un cuadragte. . N . i. "

Describiendo toda la circunferencia a que pertenece el
arco ACy prolongando los lados del angulo ABC, se for-
man en B cuatro angulos rectos, que son por consiguiente
iguales. Siendo los angulos en Baguales, los arcos cor-
respondientes AC, CD, DE y EA son también iguales
i551, Yy uno cualquier” de ellos AC sera un cuadrante.

Corolario. Dos didmetros perpendiculares entre si di-
viden la circunferencia en cuatroparUs iguales.

Teorema reciproco. Ei el aoxo correspondiente a un
angulo ABC es un cuadp'anM, el angulo eg recto.

'Haciendo la misma construccion que en el teorema

directo, tendremos que siendo EAC una semicircunfe-
renciay AC un cuadrante, AE sera otro cuadrante; lue-
go los angulos adyacentes ABC y ABE son iguales
p5, recip.]>y cualquiera de ellos ABC es recto.

Teorema lll.

5V. f{a rdzdén de dosangulos eSigual a

ja de siis areos
correspondientes descritos con igm | raA%0\
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Distinguiremos dos casos: 1." <welos arcos sean con-
mensurables; 2. que sean inconmensurables.

Primer caso. (Fiii.41). Suponiendo que la medida co-
mun RQ délos arcos MN y PQ esté contenida cinco veces
en el arco MN y tres veces en el arco PQ, tendremos

MN=5RQ , PQ=3RQ;
dividiendo estas igualdades sera
MN 5RQ n
PQ“ 3RQ' PQ 3
Trazando radios & los puntos de division de los arcos,
el angulo ABC quedara dividido en cinco angulos, y el
angulo DEF quedara dividido en tres; ademas estos odio

angulos parciales son todos iguales al RE(;, porque sus
arcos correspondientes son iguales al RQ; luego

ABC=5REQ, DEF=3REQ:
dividiendo estas igualdades tendremos
ABC -5REQ . ABC 5 _
DEF 3REQ DEF 3 =
De las igualdades [1]y ] se deduce evidentemente
ABC MN
DEF PQ

Segundo caso. Si los arcos MN

respondientes & los angulos dados ABC y DEF, son incon-
mensurables, dividiremos el PQ en cierto ndmero de par-
tes iguales tan pequefias como queramos, y aplicando una
de eflas QR sucesivamente sobre el arco MN, & partir dei
punto N, quedara un resto MS menor que QR, y los arcos
EN y PQ seran conmensurables. Trazando el radio Bb ten-
dremos, segun el primer caso.

SBN SN :

DEF PQ Y
Si PQ se divide de nuevo en mayor nimero de partes
iguales, de tal modo que una de éstas sea menor que el
resto MS, aplicandola sucesivamente sobre el arco MN se
obtendra un segundo resto que sera, con mayor razon,
menor que MS, y el punto S se acercara al M cuanto se
quiera, pero sin llegar nunca a confundirse con él, por ser
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los arcos MN y PQ inconmensurables;' lueg-o el arco SN y
el angulo SBN son cantidades variables o os_limites
respectivos son el arco MN y el &ngulo ABC. Sustituyen-
do en la igualdad [1] las variables por sus limites [\vit.
®'H] resulta:

ABC MN
DEF* PQ'

Tkorema iV.

5W. I/]iaiignlo tienepor medida suarcocorfesjjondiente.
Sean Ay Mdos angulos, a y m sus arcos correspon-
dientes descritos con igual radio. Tenemos por el teorema
anterior
A_ @~
M~ m
Si M es launidad elegida para medir los angulos, la
relacion” sera el valor numérico del angulo A; si 4lavez
convenimos en tomar el arco m para unidad de arcos, la
relacic’)nTnseré el valor numérico del arco a\ luego el va-

lor mmérico de im mg'tio esigual al valor numérico del
earco correspondiente, 'siempre que convengamos en elegir
para unidad de arcos el arco correspondiente d la unidad de
angulos; por lo tanto para medir un angulo se mide % arco
correspondiente..
En este sentido debe entenderse el enunciado del teo-
rema.
5U. Generalmente se.toma para unidad de angulos el
m angulo recto, por consig'uiente la unidad de arcos es un
cuadrante de radio igual al del arco que se trata de medir.
Para facilitar la medida de los arcos, se considera di-
vidida la circunferencia en 360 partes iguales llamadas
de modo que un cuadrante tiene <90 grados; cada
grado se divide en 60 partes iguales llamadas minutos, y
cada minuto en 60 segundos; las divisiones inferiores al se-
gundo suelen expresarse eii decimales.
- Un angulo tiene tantos grados, minutos y segundos
como su arco correspondiente; asi un angulo "recto tiene
;logrados.
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Un arco de 47 grados 25 miwatos y 30 segwndos, se es-

cribe abreviadamense de este modo:
477 25' 30™.

Existe otra division de la circunferencia en que se con-
sidera esta curva dividida en 400 grados, el grado en 100
minutos y el minuto en 100 segundos.

Esta divisién, poco usada, se llama centesimal, y la
anteriormente expuesta sexagesimal.

La reduccion de grados sexagesimales a centesimales y
vice-versa constituye un problema sencillo de Aritmé-
tica, en el que no nos detendremos.

60. Dos arcos se llaman complementarios 6 comple-
mento uno de otro, cuando su suma vale un cuadrante; y
saplementarios, si la sumavale dos cuadrantes.

Es claro que si dos &ngulos son complementarios 6 su-
plementarios también lo serdn sus arcos, y reciproca-
mente.

61, Pormedio del teorema IV puede medirse un an-
gulo cualquiera; sin embargo, en algunos casos particu-
lares se baila la medida de un angulo sin describir el arco
correspondiente. Esta ventaja se logra cuando estando el
vértice del angulo en un punto cualquiera, los lados tocan
6 cortan una circunferencia.

Los teoremas siguientes tienen por objeto determinar
la medida de tales angulos.

6a. Se llama angulo insceipto el que tiene su vértice
m la circmferencia %cuyos lados son dos cuerdas.

Teorema V. (Fig. 43).

La medida de un angulo inscripto es la mitad del arco
comprendido entre sus lados.

Pueden ocurrir tres casos: 1® que el centro de lacir-
cunferencia esté en uno de los lados; 2® que el centro se
halle comprendido entre los lados; 3® que el centro esté
fuera del angulo.

P rimer CASO. Vamos & demostrar que el angulo ABC
tiene por medida la mitad del arco AC que comprenden
sus lados.

Trazo un diametro MN paralelo al lado AB: el angulo
propuesto ABC es igual al MOC [3®], y éste tiene por
medida su arco correspondiente MC, luego la medida del
angulo ABC es el arco MO.
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Ahora bien: MO==BN
por corresponder & los angTilos iguales MOC y BON,
BN = AM [4[»]5

. AC
luego MC=AM 6 MC=

L . . A
por consiguiente la medida del angulo ABC c

Segundo caso. Vamos & demostrar que el angulo ABD
tiene por medida la mitad del arco AD.

Tenemos: ABB = ABC -f- CBD;

pero medida del ang. ABC A AC [Primer ca«o],

CBD=
. p CD AD
luego medida del ang. ABD 5 . 9 2
Tercer caso. Sea el angulo DBE.
Tenemos: DBE = CBE — CBD;
CE .
pero medida del ang. CBE = é\ [Primer casol.
CBD = cb
T-
CE CD DE

luego medida del ang. DBE

Corolarios.

1, ® Todos los angulos i%scriptos ACB, ADB, AEB
{Fig. 44) g\ie compréndeTb entre sits lados el mismo arco AB,
son iguales.
Porque todos tienen la misma medida, que es la mitad
del arco AB.
2. ® M angulo inscripto ACB (Fig. 45) cuyos lados pa-
san por los extremos de wn diametro AB, es recto.
Porque su medida es un cuadrante.



Teorema VI. (Fg" ity)-

fti. La medida del angwlo queforrum ‘imacuerda y la
tangente trazada por mio desUs extremos ~ es la mitad del
arco comprendido entre los lados del angulo.

Pueden ocurrir tres casos: 1." que el centro esté en la
cuerda; 2® que el centro se halle- entre los lados del an-
gulo: 3®que el centro esté fuera del angulo.

Primer caso. Puesto que la cuerda AB_pasa por €l
centro y por el punto de contacto B, es un diametro per-
pendicular a la tangente mcicap.]? luego el .angulo
ABC es recto y tiene por medida un cuadrante, 6 sea la
mitad del arco BEA.

Segundo caso. Sea el angulo DBG.

Tenemos: DBG —DBA ABC;
. . . DA AEB
pero las medidas de estos angulos parciales son—* -y, ,
. AEB DAEB
luego medida del ang. DBG = - - 2

Tercer caso. Seael dngulo EBC.
Tenemos: EBC=ABC—ABE,.

. . AEB AE EB
luego medida del ang. EBC

Teorema VII. fMg. 47).

<»1. La medida de un &ngido ABC cuyo vértice esta en-
tre el centro y la cireurferencia es la semisuma de los
arcos AC y ED comprendidos- entre sus ladosy las prolon-
gaciones de éstos.
Trazo por el punto D una cuerda DF paralela d LC; el
angulo propuesto ABC es igual al ADF, y éste tiene por
medida la mitad del arco ACF, luego

1 Estos anfrulos suelen llamar.”o .«emi-i/Mcrijjio. i, _ . . . ..
2 Estos anprulos suelen llamarse interiores e.<ccéncriZiox. jiara distinguir-

los de los que tienen su vértice en el centro, que se llariian angulos cuci
centro O centrales.
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ACF
medida del ang. ABC=
Ahora bien: ACF = AC CF,
pero CF = ED \"9]y luego ACF = AC -f- ED;
AC+ED
por consiguiente medida del ang. ABC - n ‘

Teorema VIII.

«5. LdmcMU mang'Alo myo vértice estifmm M
HrciUo fiZfcum lados so% dos secantes, mia secante y mia
iZgenUoddostcunfjentes™.es la sem’idtferencia de los ai-
roni coiiwrendidos entre sus lados. Nork

1" lea el angulo ABC (Fig. 48) formado por dos se-

"™ Tréao por E una cuerda EF paralela A la secante AB;
el a X i6 propuesto ABC esigual al FEC, y la medida de
éste ?s la initad déi arco FC, luego

FC

medida del ang. ABC =
Ahora bien: FC= Ac —AF —AC-DE;
AC-DE
luego medida del ang. ABC = VAN

2" Sea el angulo ABC (Fig. 49) formado por la se-
cante AB y la tangente BC. , 1/ 1
Trin.ow aBC; el anplo
propuesto ABC es igual al ADF, y la medida de éste es

AF
— , luego

N

. , AF
medida del ang. ABC=—
pero AF = AFE — FE = AFE — DE;

afe — DE
luego medida del ang. ABC =

Estos angulos snolen llamarso xtvriom.
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3* Seael angulo ABC (Fig. 50) formado por dos tan-
gentes. R

Trazo por uno de, los puntos de contacté E la cuerda
EF paralela { la otra tangente AB; el &ngulo ABC e»

FE
igual al FEC, y la medida de éste es luego

medida del &ng. ABC = FE

pero FE= DFE-DF = DFE-DE;
iluego meJié:la Jei‘éng. ABC P—-E-E-T--D-E,

E scolios.

1$©. 1.° Si sobre una circunferencia O (F;g. 51) toma-
mos dos arcos iguales AC y DE, y unimos los extremos por
medio de rectas DC y AE que se corten, es evidente que
en general el punto de intersecciéon B no coincidira con el
centro O: ademas él angiilo ABC tiene por medida

AC4-DE 2AC
2 . 2

esto es, el arco comprendido entre sus lados; luego de qde
Wt &-ngulo ieiwa fior mf-dida el ar,co comprevidido entre sus
lados, nopweae deducirse gne el vértice esté en él centro del
arpo. ] .

2. ® Sila m~didade un ahgnlo es 'la 'mitaddel afeo com-

prendido entre sus lados, el rértice estafa sobre la circim-

pues si el vértice estuviese en el centro, la me-
dida seria todo el arco, si estuviese entre el centro.y la
circunferencia, la medida seria mayor que la mitad del
arco comprendido, y si estuviese fuera del circulo, dicha
medida seria menor que la mitad del arco.

3. ® Si suporiemés que el arigulo ACB [Fig. 44) se mue-
ve de modo que sus lados pasen siempre por los puntos
Ay B, .el vértice describira el arCo ACDEB. y si elangulo
fuese recto fPig. 45) el arco descrito por el vertice serla la
semicircunferencia ACB; el lugargeométrico délos
vértices de los angulos rectos cuyos lados -pasan constante-
mente por dos puntosfijos Ay B, es ima semicircunferen-
QA que tienepor diametro la recta AB.
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PROBLEMAS RELATIVOS AL LIBRO PRIMERO,
I.~ltociones pi*elimiiiarc*.

6t. Problema, €S ilm cmstio% nrarMca en /e e pro-
moe ieter.wimr cosas desconocidas, llamad.ns tnranitae,
por medio de sus relaciones con otras conocidas, Uamaaas

0S. o

Resolner un proMema es deterimnar las cosas desco-
nocidas. 3

Los problemas de Geometria pueden ser grajicos y nu-
méricos. . . . : a

Los primeros tienen por obieto construir una P2*nra
que satisfarra & ciertas condiciones: en los ses-undos se
trata de hallar el valor numérico de una extension.

Oi”.  En la rinsolucion de los nrohleraas g/éfi0os pueden
séffuirse dos métodos;  .anahticoy sintético.

Sise emnlea el anp.Utico hay que nvoceder del modo
sig-uiente; 1." se sunnne resuelto el nrohlema y. sébrelos
datos del njismo, se hace una constniccion aproximada de
la incégnita: 2.° sirviéndose de los teoremas conocidos, se
procura descubrir relaciones entre los datos vias incogni-
tas, trazandqg con, este dbieto las lineas 6 figuras mie se
crean convenientes parabiacer manifiestas dichas relacio-
nes:, 3® se éfectiian con exactitud sohro ios datos del pro-
blema las construcciones conocidas 6 faciles oue. segun el
andlisis anterior, enlazan aquellos conia incégnita.

En algunos casos, sobre todo si el nroblema eabastante
compiicadd. cotiviene ademéas' demostrar que la solucion
cumule con todas las condiciones de In nropuesta.

El método analitico es el de invéiicion y debe emplear-
se para resolver problemas nnevgs.

Consiste el método sintético en enunciarlas construc-
ciones conocidas que deben efectuarse para determinar 1»
incognita 6 incégnitas del problema, .demostrando des-
pués que la solucion cumple con las condiciones de la pro-
puesta.

Es claro que este método no es propio,para inventar:
so6lo se emplea en la exposicion y demostracion de los pro-
cedimientos descubiertos ya por el analisis.
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Después (le resuelto

método, puede liacerse la discusion, 4, N
minarlas circunstacias y n
siguientes altera-ciones en la solucion, y n

neralidad del procedimiento.

IB.—B»rol»lesnas.

30. Porun punto h. de una feda (Fig-

~evan
lar una perpendicular ci esta recta.
s s s s r s ." " . ». A
gasatssw ss«'ii>'«y » .«p-dufc

I'"UTefecto: lo. punto. A y D equidistan de B y C, luego
\1) es perpendicular 4BO L-a]*

3B. 2 Pesde un ptmto A dado

iFiO' «t|—!< G}KeamQBefg%ré%%lﬁgwular pedida. Bi p{E)aelno

corte a larecta gdada en dos puntos ® e

“£ESaSaSwJA

eParrei A determinan la perpendi-

"'1?dmo"stracion es igual &la del teorema anterior.
Qn pJPrtvemo B (F™\ 54) de una recta AB (pic

perpendicular a dicha recta.
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SisTESis. 1 Haciendo centro en ™" i
la recta dada, describase nna "7
13V corte ala recta AB en otro punto t, P<
Séacese el diametro CP; Unase B con 1), J le lecU

"] X "ligotscrip to CBDesrecto[«'A

(Fis-
ig\was._ por medio de n"e la mitad
Haciendo cento en A, con un L otio pen-
de ~B. describanse dos arcos, uno por ei;>cima

iSSb* Sr<SsSdnn c~gton 4U. pri-

«?" k m. punid B (Fio-, 5fi) * umneta DE for-

mar im angulo igual Aotro* * AhU
Tracese, con un radio cualquicia, ei MYVY"Vokr*vibee
pondiente al aiig-ulo dado; nna' parte
con el mismo radio un arco la DI":

f IS™Ici'kifStlSd aiySlkkeH oV s arcos cor-

Angulo dado ABC (Ein. 57) aon

~"TesSase con un radio arbitrario el arco DE corres-
noridiSte al &J“ ulo dado; baciendo centro sucesiTamente
m Dy E describanse dos arcos de i”™-ual B

ten; nniendo el pnuto de intersecciou > con el riic ,
larectaBFseralabisectrizdelanga.oAllU  _

DE!E{/] 88?%054&@%355 IpE)oOrSche%trg dél gicg, cli {.lleI

DR o e AL X
b HREs

rnedia Cl

.» «;0 Caanao ,r
reclame su importancia.
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iste en dos partes iguales DG- y GE; luego los angulos
Abe y FBC correspondientes & estos arcos iguales son
también |guales

yo. PoT unpunto C (Fig. 58) dado fuera deuna
recta A|_3 trazar unaparalela & estarecta.

Haciendo centro en el punto dado C y con el mayor ra-
dio posible, describase un.arco DE; con el mismo radio y
haciendo centro en D describase otro arco CF; midase la
cuerda CF v llévese sobre el arco DE &partir del punto D;
l'mase eI punto E con él C, y resultara la paralela pe-
dida

En efecto los arcos de igual radio CF y ED son |guales
[14, recin.l, por consiguiente si trazamos la secante CD,
IC8 angulos alternos inte'rnos C.DF y ECD tamben seran
iguales, y las -rectas ECy AB seran paralelas [»»].

44. 8” Por un punto C (Fig. 59) dadofuera dewna
recta trazar otra q"ueforme comaprlmera un angulo
iqual aotro dadoM. - »

Tomese un punto cualquiera D en la’recta mB y
por él una recta DE que forme con la AB un angulo EDB
Igual al M; tracese por el punto dado C una paralela a la
DEI%/ estara resuelto el problema.

n efecto: los angulos CFBy EDB son |guales por
correspondientes, y como el Gltimo se ha construido igual
al M resulta CFI5=M

48. DéscriUr una circunferencia quepasepor tres

A, B, C (Fig. 60). - i e

Levantese una pérpendictlar en el punto me”~o de AB,
y otra en el medio de BC; el punto interseccion O de estas
perpendiculares es el centro de la circunferencia, y la dis-
tancia de O a cualquiera de los puntos A, B, O serael
radjo

[se l,abe que si los |juntos dados estan en linea recta
el roblema es imposible.

0. 10" Hallar el centro de una circmferencia 4 de
un arco, )

Sefalense tres puntos en la curva y procédase como en
el problema anterior. . .

11.” Por unpunto de una circunferencia trazar
una tangente a esta curva. ]

Tirese el radio correspondiente al punto dado; levan-
tese por este punto una perpendicular a dicho radlo, y se
tendrala tangente pedida [48].
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S1, 1 Porwiipiinio A.{fi*.~l)ewieriora wia cir’™
cwiiferenda 0, trazar tangentes a estacurm.

Urase el punto dado A con el centro 0; sobre OA corno
diametro describase la circunferencia 0'; uniendo los pun-
tos de interseccion B y C de las circunferencias con el pun-
to A. las rectas AB y AO seran las tangentes pedidas.

En efecto: si trazamos los radios OB y OC, los angulos
inscriptos ABO, ACO que abrazan entre sus lados media
circunferencia, seran rectos; luego AB y AC son perpen-
diculares respectivamente & los radios OB y OC. por con-
siguiente son tangentes & la circunferencia O.

E scolios.

1. ® Sidoblamos la figura por la recta 00°', las semi-
circunferencias ACO y DCE coincidiran respectivamente
con las ABO y DBE, y el punto C caera ala vez sobre es-
tas dos ultimas, luego coincidira con B; de aqui se deduce

AB = AC, BAO='CAO.

Podremos, pues, decir: las tangentes dirigidas a una
cincntnferencia desde nn punto exterior son iguales, y la
recta me mie d.iclio punto con el centro es bisectriz del an-
gulo formado por aquellas.

2. Labisectrizdel angulo V>kOformado por dos tan-
gentes a unacircunferencia, pasapor el centro de ésta.

Si la bisectriz no pasara por el centro O, como AO es
bisectriz del &ngulo BAC, podria dividirse este angulo en
dos partes iguales por dos rectas diferentes, lo que es
absurdo.

S«. Describir sobre una recta dada AB (Fig. 62)
un arco capaz de un angulo dado M, esto es, describir un
arco tal. que los &ngulos que tengan su vértice en él y cuyos
lados pasen por los extremos de la reefa AB sean iguales al
angulo .dado M.

En un extremo B de la recta dada constridyase un an-
gulo ABC igual al dado M; levantese una perpendicular
Bo &la AB por su punto medio y otra BO a la BC por el
punto B; estas dos perpendiculares'se encuentran en un
punto o, porque 01) es perpendicular y OB oblicua & la
AB. Haciendo centro en Oy describiendo con el radio OA
un arco AFB queda resuelto el problema.

En efecto: todo &ngulo AEB inscripto en arco AF9
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Y cuyos lados pasen pov Ay B, tiene por medida la mitad
del arco AB; ademas siendo BC perpendicular al radio UB
Y por lo tanto taiurente & lacircunferencia, el &ngulo Adl/
tiene también por medida la mitad del arco AB; luego
AEB = ABC= M.

LIBRO SEGUNDO.

DK LOS POLIGONOS.
I1&eiluaciwBies.

»iS.  Pou'aoNO e? miapoi‘cion de superfidepla%a iermi-
iifida por lineas redéos, que se llaman 1/dos.

Perimetro de im”poiigono es el conjunto de todos sus
lados.

Un poligono es convexo cuando su perimetro no puede
ser cortado por una linea recta en mas de dos puntos; y
concavo en el caso coni cario.

Nosotros sélo nos ocuparemos délos poligonos con-
yexos.

Angulos adijacenles a4 unlado de un poligono son los
gue tienen sus vértices en los extremos de dicho lado.

Piagoiial™t un poligono es toda recta que une dos
vértices no adyacentes al mismo lado.

«i. Esevidente gm' el nimero menor de rectas nece-
sarias para formar un poligono es tres.

» cuatro » »  cuadrildierOf
» cinco » »  pentagono.

» seis "» »  exagono,

» siete » » eptégono,

» oglio » »  octogono,

» nueve » »  eneagono,

» diez » »  decagono,

» once » »  endecojjono,

» doce » »  dodeciigono,

» qQuiuCQ  » »  pentedecagono
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CAPITULO PRIMERO.
TKI-I-XG0O.0S.

TEOKEYA . 6-y-
#i5. Unlado ciialg™Gera (U wji triAngnlo es: menor
que I(t swnia de los otros dos lados: 2.© moAjor que sv-dife-’
t
1. " En el triangulo ABC tenemos

AB<AC+ CB,

puesto que el camino mas corto entre los puntos A y B es
la recta AB que los une.
El mismo razonamiento hariamos para los otros dos
lados.
2. " Acabamos de ver que

AC<AB + BC;

restando aliora la recta BC de los dos miembros de esta
desigualdad, sera

AC —BC<AB 06bien AB>AC —BG,
lo que demuestra la segunda parte del teorema. J

Teoiieju Il. (Fig. 64;.

Lu suma de los tres angulos de un tridngulo ABC
esig'ual & dos mqvlos recios.
"“Trazando por uno de los vértices B del triangulo una
paralela BD al lado opuesto AG, tendremos [IBiS]

dng. A }+ang. ABD 2it,
pero el angul™o ABD es igual al ABC mas el CBD; luego
Ang. A.-\-(i7ig. ABC 4- ang. CBD = 2It;

poniendo en lugar del angulo CBD su igual ACB 6 C
fas]7 tendremos por ultimo.

&mg. A 4~dng. ABC éng. C—2R.
Corolarios.

l.° FI angulo externo formado por un

\ Est« razonftmiShto ~ una repeticion flel expuesto en el nimero RBdp
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INJifi CB de ¥®6tAimG'Ulo y laprolonaacion BD de otro laAo,
isiym |1 d U siiw,ade los dng™dos tnternos A y C iio adya-
centes.

En efecto: [TeOTema anlerior].

lueg'o CBD= A+ C.
2» Si%»inovlo é) W irimmlo es neto v. oMnso, (0s

lo rantono Insuma tle los tres angulos valdria mas

SiTsde« pmtoP de» Wa?*

ARP iFiir 65) si hayanna perperdicnlar al olio lado Bt,
f.tnmrmidicnlar caeradentro del

cayese fuera, como la PE resultaria un tna™
guio PFB con un angulo obtuso PBF vy otro recto PPB,

liii tridngnlo so%ig%al<Kéados de
otro, el tercer angtilo ddprirneT trmigido sera igual al

p S fqu e el tercer angulo de cada tridngulo es lo que
faltralasL a de los otrds dos paravaler dos rectos, y

recto! el que tiene un angulo obtuso, y acvMn-

mfla_el Que tiene sus tres angulos agudos.
En el triangulo rectangulo, loS lados que forman el

angulo recto se llaman catetos, y el tercer lado, ¢ sea el

I anfi-ulo recto, se |lama higotemsa. p
triangulo rectangulo son

opuest’\g
triangulo egvMéatero el que tiene sus tres

lados iguales, isosceles el que soélotiene dos ladosiguales,

\Y el que tiene sus tres lados desiguales.

~  fiase dQun triangulo es uno cualquiera de sus lados, y

Nartice el vértice del angulo opuesto ala base.

N "%ura™”™mx triangulo es una perpendicular trazada

Ar-rAY\ Vertiré & la base, prolongada si es preciso.

Si elegimos para base el triangulo A B C /»- 66) el
lado AC, el vértice sera B y la altura BD; si AB se con-
sidera c,mo b-se, sera 0 el vértice y la altura CE.

~ Fn el triangulo isésceles suele llamarse base al lado
¢lesi~al y é&ngulosen U bm & los adyacentes & aicbp



49

lado; asi en él triangulo isésceles ABC (Fio. 67) sera AB
la base, Cel vértice, CD la altura, y los angulos Ay B
eseran los angulos en la base.

Teorema IIL

¢riangulo iiem dos lados iguales, los angulos
opuestos son iguales;y si tiene dos lados desiguales, a w-a-'
yor lado se opone mayor angulo.
1. “ Fig.~”. Supongamos AC.= BC; vamos a demos-
trar que hig. B = ang. A.

Levantd una perpendicular CD en el medio de la base
AB, la que pasara por el punto C equidistante de A y B;
doblando la figura por la perpendicular CD, la parte DB
seguird la direccién DAYy el punto B caera sobre A, luego
BC coincidira con AC y los angulos B y A seran iguales.

2. " Fig. 68. >5a AC > BC; demostremc.s que ang.
ABC>i;?%:y. A.

Puesto que el lado AC es mayor que el BC, puede to-
marse en el primero una parte Cl) igual & BC, y trazando
la recta BD resultara un triangulo BCD con dos lados BC
y CD iguales; por consiguiente, segin la primera parte,
sera

(mg. CDB — ang. CBD.

Aliora bien, el angulo CDB es igual al angulo A mas
el DBA [80, COly, luego es mayor que el’angulo A,
por consiguiente CBD es también mayor que A, y con
mas razén

ang. CBA > ang. A.

80. Teorema, reciproco. Hi un triangulo tiene dos an-
giuos igtcales, los lados opuestos son iguales; y si tiene do.s
angulos desiguales, a mayor angulo se opone mayor la-
do [«O].

Corolarios.

OD. 1®Losangulos en lahasede m triangulo is6sce-
celes son iguales.

Es evidente que estos &ngulos son necesariamente
agudos.

LaUmtfk cD (Fisv 67) di inguh m el \értice
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de if/ii ifimigvdo is6sceles, es -perpesidiculav 6 It Qasey la
divide en dos partes iymles. t i x N
Siendo los angulos en Cigualesy A = B, los dngulos
en D serdn también iguales, y por tanto rectos; adem”
la perpendicular levantada & AB por su P™\to U
pasa por Cy se confunde por tanto con DC [14], luego

= bd; o p
3." Todo triangnlo eqpaldtero es egmmiyulo y recipro-

Eih todo tricmgnlo recldngido el hcdo mayor es la lii-
potenusa\ y en todo triangulo ohtnsangnlo el lado mayor es
el opuesto al angulo_obtuso,

. Se llaman figuras iguales las que coinciden en to-
da su extension cuando se suponen superpuestas. Ls evi-
dente que dos poligonos seran iguales si todos sus vértices

coinciden. .
Teorema. IV. (Fig. 69;.

03. Dos tridnnulos ABC y DEB’ son iguales cuando tie-
nen un lado igual AB = DE adyacente a dos angulos res-

pectivamente iguales A=D, B_=E.
Imandnemos colocado el triang'ulo DE r sobre el ABC,

de modo que el lado DE coincida con AB y que el punto B
caiga lidcua el mismo lado de larecta AB que el punto C:
el lado DF seguirala direccion AC, por ser iguales 1™ an-
gulos Ay D,y ellado £F seguird la direccion BC por
andaloga razén; luego el punto F, comun a los lados DB y
EI\ deberdestar alavez en ACy BC, para lo cual tiene
que coincidir con C; pdr consiguiente los triangulos son

~NCoMLiEio. Dos triangulos rectangulos-son iguales cuan-
do tienen iguales la hipotenusa y un angido agiido.

Teorema V. (Fig. 69).

03. Dos triangulos ABC y DEF son iguales cuando
tienen dos lados respectivamente iguales ,AB=DE,
é iqual el angulo comprendido A=D.

Coloco el triangulo DEF sobre el ABC, de modo que el
lado DE coincida con AB y que el punto F caiga hacia el
mismo lado de la AB que el punto C: el lado DF seguira la
direccion AC; por ser A=D, y el vértice F coincidira con
C, por ser AC=DF; luego los triangulos seran iguales,
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CoROL.vRio. Dos tfiangulos rectangulos son igmlescnan’
do tienen los cafetos respectivamente iguales.

Teorem;”v i. (Fig. 69/.

O'l. Dos irimgnlos ABCy DEF son iguales cuando
tienen sns tres lados resricctiva-rnente iatiales AB=DE,
AC=DF, BC=EF.

Si concebimos do's circunferencias cuyos centros sean los
vértices Ay B y los radios ACy BC, es evidente que se
cortaran en C, fuera de la recta AB que une sus centros, y
tendran ademas otro punto comuan situado por debajo de
AB [51]. Colocando el triangulo DEF sobre el AEC de
modo que el lado DE coincida con ABy que el punto F
caiga liacia el mismo lado de la AB que el punto U, dicho
punto F se colocaréd en la circunferencia cuyo centro es A,
por ser DF igual al radio AC, y en la circunferencia cuyo
centro es B, por ser EF ~ual al radio BC, y como F esta
situado por encima de AB coincidira con el *nto Ccomun
a dichas circunferencias, y los triangulos ABC y DEF se-
ran iguales.

Teorema VIL (Fig. 70).

05. Dos triangulos rectangulos ABC y DEF son igua-
les cuando tienen las hipotenusas iguales BC=EF, y un
cateto AC igual 4 otro DF.

Coloco el triangulo DEF sobre el ABC, de modo que el
cateto DF coincida con su igual AC y que el punto E cai-
ga liacia el mismo lado de la AC que el punto B: el lado
DE seguiréa la direccion AB, por ser iguales los angulos
A y D, y el piinto E caer4 sobre el B, porque sien-
do I3C y EF oblicuas iguales con respecto ala AB tienen
gue apartarse igualmente de la perpendicular AC; luego
los tridngulos propuestos son iguales.

Escolios.

915. I.° En todos los casos de igualdad de triangulos
gue hemos expuesto se observara que dos lados, uno de
cada triangulo, opuestos a angulos iguales son ignale.s; y
ique Idos angulos opuestos 4 lados iguales son también
guales.



2.” Para demostar la de dos recta

f X » " . . " S “

Teorema YIII. (Fig> 71)-

'respectivmMnU maUs ~

imyor d
Gh3.comprendiépor

el tircehado
lodo EF dsl

el triangulo DEF

IN4?2.@®." 'li?AV r=~V S dt?a AB; siendo | taguilo
do ia biseetriz AG del &ngriio CAF y

con F' resultan los toap8™I1°® é igual
les por tener dos lados igu”~es AG-AG AM™ M ~g

el angulo comprendido, luego
tridngulo BGF' tenemos

Ba+ GF'>BF',
poniendo CCr en lugar de GF', sera
n BG+ CG >BF 6 BC>Et,

puesto que BF' es el lado EF en otra P’é"iéib‘ﬁ' . i
~  Si el punto F' cayese sobre el lado BC, "seria evidente

mente BC> BF 6 BC> EF.

AF/iCnF Zcer ¢ado BC delprimero es mayor que
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ria,seg-un el teorema directo, BC<EF, loque tambieu
es contrario a la hipotesis; luego
éng. CAB> mg- D.

capitulo segundo.

«:tjA»mi. ATEBOS.

99. Se llama trapezoide mi ciiadriUiero g%e no tiene

bS N 'S eclo»

lados paralelos dos & dos (Fig-. 73).
Teorema 1. (Fig. 73

10». Los Udm opuestosdeimparaleUgramosonifies.

Trazo la diagonal DB: los triangulos ABD y DBG son
iffuales porque'tienen un lado BD igual por comun, el
élgulo ligll al2por n
po?lamisma razén; luego AD=BC, DG~AB

Corolarios.

1" i,cis partes de dos rectas paralelas coftiprendidas en-
treoiras dos paralelas, son ignaUs.
Por ser lados opuestos de un paralelogranm.
2" (Fi"™ 74)- Si dos rectas sonparalelas todos lospuntos
Fe, ima depilas equidistan de laotra. ~
En efecto: las distancias délos n
OD son dos perpendiculares AC y BD trazadas ala CD
desde dichos puntos, por consiguiente son recto
c.omprendidas entre otras dos paralelas AB y Cl», luego

N jo i~ Laperpendicular bajada desde un punto de una

paralela ala otra, se llama distancia entre ellas.

~ Base de un paralelégramo es uno cualquieia de sus la

dos. y altura la distancia entre la basey su lado opuesto.
En el trapecio se llaman bases los dos lados paralelos,

V altura la distancia entre las bases. ~ ,

N 10®. Teoremareciproco. (Fig. 73). St hs lados opues-
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Los de wii cuadrilatero sou iguales dos & dos, AD=BO,
AB=DC. el cuadrilatero seraparalelégramo.

Trazando la diagonal BU resultaran dos trianguws
VBD, BDC iguales, por tener el lado BD.comin, AD=BC
y AB=DC por hipétesis; de la igualdad de los triangulos
se deduce ang. \=ang. 2. luego AB y DC son paralelas
[a»],y ang. 3= ang. 4, luego Al) y BC también son pa-
ralelas; por tanto lafigura ABCI) es un paralelégramo.

Teorema. Il. (IHg. 73j.

103. Sidos lados opuestos AB g DC de un cuadrilatero
son iquales gparalelos, el cuadrilatero sera paralelégramo.

Trazo la diagonal BD: los tridngulos ABD y BDC tienen
un lado BD ignalpor comun, otro lado tambiénigual AB=
DC por hipétesis, y el angulo comprendido 1 igual al 2
por alternos entre paralelas, luego son iguales [93], de
donde se deduce ang. 3=a)ig. 4; luego las rectas AD y
BC son paralelas [«'»], y la figura es un paralelégramo.

Teorema Ill. (Fig.I").

I0'l. Las diagonales de mi paralelégramo se diriden
mutuamente €?i dos partes iguales.
Los triangulos AOB y DOC tienen un lado AB=1)C
[100], el angulo 1igual al 2, por alternos entre paralelas,
y el 3igual al 4, por la misma razén: luego son iguales, y

OC=0A, OD=0OB.

105. Teorema reciproco. (Fig. 75j. Si las diagonales
de un cuadrilatero se dividen wMuamente en dos partes
iguales, el cuadrilatero sera paralelégramo.

Tenemos por hipotesis AO=0C, OB=0D; ademas el
angulo AOB es igual al DOC por opuestos por el vértice,
luego los tridngulos AOB y DOC son iguales. De aqui se
deduce AB=CD, ang. 1= &ng. 2, y como estos angulos
son alternos, los lados iguales AB y CD del cuadrilatero
son ademas paralelos: luego, segun el teorema 11, el cua-
drilatero ABCD es un parelelégramo.

Teorema V. (Fig. 76).

19G. Dosparalelégramos ABCD y EFGH son iguales
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ctmiido %6 anmlo
respectivamente iwiilcs Pi3-=="r, AD—Ii/xi.

Coloco el segundo paralelogramo sobre el primero de
modo que el lado EF coincida coP AB: el lado EH seguira
la direccion AD y el punto H caerd en D; las recms DC y
HG seran paralelas 4 AB por un
coincidiran f«5 ,y lo mismo sucedera a las BC y 1?G pa-
ralelas & AD por el punto B; Iuego el punto G caera sobre
el Cy los paralelégramos seran iguales.

107. Komboide é9 un paralelégramo cfue tiene los la
dos que forman nn angulo desiguales, como también los
anaulos adyacentes & un mismo lado. 70;-

mB ombo m unparalelégramo cuyos lados son todos |gua-
les (Fio* 77)

Rectangulo es un paralelégramo cuyos angulos son to-

doséu&-%n es unparalelégramo cuyos angulos son rec-
tosg los lados iguales. (Fig! 79).
s evidente que el romboide, el rombo, el rectangulo

y el cuadrado poseen todas las propiedades demostradas
anteriormente para los paralelégramos en general. _

Obsérvese que todo cuadrado es rombo, por tener igua-
les sus lados, y rectangulo, por tener los angulos rectos;
sin embargo, la denominacion de rombo se aplica mas es
pecialmentealparalelégramo cuyos lados son iguales ¥
los anaulos adyacentes a un mismo lado, desiguales; y la de
rectangulo al paralelégramo cuyos angulos son rectos y
los lados queforman un angulo, desiguales.

Teorema V. (Fig- 77;.

I0fi. Las diagonales de unrombo son perpendiculares

entre si. n n i. ]

Sientlo iguales los lados del rombo, el jninto C equi-
distade By D,y el punto A equidista también de By i):
luego la recta CA es perpendicular 4 la DB.

Teorema RECIPROCO. (Fig. 77j. Si las dlagona-
ies de unparalelégramo son perpena iculares entre si, el pam
raleldgramo es rombo.

La diagonal AC es perpendicular a BD por hlpote5|s y
nasa por su punto medio O luego CD=CB, y como
CD esigual 4AB y CB aAL), los cuatro lados son igua-
les, y el paraleloggramo ABCD es un rombo.
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b
Teorema VI. (Fig.

110. Las diagonales de wi rectangulo son iguales.

Loa triangulos ABC y ABD son iguales, porque tienen
el lado AB igual por comun, BC=AD por lados opuestos
de un paralelégramo, y el angulo comprendido ABC=
DAB por ser ambos rectos; luego AC=BD.

111. Teorema RECIPROCO. (Fig."M?}. Fi las diagonales
de un paralelégraMo son iguales, ‘el paraleUgrarno es rec-
tangulo.

Siendo AC = BD por hipétesis, BG=AI) por lados
opuestos de un paralelégramoy AB=AB, los triangulos
ABC y ABD son iguales, por tanto ang. X.~O=a/ng. B AB:
pero la suma de estos &ngulos vale dos rectos [ilJl], luego
cada uno de ellos es recto. Ademas ang. DCB=«?;(7. 1)AB,
por tener los lados paralelos y dirigidos en sentidos con-
trarios. ang. AX)ti=ang. ABC, porigual razén; luego los
cuatro ang-ulos son rectos, y el. paralelégramo es rectan-
gulo.

I119i. Puesto que el cuadrado es paralelégramo, rec-
tangulo y rombo, reune todas las propiedades de estas
liguras; diremos, pues,

Las diagonales de un cuadrado {Fig. 79) .se dividjin nm-
fm-mente en dospartes iguales, son iguales ij perpendictUor-
res entre si.

Reciprocamente. Si las diagonales de un cuadrilatero
se dividen wétimnenie en despartes iguales, son iguales g
perpendiculares entre si, el cuadHlaAero es cuadrado.

Teorema VII. fFig. 80).

113. La recta EF gueune los puntos medios de los la-
dos AU y BC no paralelos de un trapecio, es: 1.” paralela a
las bases; 2®igual & su semisuma.

1." Por el punto medio F del lado BC trazo la GH para-
lela & AD, y prolongo DC hasta que encuentre en H a la
GH: los tridngulos CFH y BFG son iguales, por tener mi
lado ig*ual CF=FB adyacente a dos angulos respectiva-
mente’ iguales CFH=BFG, FCH=FBG; luego

FH-FG ¢ bien FH-ZGH.

Ahora bien, en @ paralelégramo AGHD tenemos AD—
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GH, luego -~AD = ~ GH. 6 sea ED==FH; por tanto el

cuadrilatero EFHD tiene dos lados iguales y paralelos,
luego es uu paralelégramo, dé donde se dednre que EF es
paralela & DC y por consiguiente a AB.

2.“ Siendo iguales los tridngulos CFH y BFG. sera
CH=BG. Ahora bien,

EF= DH= DC+ CH

EF = AG-= AB — BG;
luego 2EF DC+ AB,
BC+ AB

EF
2

CAPITULO TERCERO,

Teorema |I. iF|(| Slj.

111, JUisiiDiaile los &/igiUos de w/i poligono es igml a
ImiUis 'Otees dos rectos corno lados tiene él poligono me-
nos dos.

Desde uno délos vértices A del poligono ABGDEK
trazo las diagonales posibles AC, AD, etc', las que divi-
den el poligono en tantos triangulos como lados tiene me-
nos dos; porque los dos triangulos extremos AFE y ABC
contienen emiro lados del poligono, y cada uno de los de-
mas contiene un lado. Los angulos de los triangulos equi-
valen evidentemente a los del poligono, y corno los de
cada triangulo valen dos rectos, los del poligono valdran
tantas veces dos rectos como triangulos haya, esto es,
tantas veces dos rectos como lados tiene el poligono me-
nos dos.

Escolio. Sirepresentamos por S la suma de los angu-
los del poligono y por n el namero de lados, tendremo.s

S= 2R(ili—2) 6 S= 2Fa-4B.
Esta ultimaigualdad permite enunciar el teorema del
modo siguiente:
ha m-rM de los angulos de mvpoligono es igual & tantas
veces dos rectos como lados tiene, mmos”*cMtro rectos.
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Teorema Il. (Fig 82,.

115. La sima de los angulos externos CBG.
YLg'Letc., qwseformanp olongando todos los lados ae un
poligono en un'inisyno sentido,-és iguala cuatro angulos

En un ycrtice cualquiera B del poligono se forman dos
angulos adyacentes, uno externo CBG g otro interno A-BC.
qué iuntos valen dos rectos; por consiguiente la suma de
todos los angulos, tanto externos como internos, sera ;un,
si restamos de ella el valor de los angulos internos, que es
2R,;_4R, la diferencia

2R/i-(2Rii-4R)=4R

seréd el valor de los externos.
ROL.ARio. Un poligono no puede tener inas de iies-an

nnnnpyeisftuviese cuatro, los externos adyacentes, que
serian obtusos, valdrian mas de cuatro rectos.

Teorema llI. 83j.

8Si». Dos polifonos son iguales cuando tienen sus lado™
y sus angulos respectivamente iguales
puestos, esto es, AB = FG, BC= GH, etc. ABC = FGH,

" ~Colico dNwligono FGHIK sobre el ABOCE de modo
t.VvI fsnn <an [OTia.l ,\B. V QUC IOS POIlI—

I rtuidiCij ixj. . = e
, Yy asl sucesivamente; luego los pollgonos son iguales.

Teorema IV. fFig. 83~

I.1i. Dos poligonos son iguales cuando estan compues-
tos del mismo numero de triangulos iguales é tgualmente

'‘AM"To?Rdos de los poligono.s son respectivpiente igua-
les, por pertenecer atriangulos iguales: los dngulos By it
son lguales 4 Gy K por la misma razén: en cnanto a los
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6iia'ulos A, C Y D son también igualesa F, H é I, por
componerse “eigual nimero de angulos iguales; luego
los poligonos tienen ladosy angulos iguales, por consi

guiente son iguales.

ilinr. Teorema, reciproco, 8.y. Djs pohj/oim
iguales pueden descomponerse en igual *miniero de triangu
tos wuales éigmImente dispuestos.

Trazando desde los vértices A y b todas las diagiuialc™
posibles, quedan descompuestos los poligonos en igual
namero de triangulos; ademas los tridangulos extiemob
ABC y FGH son iguales por tener dos lados igiialea e
igual el &ngulo comprendido, y poi> la misma
también iguales los tridngulos AED y I'Al, de 7 idjjal
dad de los”triangulos ABC y FGH se desprende AC-1 H,
dnn. \CB=4ang. FHG: ademas ang. BC]) = « . (tHI lue-
go «ay. ACD=««y. IG-I; poigconsiguiente los ~angulos
AOD y FHI tienen dos lados iguales DC=IH, AO—I H. e
igual el &ngulo comprendido, luego son iguales.

problemas relativos al IdBRO SEGUNDO.
IS5>. 1" Dado un lado y dos (innulos, construir un

c.Aso. (Fig. 84). Los angulos dados M y N son
adyacentes al ladou.

Trazo nna recta iMN igual al lado m, en uno de sus ex-
tremos construyo un angulo PM Nigual al L y en el otro
extremo construyo el angulo PNM igual al N, y quedara
resuelto el problema.

Otro triangulo construido con los

igual al PMbr[S&«].

mismos datos sciia-

tanto hay triangulo.

Se&undo caso. (dNig. 85). El angulo M es adyacenfe al
lado m, y el 4ngulo N es opuesto.

Trazo una recta PM igual al lado m, en uno de sus ex
tremes construyo un angulo PMN igual al M,y en un
uunto cualquiera A de la recta MN construyo un angulo
BAM igual al N: es evidente que si la recta AB pasase
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por P estaria resuelto el problema; pero en general no pa-
sara, y para cerrar el triangulo se traza por P una para-
lela a AB prolongada hasta que encuentre & MN: el trian-
irulo MPiN es el pedido, puesto que PM=w, PMN=M.
msPNM=BAM=N.

Otro triangulo construido con los mismos datos sena
igual al PMXi pues tendna un lado igual a PM, un angu-
lo igual al NMP vy el otro dngulo adyacente al lado m,
igual al NP\[ COl», «i."].

En virtud de esta observacion y de otra analoga ex-
puesta en el primer caso, podemos decir:

1.% trid/'fj'ulo esta determinadé si se conoce nn ladoy
(los migvAos ciialksqvAera.

Para que el problema sea posible en este segundo caso,
se necesita y basta que la suma de los angulos dados sea
menor que (los rectos.

Bsta condicion es necesaria por lo dicho en el prlmer
caso; y suficiente porque AB encontrara a |31] for-
mando un triangulo A13M, y la paralela PN & AB encon-
traraa MX [25', coi». 1.V

120. 2." Dados dos lados y el angulo comprendido,
construir un triangulo.

86'. Sobre una recta MP igual a uno de los lados
conocidos Wformo un anguilo XMP ignp al dado, tomo a
partir del vértice M una longitud MN igual al ladon, y
trazando la NP quedara resuelto el problema.

Todo triangulo construido con los mismos datos sera
igual al NMI™: Iuegt ?j

Un triangulo esta determinado si se conocen dm lados y
el angulo comprendido’.

Este problema es siempre posible.

121. 3.” Construir un triangulo conociendo sus 1res
lados. n
fFig."~iy Trazo una recta MP igual a cualquiera de
las dadas, m por ejemplo, liaciendq centro sucesivamente
en los extremos y P, con radios iguales a las otras rec-
tas dadas nyp, describo dos arco.s qué se cortaran en nii
punto N, uniendo este punto con My con P, el triangulo
que se forma es el pedido.
Otro tridngulo construido con lus mismos datos sena

igual al MNP; luego,
Un trlangulo esta, determinado ¢n se conocen SUSS vres

lados,
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Para que el tridngulo sea posible es necesario que uno
cualquiera de los lados sea menor que la suma de los otros
dos Y mayor que su diferencia También es suficiente
esta condicion, porque en virtud de ella los arcos descritos
desde My Pcomo centros se cortaran fuera de la recta
MP 15», i'cei». y babra asi triangulo.

La doble condicion enunciada puede sustituirse por la
sifi'uiente: para-que el IriéngiUo sea posiUe seueresila.y
basta que el lado ruayor sea mnenor que la suma de los oi-ros
(los. Es evidente, en efecto, quevenficAndose esta condicion
se verlflcara la anterior. e 7 72 27

13~ 74" Construir wh Irianyulo 'conociendo dos lados
m 7/||TF|f|'*| 88) v elénqulo Isippms-to 4 uno deellos in.

Construyo un angito PMN igual al dado H, toino en
uno de los lados una parte MP igual al lado n, y haciendo
(dentro en P describo con nn radio igual a m un arco NN
que, en general, cortara al lado MN en dos puntos ISy iS :
trazola PN. y el triangulo P-MN resuelve el problema,
puesto que PM—i?. P =2 dn(j. PMa — M

Discusion- \l resolver este problema pueden ocurrir
tres casos principales: L" que el lado % opuesto al angulo
(lado sea mayor que N\ 2* que sea m—n\ 3. quesea m-"n"

Primer c\so. Fig. 1- Si mr> n sera también m mayor
que la perpendicular PQ, y el arco descrito desde P cortara
a la recta MN' en dos puntos N y equidistantes del pie
O de la perpendicular: ya sabemos que uniendo el primero
(le ellos N con P resulta la solucion del problema, pero no
siendo PM<PN"' resulta QM <QN'yV, se encuentra
por lo tanto & laizquierda de M, luego el angulo 1MN
opuesto allado no es igual al angu o0 dado M, sino su-
plemento del mismo.

~ Vemos, pues, que en este caso el problema tiene una

MNMSegundo caso. Fig. 2. 33 m=n, el angulo dado M debe
ser ai”*udo para que haya triangulo [90,1."]. El lado m ea
mayor que la perpendicular PQ, por consiguiente el arco
descrito desde P como centro corta & MN en dos puntos,
uno de ellos el mismo vfu'tice M; luego en este caso la so-
lucion del problema es el tridngulo isésceles PMIN.
Tercer caso. Fig. 3. Si m<Oi, el angulo M sera menor
que N luego el primero debe ser agudo, pues si fuese rec-
o obtuso., el &ngulo N seria obtuso, lo yie es imposible
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|»0, cor. 3.°]. Si m esmayor que la perpendicular PQ,
el arco descrito desde P como centro cortara & MN en dos
puntos N y N'. Uniendo N con P resulta el triangulo
MNP, que es solucién del problema; en cuanto al punto
N' cae necesariamente & la derecha del punto M, pues
siendo PN'< PM debe ser QN'< Q™l, por consiguiente
uniendo N' con P t-esiiltard un triangulo MN'P con un lado
I>N'=m, otro lado y el &ngulo PMN' igual al dado
M; luego el problema tiene dos soluciones.

Obsérvese que el angulo PNM, opuesto al ladom en la
primera solucion, e suplemento del angulo PN'M, opues-
to al mismo lado en la segunda, puesto que

PN'MH-PN'N=-2R
6 PN'M + PNM = 2R,

Si mes igual & la perpendicular PQ, el arco descrito
desde P es tangente & MN en el punto Q, y la solucién del
problema es el triangulo rectangulo PMQ

Por altimo, si m es menor que la perpendicular PQ, el
arco no tiene con MN ningun-punto comun y el tridngulo
es imposible.

Vemos que en este tercer caso el problema puede tener
dos soluciones, una sola 6 ninguna.

5." Construir un triangulo rectangulo dado un
cateto y un an?ulo agudo.

Como en el triangulo rectangulo' se conoce el angulo
recto, la cuestion propuesta es un caso particular del pro-
blema 1. Co7istrajr im tri'athIo recténg7ulo conoci'er?do
la hwotenusa m y un angulo agudo M.

También este problema es un caso particular dell.”;
sin embargo, es conveniente saber la siguiente construc-
cion especial.

Fig. 89. Sobre una recta MN igual & la hipotenusa
considerada como dié-uetro, describo una semicircunfereu;
eia; en un extremo del diémetro formo un angulo PMN
igual al dado M: uniendo el punto P en que la recta MP
corta a la semicircunferencia con el otro extremo N, queda
resuelto el problema.

175, 7.7 Construir un triangulo rectadngulo dada la hi’
mtcnUjsa y un cateto.
' Es un caso partlcular del problema 4**
IQIN Fig. 89. Sobre la hipotenusa MN
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como diametro describo una semicircunierencia, llevo &
partir de un extremo M la cuerda MP igual al cateto dado.
V uniendo P con N queda resuelto el problema.

8.7 ConstTibiT Wii pdTdlélégTu/nio conocieiU.'f ftos
lados g el &iuiiUo comprendido.

Fia. 73. Trazo una recta AB igual a uno de los lados
conocidos; en un extremo A de la misma formo un angulo
T)AB io-ual al dado: tomo una longitud AD igual al otro
lado conocido, y trazando dos paralelas, una por i) a la
recta AB y otrapor B aln Al), quedara construido el pa-

E scolio. Este problema es siempre posible, y sélo tie-
ne una solucién .
IIS'.  9.* Construir vai pohgoRO rgiAil a otro amo

ABODE. Fig. 83. - i - ,
1~ cONStrucCmi. Tracese una recta bu igual aun la-

do \B del poligono dado; en el extremo G de la *misma
formese un angulo igual al B; témese OH:=BC: férmese

-uiu ABC: sbbrela recta FH construyase
otro triangulo FHI igual al ACD, y asi sucesivamente: el
polUr*FGHIK qusS resulta es |gual al dado .[I1T]

10.° Circimscrihir nn circulo a un tnangiUo ABO
mHf-. 90). esto es, describir linacircmferencia quepasepor
)-0s%ériices del triangulo. e Vi

Este problema ha sido resuelto en el primer libro [7»].

Entonces vimos que las perpendiculares DOy EO levan-
tadas alas rectas AB y AC por sus puntos medios se cor-
tan en un punto O, centro de la circunferencia que pasa

~  Este problema siempre es posible, porque los vértices
A, B, C del triangulo no pueden estar en linea recta.

" Escolio. Si levantasemos una perpendicular al tercer
lado BC por su punto medio, pasarla por O [10, «xscolio]?
iueo’o las tres perpendiculares levantadas & los lados de un
(rianqulopor sus puntos medios se encuentran en el nnsmo

11-" Inscribir un circulo en un triangulo ABC
(Fig. Ql); descrihir un circulo tangente & los ire®
\a,dos (Mi triangulo.



Analisis. Supongamos resuelto el problemay que O
sea el centro de la circunferencia inscripta.
los lados AB y AC tangentes & la circunferenma pedida, el
centro de ésta se hallara en la bisectnz AO ctel &ngulo
CAB que forman dichas tangentes [SI, csc«Uo N)
por igual razén«el minto O debe hallarse también en la
Msectriz BO del angulo ABC; luego el punto de intersec-
cion de las bisectrices sera el centro del circulo

Sintesis. Tracense las bisectrices AO y BO de dos an*
gulos del triangulo, las que se cortaran, que OAB,

del ano-ulo CAB. y OBA. mitad del ABC, valen
tantos menos dedos angulos rectos; bajese desde O una
perpendicular OD a cufiquiera de los R
cunierencia descrita desde O como centro con el radio 01)
serd tangente & los tres lados del triangulo.

En eéctOT bajo las perpendiculares OAF Imi
dos BC V AC; los triangulos rectangulos OAD y UAt son
iguales, por tener comun la hipotenusa e Iguales los an
op ofagudos en A. luego OD=0F; también son iguales
if)s triangulos ODB-y OBE, luego iUD=0E; vemos, pues,
que las tres perpendiculares Ot), OE y OF bajadas des™
de el punto O alos lados del tridngulo son iguales, luego
la circunferencia descrita desde. O con una fe ellas por ra
dio pasarapor los extremos 1), Ey i , y sera tangente alos

Enste™prdbtema es siempre posible, puesto que las bisec-
trices AO y BO se cortan, cualquiera que sea el triangulo.
E scolio. Sitrazasemos la bisectriz del angulo O paca-
rlapor O [»1, escoU« luego las tres hsectnces de
los &ngulos dem t-rimgnlo se encmilr<i7ien elmisM épm to,
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LIBRO TERCERO.

LINKAS PROPORCIONALES Y POLIGONOS SEMEJANTES,

CAPITULDO PRIMERO.
in(OFOK4'aOHAI.ES.

Teorema. I. fFig. 92J.

ISO, FiMn recta AE se divide en partes iguales AB,
BC, OD...,y por losjmntos de divisién se dirigen-varias
paralelas kh!, , 'CC'... queencuentren aotra'recta A'E’,
guedard ésta dividida en partes iguales entre si.

Por los puntos de division de la recta AE tiro las AF,
BG, CH..., paralelas todas ®A'E', y por lo tanto paralelas
entre si; los triangulos ABF, BCG, CDH... tienen:

AB=BC=CD.... por hipétesis,

dng. ABF=«%”". BCG=it«y. CDH.... por correspondientes,
ang. 'QkF—ang. OBQ”ang. DCH.... por igual razon; lue-
go estos tridngulos son iguales, por tanto

AF-BG-CH=...;
y como estas rectas son iguales respectivamente a A'B',
B'C', C'D'.... por lados opuestos de paralelégramos, sera
también

A'B'"B'C'=C'D'=...

Teorema Il, (Fig. 93J.

131. Toda recta EF interior a un trapecio ABCD ypa-
ralelailas hases, divide& los'lados no paralelos DAy CB
enpartes proporcionales.

En la demostracion de este teorema debemos distinguir
dos casos: 1.° que las partes DE y EA de uno de los lados
no paralelos sean conmensurables; 2." que dichas partes
sean inconmensurables.

/Primer caso. Si DE y EA tienen medi(:[a comun, su*

pongamos ésta se halle contenida en PE ¢ineo veces
6
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exactamente y en EA tres veces; en este supuesto ten-
dremos
N fX]
EA" 3
nov los nuntos de division del la” DA trazamos pa

tres, luego
CF__j
——= 2].
FB 3 2 _
De las igualdades [1] y se deduce evidentemente
DE CE
FB
N /rr- QN Si DE y EjVno tienen medi-
V h paralelLa tendremos [frim e.- ea*ol
EGr FH
l1a" " fb

SIiEA se divide de nuevo en mayor nimero de partes

[13 M
ue &0, ¥y punto se acerque
aSiera”™ero a confundirse

yendo'e K | Talld'[iridrvariable3 ?or sus limites
[ArU. « « ], resulta

ED_ FC.

EA FB
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Teorema RECIPROCO. (Fig. 94). Sium feda EF

(timde eu'partesproporcionales a los lados no paralelos de
un trapecio, esgjaralela a las hases. \Y

Si EF no fuese paralela a las bases, podriamos trazar

por E una paralela EM, y segln el teorema anterior seria

DE CM
EA_ MB'
pero por hipétesis
DE CF
EA“ 'FB '
. CM CF .
Juegd MB  FB

igualdad absurda, porque la segunda fraccion es mavor
que la primera; luego EF es paralela 4 las bases.

Teorema Ill. (Fig. 95).

ISI5. Toda recta DE interior a un triangulo ABC y
‘paralela 4un lado AB. dhide & los otros dosenpartespro-
porcionales.

Prolongo el lado AB; por un punto B' de la prolonga-
cioli trazo B'C' paralela 4 BC, y por el vértice C la CC' pa-
ralela 4 BB'. En el trapecio Afe'C'C tenemos

CD CE'
DA E'B"’
pero C'E'=CE. E'B'=EB, luego
en CE
DA (1

Corolario. De la igualdad [1] se deducen estas otra«?
\vU. 1S>5]

CD-i-DA CE+EB CA CB
CD “'“ m/ce CD CE

CD+DA CE+EB CA CB
DA EB " DA 'm EB"

Ifi'l. Teorema reciproco. Siun-n rectadkide en partes
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proporciomles & dos lados do im trian,g%lo es paralela al

tercer lado.
Apligifese el mismo razonamiento liecho en el reciproco

del teorema II.

Teorema IV. (Fig. 96j.

135. Fium rectaMN se divide en partes cnalesgmera
MA AB 'QC... g por losp'imtos de division se trazanpa-
ralelas AA', BB', CC'... gne encv™ntren & otra recta M,
ésta quedara dividida en partes MA', A'B', B'C ...propor-
cionales alas delxXFi. 1

Los teoremas Iy 11 nos"dan las |gualdades

MA AB AB BC . BC Cl)
MA' AB' AB BC BC m CD
MA AB BC CD
luego iK' AB' BC CD

Tboeema V. fFig. 97).

13G. La bisectriz CD de un angulo C de un triangulo
ABC divideal lado opuesto AB en dospeurtes proporcionales
alos lados que,forman dicho angulo. -
Por el punto A trazo una paralela AE ala blsectrlz
nrolonffo el lado BC hasta que encuentre a dicha paralela,
foque siempre se verificara [*5, cor. 1.”], y tendremos

EC AD
CB DB
Ahora bien,
mg. EAC=dii/'. ACD por alternos,

ana. KEJJ(FLBH DCB por correspondientes,
V como los segundos mlembros de estas igualdades son
Iguales por hipétesis, también lo seran los priméos, esto
el EAC=w. AEG, de donde se deduce EC==A0.

Sustituyendo EG por AC en laigualdad [1], se tiene por
ultimo

AC AD

CB DB

13if Teorema, reciproco. tSi WM fcctd poA'U dM
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ce de %ii dnqiilo de vai triangulo g divide al lado opuesto €%
dos pautes pTopoudonales a los lados de dicho angulo, es bi-
sectriz del mismo. -

Imitese el razouamiento hecho en el reciproco del teo-

rema Il.

capitulo segundo,

TRIiAiII'GU*-<OS V P0I1ii<i0j10S SEMEJAMTES.

13”. Dospoligonos sonsemejantes cuando stcs angulos
colocados en etmismo orden son iguales, y los lados adAja
centes a angulos iguales son proporcionales.

Los poligonos ABODE y ahcde 98) seran seme-
jantes siempre que tengamos
mig. K=ang. a, ang. 'Q=ang. b, ang. C=ang. c....
) AB BC CD
y ademas ah he od

. . . AB . - BC
Segun esto, si la razén vale m, f‘as demas ’

-valdran también m: esta relacién constante para

cada dos poligonos semejantes, se llamai-a™oit de semejanza
(le Ios mismos. '

Se llaman vértices homologos los vértices de dos angu-
los iguales, como Ay By etc.

Lados homologos son los que terminan en vertlces ho-
madlogos, como AB y ab, BC y be etc.

En dos triangulos semejantes ABC, abe (Fig. 100), dos
lados homologos AB y ab se oponen & angulos iguales,
porque siendo k=a, B=¢», tiene que ser C—c. Este carac-
ter serd el que nos sirva, en general, para reconocer los
lados homologos de dos triangulos.

Teorema |. fL'ig. 99.)

I1311. Sienun trimgulo ABC se traza unaparalelap'~
aun lado, el triangiilo parcial CDE gue resulta es semejan-
te al propuesto.

Debemos demostrar que los triangulos ABC y DEC tie-
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lien sus angulos respectivamente iguales y sus lados ho-
mologos proporcionales.
Desde luego vemos que el angulo C es comuUn y que
mg. GAB.=mi.g. CDE, mig. GBA=:dag. CED
por correspondientes: luego los angulos son respectiva-

mente iguales.
Ademas, siendo DE paralelaaAB tendremos 13 3, coi».]

N==-N2 ni.
CD CE

si por el punto E trazarnos la EK paralela a AG sera
también

OB AB
CE “ AF'

y corno AF=DE, tendremos sustituyendo
CB AB ' ,
CE*"“ DE

De las igualdades [1] y [2] se deduce evidentemente
CA CB AB
CD “ CE*“ DE

luego los lados homélogos son proporcionales y el teore-
ma queda demostrado.

Teorema Il. fMg. 100;.

_E-i0. Dos tridngulos ABC, abe son semejmiies cuando
Henansus aiiguloso’especHvamenteigualesk—a, B=b,C=c.
Tomo sobre el lado AB, & partir del punto A, una lon-
gitud AD=«¢, y por el punto D trazo la DE paralela a
BC: los triangulos ADE y abe son iguales, porque tienen
\\)=aJK™ng. A™ang. ay ang. ADE:=ang. )i=ang. h vy
como ADE es semejante al ABC «inics*S«B*], su
igual abe también es semejante al ABC.

Corolarios.

«1.” Dos triangulos son semejantes cuando tienen dos an-
gulos respectivamente iguales.
Porque los terceros angulos tienen que ser iguales.
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2. " Dus tfia%gidos rectmgiilos sorhsemejmites cua™ido
tienen iatialimaTigiilo agudo.

3.° Dos triangulos isosceles son semejantes cua/ndo tie
nen igual el angulo en el vértice 6 uno de la lase.

Teoeema Ill. (Fig. 100).

i-11. Dos trid'tigulos ABC, abe son semejantes cuando
tienen dos lados AB y AC del ‘imo mojgorcionales a dos la-

dos ab y ac del otro, é ignal el angulo cotn”rendido K—o..
Tomo sobre el lado AB una parte kD=ab, y trazo la

DE paralela a BC: segun el corolario del numero ten-
dremos
AR AC AB AC
ac

siendo iguales los tres primeros términos de estas igual-
dades fraccionarias, los ultimos también lo son, esto es,
AE=«c, luego los triAngulos ADE y ale tienen dos lados
iguales é igual el angulo comprendido, iior tanto son igua-
les, y como ADE es semejante a ABC, su igual abe también
es semejante & ABC.

TeoeemVIV. (Fig. 10QJ. =

I-'l<. Dos triangulos ABC, abe son semejantes cuando
tienen sus ladosp'ojgordénales. ,
Suponemos que se verifican las igualdades
AB _ AC BC ~
ab~ ac be -
y vamos a demostrar la semejanza de los triangulos pro-

MATomo sobre AB una parte AD=1?5, y trazo DE paralela
a BC: tendremos

AB AC hinét AB _ AC,
AD ~ AE y por hipo esis -]

estas igualdades fraccionarias tienen iguales respectiva-
mente los tres }irimeros términos, luego AE=i?c.

Siendo semejantes los tridngulos ABC y ADE ten-
dremos
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AC BC y por hipdtesis \c BC

AbJ ac be °
también estas igualdades tienen tres términos i%uales, lue-
go

\ emos, pues, que los triangulos ADII v (thc tienen sus
tres lados respectivamente iguales, luego‘son iguales, v
como ADE es semejante 4 ABC, su igual también es
semeiante 4 ABC.

Escolio. Segun los teoremas Il y 1V si los angulos de
dos tridug'ulos son iguales, los lados son proporcionales; v
reciprocamente, si los lados son proporcioinles. los angulos
seran iguales: por consiguiente para que dos triangulos
sean semejantes basta que satisfaégan aunasola de las con-
diciones de la definicion general de semejanza.

Teorema V. IFig. 101;.

1'13. Dos triangulos rectangulos ABC, abe son se-me-
Janies cuando la hipotenusa ACgun cateto AB del tino son
proporcionales a la Mpotemisa acy un catelo ab dd otro.

; una parte Al)=ab, y trazo la
DE paralela a BC; tenemos

AB AC hipbtesis A
or hipotesis —
AD ~ AE Y POT NP b ac
siendo iguales los tres primeros téianinos, tendremos AE =
ac\ luego los tridngulos ADE y abe son iguales r»51, y co-
mo el primero es semejante al ABC, el segundo'también lo
sera.

I'eceema vi. (Dinfiguraj.

mel|. Dos triangulos son semejantes cuando tienen sus
lados respectimmente paralelos ¢ peopendicutares

beau A, B, Clos angulos de un trianguloy a, lj, ¢ los
del otro; suponemos paralelos 6 perpendiculares los lados
de Aya Byb Cyc Segun esto, Ay a seran igualesd
suplementariosy lo mismoBy Cy c; los tres angulos
A, B, Ono pueden ser suplementos de a, b, ¢, porque la su-
ma de todos v?adria seis rectos, lo que es imposible; dos
angulos A y B no pueden tampoco sej suplementos de
otros dosa y b, porque los seis angulos valdriaii mas de
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cuatro rectos; lueg-o los tridng-ulos tienen necesariamente
dos angulos iguales, por tanto son semejantes.

Escolio. Cuando dos triangulos son semejantes por te-
ner sus lados paralelos 6 perpendiculares, los lados homé-
logos son los respectivamente paralelos 6 perpendiculares.

Tkoheha. vil (M(j. 98;.

1-15. 1)o8foUgmios ABCDE, abcde conipueslos deigvM
numero de trimgulos semejantesy semejantemente dAspaes-
tos. son semejantes.

Suponemos semejantes los triangulos ABC j ale, ACJ.)
v acd. ADE y ade. y queremos demostrar, la semejanza de
los poligenos propuestos.

Desde luego sabemos que los angulos B y ¢ son iguales
por pertenecer & los triangulo.s semejantes ABC y at\ por
analoga razén son también iguales los. angulos E y \ade-
mas _el angulo BCD se compone de BCA'y ACD, los que
son iguales respectivamente & hcay acd, cuya suma es becl;
luego' BCD=;i?f?. Del mismo modo se demuestra la igual-
dad de los ang-ulos restantes.

Siendo los tridngulos ABC. ACD. ADE respectivamen-
te .semejantes & ahc. md, ade, tendremos:

AB BC AC AC CD AD AD DE EA
ab be a ac cd ,ad a de ea
observando que las séries indmera y segunda tienen la ra-

N\ -
zon comun--—--—- ; Yy la segunda )‘tercera\la —r ~ doducire-
) oc ad
inos esta otra

AB B( CD DE KA
a0 be ed de ea

luego los lados homdlogos son proporcionales, y como se
ha demostrado que los angulos son iguales, los poligonos
propuestos son semejantes.

8-10. Teorema, reciproco. Das poligonos semejantes
ABCDE y &e(ie prede7i descompovierse en igual nudrnero de
triangulos semejantes y seme/Nantemente disp”™hestos.

«®.sdelos vértices lionidlégos A y i?trazo las diagona-
les AC, AD, acy ad, y digo quedos tridangulos ABC, ACD.
ADE son respectivamente semejantes & abe, acd, ade.
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Siendo los x)oligonos propuestot; semejantes, tenemos
AB BC , ;
B=,
m

luecro los trlana-ulos ABCJ/ dhe son semejantes [I11j.

T)el mismo modo se demuestra la, semejanza de ios
otros triangulos extremos AED vy aei.

Ademas, Nor hipdtesis tenemos

X cd
y la semejanza, ya demostrada, délos triangulos ABC vy
‘adc nos da

BC

ACB=«i¢;
he ae
de las igualdades fraccionarias se deduce evidentemente
ChD AC "
cd ~ (le
y restando las igualdades de los angulos se obtiene
k~M\)—acd\

luego [B11] también son semejantes los triangulos inter-
medios ACD y o-ad- =

Tjiokema VIH.

as?. [IA}Him-umi','u.uledosinliWw*ossemM”
! abede, son proporciomles d sus lados liornologos.

AB  BC cD _
ah he cd

luego [Aril. -
ABHBC+ cD ~ 5 BC
ah -{-he + ed +eee &, IC

y como lassumas AB + BC+ CD ¢
son los iierimetrosde los poligonos propuesto*, el teo-
rema queda demostrado.
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CAPITULO TERCERO.

MSB SIBMK.a.%A*A
ME 'ffISfIA:«<IEIE<IS.

Tkorema i. (Fig. 102,.

1-1». Las bases BC, be dedos (rim'filios semejantes
ABC, abe son proporcionales d las alturas AD, ad.

Tenemos jOF ::_ad

ademas, los triaug'iiloS rectangulos ABD y abd son tam-
icen semejantes, hicg-u

Al) _ AB _
ad ah
(le estas dos igualdades fraccionarias se deduce
BC AD
be ad .

Tediikma Il. (Fig 103;.

Fi tres o mas rectas AB, AC, AD.... ge” con-
curren en un pi07iio L. encuentran d dos pai‘aletas'QVj, FI,
las diciden en parles proporcionales.

Siendo FC parabda 4 BC los triangulos ABC y AFCI
son semejantes, luego

A5 JT AN
AF ~ FG “ AG '

tambieui son semejantes ACDy AGH, ADE y AHI, por
tanto '

AC Cl) Al)
AG GH AH
AD DE AE
AH Hl Al
Observando que las séries primera y segunda tienen ia
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razén comudn y lasegrmda y tercera la » dedu-

ciremos que todas las razones son iguales; por consi-
guiente
BC CD NE

FG GH HI
Escolios.

1. 7 Envirtud del razonamiento anterior tenemos
AB AC AD AE
AF ~AG~AH®" Al
lo que manifiesta que las rectas concurrentes quedan divi-
didas por las paradelas en'mrtesproporcionales.

2. ° Sjfuese BC==CD=DE, seria necesariamente FG=
GH=HI, esto es, si laspartes deana de las paralelas son
iguales, también lo seran las de la otra.

CoROLAKio0. (Fig. 104). EI lugar geométrico de los pun-
tos medios de varias rsctas interiores a un triangulo y pa-
ralelas ala base,'es la recta que une el punto medio de ésta
con el vértice.

Uno el vértice con el punto medio de la base. Siendo
BD=CD serd hd=cd, b'dJ=c'd" etc., luego la recta AD pa-
sa por todos los puntos medios de ias paralelas,” 6 lo que
es lgual, los puntos medios de las paralelas estan sobre la
recta AjD.

150. Teorema reciproco. (Fig. 103). Si tres 6 mas
rectas BF, CG, DH... dividen & dos paralelas FI, BE en
parttesproporcionales, dichas recias concurren en el mismo
punto.

Sea A el punto de encuentro de las rectas BF y DH
digo que CG prolongada pasara también por A.

En efecto: i>or hipotesis tenemos
nj..

FG GH n
supongamos ahora que uniendo el punto A con C la recta
de union no pase por G, siné por P; en virtud del teorema
directo tendremos
mi
FP  PH ~
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De las igualdades [1] y [2] se deduce 194]
FG GH
FP PH

igualdad absurda; porque la primera fraccién es menor
~ e launidad y la segunda mayor; luego la recta AC pa-
sa por G, y los tres puntos A. G, C estan en linea recta.

Del mismo modo se demostrarla que la El prolongada
pasa por A.

151. Dos cantidades A.D son veciproc(ime%U propoo’-
cionales a otras dos B, C cuando las primeras son dos tér-
minos opuestos de una igualdad fraccionaria y las segun-
das los otros dos, esto és, cuando se verifica la igualdad

A C
B D

Teorema Il (Flg |05]

i5~. Si dos cnerdas AB, CD se cortan, las partes AO
BO de la %@ son reciprocamenteproporcionales d laspar-"
tes DO, CO de la otra.

Trajeando las cuerdas AD y BC se forman dos triangu-
los AUD y BUO. que son semejantes por tener el angulo
A io-ual al C. como inscrij)tos en el mismo arco DB, y el
angmlo D igual al B por analoga razén; luego sus lados
homdlogos seran proporcionales. .

Ahora bien, AO lado delprimer triangulo y UC lado del
segundo se oponen alos angulos iguales D y B, por tanto

son homoélogos, y la primera razéon es ; para formar

la segunda tomaremos un lado del primer triangulo y su

homologo en el segundo, obteniendo asi ; por consi-*
guiente

AO oD

ocC OB

lo que demuestra el teorema.
Teorema IV. {Fig. 106).
smnUs AB, AC gMparUn del mismopmtg
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y termi7ia%en los seguidos puntos de intei'seccion con Id
ci'rcmiferencid, son inversanmvte pi‘oporcionales d Sis seg-
mentos exteo'nos AD, AE.

Trabando las cuerdas DC, BE se forman dos triangu-
los ABE, ADC, qué son semejantes por tener el angulo A
comun y los angulos B y C iguales (mmo incriptos’ en el
mismo arco DE;'luego sus lados homdlogos seran propor-
cionales, esto es,

Teorema V. (Fig. I0T]j.

115~ Sidesdeunpimto k.GXierio7'(iun circulo se trd-
zan una secante AB, gue termine en el segiindo punto de in-
terseccién, y una tangente AC, terminada en el punto de
contacto, la tangente es media proporcional entre la se-
od/ife y su segmento extet'no AD.
Uno el punto C de contacto con los de interseccién B y
D. Los triangulos ABC y ADC que se forman son seme-
jantesj por tener el angulo A comin y el angulo en B
*igual al ACD, porque ambos tienen por medida la mitad
del arco Cl); luego
AB AC
AC “ AD '
is5. Escolio. De las igualdades fraccienarios obteni-
nidas en los tres teoremas Gltimos, se deduce

AOxUB=0CxOD, ABXAD=ACXAE, ABXAD=A(T".

Luego, si desde un pwnto interior 6 exterior d un cioxulo
se trazan rectas que encne'ntren d la cwcunfereiicia, el pro-
ducto dge las distancias ~de dicho punto d los de interseccioQh
de cada recta es constante.

Si alguna de las rectas es tangente, se considera como
secante cuyos puntos de interseccion se han reunido en
uno solo

15©. PROYECCIONdeunalinearectaécwrm” (Fig. 108)
sobre una recta XY es taparte ab de ésta compre™uUda enti'c

1 Entendemos por jjco'i'i'-:") ¢6 &os recias el producto de Los nuraeros que
J,B? represeotavian si se midiesen con la misma unidad,
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lospies a, b de las perpewliculm'es bajadas a la misma
desde los extremos d™ la primera.

Es evidente que la proyecciéon de la hipotenusa sobre
uno de los catetos es este cateto.

Teorema VI. (Fig. 109).

157. »6i desde el vértice del dngalo recio de ‘im trian-
gulo rectangulo se baja una peopendicular a la hipotenusa. :
‘'™ perpendicular es media proporcional entre los seg-,
mentos de la hipotenusa’. 2.“ cada cateto es medioproporcio-
nal entre la hipotenusa g su proyeccion sobre ésta; 3. los
cuadrados de los catetos son proporcionales a sus proyec-
ciones sobre la hipotenusa.

“ Los triangulos ABD y ACD son semeiantes, por te-
ner sus lados respectivamente perpomliculares, luego
ilil, escolio]
n BI) AD
Al) “ DC °

2. vLos tridngulos ABD y ABC ssn seiiioiantes, por te-
ner conpui! el &ngulo By ser iguales los angulos rectos
BDA VBAC. luego

BG AR
AB"™ BD

También son semejantes los triangulos AGI) y ABC’
luego

W-

BO AC
AG“ CD
3.“ De las igualdades [1] y [2] so deduce
ABN = BOx B:)
AC2 = BCx GD:

dividiendo estas ultimas ordenadamente, y suprimiendo
en la segunda de las fracciones que resulten el factor co-
mun BC, serd

AB2 BD
ACN* CD *
COBOLAEICS,

1 Fig. UO. Laperpendicular CD bajada desde m pm»
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toG ” una circunferencia a un diametro AB, es mediax™ro-
poi‘cioTMI entre los segmentos del diametro.

Uniendo el punto C con los extremos del diametro, el
angulo inscripto ACB sera recto, y el triangulo ABC rec-
tangulo en C; luego segln el teorema anterior, CD sera
media proporcional entre AD y BD.

2. * Fi(j. lio. Si desdeun exiremo A ds un diametro AB
se traza unacuerda A.0, esta cuerda es mediaproporcional
entre el diametroy su proyeccion sobre éste.

Uniendo C con B se forma el triangulo rectangulo
ACB, luego el corolario es cierto.

3. 7 Fig. 111 Los cuadrados de las ctm'das AC, AD, BE,
trazadas desde los extremos de un diametro, son propoo‘cio-
nales a sus proyecciones sobre éste.

Tenemos, en virtud del corolario anterior,

AC2=ABxAF, AD<i= ABXxAG, BE~""ABxBH

AC2 AD2 BE2
de donde =AB. = =AB:
AF AG AB. BH AB:

AC2 AD2 BE2

luego
AF " AG ~ BH

Teorema Vil. llamado d® Pitadgoras, (Fig. 109).

M5S. Fn todo trimigulo rectangulo, el cuadrado dela hi-
potenusa BC es igual a la suma de los cuadrados d¥ los ca-
tetos AB y AC.

En el teorema anterior, 3.°, hemos hallado las igual-
dades
BCx BD= ABS3,

BCXCD = AC2;

sumandolas ordenadamente y separando el factor co-
mun BC, sera

BC ;BD+ CD) = AB+ AC2.
pero BD -f- CD = BC, luego.
BC2=. AB2-1-AC2.

Escolio. Representando por a la hipotenusa y por by
i?los catetos de un triangulo rectangulo, sera
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de estaigualdad se deducen estas, otras
2= «@2_ "2 N R= @ i2;
~ nn cateto és igml al cmdrado de U
Aip”~msa menos el cuadrado del otro cateto*
ror medio del teorema de Pitagoras se puede calcular
lalongitud de uu lado cualquiera de un triangulo rectan-

gulo cuando se conocen los otros dos, lados. Si, noreiem-
plo, se conocen Ios catetos ¢ y r, sera *

a= (/;2-f c2
tendremos”™*"** conocidos son la hipotenusa by el cateto,
(= Jl62 x_c2.
Teorema VIII. (Fig, 112).

A ~pAngulo ABC el cuadrado deun lado AB

0/ sio dun angulo agudo esignal & Xasimade los cut~
draios délos otros dos” lados AC .y BC, el duplodd

~saimU proyeccién CD del otro

La perpendicular An, trazada con objeto de hallar la
proyeccion dd lado AC sobre el BC, caeraen la proloenﬁ;a-l
lado BC fFzg. 2. )si dicho angulo és ag&éo‘?btuso' y
Ln ambas figuras tenemos -

AB2 = AD2 + BD2 [1].
Ahora, AD» = ACN— CD";
“ ¢ferancfa en cyadradq de
¢ n segunda/\el cuagra({o 8e?a

enTaX

BD2 BGC2- 2BC.CD + CDc«;

sustituyendo enla igualdad [1] AD«y BD«por los valoree
que hemos encontrado, y reduciendo tendremos ™

AB« = AC«+ BC«— 2BC. CD.
Teorema IX. fFig. 113).

l«0. Sn todo¢rUnplQ ohménpuh ABC d cuadrado



del lado AB opuesto al dn”ulo obtuso es igiMI d la suma ds
los cuadrados de los otros dos lados AC y BC, mas el auplo
delproducto de uno de éstos BO por Ma proyeceion OD del
otro sobre él.

En el triangulo rectangulo ABD tenemos

AB;= AD2 + BD2.
Atora. AD2 = ACM— CD"
y BD2= (BC+ CD)2= BC~+2BC. CD-f

sustituyendo en la primera igualdad AD™y BD™ por los
valores que acabamos de hallar y reduciendo, sera

AB2 = AC2+ BC2+ 2BC. CD.
16i. Reciprocos de los teoremas VII, VIIIy IX.

1. " Si el Gita™ado de un lado deun triangulo es igual
d la suma de los cuadrados de los otros dos, el angulo opues-
to 4 dicho lado es recto.

2. ° Sielcuadrado de un lado de un triangulo es menor
gue la suma de los cuadrados de los otros dos, el angttlo
opuesto a dicho lado es agudo. \

3. ° Sielcuadrado deun lado de un triangulo es mayor
gue la suma de los cuadrados de los otros dos, el angulo
opuesto & dicho lado es obtuso [*0].

Ejemplos.

San 6, 8 y 10 metros las longitudes de los lados de
un triangulo; tenemos 102 = 62-[-82 , luego el triangulo
es rectangulo.

Si los lados son 5, y 8“ se tiene < 52-{- 72,
luego el angulo opuesto al lado 8“*es agudo, y como es
mayor que los demas el triangulo sera acutangulo.

3® Sean4“, 5% 7™las longitudes de los lados; tene-
mos 72> 42 52, luego el triangulo es obtusangulo.

PROBLEMAS RELATIVOS AL LIBRO TERCERO.

IS®. Dicidir una recta dada en cualquier nimero
departes iguales.

Supongamos que la recta AB (Fig. 114) se quiera divi-

did cinco partes ignaies, Por un extremo A trazo una
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recta indefinida AR, tomo sobre ella, & partir del punto A,
cinco longitudes iguales AM, MN etc., uno el ultimo pun-
to R con el otro extremo B, y trazando por M, N, P etc.
paralelas & BR quedara la AB dividida en cinco partes
Iguales. [S30]

Escolio. Las paralelas MM', NN' etc. 4 la BR pueden
trazarse por el procedimiento ordinario [?'6], pero es mas
sencillo y exacto en la practica el siguiente: prolonguese
la RB; haciendo centro en A. con el radio AR, describase
un arco que corte & RB en R'; Unase A con R'; tdmense las
longitudes AM’. M'N' etc. iguales a AM, MN etc. y unien-
do M con M', N con N' etc. las rectas de union son parale-
las & RR', puesto que dividen & AR y AR' en partes pro-
porcionales [134].

163. 2™ J)vidir mia recia dadaAB (Fig. 1L5) en par-
te s proporcionales d otras recias dadas m, n, p.

Por un extremo A de la recta dada trazo una recta in-
definida AP; tomo sobre ella, & partir del punto A, las lon-
gitudes AM, MN, NP iguales respectivamente a las rec-
tas dadas m, n, p; uno el punto P con el otro extremo B de
la AB; y trazando por M y N paralelas & PB, la recta
dada AB quedara dividida en partes proporcionales a AM.
MN y NP [135], 6 lo que esigual, am, ny p.

Las paralelas que determinan los puntos de divisién C
y D deben trazarse por el procedimiento empleado en el
problema 1.“

Si la recta dada AB fFi”~. U6J tuviera que divi-
dirse en partes proporcionales a dos rectaa my n, podria
emplearse el siguiente procedimiento: por un extremo A
tracese una recta indefinida, sobre la que se tomara una
longitud AU=m; por el otro extremo 1ltirese una para-
lela @ AM, y tomese”sobre ella una longitud BN=?z.; Una-

leskmy n. En efecto; los triangulos AMO y BNC son se-
mejantes, luego

AC AM AC m
CB BN Ci3 %'

164. 3. Hallar miacuartaproporcional d tres rectas
dadlas m, ny p.

Se trata de hallar graficamente una recta cuya longi-
tud pueda ser el cuarto término de una proporcion, siendo
los tres primeros las long-itudes de las rectas dadas m, n, p\
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de modo que representando por <s la recta pedida debera
tenerse
m p
n X
construccion. {Fig. 117)-
eualauiera BAC; a partlr del vértice, tomense & continua
cion una de otra las longitudes AM ?/
dos nriineras rectas dadasmy  en el otro lado Al tome
se & = p; unanse los extremos My P de lineas PNime
ra v tercera; y por el punto N, tirese NX paralela
la ~ecta PX es la cuarta proporcional pedida. En efecto,
tenemos [m33]
AM _ AP .
MN ~ PX n D
2 construccion. Si tomando las longitudes de my
continuacién una de otra
orande setomaran las dosapartir delvérticeA (Fig. 118),
fufiiendo My § de las lineas primeray ter-
cera bastara trazar por N unaparalela & MP p~a hallar
lacuarS proporcioné AX. En efecto, tenemos fI33, cor.]
AM AP o p
AN  AX n X
105. 4.° Sallar una terceraproporcional a dos rectas

trata de hallar una recta s) que forme con las dadas
la proporcion continua
W n
n X

Este nroblema es un caso particular del anterior, y se
resuelve”~rciialquierade las construcciones expuestas

¢aila,runa rnedia proporcional ados rectas

Elucion da este problema debe ser una recta x que
forme con las dadas la proporcidn continua

m a.
X n

1* construccién. (Fig. 119). Sobre una recta indefim-
da tomense & continuaciea uaa de otra do” longitudes AM,
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MN iguales respectivamente a las rectas dadas m, n; so
bre AN como diametro describase una ~micircnnferencia:
levantese por M una perpendicular MX al didmetro: esta
perpendicular es la solucién del problema.

En efecto, tenemos [ISV, cor. 1. J

AM MX
M X"" MN @& »
2* coiistmccion. Si las lineas dadas son demasiado
grandes para llevarlas una & continuacion de otr”se to-
man apartirde A fF;~. m j dos longitudes AMy AN

ic-ualesa”y t; sobre la mayor AM, considerada como
didmetro, se describe una semicircunferencia; por el punto

N se levanta la NX perpendicular al diametro; y uniendo
A con X, la cuerda AX es la media proporcional, puesto
que [ti*'?, cor.

AM AX A

AX ~ AN @? %

107. Sedice que una recta esta dividida en 'mdia y

extrema razén cuando se baila dividida en dos partes tales
gue la mayor es media proporcional entre la recta entera

ANO8AAN 6. Dividir %na recta, AB en mediay extrema

MNAndltsis. Representemos por «la longitud de la recta
daday por x la mayor de las partes en que debe diyidirse:
la menor sera a—x, y en virtud de la definicién tendremos
a X
X a—x i
de esta ecuacién se deduce facilmente
ala~x)~"x"™ 6 ar— ax= x"
de donde N ax— = 0.

Resolviendo esta ecuaciéon de segundo grado, tendre-
mos [Alg. IM]

La primera raiz



es facil fie obtener graficamente, puesto que el radical
\/ — - j - puede considerarse como la hipotenusa BC

121) de un tridngulo rectangulo cuyos catetos son a

y ,esto es, AB y AC; ademas, restando del radical
la cantidad— se obtiene la raiz, luego debemos restar

dela linea BCla CE=CA=-", y la diferencia BE sera

la mayor de las partes en que se queria dividirla recta
dada.

En cuanto & la segunda raiz

no responde directamente & la cuestion, por tener un valor
absoluto mayor que la recta dada.

SINXESis. En un extremo A de la recta dada AB, le-
vantese una perpendicular igual & la mitad de AB; Unase
B con C; y haciendo centro en C, describase con el radio
AC un arco que corte & BC: llevando la longitud BE sobre
la recta BA, se determina un punto X que divide ala
recta AB en inediay extrema razoén.

Si quisiéramos demostrarlo diriamos: la recta BA es
tangente ala circunferencia C, por ser perpendicular al
radio AC en su extremo, y BD es una secante, luego [fi6l]

BD AB . ~ BD-AB ' AB
AB AB-A~A'BE A~

pero AB=DE. portantoBD-AB-BE=B X, VAB—BE=
\B-BX=AX, luego

BX AB AB BX
AX*“ BX ® BA ~ AX =
Escotio. El valor numérico de la parte mayor BX es

+\/-f
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y puede escribirse en la forma siguiente
aiv 5—1)
2
La parte menor AX sera

aVvVs5-_1) «(3-\/T) ,
» 2 2N

160. 7.° Dado un triangulo ABC (Fig. 102), construir
sobre unarecta daia be, convAerada como lado homologo de
BC, otro triangulo semejante al dado.

Constriyanse en los puntos ¢ angulos respectiva-
mente iguales aB y C, y quedara resuelto el problema

NITO. 8.“ Dado un poligono ABODE (Fig. 98), iditi-
truir sobre una recta dada ab, considerada como lado homo-
loao de AB, otro poligono semejante al dado.

Descompongase el poligono dado en tridoslos por
medio de las diagonales AC, AD; construyase sobre ab un
triangulo abe semejante al ABC sobre ac otro semej ante
al A(5d, y asi sucesivamente: el polig’'ono alede que resul-
ta es semejante al dado [||«»|] j

ITI. 9-° Construir un poligono semejante a otro dado, y
cuyo perimetro sea igual a una recta dada p.

A ~ 1tsis. Sea P el perimetro del poligono dado, a uno
de los lados del mismo, y & el lado b”~omoblogo de a en el
poligono que sebusca. Tendremos [1«T]

= 1-
p X!
luego x es una cuarta proporcional alas longitudes co-
nocWP,"My«- n .
Sintesis.” Construyendo esta cuarta proporcional, vy
sobre ella un poligono semejante al dado, quedara resuel-
to el problema. N
IT 10.“ Dadas dos rectas que no se puedenprolongar
trazar por un punto dado otra recta, tal que si las tres se
prolongasen mniei'an a concurrir en un mismo punto.
1.“ 'Sean AB y CD (Fig. 122) las rectas dadas, y su-
pongamos que el punto dado E esté situado entre ellas.
TracensedosparalelasACyBD, unase el punto dado E

con Ay con C, tirense por By D las rectas BFy DF res-



pectivamente “mielas aAE y CE: el punto F de intersec-
(cji()nEy el dado E determinan la diteccion de la recta pedi-
aETl.
En efecto: los tridngulos AECt. BFH son semejantes, y
también lo sonCEG, DFH, portante

m. -AG m gG
FH BH FII-DE~"
de estas igualdades se deduce evidentemente
AG CG
BH DH "’

hiego las rectas AB, EFy CD dividen & las paralelas AC
y BD en partes proporcionales, y concurren, por tanto, en
el mismo'punto [19*0];
2° Si las rectas dadas son AB, EF y el punto dado C
esta fuera del angulo que forman, se bace la misma cons-
truccion, esto es, se trazair AE y BF paralelas entre si, se
une G con Ay con E, y trazando BD y FD, paralelas res-
pectivamente 4 AC y EC, se determina el punto D.
La demostracion*"es idéntica a la del primer caso.

LIBRO CUARTO.

POLIGONOS REGULARES Y MEDIDA DE LA
CIRCUNFERENCIA.

CAPITULO PRIMERO.

193. i”ellamapotigono kegutau el qNA tiew todos sus
lados, iguales y todos.sus angulos también iguales.

Un poligono esta inscripto en un circulo cuando todos
sus vértices estan.en la circunferencia; entonces el circulo
estk circuihScritpyQ.\ poligono.

Un poligono esta.circunscrito & un circulo cuando to-
dés..susrladed son tangentes &, la circunférencia; entonces
el circulo esta inscripto en él poligono’.
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Teorema I. (Pig. 123)

"I'W . Si.se dimde mia circ%%ferenciaen tres 6 mas ar-
cos iguales AB=BC=CD etc.: 1®las cuerdas de dichos ar-
eosforman mi‘goligono regular inscripto] 2.” las tangentes
dlaci/rcunferencia trazadas por los jnmios de divisidon,
forrnafdunpoliqono regular circunscrito.

1. ° Siendo iguales los arcos AB. BC, CD etc. en. que se
supone dividida la circunferencia, también lo serdén las
cuerdas, luego el poligono inscripto ABCDEF tiene sus
lados iguales. Ademaés, es facil ver que los angulos ins-
criptos ABC. BCD, CDE etc. abrazan arcos iguales entre
sus lados y tienen, por consiguiente, igual medida, luego
el poligono tiene también sus angulos iguales, y esre-

ular.

g 2.  ® Los triangulos ABC, BCH, GDI etc. son iguales
por tener un lado igual AB—BC=CD... adyacente &
dos angulos respectivamente iguales, luego los angulos

G, H, f etc. del poligono circunscrito Giil1 MN son”~igua-
les; ademas, dichos triangulos son isdsceles: el ABG, por
ejemplo, tiene &ng. GAB=««y. GBA, porque estos angu-
los tienen por medida la mitad del mismo arco AB, luego
los lados opuestos GA y GB son igiiales.

Siendo los mencionados triangulos iguales é isosceles,
esclaro que las lineas

BG, BH, CH,CI, DI, DL....

son iguales, por consiguiente también lo seran las GH.
KI, IL.... compuesta cada una de dos de las primeras!
luego él poligono circunscrito GHIIMN" tiene sus lados
iguales, y como ya se ha demostrado que los angulos tam-
bién son iguales, el poligono es regular.

Teorema Il. (Pig. V.

fys. Podo un poligono regular inscripto ABCDE, si
por lospuntos medios a, de los arcos que subtienden
sus lados se trazan tangentes d la circunferencia: 1." resul-
ta unpoUgono regulo™r circunscrito] 2." cada dos vértices
correspondientes de ambos poligonos g el centro estan en
linea recta.

r Los puritos iheditis c.... dé los aFcos AB, BC,
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CD... dividen evidentemente aia circunferencia en partes
iguales, luego el poligono FGHIK formado por las tan-
gentes en dichos puntos efe regular [I1S41, 2.“].

2.° Unamos F con O y demostremos que la recta FO
pasa por el vértice A. En efecto, el punto F equidista de los
extremos de la cuerda ae, por ser isdsceles el triangulo
Hi-?, y como O también equidista de dichos puntos, la
recta FO es perpendicular &la cuerda (tiy divide a éstay
al arco i? A ~ que subtiende en dos partes iguales, luego
pasa necesariamente por el punto medio A de dicho arco,
lo que demuestra que los puntos F, Ay O estan en linea
recta.

Tiiorema. Iil. (Fig. 125).

mN«, Todoft]ligom regvMr ABCDEF pxmde inscribir-
se y circunscribirse awi circulo. "o,

Por tres vértices consecutivos A, B, C del pollgono
dado hago pasar una C|rcunferenC|a y digo que pasara
también por el cuarto vértice D. Para demostrarlo trazo la
OP perpendicular al lado BC, al que dividira en dos par-
tes itfuales. é imagino doblada la figura por 01': la recta
PB seguira la direccién PC, por ser rectos los angulos en
P V el punto B caera en C, puesto que PB=PC; el lado BA
seguira la diieccion CD, por ser igualeslos angulos By O,
V  punto A caera en D, porque BA=CD; segln esto, las
rectas OA y OD tendran los extremos comunesy por tan-
to serén iguales; luego la circunferencia que pase por los
puntos A, By C pasa también por D. Repitiendo el mismo
razonamiento probariamos que la circunferencia pasa por
E y F; por consiguiente el poligono dado puede inscribir-
se*en un circulo. G

Demostremos, ahora, que puede circunscribirse, bien-
do iguales las cuerdas AB, BC, CD, etc. equidistan del
centro O, luego la circunferencia descrita desde O como
centro y con un radio igual a la distancia comin OP sera
tangente & los lados del poligono dado, y por consiguien-
te (lueclara éste circunscribo al circulo.

5. El centro O, comun & los circuios inscripto y cir-
cunscrito, se llama centro del poligono regular; el radio
O.i del circulo circunscrito se llama radAo del poligono, y
ol raedlo OP del circulo inscripto se llama apoteniij.

" Angulo en el centro de un poligono regular es el for-
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maao por dos radios tirados & los extremos de un mismo
lado, por ejemplo AOB. Es evidente que los angulos en el
centro de un poligono regular son iguales, porque inter

ceptan arcos iguales, y como la suma de ellos vale cuatro

rectos, cada uno sera igual a — , llamando « al nimero

de lados del poligono. 3 . r
Siendo zr>.— 4r la suma de los &ngulos de un i-oligo-

no, si éste es regular valdra cada &ngulo

lo que indica que el &ngulo en el centro y el anyulo del po-
légono son suplementarios.

Troremalv. (Fig. 126;.

Iff'S. Dos poligonos regulares de igual nargero ck lad.os
son semejantes, y sus perimelros so?i proporclo%a2.es a los\
radios y a las apotemas.

Un angulo de un poligono regular vale2H — y

como, segun la hipotesis, n es igual para los dos poligo-
nos, los angulos de éstos son respecuvamente iguales.
Ademas, las relaciones entre los lados homologos

AB BC CD
ab’' "hecd

son idénticas, luego los poligonos son semejantes.
Llamando P v/J alos perimetros, tendremos

m:
D =

pero los triangulos AOB y aob son semejantes, por tener
un angulo igual 0=0 formado por lados proporcionales,
luego 1i48]

AB _ OA OP

a) ~ oa op’
De esta série y de la igualdad [1] se deduce
P OA ©OP

p' 04 op
lo que deinuestrala segunda parte del teorema.
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Peoblemai. (Mg- 1277-

1i9. Inscribir vm cuadrado enwi circui/) dado.

Trazo los didmetros DB, AC perpendiculares entre si,
uno los extremos por medio de cuerdas, y resultara un
cuadi'ado inscripto, puesto que los diametros dividen a la
circunferencia en cuatro partes iguales.

190. El tridngulo rectangulo AOB nos da

AB2= AQ2+ 0B2 6 AB»

de donde AB —r\/% [1;

luego el lado del cuidrado inscripto en vw/ncirculo es igual
al radio limltipUcado por laraiz cuadrada de 2.
De la igualdad [1] se deduce

donde vemos que la relacién del lado del cuadrado inscrip-

to al radio del circulo es el nimero inconmensurable j/ 2;
luego el lado de un cuadrado inscripto y el radio del circulo
son cantidades inconmensurables.

El lado AB puede considerarse como la diagonal de un
cuadrado, y el radio AO como uno de los lados, por consi-
guiente la diagonal de un cuadradoy su lado son ca/ntida-
aes inconmensurables.

Problema IlI. (Mg. 128).

191. Inscribir unexagono regulcw en un circulo dado.

Sea AB un lado dél exagono regular inscripto; trazo

los radios OA'y OB. En el triangulo OAB el angulo en el
. 41l fi S

centro AOB tiene por valor consiguien-

te entre los otros dos angulos valdran
9 4
2E_-]-R=-"R,

pero OA=0B, luego los angulos OBA y OAB son iguales,
y cada unovaldréaR., Siendo iguales.los. tres angulos
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del triangulo AOB, también son iguales los lados, por

tau\})er'%‘(l)?"s,_pues que el lado del ewamno regarar |nscr|pt0
Osea Ucurdade la sexta parte de la circunferencia, es
igual al radio-, luegoparainscrihir un exagono regular en
un circulo se lleva 'el radio como cuerda seis veces sobre La
circunferencia.

Probtema. IIl. (Fig. 128).

IS*. Inscribir m triangulo equilatero en un circu-
lo dado
Suponiendo dividida la cwcunferenma en seis arcos
iguales, bastaratrazar las cuerdas AC, CE, EA de los ar-
cos duplos para obtener el triangulo equilétero.
1S3. Enel triangulo EAB, rectangulo en A; tenemos

EA2=EB2 — AB2,
pero EB = %r, AB = r, luego
EA2 = 4r2—r2= 3i2
de donde EA=ri/3 [11,

luego el lado del tridngulo equilatero inscripto en un cir-
culo esigual al radiomultiplicado  lamiz cuadradade 3.

De la igualdad [1] se deduce = ~/3,ycomo |/3

es un numero inconmensurable, podemos decir: el lado del
tridngulo equilatero inscripto en un circulo y el radio son
cantidades inconmensurables.

Es facil ver que el lado AC es perpendicular el radio
OB en su punto medio, luego la apotema OG de un tridur-
guio equilatero inscripto es igual a la mitad del radio, y la,

altura EG alosy del mismo.

Problema. IV. (Fig. i29.~

Inscribir un decagono regular en un circulo dado.
Sea AB el lado del dec”ono. Trazando los radios OA,
pB se forma un triangulo AOB: el angulo O en el centro

yale 4?1(’)\ = TV— por consiguiente los otro®
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. 9 .
los 0 AB y OBA valdran juntos y como son iguales,

por oponerse a lados iguales, cada uno valdra ™ R-

Divido el angulo OAB en dos partes iguales por medio de
labisectriz AO. y tendremos

OA AB

oc BC [

ahora bien, en el triangulo OAC el angulo O vale R-J
y el OAC, mitad de OAB, vale también — R, luego AC
~.0OC: en el triangulo ABC el angulo en B vale—R, ¢l
CAB vale \ R, luego ACB, supleineuto de los anterio-

res, valdra R, por consiguiente AB=AC*

De las igualdades AB=AC, AC=0C se deduce AB=
OC; como ademas es OA=0B, laigualdad [1] podré escri-
birse asi

OB oC

ocC BC »
donde vemos que el radio OB esta dividido por el punto C
en media y extrema razon, y como la parte mayor OC es
igual al lado AB, podemos decir: el lado del decagono ri-
QuUr inscripto en un circulo es igual & la parte mayor del
radio dividido en mediay extrema razén.

Fd valor del ladoes [I0 S, escolio]

Problema. V.

1S5. InscriUr un\)entdgono regular en un circulo.
Dividase la circunferencia en diez arcos iguales y tra-

las auerdee arcos auplcs.
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Problema VI.

186. Inscribir en nn circulo dado vm pentedecdgono re-

®V'Réstese dela sexta parte de la circunferencia la'décima
parte de lamisma: la cuerda del arco que resulte sera el

lado del pentedecagono, puesto que
1 1 1
6 10 15"

185~  Si los arcos subtendidos por los lados de un po -
ligono regular inscripto se dividen en dos partes iguales,
es evidente que trazando las cuerdas de las mitades se ob-
tendrd otro poligono regular inscripto de duplo ndmero
de lados que el primero. Si tenemos, por ejemplo, un cua-
drado inscripto, cada arco se dividira en dos, resultando
ocho arcos iguales cuyas cuerdas formaran un octégono
regular inscripto; partiendo del octégano se puede obte-
ner por el mismo j)rocedimiento el poligono de 16 lados,
después el de 32 etc. o , e o
odremos, pues, inscribir poligonos de los siguientes
numeros de lados

3, 6 12, 24, 48...
4, 8 16 32, 64...
5 10, 20, 40, 80.....

15 30, 60, 120, 240.....

Después de inscripto uno cualquiera de estos poligo-
nos, trazando tangentes por los vértices se obtendra el po-
ligono circunscrito semejante al inscripto.

Problema VIL (Fig. 130n

188. Conociendo él lado de un poligono regular ins-
criptoy él radio del circulo, calcular el lado lel poligono
semejante circunscrito.

Llamemos ii aliado AB del poligono inscripto y ral
radio del circulo: el lado del poligono circunscrito seme*
jaate seraCD gtie }-epres§pt?f poy
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Ahora bien, los triangulos semejantes AOB y COD
dan [140]

AB OE a OE
CD OF o r"

pero OE2 ==0A2 _ AE2 0 bien OEN —r

- OE-V 2~ 4
fi2
| a Vir2- 4. ,
uego
J 1 r
2ar
de donde b
\/4r2--«2

Probtema VIII. (Fig. 130).

ISO. Conociendo el lado de unpoligono regular inscrip-
to y el radio delcirculo, calcular el lado de otropoligono re-
aular inscripto de doble nimero de lados.

SiAB=aesel lado conocido de un poligono regular
inscripto, AF =i ser& el lado de otro poligono regular ins-
cripto de doble nimero de lados [175"].

Ahora bien, el angulo AOF es a”~do, puesto que su
duplo AOB es menor que dos rectos, inego [150].

ARF2 = OA2+ OF2-20F. OE,
6 2= i24-i2—2r. OE;

pero en el problema anterior hemos hallado

luego = = 2 —i-V/4N —«2,

de ilonde i



CAPITULO SEGUNDO.

itEt.ieiOlV UE EA élItCIIAFEREACIA
%ERIA.UETRO.

IttO. Si AB 131) es un lado de un polig'ono re-
gular inscripto, uniendo los extremos A y B con el punto
inedio C del arco ACB resultaran dos la(Jtos AC y CB de
otro poligono regular inscripto de doble nimero de lados
que el primero, y en el triangulo ABC se tendra

AB<AC + CB.

Como esta desigualdad se verifica, también para otro
lado cualquiera, vemos qué un lado del primer poligono es
menor que los dos lados correspondientes del segundo, y
que, por tanto, el perimetro de aquel es menor que el de
este. Ademas, cada lado de un poligono inscripto es menor
Zs el arco que subtiende, luego la suma de todos los la-

, 0 sea el perimetro, serd menor, que la .suma de todos
los arcos, 6 seala circunferencia. En consecuencia, pode-
mos decir:

Losperir/Zietivs de losp6Ugonos regularesAnsr,riptos cu-
yo Tiumero de lados se duplica, van aumentando; pero siem”
pre son menores que la circtinferenda.

Supongamos que AD y BD sean dos medios lados de
un poligono regular circunscrito: trazando por el medio C
del arco ACB la tangente EF, esta tangente serd un lado
entero, y las rectas AE> BF dos medios lados, de otro po-
ligono regular circunscrito de doble nimero de lados que
él primero. En el triAngulo-EDF tenemos

ED-f DF>EF;
aumentando los dos miembros de esta desigualdad en las
rectas AE y BF sera
ED 4- AE + DF + BF> EF + AE BF

0 AD + BD > EF -I- AE + BF,

esto es, dos medios lados dél primér poligono valen mas
gue un lado y dos medios lados del segundo, 6 lo que es
igual, un lado del primer poligono es mayor que dos lados

del segundo; y como este razonamiento se puede aplicar &
un lado cualquiera, vemos que el perimetro de un poligo-

7



98

no reg'ular circunscrito es mayor que el de otro poligono
circunscrito de doble nimero de lados. Ademas es eviden-
te que entre las infinitas lineas que pueden encerrar al
circulo O existe una menor que todas las demas, y como
ningun perimetro de poligono circunscrito es menor que
todos los demas, puesto que dado un poligono basta du-
plicar el nimero de sus lados para hallar otro de menor
perimetro, resulta que la circunferencia es nienor que los
perimetros de todos los poligonos circunscritos al circulo
O. De lo expuesU se deduce:

Los peHmetros de los poligonos regulares ctrcumcritos
cuyo nimero de lados se duplica, ran disminuyendo', pero
siempre son mayores gue la circunferencia.

Teorema. I. (Fig. 130.7

Ifll. Lacircunferenciaesel limite comdn de lospoli-
(jonos regulares, tanto inscriptos como circunscritos, cuyo
numero de lados se duplica indefinidamente.

Sean Py » los perimetros de dos poligonos regulares
semejantes, el primero circunscrito y el segundo inscripto.
Tenemos

P OF v, , P—9 OF-OCE

de la segunda igualdad se deduce

_ P(OF- -OE
P—ii) = OF

Si suponemos que se duplica indefinidamente el nu-
mero de lados de los poligonos propuestos, los valctres su-
cesivos de P, que disminuye si bien permaneciendo ma-
yor que la circunferencia, seran siemin*e
varia, por serel radio del circulo O. En cuanto U 1» dife-
rencia®F—OE, que entra como factor en el valor de P—
puede ser tan pequefia como se quiera; en efecto, el trian-
gulo OAE nos da

AE>0OA-OE 6 bien AE>OF-0E;

si consideramos la circunferencia dividida en “ficiente
numero de partea iguales, éstas seran tan pequefias como
gueramos, Yy con mayor razén lo seran las cuerdas corres-
i“udientes, 6 sean los lados del poligono regular inscripto,
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luego AE, que solo es medio lado, puede llegar & ser tan
pequefio como se quiera, y la diferencia OF — OE, podra
ser con mayor razon, menor que cualquiera cantidad asig-
nabld. Si ademas se tiene en cuenta queulas otras cantida-
des P y OF que entran en el valor de tienen valorea
finitos, es claro que esta diferencia entre los perimetros
propuestos puede ser tan pequefia como se quiera.

Ahora bien, hallandose la circunferencia comprendida
entre los mencionados perimetros [1» 0], se diferenciara
de cualquiera de ellos en una cantidad todavia menor que
P-~p, luego el Teorema enunciado es cierto.

Teorema. Il.

19*. Do’ circmiferencias cmlesqwlera so.i p/oporcio-
ilahs 4sus radiosy a sus diametros.

Sean cy if las circunferencias, r v r' sus radios re.s-
pectivos. Si consideramos inscriptos a las circunferencias
dadas dos poligonos regulares semejantes, sus perimetros
py p' seran proporcionales & los radios r v r'. es decir.

VoL,
p
duplicando indefinidamente y a la vez el nimero de lados

de los dos poligonos, sus perimetros y;;' aumentaran
teniendo por limites superiores las respectivas circimfe-

rencias c y ¢\ sin embargo, la relacion variable” siempre

sera igual éIaE , por consiguiente los Il'rpites ~y -

también seran iguales. Tenemos, pues,.

6 d

r >

donde vemos que las circunferencias son proporcionales &
los radios.
Multiplicando por 2 los denominadoresr y r' sera

C G

luego las ch-cunferencias son también proporcionales a ios
<Umetr08< n
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Corolario. Laigualdad

Hr 2r'

manifiesta que la relacién de una circunferencia casu
diametro  esigual a la relacion entre otra circunferencia
cualquiera ¢'y su diametro 2?%, lo que se expresa diciendo;
La relacion de la circwnferencia al diametro €5 imn%-
Mero constante.
Este nimero constante se representa por la letra grie-

ga n
Problema |I.

Bailar la relacion de la circunferencia al dia-
metro. n .

Puesto que el valor de tes el mismo para cualquiera
circunferencia, elegiremos una cuyo radio sea la unidad
lineal y el diametro, por tanto, igual 42: si logramos hallar
la longitud de dicha circunferencia, bastara dividirla por 2
para obtener el valor de r.

El perimetro de cualquier poligono regular inscripto
es menor que la circunferencia, por consiguiente si consi-
deramos como longitud de estacurva la de aquel perime-
tro, cometeremos un error tanto mas pequefio cuanto ma-
yor sea el niumero de lados del poligono, y que podra dis-
minuir indefinidamente, puesto que los perimetros de los
poligonos regulares inscriptos cuyo nimero de lados au-
menta, se diferencian cada vez ménos de la circunferen-
ciay pueden acercarse a ésta cuanto se quiera.

Inscribamos, pues, en la circunferencia propuesta una
série de pedigones regulares, empezando por uno cuyo
lado sea conocido, por ejemplo, el cuadrado.

Sabemos [1»0] que el lado del cuadrado inscripto en

un circulo de radiores?/ 2 , luego siendo el radio 1
tendremos '

| = (/2
L=

representando por ¢ el lado.

1 Léasdil
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La férmula
r \/4r™—
del nimero 1S9, se convierte, suponiendo r = 1, en
; . 2
/i Vva-

sustituyendo en ésta la letra a por [/2, lado del cuadra-
do inscripto, tendremos para lado del octégono regular

I=\/2- i2 ;
S

sirviéndonos de la misma formula obtendremos también

| 1/ 2-vr2+ 1 2,
16

y asi sucesivamente. i n
Suponiendo que nos detengamos en el poligono de 256
lados, hallaremos efectuandolos calculos

I 0, 024543;
256

multiplicando este nUmero por 256, tendremos para valor

del perimetro
n p = 6,28301.
26

Conviene ahora hallar el limite del error que se comete
tomando para longitud de la circunferencia la del perime-
tro del poligono de 256 lados. Con este objeto, calculare-
mos el perimetro del poligono semejante circunscrito, sir-
viéndonos de la formula del nimero IS S, que el supuesto
r — 1 se convierte en

il

14 —«2

Como esta formula nos daria solamente el lado del po-
ligono circunscrito, la multiplicaremos ante todo por 256,

y sera
n p 2.256a
256 |/4— «2

sustituyendo ahora 256a por su valor hallado 6,28301, d
por 0,024543, y efectuando las operaciones ge obtiene
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P_ = 628348,
2

Hallandose la circunferencia comprendida entre los pe-
rimetros de los poligonos inscripto y circunscrito de 256
lados, podemos tomar para su longitud la expresion
6,28301 del primero, siendo el error por defecto menor que
0,00017, diferencia entre ambos perimetros.

Dividiendo la longitud de la circunferencia por 2, ten-
dremos para valor de - el nUmero 3,141505 con un error
por defecto menor que 0,000235, de suerte que las tres pri-
meras cifras decimales son exactas.

m91. EIl procedimiento que hemos empleado para ha-
llar una relacién aproximada de la circunferencia al dia-
metro, debe mirarse como una prueba de que la Geome-
tria elemental posee medios para determinar el valor der.
con cuanta aproximacion sea necesaria: en las Matematicas
superiores se resuelve este problema mucho mas breve-
mente.

Lambert demostré el primero que la relacion de la cir-
cunferencia al didAmetro es un numer6é inconmensurable;
por consiguiente s6lo pueden hallarse valores mas 6 me-
nes aproximados de la misma. La relacion mas antigua es
la hallada por ArqvAmedes: esta representada por la frac-

cion — V excede & la verdadera en menos de dos milési-

mas: otra relacién, empleada con frecuencia, es la de Mecié
3551
TI3 diferencia de la verdadera en menos de me-
dia milésima jwor exceso’, por ultimo el valor de « se ha cal-
culado hasta con 154 cifras decimales: hé aqui las 20 pri-
meras

-" = 3,14159 26535 89793 23846....

Muchas veces se emplea el logaritmo de este namero,
tjue es
log. - = 0,49714 98726 94133 85435....,
PitOBLEMA, 1T.

195. Dado el radié hallar la longitud de lacircmife-
renda, y al contrario.

.1 Es facil recordar flbta relacion: ebcribase cada uno délos tres primeros
uUTCOoroe impares dos veces, en la forma sig'uiente 113355, dividase esto nu-
mero en grnipos de tres cifras,y se tendran lof. tirminos del quebrado.
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Sea ¢ la circunferenciay f el radio. La relacion de la

circunferencia al didmetro sera — , luego
2r
de donde c=ZKI, T=
Ejemplos.
1. " Htllm la longiWl de ma circunferencia cuyo radio

es 20 metraos, . .
Enla formula c = 27rr sustituyamos r por 20 y 4r por
3,14159, y sera

€= 22X 314159 X 20 = 125, 6636.

2. " Hallarel radio de una circunferencia cuya longi-
tud es 40000 kilémetros.
Empleando la féormula r = sera
km
; 40000 ~ 6366
2X3,14159

Probtema. lll.

i»0. Hallarla longitud de un arco de circulo, cono-
ciendo el numero degrados y el radio. .71
Sea a el numero de grados del arco, r el radioy I la
Ion%itud gque buscamos. .
| problema propuesto puede enunciarse en la torma
si°niiente:i; «180 grados corresponde la longitud dpla
semicircunferencia yué longitud corresponderd a un
arco de agrados! . .
Es evidente que las longitudes de los arcos de una mis-
ma circunferencia son proporcionales al numero de gra-
dos, por tanto la cuestion propuesta es una regla de tres
simple

1 Sepun la deflaicion de metro, la longitud da un meridiano terrestre ex
JOOOOkiIém6tro8,dsmodoqué el radio de Ta tierra, suponiéndola esférica «s-
6366 kilémetros.
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L uNOITODES.

180. Tr
|

Z= -K/X
180

Ejemplos.
" N OVAl es la loiigitnd de %marco de 8 siendo el radio

1
¢0 metros™
84
1= 3,14159 X 20 X -rrir = 29«S 3215,
e 180
2. " iCndl es la lo."gitad de %n arco de 30" 45' slendg el
mradio \Qmetro® '
1845
= 5®, 36688.

= 3,14159 X 10X
10800

Probtemyv VI. (Reciproco del anterior).

Hallar el nUmero degrados de un arco, conociendo

Itti.
sn longitud y el radio.
Tenemos la siguiente regla de tres
Longitudes. Grados.

Tr 180

| a
« = 180 X .
E jemplos

1 " ¢Cuantos grados tiene un arco de 60 metros pertene-
ciente A&una circunferencia cuyo radio es M'ihetrosf

« = 180 X _gl?IQH.EZJT( 6‘4 = 63" 40.

" ¢Cuantos grados tiene un arco igual en longiktd

2.
al radid™
N==180Xx— 0 =
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LIBRO QUINTO,

AREAS DE LAS SUPERFICIES PLAN\S.

CAPITULDO PRIMERO.
VE E.%S .iIUEAS.

19«. Avrea de %ma superficie es lamedida de su ex

AMALrdnidad de areas es ordinariamente mi cuadrado, por
consig-uiente el area de una superficie sera la relacién én-
trela extension de la mismay la del cuadrado que sirve

Dos superficies son equivalentes cuando tienen la mis-
ma area y diferente forma. Las superficies equivalentes no
puedbn coincidir.

Teorema |I. (Flg'

199. Dos rect(Lngulos~fiQ>y EG ~que tienemigualeslas
}a”es, son riroporcionales d las alturas AD y EH.
Suponiamos que las alturas sean conmensurables, y
gue la medida comun se halle contenida cinco veces en AD
y tres veces en EH: tendremos, segun esto,
AD 5 [ |
EH
Si por los puntos de division de las alturas trazamos
paralelas a las bases, el rectdngulo AC quedara dividido
€ill ciloc rectangulos gk EG en treg, tedos estos rec-
tangulos son iguales, perque teniendo igual base y dltuia
es facil hacer que coincidan, luego
ABCD

EFGH — k3

1 Designaremos coii frecuencia un cyadr™atero por las letras de dos
vértices opuestos.
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De las igualdades [I] y [2] se deduce

ABCD AD
EFGH eh’
lo cual debiamos demostrar. N
Si las altaras fuesen inconmensurables, bafiamos un
razonamiento analogo al de los nimeros SV y 131.~
Corolario. D os rectannidos que tienen alturas iguales

son proporcionales a las lases. i
Puesto que las alturas pueden considerarse como bases,

y las bases como alturas.
Teorema Il.

NOO. Dos rectangulos cualesquiera son proporcionales
a los productos de sus lases por sus altura”.
Sean Ry E' los rectangulos, ay 1 la altura y base del
primero, y V la altura y base del segundo.
Supougiiinos construido un tercer rectangulo R que
tenga la base 1 del primeroy la altura o! del segundo.
Los recting’'ulos R y R" que tienen bases iguales son
proporcionales & sus alturas, esto es,

R __
RN '
Los rectangulos R"y R' que tieuen alturas iguales son
proporcionales & sus bases, esto es,
w

R' 1"
Multiplicando ordenadamente estasdos igualdades frac-
cionarias, y suprimiendo el factor comdn R", se obtiene

6.a
Rl 113 Il. o! 1
lo cual debifunos demostrar.
Teorema III.
«iOl. E area deun rectangulo es igual al producto d*

sxiL-mepor su altura. . .
S“a K ol reetangalo que se trata, do medir,- y “~su al--
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turay base; sea C el cuadrado que se toma para unidad
superficial, y ¢ el lado de este c\iadrado. Como el cuadra-
do es un rectangulo, tendremos en virtud del teorema

anterior,
R

Si convenimos en elegir para unidad snperficial e! cua-
drado cuyo lado es la unidad lineal, / valdra 1: por tanto

R 7
-g-=5.«;
pero \ es el area del rectangulo luego el teore ma
es cierto.
E scolios.
1 ® Téngase muv nresente que en la demostracion

teriorhemos convenido en elegir para unidad superficial un
cuadrado cuyo lado sea la unulad lineal; por consiguiente
cuando se liayaii medido las lineas con una unidad deter-
minada, el area del rectangulo estara expresada en las
unidades cuadradas correspondientes; asi, cuando lasli-
neas se midan en metros, varas etc., el area estara expre-
sada en metros cuadradas, varas cuadradas etc.

Esta Observacion es también aplicable & los teoremas

sigzuient,es.

dimensiones dei mismo; por esto se dice con frecuencia:

El area de m- rectangulo es igual a’ mproducto de sus dos
dimensiones. . .

*IO~,” CoROLMuo. El area de un cuadrado es tgmia la

seQundM potencia de su lado. » .

Puesto que el cuadrado es un rectdngulo de igual base
V altura, )

En virtud de esta proposicién, la vara cuadrada, esto
es, el Cuadrado cuyo lado es unavara 0 tres piés, equivale
a 3i= 9piés cuadrados, el pié cuadrado & 12~= 144 pul-

.1 Mesto debo «u origen el nombre do cnailrado «ido dimos en Aritmética
i 1. secunda potencia de nn mimsro. Por analoga racor. onelii Uamarsw re-c-
wiifAio dodcsalrnerpaai pcecdiictodo losousmos.

an-

W,
Labasey altura de un rectangulo 'suelen llamarse
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gadas cuadradas, el metro cuadrado a 10°= 100 decime-
tros cuadrados etc.

Teorem\ IV. (Fig. 133).

*S0S. EI &rea- de unparalelégramo ABCD es igual al
producto de su base por su altura.

Levantando las perpendiculares AE y BF & la base AB
del paralelégraino hasta que encuentren al lado CD 6 4 su
prolongacidn, se forma un rectangulo ABFE equivalente
al paraielégramo ABCD. En efecto: los tridngulos rectan-
gulos AED y BFC tienen iguales los catetos AE y BF, por
ser lados opuestos del rectangulo, y las hipotenusas AD y
BC, por seriados opuestos del paraielégramo, luego ~n
iguales; afiadiendo al trapecio ABFD el tridngulo AED
resulta el rectangulo ABFE, y afladiendo al mismo trape-
cio el otro triangulo BFC resulta el paraielégramo ABCD;
pero afadiendo cantidades iguales & una misma canti-
dad, las sumas son iguales; luego el rectangulo y el para-
lelégramo tienen igual extension 6 son equivalentes.

Ahora bien, el area del rectangulo ABFE es AB X BF,
luego la del paraielégramo propuesto sera también AB X
BF, es decir, el producto de su base por su altura.

Corolarios.
1. “ Eosparalelograrnos de igv,al lase y altura son equi-

2. " Eos paralelégrarnos cualesquiera son proporcionales
d ios productos de sus basespor sus alturas; si las base%son
iguales, los paralelégrarnos son proporcionales d las altu-
ras-, y si son igiiales las alturas, los paralelégrarnos son
entre si como sus bases.

Teorema V. (Fig. 134).

iiOil. EIl areade un triangulo ABC es igual dla mitad
del producelo de su base por su altura.

Por cada uno de los vértices By C trazo una”ralela
al lado opuesto y se formara un paraielogramo ABDC, del
que es mitad el triangulo propuesto. En 'efecto: los trian-
gulos ABC y BCD tienen Iguales los lados ACy BD, asi
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como también los ABy CD, ademas el lado BC es comun,

Iue?ﬁéc;sétggg\r?t ull%sregogeliguales. i *r>nr a'R'n
paralelégrarao ABDC es AB x
CE. Iue@o la del tridngulo ABC sera------ W . esto es,
la mitad del producto de su base por su altura.
COROLAHICS,
1. “ Dostriang'idos de igual I>ase y aliara, son equina-
2. ®' Dos triangulos cualesquiera son proporcionales a los

productos desUs bases por sus alturas] si tienen bases tgua
les son proporcionales & las alturas] y si tienen aUuiOs
iguales son entre si como las bases.

Teorema vi. (Fig. 135J.

El area de un trapecio ABCD es igual al producto
de su alturapor la semisuma de sus bases.

Trazando la diagonal DB queda dividido el trapecio en
dos triangulos ABD y DBC: el primero tiene por area

A5202E.y el segundo ; luego el area del tra-
pecio sera
ABx DE , DCX DE _ ~ ~ AB+ DC»
"2 x 2 2

esto es, la altura multiplicada por la semisuma dé las bases.

Escolio. Sabemos que la recta FC que une los puntos
medios de los lados AD y BC es igual ala semisuma de las
bases lueo-o el &rea de un trapecio es igual al producto ae la
alturaporla recta que une los puntos medios de los lados no
paralelos.

Teorema, VII.

906. Elarea deun poligono regular es imal ala mi®
tad del producto de su perimetro por su apotema.

Trakndo radios desde el centro & todos los vertices del

poligono quedara éste descompuesto en tantos tridngulos

como lados ten”a; todos estos triangulos seran iguales, por
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tener sus tres lados respectivamente iguales, y si tomamos
por base de cualquiera de ellos el lado del poligono, la
apotema de éste sera la altura del triangulo, que tendra
porarea

llamando lal lado y &la apotema.
Si el poligono tiene %lados su area sera

(X « 1% X a
Xn
2 2 ’

. . ., D d
pero Ines el perimetro, luego el area sera — >esto es,

la mitad del producto del perimetro por le apotema.
Problema.

907. Hallarelarcademipoligono irregular.

Puede resolverse este problema descomponiendo el po-
ligono en triangulos, por medio de diagonales 6 por me-
dio de rectas trazadas desde un punto interior & todos los
vértices; midiendo las areas de los triangulos y sumando-
las se obtiene el area del poligono.

Es muy frecuente, sobre todo cuando el poligono esta
trazado en el terreno, emplear otro método.

Sea el poligono de la figura 136.

Tomando ;ara base de la operacion la mayor de las
diagonales GC. se bajan aella perpendiculares desde los
vértices; midiendo estas perpendicularesy los segmentos
de la base, se tienen los datos necesarios para calcular las
areas de los triangulos y trapecios rectangulos en que se
ba descompuesto el poligono: el area de éste sera la suma
de las areas parciales.

Teoreilv Vili.

SOS. Elarea denncirmlo es igual ala mitad delprO’
duefo de la circunferencia por el radio.
; Sean Cel area del circulo, ¢ la circunferencia Vi* el
Baio.

u» poligono regular inscripto en el circa*
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lo, y sean P su area, i» su perimetro y su apotema. La
expresion del area sera

p_ I><%
2

Suponiendo que el nimero de lados del poligono se
duplica indefinidamente, el perimetro;; ird aumentando
siendo su limite la circunferencia c, la apotema a tendra
fior limite el radio r del circulo, y el area P del poligono
se acercara a la del circulo cuanto se quiera, puesto que
él limite del perimetro es la circunferencia; Inego seguln
el teorema de los limites tendremos

' CXr
c=-" '
lo cual debiamos demostrar. -
Escomo. Siendo la icngatud de onu circrunierencia

de radior, el areadel circulo sera

luego pa/'(i lialldT el aren de wn circulo se multiplica la re-
lacion, de la circunferencia al diametro por el cuadralo aeu

La formula C = "Y~puede servir para hallar el radio
de un circulo cuya area se conoce. Tenemos, en efecto,

= £>de donde

Téngase presente que la longitud del radio y el area
del circulo deben expresarse en unidades correspondientes:
si por ejemplo, el radio se ha metiao con el metro, el area
dei circulo resultara expresada en metros cuadrados, y re-
ciprocamente. , .

*700. Sector circular es la parte de circulo compren-
dida entre un arco, llamado base del sector, y los radios
tirados & sus extremos.

UACti (Fig. 137) esun sector circular cuya base es el
arco ACti; también OADB es un sector circmar que tiene
jr base el arco AUU.



112

Teoeema. XI.

N10. EIl ared de un sector de circulo es iguod d la mitad
delproducto de su base por el radio.
Sea S el area del sector, bsu basey el radio del cir-

ulo. .
Razonando como en el nimero 57 es lacil demostrar
que la relacién entre un sebtor y el circuid & que ~'ertele-
ce, es iffilad & la relacion entré el arco déi sectory la cir-
cunferencia. Llamando C al circuloy €4 la circunferencia,
tendremos pues

= 6 b'n— = —

de donde se deduce facilmente

iIXi-
0 — A" g

Si la base del sector se nos da en g-rados, hay que susti-

tuir enlaférmulaanterioriporsuigual [»»«], sien-

180
do /el nimero de grados; haciendo la sustitucién ten-
dremos

mr'a

360
i51l.  Segmento de circulo es cada una de las dos partes
de circulo comprendldas entre una cuerday sus dos arcos

correspondien
FBrea ge un segmento ABC (Fig. 137) menor que e'I

semicirculo, se obtiene restando del area del sector GAUI
la del triéngulo OAB. Si el segmento es ABD, mayor 'te
la mitad dal circulo, su area se obtendra sumando las
areas del sector UADB y del triangulo AOB.

~13. Dos circunferencias que tienen el mismo centro
se llaman concéntricas, y la superficie conmrendida entre
ellas recibe el nombre de corona 6 anillo. ES claro qué el
area del anillo se hallaréa restando las dé los dos circuios..
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CAPITULO SEGUNDO.
COMPARACIOII' DE LAS AREAS.

TeoreMi. (Fig. 102).

~N13. Z<Darea” de dos triangitlos semejantes ABC y abe,
son proporcion%les & los cuadrados de sus lados’homdélogos y
a los desus aituras homologas.
Sabemos C»i». que las areas de dos trian-
gulos cualesquiera son proporcionales & los productos de
sus bases por sus alturas, luego

ABC _ BCxAD ~ NN X — H
alfc ~ hexad abe ~ he ad N

pero las bases de dos triangulos semejantes son propor-
cionales & sus alturas, esto es,

BO N N
be ad

. . .. AD
Sustituyendo en la igualdad [1] la fraccion por su

igual , tendremos
ABC
abe
lo que demuestra la primera parte del teorema.

121

. . . . BC
Si por el contrario, se sustituye la fracion be por su

igual AD seri
vl o
ABC APg
ac  ar
lo que demuestra la segunda parte.
Escolio. Si los tridngulos ABC y ¢iicno son semejan-

tes, pero tienen un angulo igual B=;, los triangulos rec-
tangulos ABD y abi seran semejantes, y tendremos

AD AB
adi
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sustituyendo en la igualdad [1] la razén por su igual

A;] , tendremos
ABC BCxAB

abe hexah

to Areas
|gv,gﬂ son’\lropormon(qafes a los pioductos d, iss lad - q
forman dAcho angulo.
Teorema- |l.

®BA  rn” areas de dos poligonos seymjantes ABCDE y
N f'sonfTopoTcio%aUs tilos cuadrados desus lados ho~

9n)-

AnDSomoongo los poligonos en igual nimero de trian

li-nlos semejantes y semejantemente dispuestos, por medio
dfagonaies trazadas desde los vértices homoélogos Ay «.

rio Qotna triAnfirnloS da

T 1
ABC Bcr ACD CD2 . DE2
abe brt aed m vy OB de
BC CD DE ~ BC2 A 551
pero-~ .« 4 de o Ced
ABC ACD ADE
luego abe acd ade
(nt/ AOA 0o —
ABC 4- ACD + ADE_ _ ABC
~ahc + acdT™ude ahc
ABCDE _ ~
alede

Corolario. (Fig. 126;. Las areas de dospoligo-

N E - s & js s ir f t¢ is ir

AN lamando Ay « & las areas tendremos
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pero los triangulos AOB y mh son semejantes, luego
AB OA OP , AB2 OA2 OPj
al) oa op opA
de estas igualdades y de la [1] se deduce
A OA2 OoP2
oa™ op’

Teorema IIL

*iO. Las areas de dos circulos sonproporcionales a los
cuadrados de sus radios 6 desus diametros.
Si Ry r son los radios, las areas seran 4R2 v , cuya

razon es ~ «(Jomo los radios son proporciona-
lesalos diametros T) v d_farazon ~ es igual & -a\y\- *

. . .. D2
luego las areas estan en la relacion -

) Se llaman sectores semejantes aquellos cuyas ba-
ses tienen igual nimero de grados.
~ Es evidente que los angulos formados por los radios son
iguales.

Teorema 1V.

_Lo.s areas de dos sectores semejantes son proporcionales
a los cuadrados de sus radios.
Sean R y r los radios de los sectores y a el namero de
grados de las bases: las areas seran ["16]
jRe> Ty

360 ¥ 7360

S1S. Se llaman segmentos semejantes los que corres-
ponden & sectores $BFiE|ates

, R2
cuya razon es —g <

Teorema V.

Las areas de dos segmentos semejantes son proporcionar-
les & los cuadrados de sus radios.

Sean Sy i los sectores que corresponden a los seg-
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mentospvopuestos.Tyilos tridangulos también corres-

P "o ™"

n te X Sy
S
s ,
también los tridngulos T y i son semejantes, luego
T
De estas igualdades se deduM ~ ~ n

® Z. ipor consig'uiente —
P

t N

y comos- Ty.- isonlaséreas delos segmentos, que-

da.demostrado al
*10.

X ®7E g\Q -firtud de los teoremas de-
scomo e®?E*“ -

eonozca la re-
mostrados en este ¢ X “homoio]os de poll'gonos semejan-
lacion M entre dos iS relaciéon entre
tes, la elevaremos al ® rfemplo, el lado de un po-
las areas de los

et otro poligono semejan-
arlad & e ro noserldoblesin6 caatro veces ma-

. B -~ -~ 2 -la de las éareas sera
yor, si la relacion de los lados es

® Lo mismo decimos respecto de los circuios y de los sec-
tores y segmentos semejantes.

Teorema. VI.

en A-Varaos.”-
Sea el triangulo ‘Sreido sobrelahipote-
isflo'*TsSvilente aia suma délos cuadrados AEy
AF, confuidos sobre”

“

perpendi-

cularln Tia MMp— a\la priongo basta G; tra.o las

rectas AD y EC.
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TI triano-ulo \BD tienfi BD porgase y la altara sera
io%iiil & Rli~“peroBD y BHsoii también la base E/ altura
SlectPn*XBG/lui™o el tridngulo ABD es la mitad
AANEUSgiloN"EBC tiene EB por base y

icrnal & AB pero E3 y AB son la base y altura del eua-
d ado AE, iuego el triangulo E BO es la mitad del cuadi

Abora bien, los triangulos ABDy £EBC q « " s con-
siderado son iguales, por tener AB—EB, BD B ,y ei
ano-ulo ABD, compuesto de un recto mas ABO, louai ai

angulo EBC, compuesto tafnbien de un recto mas ABC.
Siendo iguales estos tibingHilos, las areas del rectaii-

nusa, el teorema queda demostrado.

Teorema VII.

e.iai  Sicon'i¢deraiidocor,iofiomdlof/usl()s lados debuti

mrade los consmidos sohre los , triano-ulo- A B, C
Sean a, i, ¢ lahipptenusa y ’

las areas de los poligonos semejantes, | efiemos J

B __C_~_A

‘a c2
B+ C A .
de donde 2-1- 2 «

ICSdenominadores de estas fracciones son i]juales, porque
segun el teorema de Pitagoras es«2==i; + ¢ , mego
también los numeradores deben &er iguales, esto es,

A= B-f- _
Corolario. Si considerando como
de nntrimmlo rectmimlo, se constrnyen

S S .entremd constrnUo sobre laUpotemisa y el cons
¢mido sobre el otro cateto.
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Teorema. Vili.

ii'5«. 'S¢ considerando como radios 6 como diametros
los lados de un rectanmUo, se descrihen tres cir-
culos, el descrito soiree la hipotemisa es equivalente a ta su-
ma de los descritos sobre los catetos’, y el descrito sobre un
cateto es li diferencia entre el descrito sobre 1% hipotenusa
y el descrito sobre el otro cateto.

Laden ' * - NANN

Corola
lo rectanqulf.
tres semicircunier>iii".av<, rvufou, ‘1J"MK .
suma de las areas de Iasflyuras ADBEA y AFCCjA, llama-
das de Hipdcrates.

El semicirculo descrito sobre BC es equwalente segun
se deduce del teorema anterior, & la suma de los semicir-
culos descritos sobre AB y -iO; restando del prunero Tos
segmentos AEBVAGC resulta el triangulo AB.., y res-
tando de la suma de los semicirculos AB y AC los mismos
segmentos resultan las lGnulas; luego el triangulo es
equivalente & la suma de las lunulas.

PROBLEMAS RELATIVOS AL LIBRO QUINTO.

1. ® Convertir iinpol/'yono ABCDE{Vig.
viro equivalente que tenga un lado menos.

Trar.o una diaconal AC que forme con dos lados con-
secutivos del poligono un triangulo ABC; por el "V¥értice
B tiro una paralela BF a ladiagonal; prolongo el lado UU
hasta que encuentre & la paralida BF; y trazando la recta
AF, se forma un poligono AFDE equwalente al propuesto
y con un lado moénos. - *

En efecto: los triangulos ABC v Ai C son equivaliate?,
por tener igual base y altura; si ala figura ACDL afiadi-
mo.s el primero de ellos resulta el poligono propuesto
ABCDE, y si & la misma figura afiadimos el segundo
triangulo resulta el poligono AFDS; luego estos poligo-
nos son equivalentes.

2. ® Convertir un poligono en triangulo equiva-

Reduzcase el poligono a otro equivalente que tenga un
lado méiios, repitase la misma operacion con el poligono
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re—

~ sean 5y « la base y altura del triangulo, sea <el lado
del cuadrado equivalente.

El area del cuadrado es vy la del triangulo —®

1

luego

— 0 X a

donde se vé qtueell V.eA'llas? Tla~ltoa~del
porcional entre la nutad de la case y

Cmvertir unpoUffono cmlquiera. en cuadrado

«jWiMtofe. el noligono & triangulo y éste & cuadrado,
sfel S-onnropuesto tien?por expresion de su area

dreinos

“°tsi*Vadorn"prral® g~
pord~afentr” lasase yfa altura; ur’y %

NordonSANMNNtr?2ITSAN ;

n 5.“ Convertir un circulo en cmAnido ‘
Este problema, que es el de la cuadratura

se resolveria hallando una media proporcional

tadde la circunferencia y el radio, si se conociese «1 »

dio geométrico de rectificar la circunferencia; esto ultimo

no sfha conseguido, & pesar de los esfuerzos trechos du-

muchos siglos, por lo que el problema propuesto

~6lo nuede resolverse aproximadamente. . »
Con el célculo se eleganza un grado de aproximacion

mas que suficiente en todos los casos préacticos, pues -a
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longitud de la circunferencia depende del valor de «,que
se ha calculado con gran namero de cifras decimales.

6® Dados dos poliQonos semejantes, constnwr
otto semejante Aellos é ifjnal dsu sumi 6 difeTencia.

1 “” Oonstrayase un triangulo rectangulo cuyos cate-
tos sean iguales a dos lados homélogos de los poligonos
conocidos; considerando la hipotenusa de este triangulo
como lado homdlogo de los elegidos para catetos, cons-
trévase sobre ella un poligono semejante & los dados, que
sera igual_& su suma [*521]. ) ;

2. ~° Tomense dos lados homologos de los poligonos se-
meiantes para hipotenusa y cateto de un tridngulo rectan-

gulo: el poligono semejante a los dados, construido sobre
el otro cateto, sera [a_dlferer]C|a de éstos.
DescTIDIT Whcifculo e/inivalente a la suma o

diferencia de oiros dos. i \
Este problema se resuelve como el anterior.

~ O . 8." Dado unpol-igom P construir otro Q semejan-
te al primero, y tal gue las areas de los dosguarden una re-

lacion dadara-.n. . . T , X  Z-

Akalisis. Sea a un lado del poligono P y & su homolo
go en el poligono Q: si determinarnos el lado & estara re-
suelto el problema. Tenemos

P
Q
ademas segun el enunciado del problema debe ser
i i m
-P—: L >luego 1@
Q n

A\ my nfuesen las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa de un triangulo rectangulo y a uno de los ca-
tetos. el otro seia x fi55', 3.°]

siNTusrs €Fig. 141). Sobre una recta indefinida tome-
mos, & continuacién una de otra, las longitudes AB y BC
igualesh my N\ sobre AC como diametro describamos una
semicircunferencid; por el punto B levantemos una per-
pendicular al didmetro; y unamos D con A y con C. cA
tridngulo ADC es rectangulo, y los segmentos AB y BC
de la hipotenusa son iguales &m v n, luego siel cateto
ADfuese igual & a, el otro cateto ,DC seria igual & x\ pero
se comprende que en la.generalidad de .los casos AD no
sera igual & a, porlo que tomaremos sobre AD, prolonga-

hi<
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da si es preciso, unalongitud DS i.gual al lado ii, y®i”™ndo

por E ana paralela & AC. determinaremos sobre una
lonsritud DGqueesigualaa?. | trry\™ na
En efecto: en el triAngulo rectangulo EDor
" .
EDY EF eroEF’\-' AB m KD (h
0 bien “DG- %

Coranarando esta igualdad con la [1], so deduce x  Bix.
*$38." 9.” D ido!'i dospoUf/Qiios P 7 Q, conSi-ritio’ 0.ro poh-
nono sumojaiiie Q V y eavAmlenie 4Q.> . e-in i
Analisis. Sea X el poligono que se bus”™a.'l un io,do ac.

uolilgonp Py suhomologo en el poligono X .
* ebiendo ser semejantes los poligonos 1 y-\:."a*a

P N N
X “m ,
V como X debe ser couivalente a Q, tendremos
P

reemplazando los poligonos P y Q por los cuadrados equi-
valentes vy sera

N

6 = —nm
422 g 2
Sintesis. Vemos por el andlisis anterior que o: es una
cuarta proporcional alas rectas conocias;;,
trayendo sobre  un poligono semejante a* 1 esiaiaie
suelto el problema.
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EJERCICIOS DE LA GEOMETRIA PLANA.

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR.

I. Lasbisectrices dedos angulos adyacentes son perpendi-
culares entre si. C

I1. De todas las cuerdas que pueden pasar por un punto inte-
rior &un circulo, la menor es la perpendicular al diAmetro que
pasa por dicho punto.

I1l. El camino méas corto de un punto & una circunferencia,
es la parte exterior de la secante tirada por dicho punto y el

centro. ;. .,
IV. En unacircunferencia dada, el lugar geometrico de los

puntos medios de varias cuerdas que tienen un punto comdudn, es
otra circunferencia que tiene por dia iietro la recta tirada desde
el punto comdn al centro de la circunferencia dada.

V. La recta que une los puntos medios de dos lados de un
triangulo es: I.°p iraloia al tercer lado; 2.® igual 4 su mitad.

VI. Uniendo los puntos medios de ios lados de un cuadrila-
tero cualquiera por rectas que no se crucen, resulta un para-
lelégramo. ,

VIL Un &angulo de un triangulo es recto, agudo u obtuso, se-
gun que la recta que une el vértice con el punto medio del lado
opuesto sea igual, mayor 6 menor que la mitad de dicho lado.—
ReciProco. . . .- \

VIIl. Las tres perpendiculares trazadas desdefios vértices de
un tridngulo & los lados opuestos, se cortan en un mismo punto.

IX. l;as tres rectas que unen los vértices de un triangulo con
los puntos medios de los lados opuestos ss cortan en un mismo
punto, que se encuentra & la tercera parte de cualquiera de ellas,
contando desde el lado, y & las dos terceras partes contando des-
de el vértice.

X. De todos los triangulos que tienen igual base y altura, el
isésceles es el que tiene menor perimetro.

X1. Las prolongaciones de los lados no paralelos de un trape-
cio se cortan sobre la recta que pasa por los puntos medios de las

X11. Las diagonales de un trapecio se cortan sobre la recta
gque une los puntos medios de las bases.
XI11l. Si dos cuerdas se cortan perpendicularmeate,_la suma

de dos arcos no contigvws interceptados por, ellas, es igual & la
semicircunferencia.
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X1V Sidos cuerlas S8corUi p~rpeuiioulamente, la suma
délos cuadrados de los cu itro sag neatos es igual al cuadrado

Eu 'todo iridugulo, la sum.ade los cuadrados de dos lados
es'iffual al duolo del cuadrad) de la mitad air tercero mas el du-
plo del cua Tado ds la recta que uae el puato medio de este cou
el vértice opuesto. -i'

XV1 La suma de ios cuadrados de los lados de ua cuadriU-
terd es’iifual & la su aa de los cuadrados de las diagonales, mas
el cuadruplo de la recta que uae los puntos madios de las

~~corolario. La suma de los cuadrados de los lados de un parale-
logramo es igual & 11 suma de los cuadrados de las diagonales.

XVIl. Elarea de un tridngulo es igual & su perimetro mul-
ti 0, tid del ridio del circulo inscripto
p)&fl“Jp é des e un pu ito interior A u.i p |rll§lugramo se ti-

ran rectas & todos sus vértices, la suma de los tridngulos que
tieuen por b ases dos lados opuestos, es equivalente a lasuma de

AXI°XN°*sVdesde un punto interior & un poligono regular de
lados se b ajan perpen iieulares a tidos éstos, la suma de las per-
pendiculares es igual & n veces la apote nia.

XX L'is areas de dos tridagal'>; se nejantes son proporciona-
les 4 los cuadrados de los radios de los circuios inscriptos y cir-
cunscritos.

PROBLEMA-SPAEA RESOLVER.

I. Describir una circunferencia conociendo el radio y dos
puntos «le ia misma. I

Il. Describir unacircunferencia tangente auna recta dada en
un punto da'do, siendo conocido el radio.

11 DeSCFIbIr’ una arcunferenuatangente a una recta aacla
en un punto dadoy que pase por otro punto dado.

IV. Describir unacireu iferencia tangente a otr.a aacla en un
punto dido, siendo conocido el radio. n n
~ V. Describir una circunferencia tangente a otra dada en un
mDunto dado, y ademas tangente duna recta dada. _
A VI. Por un punto dado trazar una secante auna circunferen-
cia dada, de tal modo que la cuerda interceptada sea igual a una
recta dada.

VII. Construir un tridngulo isésceles conociendo la base y el
angulo opuesta. "
Il. Construir un tridangulo conociendo la base ‘ia altura y
el &ngulo opuesto & la base.
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IX. Construir un triangulo conociendo la altura y los angu-
los adyacentes & la base. j

X. Construir un tridngulo conociendo un Iado" uno ae
angulos adyacentes y Lasuma ¢ diferencia de bs otros,dos lados.

X1. Construir un yiralelégramo conociendo las diagonales y

Construir un trapecio conociéndolas bases y los lados
no paralelos.

XI11l. Construir dos rectas conociendo su suma y la media
proporcmnal entre ellas
. Constx'uir dos rectas conociendo su diferenciay ia me-
dla proporcional entre ellas. t 4T
XV. Dados tres puntos dirigir por uno. de ellos -una re,cta,'rtai
que sus distancias a los otros dos puntos sean proporcionales a
dos rectas dadas. - [ ] .
XV1. Dadas tres rectas ,que concurren en un punto trazar
por otro dado una secante, tal que las dos partes interceptadas
por las rectas dadas sean proporcionales a dos rectas conocidas.

XVIl. Hallar el lugar geométrico de los vértices de todos los
tridngulos equivalentes cuyabaso.es comun.. -

XVIIlI Construir un rectangulo equivalente-a un cuadrado
da*dow”', y tai que la siujja dia diferencia de dos lados conti-
guos sea igual & una linea dada 1

X1X. Hiilar dos lineas proporcmnales a Ias areas ele dos cua-
drados o de dos-poligonos, dado . ,

XX . Conocienrio lasbhases y la altura de un trapecio, hallar
las areas de los triangulos total y parcial que so forman prolon-
gando los .lados no paralelos.



geometria del espacio

LI BRO SEXTO.

be las superficies.

g "PITULO PRIMHRO

I,—ilaciones |ep<"UmmslSls=ftm

?abe 0S qoue si una recta tiene . .
7 rt Irtinfirie con el en toaa SU extension [-i].

" ée aqufsefeduQequeis~ferin recta con

r«rr .n .«5* s

pdaiciones, fes que representan otros tantos planos di
ferentes.

Teorema. I. (Fig. 143~

*33. Tresplintos A, B, CiW noestm enj® “ ~
deierminm la po.ncioH de un plano, es ]
puntos A, B, G,pmde pasar un plano y solo pueae.pd

""" Tmamos las rectas AB y BC, hagamos pasar Por AB
un plano.é imaginemos que . . ..

es claro que al verificar su movimiento de rotacion (;Iegar&
a pasar por el punto C, luego por los tres puntos A, B,
juee u» al ~ue ifemaiemoi P»
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Supongamos, ahora, otro plano P' que también pase
por A, B yC. Teniendo cada una de las rectas ABYy
BC dos puntos en Py en P', todos los puntos de las mis-
mas perteneceran & los des planos [4]. Tomemos en P
un punto cualquiera Dy desde él tracemos una recta EG-
que corte en Ey F alas ABy BC: como los puntos Ey F
pertenecen & los dos planos, la recta DG estara a la vez en
P y en P’, luego también el punto U estaraen los dos
planos.

Vemos, pues, que todo punto del plano P pertenece
también al P', por consiguiente estos pianos coinciden en
toda su extension.

Corolarios.

1.  ® Dos'rectas gm se cortan determinan la posicién de
unplano.

Seflalando un punto en cada recta y el de interseccidn,
por los tres pasara un plano que contendra a las rectas
dadas. Ademas, todo plano que pase por dichas rectas se
confundira con el primero, pues contendra los tres puntos
sefialados.

2. 7 Dos rectas paralelas determinan la posicién de un
plano.

Por dos rectas paralelas pasa siempre un plano; aquel
en que estan situadas. Ademas, todo piano que pase por
dichas rectas se confundira con el primero, pues sefialan-
do dos puntos en unade las paralelasy uno en la otra,
estos_tres puntos seran comunes a los dos planos, que por
consiguiente coincidiran.

3. * La interseccion de dos planos es una linea recta.

Pues si los planos tuviesen tres puntos comunes no en

linea recta coincidirian.

Teorema Il. fMp. 144].

>S5 una recta AB reshala sohre otra recta fija

A'Y, conservandose puralela a suposicion primitiva, dicha
recta movil engendra ‘implano.

tiea i X) unade las posiciones de la recta movil. Las

cortan determinan un piauo; y las

ABYCD, por ser paralelas, determinan otro; pero estos

pUuw tiem cyttmn?s jQs m  punigsA, ti ytii luego
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comciden. Vemos, pues, que la recta movil, considerada
en cualquier posicion CD, se halla situada en el plano q
deSinanA”B y XY, por consiguiente es la generatriz

de este plano.

Il.—Rcctas y planos pei*pen<Uculai>cs.
Teouema- 1. 145.,J

~35. 'Simia recta AB es perpmdicvlar a'dos r“ta%
BC, BD de lasowmsanpor su pié B enwi jnano MIN, es
perpendicular a todas la,s d"eraés.
~ ~ea BE otra de las rectas P~ro-
MN. Trazo unarecta CD que corte d BC, BE y
longo la AB hadala parte inferior, tomo A B-AB, uno
los Euntos Ay A concada unode losC, Ey U
as rectas’BC y BD son perpendiculares a AA en su
punto medio C, luego [4ii]
AC = A'C, AD = A'D, ademas CD = CD;
Eor_ consiguiente los triangulos ACD y
imaginamos el A'CU colocado sobre el fVCD, es claro
que la recta A'E coincidira con AE, luego AP®
mos, pues, que BE tiene dos puntos B y E equidistantes
de AT A', luego BE es perpendicular & AA .
Unarectaes T>ic\JL\™ a unplano cuando
la recta es perpendicular atodas las (Jue pasan por su p%é

MEMfai caso el plano es también perpendicular ala recta.
Segun el teorema anterior, si una recta es perpendicular
a dos délas que pasan por su pié eu un plano, dicha recta
Vel plano son perpendiculares.
na recta es oiZlcto-i aun plano cuando lo encuentra
sin ser perpendicular al mismo.

Teorema ll. (Fig

Todas lasperpendiculares BO, BD, BE etc. levan-

tadas d unarecta A.Q en uno de sus puntos B, estan en m
mismo plano. . N

Antes de entrar en la demostracion de este teorema,

debemos recordar que por una recta AB pasan innmtos

eplanocs, y que en cada uno de ellos puede levantarse por el

punto B una perpendicular y solamente una a diclift reut»
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AB. Ahorabien, dos de estas perpendiculares BD y BC
determinan un plano MN, y decimos e cualquiera de las
otras, por. ejemplo BE, esta en el plano MN.

Kn efecto: por las rectas AB y EB concibamos un pla-
no; la interseccién de este piano con el MN es una r”ta
gue pasa porB, y.como AB.es perpendicular & BD y BC,
lo .seraigualmente & dicha interseccién 6 lo que es
igual, la interseccién sera perpendicular & AB en B; pero
EB es también perpendicular & AB en el mismo punto B
y en el mismo plano ABE, luego BE se confunde con la
interseccidn y esta situada, por tanto, en el plano MN.

Escolio. Obsérvese que el plano MN es perpendicular a

el U'fgar geométrico de lae perpendicu-
lares levantadas a una rectapor un mi~“mopunto, es el pla-
no perpendicular & h recta en dicho punto.

Teorem\ Ill.

Por un punto dado no puede trazarse mas qy/i
nnaperpendicular & nn-plano.

Supongamos primero que el punto dado A (Fig. 140
esté en el plano MN, y sea AB una perpendicular & este-
plano. T-jda otrarecta AC levantada par el punto A deter-
mina con AB un plano que corta el MN segUn una recta
DE; siendo AB perpendicular al plano, es perpendicular
ala recta DE que pasa por su pié, luego AC sera oblicua
a.DE, y por consiguiente al plano MN.

Si el punto dado A esta fuera del plano (Fig. 148)y
AB es la perpendicula>', toda otra recta AC tirada desde A
al plano MN determina con la AB un.plano, que corta al
MN segUln una recta BC. Siendo AB perpendicular al pla-
no es perpendicular ala recta BC que pasa por su pié,
luego AC sera oblicua @ BC, y por consiguiente al pla-
no MN.

Teorema V.

~39. Porwnpu.ud dado no puede pasar mas que %n
plano perpendicular & una recta dada,

Sea C el punto dado en la recta AB (Fig. 149)y MN
un plano perpendicular desta recta por el punto C; sea
MP otro plano cualquiera que pase también por C. Si ima«
finamos un plano que pase por la reota ABj cortara & los
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MN y MP se”un dos rectas CDy CE; siendo,AB perpen-
dicular al plano MN también lo serd & la recta CD que
pasa por su pié en dicho plano, por tanto serd oblicua &
CE y de consiguiente al plano MP.

ra MP que pasé por C. Larecta AB y el punto C détermi-
nan un plano cuyas intersecciones con MN y MP son CD
y CE; siendo AB*perpendicular al plano MN lo es también
alarecta CD que pasa por su pié, luego AB es oblicua
a CE, y por consiguiente al plano MP.

Teorema. V. fFiff. 15y.

Si4i0.  Si desde iln "pimto A exterior d un plano MN se
tiran d éste umperpendicular AB y una oblicua AC,, la
permndicular es menor que Id oblicua.

Trazando la BC, la AB’ ser& perpendicular 4 BCy la
AC oblicua, luego AB < AC.

Teorema reciproco. Si unarecta es la menor de cuan-
tas pmden tirarse desde un punto d unplano., dicha recta es
‘perpendicular al plano.

Pues si fuese oblicua habria otra mengr que ella.

Se llama distancia entre un punto'y unplano la
perpendicular trazada desde elpunto al plano.

Teorema VI. (Fiy. \h\J.

«i® . Si desdeunpunto A exterior a un plano MN se
bajan déste una perpendicular y varias oblicuas: I.° las
oblicuas ADy AC se apartan iyua;m?nte de la perpen-
dicular AB son iguales; 2." de dos oblicuas AC y AE que se
apartan desigualmente déla perpendicular., es mayor la AE
gue se aparta mas.

1.  ° Uniendo los piés Cy D delas oblicuas con el pié B
de la perpendicular, se forman los tridngulos rectangulos
iguales ABCy ABD, luego AC = AD.

2. ®Uno el pié E de la oblicua AE con el de la perpendi-
cular, y sobre BE tomo una longitud BD=BC. Por la
geometria plana tenemos AE > AD, pero AD=AC, luego
AE > AC.

Teorema, reciproco. 1®Si dos oblicuas son igmUs” se
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apartan igualmente de laperpendicular’, 2 ®si dos oblicuas
son desiguales, la mayor s$ aparta de laperpendicular mas
que la menor

Corolario. Desde unpunto A pueden tirarse aun plano
MN infinjtas oblicuas iguales.

Describiendo en el plano MN una cwcunferenma desde
B como centro, todas las oblicuas tiradas'desde A alf)s in-
finitos puntos de la circunferencia seran iguales.

Teorema VIL (Fig- 152).

«43. EI lugargeometrico de todos los puntos del espa-
cio equidistantes de los extremos de unarecta AB,~i unpla-
no IMN perpendicular desta recta en supunto medio.

Si unimos un punto D del plano MN con el punto C,
la recta CD sera perpendicular a AB en su punto medio
luego AD=BD j

demas, un punto cualquiera situado fuera del plano
MN no se hallard en ninguna de las perpendiculares que
pueden levantarse ala recta AB por su punto medio C'
porque todas estas perpendiculares estan en el plano Mi;
lueo’o dicho punto exterior al plano MN no equidista de
AyB.

Teorema VIII. (Sinfigura).

«44. Siunplano' tiene tres puntos A, B, Q, noen
linea recta, equidistantes cada uno de los extremos de una
recta dada, es perpendicular d éstay la dimde en despartes

~AConcibiendo en efecto, un plano perpendicular & la
recta dada en su punto medio, pasarapor A, By O, luego
coincidira con el P.

Teorema IX. (Fig. 153).

«45. Sldesdeelpié de una pernendicular AB d un
plano MN  baja umperperdiciUar B3 d unarecti ED si-
tuada en e’ plano,Ny se une el pié de esta perpendicular con
unpunto cualquiera déla primera, 1%recta de unién AC
es perpendicular & la ED lIrazadaen elplano. »

Esta proposicion suele llamarse teorema ck loe tres perpendioviarea,
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Tomo ¢cambos lados del punto C dos longitudes igua-

AEy Al? n n
| efiemos Bp=BE, por ser oblicuas que se apartan

I%_ualmente de la perpendicular BO4 BE, luego las obli-
ctias AE y AU al plano son iguales; vemos, pues, que

penSlarl |ld! ®y per-

I11.—Kcctas y planos paralelo«.
Teoremi i. fM/f. 154.)

«4©. Por %@ punto G del espacio no mede trazarle
m1es gue unaparalela BE § la recta AB
Supongamos que Ipor C pase otra'paralela FG & la
recta AB; segUn esto las rectas FG v AB determinar'n nn
plano, y las OKy AB deternunan cL | perfe Z ptLos
tienen tres puntos comunes A, liy C, iueg-o coinciden Te
neiiios, pues, en el mismo iilano dos paralelas DE y' FG

4 una recto por uii mismq punto 0, lo que es jmposible-
?uego b(CB no es parg]eslagg\B. A Im usAoie,

Teorema ll. (Fig. 155~

Las rectas AB y OB no pueden encontrarse, de lo con-
trario pasarian uus perpendiculares al plano MN por el

punto de encuentro, loque es imposible f4;iS| n
plam® mexmnes y estan en el mismo
ftf“'£ X 1A 7r f S

111 it filii 1 N

dietVE PRSI & tambien pdiPBRdBISE PR P2

gque pasa por su pie; luego las rectas BB, AB y Cu ner-

penuiculures a EF en el punto D, estan en mismo uTa

no; pero AB tiene dos puntos Ay B en eSeT w ?

consiguiente se llallacontenida en a Plano, por
Vemos, pues, que AB y CU estan en el mismo plano

y como no pueden encontrMse, SON paralelas,
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«41». Teorema KECIPKOCo. Si dos
paralelas, iodo plano MN perpendicular a una de ellas AB

a | " tramando desde «u
espacio ¢
““VAaTndoN;™ ~aC te"S la recta A lo sera

tamMen a B y C;'siendo estas rectas B y C perpendicula-

encuentranpor mis que seprolonguen.
Teobema. IIl. (Fig- 156j.

aso Siunarecta AB e'Merior d un plafid MN es para-

selotienTcolnese | el MN los .
CD; pero AB no puede encontrar a su paralela LU, iue”™o
tampoco podra encontrar al plano MN.

Teobema V. (Fig. 156).

«S 1  Si eTuna recta AB paralela d un plano MN_%
hmeLar alo plano que corte gl primero la interseccion
CTs  estos planos esparalela d la recta ear

asr S ABYy (ID estan en un plano; ademas si AB
encLIrSe aCD eLontraria al plano MN, y siendo esto

liunfrelm IB Tsparalela dwnplano™J,
toEp~~aUla CD a dicha recta, trazadapor un punto C del

AN"La determinan las paralelas
AB y CD con el plano MN es una paralela a AB por el
punto C, luego se confunde con CD.

Teorema. V. fFig. 157).

*5« SimincH AB es pmaUU adosvUms MN, PQ
seGorm,espm klu » %ntGmccion QN.



133

Tirando uor un punto Q déla interseccion una para-
lela“ rir¢ch a paralela

en los dos planos, luego se . . AT?0.
(5'N geqos ICr)nlsmos, pot consiguiente AE es paralela a <in

Teorema VI. (Fig- 156).

« 't Ln~mries AC, BD de rectas paraleUs compren-
dnsentrrUr?planom g ‘anarecta AB paralela a el, son

*~ANE/plano que determinan las Igaralelas ACy BD pasa
por O lue-0 sui CD con el MN esS paralela a

1 b;'resulta?pues, que la figura ABDC es un paralelégra

recta y nn plano sonparalelos, todos

los puntos de la recta equidistan del plano
ii5<i. Se llaman pranos paratetos l0S que no se en
cuentranpor mas que se prolonguen.

Teorema Vil.
« 55. Dosplanosperpendiculares duna misma recta,

s sfliegaran & encontrarse, tendriamos desde un
puntocaalquilrade su interseccién dos pl~os perpendi-

culares & una recta, lo que es imposible [«J JJ.
Teorema VIH. (Fig. 158).

« 5B. EI lugar geométrico de todas las paralelas d un
plano MN trazadas por wnpunto A, es un plano paralelo

sfa”Afi*nadeTIs paralelas al plano MN; bajo desde
A una perpendicular & este plano, é imagino wr BAO
otro plano que cortarda al MN segun una recta BD para-
lela @ AC i«51]. Siendo AB perpendicular al plano MN,
Y por tanto ala recta BD, es también perpendicular & »
AO- lueiTO todas las p-.ralelas al plano MN trazadas por A
son perpendiculares ala recta AB, por consiguiente su
lugar geométrico es un plano perpendicular a la recta ad
V naralelo, por tanto, al MN.
A ACorolario, tn plano esparalelo a otro cuando el pr'i-
mero contiene dos rectas que se cortan paralelas al segundo
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*il segundo  dichas rectas determinan un plano paralelo

Teorema IX.

*151. Las ilhserseccion,ss de dos 7)I(mos paralelos con un
tercer plano, son paralelas.

I uesto que estan situadas en el plano secante y no pue-
den encontrarse, aungue se prolong-uen. por hallarse tam-
bieu™en dos planos paralelos.

del TEOREMA VIL ~Fig. 109y'. Si doS
peanas son paralelos, toda pependicalar AB & uno
de eUos MX es tarnhen perpendicular al otro PQ.

fei por AB hacemos pasar dos planos CABD y EABF,
las intersecciones AC y BD seran paralelas [*/57], asi
como también las AE y BF; pero AB es perperldicular a
las rectas AC 'y AE luep-0 también es perpendicu-
lar alas BDy BF, y por consiguiente al plano PQ.

Corolarios.

1 " Por u/npunto A exterior aun plano ?Q, no puede va-

sar mas que unplano MN paralelo al primero.

Bajando la perpendicular AB al plano PQ, todo plano
paralelo 4 este, quel\f)ase por A, es perpendicular & AB v
se confunde con MN. N

2. Dos planos paralelos & un tercero, son paralelos
entre si.

Trazando una recta perpendicular al tercer plano, sera
tambien perpendicular a los otros dos, por consig'uiente
e.stos serdn paralelos entre si.

Teorema X. ’Fig 160;.

mij». Laspartes k”. OS)derectas paraleUu eomprenr-

dnd” entre dosplanos M)~ ,V.lpan,hlos. sonigmles
AXT ) , ‘ios planos
MN y 1>Q seguin dos rectas paralelas AC y éD. luego la
paralelégramo, por consiguiente

Sidosplayios™nparalelos, todos los pim--
m de uno de ellos equidiStan ™ * otro.
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Teorema. XI. (Fig. 161j.

*61). Sidos dngv?os, situados eu diferentes planos,
tienen sus lados paralelos’. 1.° son, iguales o suplementa-
rios; 2.° s planos que determinan son paralelos.

1. * Sean los angulos ABC, DEF que tienen sus lados
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; debemos de-
mostrar que son iguales.

En efecto: tomo BC=EF, BA=ED, y trazo las rectas
BE, AD. CF, ACy DF. Siendo BO igual y paralela & EF,
la figura BOFE es un paralelégramo, luego CF sera igual
y paralela & BE; del mismo modo se demuestra que AD es
Igual y paralela & 13E; siendo las rectas CF y AD iguales y
paralelas 4 BE son iguales y paralelas entre si, luego la
figura ACFD es un paralelégramo, porconsiguiente AC=
DF. Vemos, pues, que los triangulos ABO y DEF tienen
sus tres lados respectivamente iguales, luego son iguales,
portante Af3C=i?i-I7. DEF.

Silos lados paralelos tuviesen direcciones opuestas, 6
dos de ellos tuviesen direcciones opuestas y_los otros la
misma direccion, imitariamos la demostracion del na-
mero 65, casos 2.“y 3.° n

2. “ Siendo AB y BC paralelas A4ED y EF respectiva-
mente. son paralelas al plano DEF [*50], luego el plano
ABC también es paralelo al DEF [*56, <*or].

Teorema XIl. (Fig. 162).

*61. Tres planos paralelos MN, PQ, RS, dioiden a
dos rectas AB y CD en partes proporcionales.

Trazo la recta AD. EIl plano ABD corta a los PQ y RS
segun dos rectas paralelas EF y BD: y él plano ADC corta
alos MNy PQ segun las paralelas AC y FGr; luego

AE AF  AF (604 de donde AE CG
EB " FD ' FD GD '’ EB GD

Corolario. D os planos paralelos PQ, RS dividen a va-
rias recta<f AB™ AD etc., que parten de nn mismo punto, en
partes proporcionales.

Pues se vé facilmente que n =
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*769. Proyeccion de wii pimto sobre %ii plam es el pié
ik la perpendicular bajada cjesd™el pi(,nlo al plano.
PROYECCION de una linea recia o curva sobre mi plano,
esotra lineaformadapor lasproyecciones délos diferj»
lespmitos dé la-primera sobre el mismofhno.

Teorema. XIIl. (Fig. 163).

La proyeccidon de una recta AB sobre un plano
MN es,oira recta,

Las'perpendiculares ka, Bb, Oc etc. al plano MN baja-
das desde los distintos puntos de la recta AB, son paralelas
entre si, y engendran por consiguiente un plano [®34],
cuya interseccion con el MN es evidentemente la proyeci-
don de la recta AB sobre este ultimo, luego la proyeccion
es una linea recta.

Escolio. Se deduce de este teorema que para hallar la
proyepcion de pna recta sobre un plano, basta proyectar
dos puntos de aquella, y unir sus proyecciones por una
recta.

El plano kBab que contiene las perpendicula-
res. VNadas sobre MN desde los puntos de AB, se llama
~and proyectante de esta recta, y el MN plano de”ro-
yeccion.

Es, evidente que el plano proyectante de una recta, es-
tara determinado por la recta y una de las perpendicula-
res al plano de proyeccién.

Teorema XIV. (Fig. 164T

5115. Las proyecciones de dos rectas paralelas AB y
CD sobvc un mismo plano MN, son paralelas.

L6s planos proyectantes BA'y DCt? son paralelos, por
ser AB paralela 4,CDy ka paralela a Ce [*580,2.®]; luego
las proyecciones &h y cd, que son los intersecciones de di-
chos planos paralelos con el de proyeccién, son paralelas.

Escomo. El reciproco no es cierto.

Teorema XV. (Fig. 165"

5G8. EI angulo queforma una oblicua AB a whplano
MN con su proyeccion sobre el mismo, es el menor de cuantos
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pmdeformar dicha ohlicm cd% las rectas g™aepasan por s%
pié enelplano dado. n I C |

Desde un punto cualquiera A de la recta AB bajo la
peroendicular AC al plano MN, y estara determinada la
proyeccion BC de AB sobre el plano MN; trazo en este
plano otra recta cualquiera BD que pase por B,y tomo
una longitud BDig-uala BC; uno por ultimo A con D.
Los triangulos ABC y ABD tienen dos lad9s respectiva-
mente iguales, pero el tercer lado AC del primero es me-
nor que el tercer lado AD del segundo, por ser AC p”-
pendicular al plano y AD oblicua, luego el angulo ABC
es menor que el ABI).

Escolto. En virtud de este teorema se llama angmo de
unarecia y Ynplano, elangalo (¢caeforma la recia con su
proyeccién sobre el plano.

1V .—Aiig:iilos «Uedi'os.

Angulo diedro es la inclinacion matua de dos
planos.que se cortan.
Estos planos se llaman caras del angulo, y la intersec-
cion de las caras se llama
Un angulo diedro se designa generalmente por cuatro
letras, una de cada caray dos deda arista, debiendo leerse
estas dos en medio. Asi el a&ngulo de la figura i65 se lée

ang. ABCD 6 ang. DCBA.

Cuando la arista no es comun & dos 6 luds angulos,
basta leer sus dos letrfis; asi diremos: ¢mg. BC.

. Dos angulos diedros son iguales si colocando una cara
del primero sobre otra cara del segundo, de modo que las
aristas coincidan, las otras descaras se confunden en una
sola. En el caso contrario, los diedros seran desiguales.

La maonitud de un angulo diedro no depende, pues,, de
la extention de sa<f ctras, sino de lamagor ¢ menor inclina™
clon ¢k la um sobre la otra. =

«;0S. Angulos diedros adyacentes son dos anoulos
que tienen una cara comuny las otras dos caro.”* en el mis-
mo plano.

Es claro que los angulos adyacentes tienen la misma
arista.

Los diedros ABCD y ABCE (Fig. 167} son adyacentes

Si un plano FC al caer sobre otro DE.forma con éste
dos angulos adyacentes iguales FBCD y FBCE, estos an-
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ulos se llaman rectos, y el plano FC es perpendiewl'ir al

E. Por el contrario, si los ang™ulos adyacentes A33D vy
ABCE son desiguales, se llaman oblicuos, y el plano AC
es oblicuo ai DE.

Teorema. |.

~N69. Do<j awjulos diedros rectos son iguales, aunque
no sean adyacentes.
Se demuestra este teorema como su analogo del nud-
mero O.
Todo diedro ABCD menor que un recto se llama «yw-
¢, y todo diedro ABCE mayor que un recto, se llama
obtuso.

Teorema |Il.

«ii0. La suma de dos diedros adyacentes es igual d dos
diedros rectos.

Escolio. Siuno de los diedros adyacentes es agudo el
otro sera obtuso, y reciprocamente.

Corolarios.

1. " Un diedro cualquiera vale menos que dos recios.

2. ° Lasumade los angulos diedros co7isecutivos forma-
dos hacia un mismo lado de un plano, es igual d dos die-
dros rectos.

" La suma de todos los diedros consecutivos que se
pueden formar alrededor de una recta, es igual d cuatro
diedros rectos.

4 " Si mio de los cuatro dnaulosformados por dos pla-
nos que se cortan es recto, los dimis también son rectos; por
consiguienle si unplano es perpendicular a otro, el segton-
do también sera gierpendicular al primero.

El teorema y los corolarios se demuestran como sus
analogos del nuimero 10.

Dos angulos se llaman complementarios cuando
su suma vale un diedro recto, y suplementarios cuando su
swnavale dos rectos.

Dos angulos diedros que tienen el mismo complemento,
son iguales.

Se llaman angulos diedros opuestos por la aris-
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TAdos angulos de los que ww se forma prolongando las ca-
ras del otro.

Teorema llI.

~N73. Dos angulos diedros opuestos por la arfista, son
iguales.

Demuéstrese como su analogo del namero 13.

Sy*:l.  Anqulo rectilineo correspondiente i un diedro
es el angulo queforman dos perpendiculares levantadas a
la arista por el mismo punto, unaen cada cara.

EFG (Fig. 168; es el angulo rectiliseo correspon-
diente al diedro ABCD. También puede tomarse para an-
gulo rectilineo correspondiente & dicho diedro el angulo
ACD 6 cualquiera otro que reuna las condiciones de la de-
finicion. pues todos son iguales por tener sus lados para-
lelos y dirigidos en el mismo sentido.

Teorema IV. (Figs. 168y 169).

Si dos angulos diedros BC y be soniguales, sus
angulos rectiliiieos correspondientes EFC y efg también son
iguales.

Coloco el diedro BC sobre el he de modo que la cara
AB coincida con la ah, cayendo la arista BC sobre hey el
punto F sobre el/; las caras BD y hd coincidiran, por tan-
to las perpendiculares FG y fg ~ la arista comdn en el
mismo punto F y plano BD deberan confundirse, asi como
también las FE y fe, perpendiculares 4 BC en el plano
AB, luego los angulos rectilineos EFGy i/<7seran iguales.

Teorema reciproco. Si dos dnmdos fectilim.os corres-
pondientes d dos diedros son iguales, los diedros también
son iguales.

Las aristas BC y he de los &ngulos diedros propuestos
son respectivamente perpendiculares & los planos que de-
terminan los angulos rectilineos EFGy fS30j; si ha-
cemos coincidir estos &ngulos, las aristas tendran que con-
fundirse [*”"3»1, por consiguiente la cara AB coincidira-
con la ah, por tener comunes dos rectas que se cortan, y la
cara BD coincidira con hd por igual razén; luego los an-
gulos diedros seran iguales.
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Teohema V. (Fig. 171.)

970. Si angulo diedro es recto™ su rectili-
neo correspondiente ABC tamlAen lo es.

Prolongando la cara NPQ se forma un angulo diedro
MNPR adyacente al propuesto, y prolongando la recta
CB se forma un ang-ulo plano ABD adyacente al ABO.
Los angulos diedros adyacentes MNPQy MMPR son igua-
les, por ser uno de ellos recto, luego sus rectilineos cor-
respondientes ABO y ABD son también iguales, y como
son adyacentes, cada uno valdra un angulo recto.

T eorema, reciproco. M angulo rectilineo™ ABOco?*-
re>pondiente & un ditdA'o es recto, el diedro tam-
bién lo es.

L os angulos planos adyacentes ABOy ABD son igua-
les, por ser uno de ellos recto, luego los diedros MNPQ y
MNPR son también iguales, y como son adyacentes, cada
uno valdra un diedro recto.

Teorema VI. (Fig. 172).

977-. La razdn de dos angulos diedros es i gual a la de
sus angulos rectilineos correspondientes.

Supongamos que los angulos rectilineos ABE y FGM,
correspondieutesa los diedros A30D y FGSL, sean con-
mensurables, y que la medida co-nun se haIIe contenida
cinco veces-en Ab Ey tres en FGM: tendremos

ABE 5
FGM * 3 n

Si por las rectas que dividen alos angulos rectilineos
ABE, FGM en partes iguales y por las aristas BC. GH de
los diedros hacemos pasar planos, el diedro ABCD que-
daradividido en cinco diedros y el FGHL en tres; todos
estos diedros son iguales, porque sus rectilineos corres-
pondientes también lo son, luego

ABCD 5

FGHL " 3 n

De las igualdades [1] y [2] se deduce
_ABC»™ _

FGHL FGM
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Si los angulos rectilineos ABE, ¥GM fuesen incon-
mensurables; hariamos un razonamiento anéalogo al de los
numeros 5» y 131.

Teobema VII.

«I'S. La medida de %%angulo diedroes su angulo "pior-
no correspondiente. ,

Sean Ay M dos angulos diedros, a y m sus angulos

planos correspondientes. Tenemos, porel teorema anterior,

Si M esla unidad elegida para medir los angulos die-
dros, la relacion serd el valor numérico del diedro A; si
ademas convenimos en tomar el angulo pjano m para uni-
dad de angulos planos, la relacion — sera el valor numé-

rico de a\ luego un angulo diedro v su rectiUneo correspon-
diente tienen el mismo valor numérico, siempre que conven-
gamos en eleoi'r para unidad de angulos planos el corres-
pondiente & la unidad de angulos diedros-, por lo tanto para
medir un anquloplano correspondiente.

En este sentido debe entenderse el enunciado dcl teo-

Siendo la unidad de angulos planos el &ngulo recto™ la
unidad de angulos diedros sera el diedro recto [«T 6]. Este
se divide como aquel en 90 grados, cada grado en 60 mi-
nutos y cada minuto en 60 segundos.

Si un angulo plano vale 48' el diedro correspon-
diente! valdra también 25*48'.

Teorema VIII. (Flg 170]

I®?®. Si dosplanos paralelos y ?Q son cortados
por un tercer plano R3: 1. los angulos diedros alternos son
inuales-, 2®los angulos diedros correspondientes son igua-
les; 3®la suma de los angulos diedros internos del mismo
lado del plano secante es igualados rectos.

1“ Trazo un plano perpendicular a la interseccion GH
por el punto E; dicho plano sera también perpendicular 4
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la otra interseccion IL, puesto que GH é IL deben ser pa-
ralelas.

Sean AB, CD y EF las intersecciones del plano per-
pendicular & GH con los tres planos propuestos. La recta
GH es perpendicular AAE y KF la IL es perpen-
dicular AaEF y FD; luego los angulos AEF y EFD. son los
rectilineos correspondientes & los diedros MGHI y GILQ;
pero dichos angulos rectilineos son iguales, coibo alteraos
internos eutre las paralelas A6 y CU cortadas por la se-
cante EF, por consiguiente los diedros alternos MGHI y
GILQ también son iguales.

Las otras dos partes' del teorema se demuestran del
mismo modo, 6 bien imitandolos razonamientos de los nu-
meros 3*5y 3ii.

V.—Plano« Jici*pendicnlat*cs.
Teorema I. fFiff. HI.J

iSi una recta AB esperpendicular & unplano QR,
todo plano MK que pase por ella sera perpendicular al pri-
mero QR.

Trazando en el plano QR la perpendicular BD & la aris-
ta NP, el angulo ABD sera el rectilineo correspondiente
al diedro MAPR; pero siendo AB perpendicular al plano
QR, el angulo ABO es recto, luego el diedro MNPR tam-
bién sera recto por consiguiente el plano
MN es perpendicular al QR.

Teorema Il. (Mg. 171/~

Si dosplanos MN, QR son perpendiculares entre
si, y en uno de ellos MN se Craza una perpendicalar AB a la
interseccion la recta AB sera perpendicular al pla-
no QR. - N

Trazando en el plano QR la recta BD perpendicular a
NP, el angulo ABO seraei rectilineo correspondiente al
diedro MITPR; pero ésto es recto por hipotesis, inego el
angulo plano ABD es recto, es decir, la recta AB es per-
pendicular 4 la BD, y como se supone que lo es también a
PN, dicha recta AB sera perpendicularai plano QR.

Teorema reciproco. Si dosplanos ALV, i™Xson perpen-
Mcdlms entre si, toda perpendicular & mo deellos QR
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trazada-por impunto 'Qde la interseccion NP esta situada
en el otro piano MN.

Por el punto B levanto en el plano MN una perpendi-
cular AB ala interseccion NP. Segun el teorema directo,
A b es perpendicular al plano Qii, por consiguiente cual-
quiera otra perpendicular al mismo plano en el punto B
coincidira con AB y estara por tanto situada en el
plano MN.

Teorema. Ill. (Fig. 173]

Si dos planos RS son perpendiculares a un
tercero MN, su intersecciéon AB también lo es.

Si en el punto A comUn &los tres planos se levanta una
perpendicular al MN, esta perpendicular estara situada en
el plano PQy en el RS recip.], luego- coincidira
con la interseccion AB.

Teorema V.

Por unarecta oblicua d paralela d un plano, no
puede pasar mas que un plano perpendicular al primero.
Pues si pasasen dos planos perpendiculares, la inter-
seccion de éstos, 0 sea la recta dada, seria perpendicular
al primer plano, lo que es contrario a la hipétesis.

Teorema V. (Fig. 174"

NS-1. Sidesde un punto O interior & un angulo diedro
MNPQ i« bajan dos perpendiculares OA, UB a sus caras,
el angulo de estas perpendiculares es supletnento del diedro.

Supongamos que los pies de las perpendiculares caigan
en las mismas caras del diedro, y no en sus prolong'acio-
nes. El plano que determinan las rectas UA y OB corta &
la arista NP en un punto C, y a las caras segun las rectas
AC y BC; ademas dicho plano es perpendicular al MP y al
PQ, puesto que pasa por las rectas OA y OB [»»O], 0 lo
que es igual, los planos MPy PQ son perpendiculares al
AUBu, luego la interseccion NP de los primeros es per-
pendicular al plano AOBC y por consiguiente a
las rectas AG y BC que pasan por el pié C de dicha per-
pendicular; vemos, pues, que el angulo ACB es el rectili*®
peo correspondiente al diedro MNPQ.
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Ahora, en el cuadrilatero OACB los angulos Ay B son
rectos, luego lasuma de los otros dos Oy ACB vale dos
angulos rectos, esto es, los angulos Oy ACB son suple-
mentarios, e es lo que debiamos demostrar.

Si los pies de las perpeQdiciilai*es OA'y OB cayesen ™
las prolongaciones de las caras, elegiriamos un punto O
interior al diedro, tal quedas perpendiculares bajadas des-
de él cayesen en las mismas caras; el angulo O' de estas
perpendiculares seria igual al O, por tener sus lados para-
lelos a los de éste, y en la misma direeciou, y como O se-
ria suplemento del diedro, su igual O estariaen el mis-
mo caso.

V1.—Ang'iilos poliedros.

~N85. Angulo potiedro s la figura .fornada.por tres

6 mas pUnos que tienen m pmto comm y terminan en sus
mterseccmnes , . 3¢

El punto comun V (Fig. InS) se llama vértice del an

guio poliedro; los angulos planos AVB, CVD etc,., que

constituyen el angulo poliedro,, se llaman caras, y las co-

munes intersecciones VA, VB etc. de éstas se llaman

ariit)as., . . n A
n angulo poliedro se designa por la letra de 7su verti-
ce, 0 por esta seguida de una de cada arist™ asi diremos
angulo poliedro V 6 &ngulo poliedro VABUD.

Un ano-ulo poliedro es convexo cuando cortando todas
sus caras por un plano la interseccion es un poligono con-

AnQulo tiedro es el angulo poliedro que consta de
tres caras.

Teorema. l. (Fig. 176).

386. Vnacaracualquiera de un tiedroes: 1.° menor
Que la sumade las otras dd”%, 2.” mayor gice su diferencia.

1* Bea el tiedro YABC. Su L(]% u& AV@ sea la cara
mavor y construye en efla un' 5%1 (FENDI IR 4 1a cara

AVB, tomo dos distancias iguales yU y VB por el punto
D trazo unarecta que corte alas aristas VA y YO, y uno
3 con los puntos AK/ C. .

toB tridngulos AVD y AVB son iguales, por tener dog
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angulo compresdido, luego AD=i
Ati. Ln el triangulo ABC tenemos
AD+ DC<AB + BC;
suprimiendo AD en el primer miembroy su igual AB en

esto, los™ tridngulos
uve v BVC tienen dos lados iguales respectlvamente
pero el lado DC es menor que BC, luego [98]

emif. DV C<iji/™~. BVC;

esta_desigualdad el an-
gulo AVD y al segundo el AVB, resulta por ultimo

AVC<BVC-f-AVB.

Siendo cierta esta primera parte para la cara mayor, lo
es con mas razon para las otras.

2." De ladesigualdad AV.C< BVC + AVB se deduce
AVC —BVC<AVB 6 AVB>AVC — BVC.

Teorema Il. fFIN. 177y.

L% suma de todos los dngmlosplanos de un maulo

pohedro conoem e§ menor que cmtro retios
Cortemos todas las caras del &ngulo poiiedro V por un
plano; la interseccion sera un poligono convexo ABCDE-
tomemos un punto O en el interior de e.ste poligono v una
mosle con los vértices A B, C etc. En virtud de estocofis-
truccion tenemos alrededor del punto O tantos triangulos

como alrededor del punto V, por tanto la suma de todos
los angulos de los trlangulos OAB, OBC etc., que tienen el

nanngAB VB n% losrics
.S AL uof vértice comun es V. En
L’\ vVMB VAFAAN tiedro cuyas caras
erm VAR’\ vavV /A A teorema anterior, la
?2iI\I1? m»yov que la cara BAE 6 BA%44-
hnn al niayorque lacara ABO-4-
r“n'v™F decirse de los tiedros formados én

alLl N de los angulos en la base
de los tridngulos que tienen su vértice en V es mavor que

la suma de los angulos en la base de los triangulos que
tienen su vértice en O; luego, por compensacioS, los in-
galos en el vértice V valen raénos gne tes angulosen O
CPI9  suma de éstos es igmal 4 feitpX Jnsuma de
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los aniiulos en V, 6 sea de los angulos planos del angulo
noliedro, es menor que cuatro rectos. )

D'i1 angulos tiedTos son suplementarii® fiando
los angulo'iphn *sdi um son suplmentos de los an-
gulos'diedros del otro.

Teorema Ill. (Fig. 178.]

Si desde un punto tomado en el interior de un annulo
tiedro se hninnperpenilcul irei & sus tres c:ir is,j/ por cMa
dos perpenaiculares se hace pasar un plano, seformara un
seaundo tiedro. suplementario del propuesto. »

®"Sea V el tiedro propuestoy V'A,V B, VC las
diculares bajadas a sus caras BVC, AVC y AVB desde el

~Siend*o V'A'y V'B'perpendiculares a las caras BVC,
AVC del diedro VC, el angulo plano A'V'B' es suplemen-
to del diedro VC [««4]; por igual razén el angui™™
B'V'C' es suplemento del diedro VA, y AV C del VB.

El plano A'V'B' es perpendicuiar al AvCy al B)jV,

pues pasa por las rectas VB*y V'A’, luego la arista VC es
peruendicular al plano A'V'B' Del mismo modo se
demuestra que las aristas VA y VB son perpendiculares &
losplanosB'VC'y C'V'A'. Por consiguiente los angulos
planos AVC, AVfe y BVC son suplementos respectivos de
los diedros V'B', V'C'y V'A". .

Queda, pues, demostrado que los tiedros V y V son su
plementarios.

Teorema IX.

La suma de los &ngulos diedros de un tiedro es

magor que dos rectos y menor que seis.
‘Sean A, B, Clos angulos diedros del tiedro propuesto.
Supongamos formado el tiedro’ suplementario, y sean

a' a,d sus angulos planos, suplementos respectivos de
A, B, C.
Tenemos A= 2R-«',B= 2l1l-¢'C = 2R—C}
sumando ordenadamente estas igualdades sera
A-fB+ C*"6R—[a+ ¢+ ¢);
perola suma a' -\-b' c¢' de los angulos
dro es menor <iue 4R lueno A -fx" 47/ N *nx
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Es evidente que la suma A-]-B-}-C es menor que seis
rectos, puesto que cada uno de los tres angulos es menor
gue dos rectos.

EscoLm. Un angulo tiedro puede tener uno, dos y has-
ta tres angulos diedros rectos, llamandose en cada caso res-
pectivamente rectdiigiilo, birectan;julo 6 trirectangulo.

®1>0. Angulos tiedrus simétr'cos son dos tiedros de
los que uno se formiprolongaudo ici'i aristas del otro.

Teorema. V. (Fig. 179).

Do” angulos tiedros simétricos VABC, VDEF tienen
sus angulos planos y diedros respectivamente iguates, pero
en general no pueden coincidir.

Lo.s angulos planos AVB, BVC, AVO son igmales res-
g:tivamente a sus opuestos por el vértice ISVE, EVF,

VVF;ylos angulos diedros _ VB, VC son iguales &
sus opuestos por la arista VD, VE, VF.

Supongamos, ahora, que los tres angulos diedros del
tiedro VABC sean desiguales, y demostremos que en este
caso general los tiedros simétricos no pueden coincidir.

Si hacemos girar el tiedro VFED alrededor del punto
V, de modo que la cara FVD resbale sobre el mismo plano
en que se encuentra hasta que VD coincida con VA y VF
con VC, la arista VE permanecera detras del plano FVD
mientras que VB esta delante del mismo plano, luego los
tiedros no coincidiran.

Si el tiedro VFED gira de modo que la cara FVD se
separe del plano en que se encuentra hasta que VF coin-
cida con VA y VD con VC, la cara FVE no coincidira con
la AVB, porque .riendo los angulos diedros VC y VA de-
siguales y VC=VF, los diedros VF y VA son también de-
siguales.

Como no podemos intentar la superposicion de los tie-
dros por otro medio, queda demostrado que no coinciden.

Caso particultr. Si dos angulos diedros VA, VC de
uno de los tiedros simétricos son iguales, los tiedros son
superpnibles. En efecto; de las igualdades VA = VC,
VC=VF, se deduce VA=VF, por consiguiente haciendo
coincidiria cara FVD con su igual iVVC de modo que las
aristas VB y VE caigan hécia el mismo lado del plano
AVC, el plano FVE caera sobre el AVB; igualmente de
VAssiVC, V4 «\VI>Be deduce vcs™VD, juenqg el plano
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VVX) raera sobre el BVC; por consiguiente la arista VE»
fozflio.F V el EVD, comatoa con la VB,

comun &los planos AVB y BVO.

Teorema VI.

<i un anoulo tiedro tiene dos angulos diedps

VFED simétrico ael
s r ‘teYB8tuaoh < fe=

'rdon '~ «"ios angulos diedros VA y VC del

tiedro (Fio. 180) sean (esigmales, y que VO
H iri™ x -K isrs»c« ? »
E i

T .!'s*v ffi
seraDVC=AVD. En el tiedro VDBC tenemos
dvc + dvb> bvc,

lueffo AVD-hDVB>BVC 6 bien AVB > BVC.
* Teorema RECIPROCO. ¢,  anywlo tiedro

angnlo diedro [20].
Teorema VII. [Fig. 181).

gijmlm,ue M.pu.sm

~nCoteVe'lHreto V- sotoe el V de modo que |a cara
A'V'C' coincida con AVC. y que lasaristasV ™ » 80«

gau hacja el mmmolado del gS“L ~ofaliguir Atoes

loga raaon; fuego la arista VB', comunales planos AVB
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VB'V'C', deberaestar a la vez en los;~anos AVBy BVC,
para lo cual tiene que coincidir con VB; por consiguiente

ios tiedros son iguales.
Teorema VIII. 181.)

Doii &4 idos tied7'os Y y Y' son ilU'uales cuando

el Vde-do la cara
A'V'C'coincidacunla AVG y que las aristas J B y'i °
caigan liacia el mismo lado del plano A-VC, la cata AV B
caeia sobre la_ AVB, por ser iguales los diedros} A y \A,
V la arista V'B'coincidira con la VB, por ser_ipiales los
LguTos planos A'V'B' y AVB; luego los tieSros seran
iguales.

Teorema IX. (Fiy. 182).

SO#. Dos (influios tiedfos Y y Y' son iguales cuando
tienen sus tres cams resvectiw/™
disnuestas AVB=AV B, AVC—AV C,BVC BVC.

'Sobre las aristas de los tiedros tomo las longitudes
ip-nalesVA VR. VC, V'A', V'B', V'C', V formo lostrian-
mios VBCy A'B'C'. Los triangulos Y.iB, VAC, VBC son
Aualefresp”ectivamente a V'I'B', V'A'C, V'B'C', porte-
ner dos lados iguales é igual el angulo comprendido, luego
AB—A'B'. AC=-A'C', BC=B'C’, por tanto los triangulos
\BC Y A'B'C’ son iguales.

Desde el vértice V bajo la perpendicular VDal piano
ABC- el pié D de esta perpendicular debe equidistar de los
puntos A, By C, pues VA, VB y VC son oblicuas iguales,
luego Des el centro del circulo circunscrito al™ tridngulo
\Bli. Haciendo la misma construccién en el tiedro y se
vera que D' es el centro del circulo circunscrito al trian-
gulo A'B'C'. Ademas los triangulos AVD, A~ D sim
Iguales, porque son rectangulos en Dy D'y tienen VA—
V' V por construccion y AD=A'D"' por ser radios de cir-
cuios iguales, luego VD=V'D".

Coloco ahora el triAngulo A’B'C' sobre el ABC: el punto
D' caera sobre D v la per])endiciilar D'V' seguira la direc-
cion-DV. y como V*D'=VD, el punto V' coincidirad con V,
por consiguiente los tiedros seran iguales. -
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Teorema X.

«05. angivloft tiedros son iguales cmndo tienen
sus tres anqulos diedros respectivamente iguales é igual-
mente dispuestos.

Sean Vy V'los tiedros propuestos, T y T' sus tiedros
suplementarios.

Siendo iguales los angulos diedros de los tiedros pro-
puestos, también seran iguales los angulos planos de los
tiedros suplementarios; luego los tiedros Ty T' son igua-
les y tienen por tanto iguales sus angulos diedros.
Siendo iguales los angulos diedros de Ty T', también se-
ran igiuues los angulos planos de los tiedros suplementa-
rios Vy V', luego estos tiedros son iguales [«04].

«;,>8. Escolio. En todos los casos de igualdad de tie-
dros hemos supuesto que los elementos respectivamente
iguales estaban igualmente dispuestos. Siesta condicion
no se verifica, los tiedros propuestos solo son simétricos.

LIXUS iCojJCU triv(XUICiJ hc > -X 9 ol T W j
en disposicidn contraria. Formemos el tiedro VDEF simé-
trico del VABC: es facil ver que los tiedros VDEF vy
V'A'B'C' tienen una cara igual DVF=A'V'C' ad¥acentea
tios avigenltys dipdrod respectivamantfs iguales VF=V'C',
VD=V,'A'; ademés estos elementos (guales estan igual-
mente dispuestos, lo que se vé facilmente imaginando que el
tiedro VDEF adopte una posiciéon analoga aladel V'A'B'C’;
luego los tiedros VDEF y V'xXVB'C' s u iguales, y como el
primero es simétrico del VABO, el segundo V'A'B'C'
también es simétrico del VABC.

Igual razonamiento podria hacerse en los demas casos.

Problemas.

«97?'. 1~Por unpunté dada trazar una perpendicular
aun plano
Si el puntodado A [Fiqg. 184) esta fuera del plano, se
bajan & éste tres oblicuas iguales AB, AC, AD, se halla el
centro O de la circunferencia que pasa por los piés B, C,D
de las oblicuas, y uniendo Ucoa el puato dadoA Otieae
la perpendicular AO. -
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E-aeV.to:lo~rT>i3?B. 0. D I3 laioVh'm
parten del punto  equidistan del pié de la perpendicular
baiada al nlano MX desde .V, y como O esel Unico punto
dd plano MV equidistante de B, Oy D [I1j, es claro que
O serd el pié de la perpendicular.
Si el punto dalo \ estuviese en el plano MN, bajana-
os una per len Vicular 4 este plano desde un punto ~'f‘1°
quiera exterior, y trazariamos por A una paralela a dicha

ithipmlo dado A trazar ma paralela a

T rtee en el pimio una recta cualquiera, Y el pun-
to dado A diriiase una paralela &dicha recta J
3.” 'Por VMIpanto dato trazar an plano paralelo
& otro, dado. \ N i
Tra«ense por el punto dado dos rectas paralelas a‘ pla-
no dado: el plano que determinan las dos rectas sera para-

IHilUr~la mmor distancia entre dos rectas gne
no estan sitaadas en el mismo plano.

Sean las rectas ABy CD r/V 18n). J
de la CD trazo una paralela FCt & la otra recta AB. las» rec-
tas CDy FG determinan un plano PQ paralelo a la Al
[3531; por esta recta trazo otro plano
al _ lainterseccién Rid es paralela & AB [“e*ml
también lo serd & FG vy cortara, por tanto, a CD en \m
punto H; por este punto levanto en el planp EB una per-
pendicular HI 4 RH. La HI es: I.° perpendicular & las dos
rectas dadas, 2.Ma menor distancia entre ellas.

En efecto: 1-" Siendo HI perpendicular a RH, lo es
también a AB; ademas HI es perpendicular al plano i W
f3»SJ, lueg-o es perpendicular & CD.

Trazo otra recta KL que una un punto de AB con
otro de CD. Larecta KL es oblicua al plano PQ, porque
en,?*_eneral esta fuera del plano RB L
meétrico de las perpendiculares al plano PQ babadas oesde
la recta AB i«34]; luego puede bajarse desde K
pendicular KM al plano P¢, y sera KM < KL, pero KM—
HI, luego HKK L.

1 SiKLostuvieseen-elplano nB pasaria por Hy eeriaolilioua & V»AB,
y por tautii mayor ilue Hh quees perpeoiiioul™.
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CAPITULO SEGUNDO.
SUPEanCIES CURVAS.

I*-Mociones preliminares.

301. Si una linea cualquiera se mueve en el espacio,
dejando eu él la huella de sus posiejones sucesivas, en-
g;endra una superficie, puesto que ei lugar de dichas posi-
ciones dividira al espacio en dos partes de las que sera
limite comun.

Lalinea mavil se llama generatriz de la superficie.

30”. Toda superficie que puede ser engendrada por
el movimiento de una rect6, se llama superficie reglada.

Las superficies regladas pueden ser desarroilables y
alabeadas.

En las primeras» dos posiciones consecutivas de la ge-
neratriz se hallan en un mismo plano, y en las segundas
en planos diferentes.

Las superficies desarrollables se llaman asi porque
pueden extenderse por completo en un mismo plano sin
Blie ue ni rotura, propiedad de que no gozan las ala-

eadas.

303. Toda superficie engendrada por una linea cual-
quiera que gira alrededor de una recta fija, se llama super-
ficie de revolucién. La recta fija recibe el nombre de eje.

301. Losplanos perpendiculares al eje de revolucion
cortan & la superficie segun circunferenciasy que tienen su
centro en el eje y se llaman paratetos.

En efecto: al girarla generatriz AQB (Fig. 186) alrede-
dor del eje AB, todos los puntos de ella conservan la mis-
ma posicién con respecto al eje. Bajemos una perpendicu-
lar QD a AB de.sde un punto cualquiera Q de la genera-
triz: la linea engendrada por Q tendra todos sus puntos en
los extremos de rectas DQ, DQ' etc. perpendicularis al
eje en el punto D ¢iguales & DQ, luego serda una circun-
ferencia cuyo centro estaraen D y cuyo plano sera per-
pendicular al eje en el mismo punto. i)e aqui se deduce
que el plano perpendicular al eje por el punto D, coinci-
dira con el QPQ'y cortara a la superficie de revolucion
segun una circunferencia.
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3®5. X&plams' gm pamn por el eje cortan & la snper-
f.cie de revolucion seg'im lineas iguales, que se llaman me-
ridianos.

Sean AQB, AQ'B IFin. 18S; dos meridianos. Trazo por
varios puntos C, D, E etc. planos perpendiculares al eje
AB. Las intersecciones CP y CP', DQy DQ', ERy ER' de
estos planos con los dos meridianos, forman angulos recti-
lineos PGP'. Qiy.', RER' iguales entre si, porque tocios
corresponden & un mismo diedro QABQ'; ademéas CP—CP",
1)Q=DQ’', ER~ER', luego si hacemos girar el plano AQ'B
hasta que coincida con el AQB, todos los puntos P', Q', R’
etc. del meridiano AQ'B coincidiran con puntos corres-
pondientes r, Q, R etc. del meridiano AQB; por tanto los
meridianos son iguales.

Il.—Superficie edniica.

30G. Supertficie conica es la engendrada por unarec-
ta indefinida que gira alrededor de un pantofijo apoyandose
en und curva cualquiera. B
Esta curva recibe elnombre de El punto fijo
se llama vértice 6 centro de lo superficie, y la divide en
dos/id. 7 que se estieuden indefinidamente 4 unay otra
parte del centro.
Si la directriz tiene centro i , la recta que une este punto
con el centro de la superficie se llama eje de la misma.
Se llama super icie cénica circular aquella cuya direc-
triz es una circunferencia. , 77
301. Se llama conoel espacio kmUado por una de las
hojas de una superficie conica y whplano que corte & todas
las generatrices. " L. X,
ABCDE (Fig. 187) es un cono. El vértice V dela su-
perficie conica se llama vértice del cono, y la jiarte X\BCDE
de plano limitada porla superficie es la U<ie del cono. Al-
tura unaperpendicular bajada desde el "\"rtice al plano
de la base. son las partesVA, vB, VC etc. de las
generatrices limitadas por el vértice y la base. Ejet™ la
recta VO que une el vértice con el centro de la base.
Un cono es 187) cuando el eje VO es per-
pendicular a la base, fioblicuo -(FigrI™) cuando el eje VO
es oblicuo 4la base.*

_ *L teniro de liaacurva cualquiera,688el punto que divide en despartes
iguales a todas'las rectas que pasau por ély termiuan en la curva.
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Se llama cono circolar aquel cuya base es un circulo.

Cono TROCADO Otronco de CO’TOGS |deI"A deCOﬂO
compTcndidi enPre labusey nn pldno yue corte d todus las
generatrices.

La parte de cono comprendlda entre la seccion y el ver-
tice se llama cono defici "nte.

La base del cono’y la seccién causada por el plano se
llaman bases del tronco; si éstas son paralelas, se llama
altura del tronco a la distancia entre las bases.

ao». EIl cono circular recto puede considerarse enaen-
dwadb por un iriangulo rectdngulo que gira alrededor de
'Hh Cateto

Pues si elegimos el cateto VO IFin. 187 del triangitio
VGA para eje de revolucii-n, el otro cateto AO engendra
un circulo perpendicular & VO cuyo centro es O, y¢a hi-
potenusa VA, que se apoya en la circunferencia AdUJL
y pasa constantemente por el- punto fijo V, engendra una
hoja de superficie cénica.

Teorema I. (Eig. 188.)

En toda sunerficie conica circular, la interseccion
de la super(icie con un plano paracelo al de la directriz
ABO, es una circunferencia cuyo centro esta enel gje.

Siendo paralelos los planos ABO, A'B'C’, sus intersec-
ciones con los planos AVO, BVO, OVO son paralelas;

luego
OA
oA W ' OB “ Vo' OC vO'
OA OB 00
de donde

oA oB ocC’
pero OA=0B=0C, por ser radios de la directriz, luego
&'A'-0U'B'=0'C".
Vemos, pues, que la linea ABC tiene sus puntos
equidistantes de O'; ademéas se hallan todos en el plano
secante, por consiguiente A'B'C' es una circunferencia.

Teorema Il. (daig" 188.J

Todo plano que pasapor el vértice vV de una su-
perficie conica circular g por dos puntos A y B ¢6 ladircc"
trU, corta 4 la superficie en dos gemtatrices.
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El plano que pasa por los puntos V, A y B contiene
las generatrices VA y VB, porque cada una tiene dospun-
tos en el plano, y como dichas generatrices pertenecen
también a la superficie conica, es evidente que son las in-
tersecciones de ésta con el plano. .

Z)| l. Un plano es tangente a una superficie comea cir
cnUr cainlo sélo tiem con iicon ella 111 generatriz.

Teorema lll. (Fig. 188.)

Fn una superficie céonicacircular, todo plano gv~fiasa
por una tingente U T dia directriz /por lageneratriz VB
del punto de contacto, es tangente a U superficie.

La tangente TT" estaen el plano de la directiz por
consi'nuiente es la interseccion de este ph)no eon ei vin.
Si el plano VBT tuviese con la superficie cornea algun
punto comUn distinto de los de la generatriz VB,.
dria T)or com fieto & la generatriz que pasase por uicao pun-
to coinan. y cortaria por tanto & la directriz en otro punto
ademas del B, lo que es imposible; luego el plano vB 1 es
tanirente & la superficie.

Teorema rec oco. Todo plano tangente a Una super-
ficie conicacircular, corta al plano de
una_tangente d esta curva. .

Si la’interseccion del plano tangente con el de la diiec-
triz cortase a esta curva en dos puntos A y B, el
de estos planos contendria las dos generatrices. VA y VB
rSiOL lo que es contrario ala hipétesis. AT

Corolario.Por unpunio dadoen una superficie cénica
circuiirno puede pasar mas que un plano tangente a la su-
perficie.

la directriz segln

Teorema V. 189)

31«. Toda suoerficie conica es desarrollable. ,

Sean VY. V¢, Ve etc. varias posiciones sucesivas de la
generatriz de la superficie conica V. Cada dos generatri-
ces consecutivas V«y Vi, Viy Ve.Vey ~d etc. forman
una cara plana aNn 1, li~rc, cV/'etc. infinitamente pequenia,
V la superficie se puede considerar como un angulo pclie-
dro compuesto de infinito nimero de éstas caras. Ahora,
la cara (iVi puede girar alrededor de la arista \i has”
colocarse eft el plano de la cara inmediata iVe; el conjunto
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de estas dos caras, puede girar después alrededor de Ve
hasta colocarse en el plano di la tercera cara cWwd. Conti-
nuando de este modo se concibe que todas las caras llega-
ran a colocarse en el plano de la ultima, esto es, de la an-
terior & «V-i, y que por tanto la superficie cénica V se ha-
bréa desarrollado.

Teorema V. (Fig. 190,

313. Eldesarrollode la superficie curva de %n cono
circuUr recio VA3 es na sector de circulo VB S', cmio radio
VB es el lado del cono y cuya base B3' es igual en longitud
diz circnaferencla O de la bas',delcono.

Todos los lados del cono V.AB s ui iguales ala hipote-
nusa del triangulo generador, luego son iguales entre si.
Si hacemos rodar ei cono en un plano que pase por el lado
VB, sin que el vértice mude de posici<>n, hasta que el rriis-
mo Iado coincida nuevamente con el plano en la posicién

, la superficie conica habra quedado desarrollada, y to-
dos los puntos de la circunferencia O se habran colocado
sucesivamente sobre el plano & la misma distancia del
veértice V: luego BB’ es un arco de circulo igual en longi-
tud a la circunferencia O, y VB3' un sector circubir.

Escotio. Cortando el cono VAB por un plano CMD pa-
ralelo & la base, el cono deficiente VCD sera también cir-
cular recto, y el desamdlo de su superficie es evidente-
mente el sector VDD'; luego el trapecio circular BB'DD'
seré el desarrollo de la superficie lateral del tronco de co-
no de bases paralelas ABCD.

111 — Superficie eiliiuirica.

314. Superticie cilindrica €S h engendradapor una
recta indefinida que se mueve paralelamente 4si misma apo-
yandose en una curva cualquiera.

Pista curva recite el nombre de directriz.

Si la directriz tiene centro, la paralela a las generatri-
ces tirada por este punto se llama eje de la superficie.

Superficie cilindrica circular es aquella cuya directriz
es im circulo.

315. Se llama citindro el espacio limitado por una su-
perded cilindrica y dosplamsparalelos que corten a todas
las generatrices. - -
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ABGD CFig. 191) es -un cilindro. Bas partes AEBG,
CFDH de los planos secantes limitadas por la superiicie
cilindrica, son las bases del cilindro.
entre las bases. Lados son las partes AC, Eb »
las generatrices limitadas por las bases. es la recta

00" que_une los centros de las bases. e ah' «

Un cilindro es recio (Eig. \\) cuando eI eje 00 es
perpendicular & las bases, y oUicm (Lig. 192j cuando el
eie 00’ es oblicuo alas bases.

Se llamacilindro circular aquel cuyas bases soneir-

AN31S.  El cilindro circular recto puede considerarse en-
gendrado por un rectangulo gue gira alrededor de uno de

{Eig. 19i;, lado del rectangulo AOQ'C, es el eje
dereYulucin,"los lados opuestos OX, O'C engendraran
las bases del cilindro, que seran dos circuios
lares al eje, y el lado AC engendrara la superiicie cilin-
drica.

Teorema. |. [Eig. 192j.

311'. En todasuperbie cilindrica circular, la inter-
seccion de _la superficie con un plam A B o fr
la directriz ABC, es una circunferencia igual a ABCy cu-

siendo paraléleselos planos intersec-
ciones con los planos \UO'A". BC ) B, COO C son para-
lelas; ademas el eje 00" es paralelo a las.generatnces, por
tanto [I00]j

0"AN = OA, OB, O Cr= OC,

TCOTnolosradiosOA,0B, 00 son iguales entre si, las
rectas 0 "xV', O"B", 0"C" también son iguales; luego la
curva ANBNC' es una circunferencia cuyo centro es O™
ademas siendo el radio O”*A" igual al OA, las circunferen-
cias O"y O son iguales.

Teorema Il. (Eig, 192].

31» Todoplano paralelo al eje de una superficie alin-
drica circular y quepasa por dospuntos Ky "Qde ladim -
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La generatriz AA' es paralela al eje 00'y tiene im
punto Aen el plano, luego esta, enteramente contenida en
el [ii51, cor.]} lo mismo puede decirse de la generatriz
BB ; luego estas generatrices son las intersecciones del
plano con la superficie cilindrica.

Si?l, 1Jhphiio es TANGENTE a uiid sibjiCTficie cilin-dricq,
circiilar cuvVidosélo tiene comnncon ella m%generatriz.

Teorema Ill. (Fig. 192).

Fn snperfide cilindrica circular, iodio 'plano que
p'f.sapor una, tangente TT' & la directriz y por Li genera-
triz OB’ del punto de contado, es tangente a la superficie.

Teorema reciproco. Todo plano tingente & una super-
fteie cilindrica circular, corta alplano de la directriz segun
'una. tangente a esta curra.

La demostracidn es igual a4 la del nimero (MI.

Corolario. Por unpunto dado en una superficie cilin-
drica ‘circular no puede”pasar mas que un plano tangente a

la superficie.

Teorema V. (Fig. 193).

S'SO. Toda superficie cilindrica es desarrollaple.

Sean aa', hV, cc' etc. varias posiciones sucesivas de la
generatriz; cada dos generatrices con.secutivas aa'y hb',
ho'y cc', cc' y dd' etc. estdn en un mismo plano, puesto
gue"son paralelas, y forman fajas infinitamente estrechas
que componen la superficie cilindrica. Ahora, la faja aa'bb’
puede girar alrededor de la arista bb' hasta colocarse en el
plano de la faja inmediata bl'cc”,d\ sistema de estas dos
fajas puede girar después alrededor de cc' hasta colocarse
en el plano de la tercera etc.; lue™o todas las fajas llega-
ran & colocarse en el plano de la Gltima, y la superficie ci-
lindrica habra quedado desarrollada.

Teorema V. (Fig. 194).

371. Eldesarrollo de la superficie curva dAun cilindro
circular recto ABOD es un rectangulo BDD'B', cuya altura
es el lado BD delcilind’'ro y cuga oase DD' es igual en loi{-

laQmm/mmiti Q de IdMsedel qUimr<i.
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Hadamos rodar el cilindro, sin que resbale, en un pla-
no que pase por el lado BD, hasta que el nnsmo lado coin-
cida nuevamente con el plano en la posicion B D. hMmvir
tud de este movimiento, la superficie cilindrica habra que-
dado desarrollada; todos los punUs de la circnnlerencia
O se habran colocado sucesivamente sobre el plano que
nasa por BD; la base Cl) del cilindro no habra salido en su
luoviraiento del plano indefinido de que torma parte, pues
se supone que el cilindro no resbala, por consiguiente los
puntos de la circunferencia OD habran reci-rrido la
leccion del plano que pasa por BD con el de la base OD"
lues-o DU'fcs una linea recta igual en longitud a la cir
cunferencia O. Adeioas siendo BD perpendicular al plano
CD, lo es también & la recta DD' que pasa por su pié en

~mismo razonamiento aplicado a la base AB, de-
muesrra que BB' es una linea recta igual en longitud ala
circur.ferencia O'y perpendicular a BD, luego DD B
son paralelas; ademas como las circunierencias Oy U son
iguales, BB'y DD' son también iguales, luego la figura
BDB'D' es un paralelégraino rectangulo.

1%g—Superficie esférica.

S'S'?. Superficie esférica es la engendradla por una
semicircunferencia quegira alrededor de su diametro.
es laporcion de espacio limitadapor lasuper-

Jjfl'airoliue la esfera puede considerarse engendrada
por nn semicirculo quegira alrededor dd diametro.

Gentro de la esfera ¢ de la superficie esférica es el cen-
tro déla semicircunferenciageneratriz', radio €s toda recia
tirada d&¥ceel centro a un punto cualquiera deh super-
ficie; y DIAVETRO toda recia que pasando por el centro tiene

sus do} exireni}en '-i sagri'
Todos los radios de una esfera son |guales

Porque son radios de la semicircunferencia generatriz
en alguna de sus posiciones.

Por esto se dice ta iiDien: superficie esférica es una, su-
perficie curva cerrada cuyos puntos equidistan de otro inte-
rior llamado centro. .

Todos los didmeiros de una esfera son

Pqgrijue O'4ft
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Ejb deuna, esferaes el diametro de la semicircunferencia
generatriz” y polos los extremos del eje.

Teorema. I. (Fig. 195).

3'33. Cuatro puntos A, B, C, D queno estm, en un
misoio plano, dMerminan una superficie esférica.

Sea E el centro de la circunferencia determinada por
los puiito.s A, B, C,y sea G el centro de la determinala
por\i, D, C. recta AC es la interseccion de loa planos
AB3y ADO. ror los centros E y G lev.anto dos perpen-
diculares Eti, Gl 4 los planos ABCy ADO: estas perpen-
dicuiar”s se cortan. Eii efecto, las perpendiculares GF y
EF ala recta AC, cuerdacomun 4 las circimferencias cu-
yos centros son E y G, se encuentran en el piinto medio F
ae AC ["18], y deteramiau un plano EFG al que es per-
pendicular AG; por tanto la recta EH, pernendicular al
plano ABC, esta contenida en el plano EFG
y larecta Gl esta ig-uaimente contenida en; el plano EFG,
por ser perpendicular al ADG; pero las rectas EH y Gi no
pueden ser paralelas, porque siendo FG perpendicular &
Gl lo seria también & su paralela EHy tendriamos, por F
dos perpendiculares FG, FE a una misma recta EH, lo que
es imposible. Luego las rectas EH, Gl se cortan en un
punto O.

Ahora bien, el punto O de la perpendicular EH equi-
dista de A, By 1."], y el mismo punto O™ por, per-
tenecer a ia perpendicular Gl, equidista de A. D/y C; l.ue-
go O equidista de los puntos A, B, Cy D, por consi®tiente
la superficie esférica cuyo centro sea Oy el radio OA, pa-
sar4 por los cuatro puntos dados-.

Demostremos ahora que por estos puntos sélo puede
pasar una su «erficie esférica.

El centro de toda superficie esférica que pase por A,
B, Cy D equidi.stade A, By C, por olnsiirui.ente la-per-
pendicular bajada desde dicho centro al plano ABC ten-
dra su pié aigual distancia de los puntos A, B y C, esto
es, en E, y se confundira con EH: luego el centro
sera un punto de la perpendicular EH. De un modo
analogo se demuestra que el centro es también un pun-
to de la perpendicular GI. Luego el centro de las super-
ficies esféricas que puedan pasar por A, B, Cy Des O. y
como el radio evideiiteiaeute es OA, se coftfupdirall
nunasoja.
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Teorema. Il. (Fig. 196.)

Sif'l. Ui%superficie e<tférica, se cortapor unplano”™
U iliterseccioaes uni circunferencia.

Si el plano secante pasa j)or el centro 0 de la esfera,
todos los puntos de interseccién distan del punto O el ra-
dio de la esfera y estan en un mismo plano, luego la inter-
seccion es una circunferencia.

Si el xilf.no secante no pasa por el centro de la esfera,
tiro un radio OP perpendicular al plano, y las rectas OA,
OD. OM etc., a diferentes puntos de la interseccion. Estas
rectas son iguales,como radiosde la esfera, por consiguien-
te son oblici]..sal plano y sus pies equidistan del pié C de
la perpendicular: luego ia curva plana ADEB tiene todos
sus puntos equidistantes de otro C situado en su plano, y
por tanto es una circunferencia.

E.SC3LIO. El p é C de la perpendicular tirada desde el
centro de la esf. raal plano déla circunferencia ADEB,
es centro de la misma.

El radio OA de una circunferencia cuyo plano
pase por el centro de la esfera es mayor que el radio AC
de cualquier circunferencia cuyo plano no pase fior dicho
centro; porque OA es la hi_otennsa del triangulo rectan-
gulo ACOy AC es un cateb ; luego la mayor circiinfu‘en-
ciide Poes en es, ague la cayo plano geasa por el centro.
Por eslo se llama circunferencia méxinvi; las demas reci-
ben el nombre de menores. Los circulos respectivos reciben
los mismos nombres.

Teorema IlI.

Dos puntos deh superficie esférica, gne no estén
en Un, a re:ta con el centro, determinan una circunferencia
maxima.

Porque los puntos dados y el centro determinan im
plano, cuya interseccion con la superlicie esférica es una
circunferencia maxima qus pasa por los dos puntos.

Teorema V. (Fig. 196).

) Toda circunferencit maxima FG divide a ta su-’
perfide esféricacn dosparles iguales,
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n Aolii QnipriiciB S5O0 0C& sobre
manezea coinun y que el pu - ¢ p or completo,

» s, ™

éIaKesfeSra euéde'sp%rte»s igua%éa‘s, bstas ganses S S

hemisferios.

Teorema V.

33s. Doscircmferenc'm "

cada uua en dos partes iguales.

Teorema VI. (Flg

Centigr el centro B dé 14 BSteFa Y pgidos centros E'y F de

las circunferencias
secMonde.esteplanoconV”
cunferencia maxima

con los

. esféricasera lacr-
]¢ interseccidon del mismo

menores serdn los
nerpendicnlares baiadns
S e 0“U I pia™ AB v CD pasan por los centrost y F,
luego estan en "M Planti

v CD son iguales, las
distfes OEy OF “

biello S0;:,y si AB> CD,sera

fZ&aZ ur alplano dolaarcmforoma.
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TiiOREIIA VIL 19i6).

GoJ/i uno ds los polos P, P’ de um circunferencia AB
de la esfera”™ equidista de todos los puntos de la circunfe-
rencia.

La perpeirlicular PP' al plano AB pasa por €l. centro C
de la circunferencia, portento las distancras'de uno de' los
polos & los plintos de esta son oblicuas aLjilano AB que se
apartan igualniente del pié C de la perpendicular; mego
son iguales.

E scolto. Los arcos de circunferencia maxima PA, PB
etc., trazados desde el polo P & loa diferentes puntos 4e la
circunferencia AB, son iguales, por serlo sus cuerdas.

Teorema Vili. (Fig. 196"

331. Sihiciendo centro enun punto V de la s™uperfde
esférict, con iin radio cualquiera PA, se traza una curca
ADEB b curva sera una circunferencia de la que
sera uno de los polos.

Trazo el diametro PP' y los radios QiV, OD, OE etc. a
diferentes puntos de la curva ADEB, y uno estos puntos
con P ner medio de rectas AP, DP, EP etc. Los tridngulos
U.-KP, ODP, OEP etc. s(n iguales, porque tienen OA==
OD=uE.". como radios de la esfera, PA=PD=PE.... por
hipdtesis, y el lado OP comun & todos eilps; lueg'o si desde
los puntos A. D, Eetc. bajo perpendiculares al li do comin
OP, se encontraran evidentemente en el misn.o punto C,
estaran en el mismo plano'['-537], y serdn iguales; luego
la cur.ya ade B 3éra una circunferencia.

Ademas el plano de esta curva és perpendicular al dia-
metro PP'. lueyo P es un polo de la misma.

3 i1. A'lil«m PLANO TANGENTE U um supcrfcie esfé'
rica Locbpiano indefinido que loca & la superfi cie en un solo
punto, tiamado de coniaciq..

Teorema IX. {Fig. 198).

Elnlano MN perpendicular al'radio 0.\ en el punto en

que éae toca d iasupertick esférki, es tangente a la su-
perfide.

\ p.iratra?ar curvas sobre la superficje.de U esfera aaewplea UBconi'»
pAsdapiarBiadiirvas, Uigjad® 'm
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Siendo OA perpendicular al plano M\ es menor que
otra cualquiera recta OB tirada desde el centro de la esfera
al plano, por consiguiente el punto B esta fuera de la >u-
peri.de esférica. 1.0 inisrno puede decirle de otn. cualquier
punto del plano MN, a escepcion del A. luego la super-
ficie esférica y el plano MN solo tienen el punto c.m.uii A.

Teorema UECIPROu0. El plano'yS'idn'/ciiiea la merip:)-
ficie esférica espempendicalar al radio OA tirado alpuiito
de contacto.

Como MN es por hipdtesis tangente a la superficie es-
férica, todos sus puntos, a escepciun del A. estaran fuera
de la superficie, y las dist; ncias de h's mismos al centro
serdn mayores que el r: dio: luego OA es la menor de
cuantas rectas pueden ti<.z.i>.e desde el centro al plano
tangente, por lo tanto es perpendicular & este plano
pccijp.].

Corolarios.

1. ® Por wipmto de unasuperficie esférica no puede pa-
sar mas que un plano tangente a la superficie.

Puesto que el plano tangente debe ser perpendicular
al radio, y por el extremo de éste no puede pasar mas que
un plano perpendicular.

2. " Elradio 6diametroperpendicular & un plano tan-
gente, pasa por el punto de conlaclo.

Ue Incontrario podrian tirarse desde O dos perpendi-
culares al plano tangente.

3J3. Axgulo ESFERICO laincUmcion mutua dedos
arcos de circunfcrmcia maxima quese arlan.

Estos arcos AB y (Fin. 198) te llaman lados &&
angulo y el punto B'en que se cortan, vértice
iguales soli iguales, si colocando nn lado del primero so-
bre otro lado del segmiido, de ii odo que los Véitit es coin-
cidan, los Utros"dos lados se confunden en uno solo. En el
caso contrario los &ngulos .SvTan de; ignales.

Per consiguiente la magnitud Ue vn angulo esférico no
depende de la =ongilud de sus lados, sino de la mayor 6 me-
nor inclinacfion del uno .wlre el otro.

3i1J. A ulo™ esféricos adyaciintes dos angulos
que tienen untado comdn'y los otros dos lados en una misma
circunferencia maxima.
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Si un arco de cTcunferencia maxima forma con otro dos
Ano'ulos fidyacentes iguales, estos angulos se llaman_r!?c*
to <y el primer arco es nerpendiciolar al segundo, bi for
el ¢ nt-ario los angulos adyacentes son desiguales, se lla-
man ohUc'(>cs. y el primer arco es ohi ‘cito al segundo,

3 55. Dia (IMilo<i esférim reclosi de ma misma esfera

son aungue no se in adyacentes.
Li sumid", dos anqulos esféricos adyacentes es igual a
dos innubs r ch-s. 7

D - 'h-i'oNeif'rxis 00isshs mrel vértic’; soniouve-s.
Estos ti »rema-? se demuestran como sus analogos de
los udmer. si>, SI)y Vi.

33 i. Anquto diedro coRaNSPOXDIRTTE & sin anqulo es~
férici \BC, (Vig. 19) es el diedro ABD3 queforman 'os,
pliuisei fi'i 'sili sUii'lis los tilos del au/ulo esiférico.

0 >viiv.ise v\ala aristi 11 1 e 1ro pa>apjr el centro de
la esferi. ))m(le lo#111 >sdel a.ig ilo esférico son ar,:)s de
C|rc%m(‘%sen0|a iraxiaja,

au’u'os esfericos de smany'sma esfera son igua-

les, sus amalos diedros correspondi ntes también son igny
les, unes haciendo coinci lir los angulos esféricos, coinci-
d.rén las aristas y caras de los angulos dielros corres-
pondlentes

R >ci )i-ocament9: Sl dos &nquios dirlros, correspondien-
tes & dos &malos “s ‘erlcos de una m'sma esfera son igm~
les. dickos amalos esfér’cos son también ion lies, pues ha-

*deudo coincidir Ins angulos diedros de modo que los vér-

tices de lo« angulos esféricos, que son puntos de las aris-
tas, coincidan, coiii'-id'ran los centros de las circunferen-
cias <4 axitnas, v como cada dos de éstas se encuentran en
un mismo plano v tienen radios iguales, se confundiran;
luego los angulos esféricos seran iguales.

Bl diedro co'rrespondiente a un angulo esférico recto, es
también recio-, f reciprocamente: si el diedro correspon-
diente & un angulo esférico es recto, dicho angulo esférico
también es recto.

Li razon dedos intuios esféricos de una esfera es |gual
a la de sus diedros correspondientes.

Ln anqulo esférico time por medida su angulo diedro
corresporidienleé Q9ioQY el rator numérico de un angulo
esférico es igual al ‘calor numirlco de su diedro correspon-
diente, siempre que h unidadpara medir”angulos diedros



sea el dieiro correspondiente & la unidad ae angulos es-
féricos.

E&tos.tepfenias ~ deiiyiestran conio sus analogos dé los
nuUiueros'=ytO, y

,5Mii,do 1a unidad de angulos diedros el diedro recto, la
mUnidad de angulos esféricos sera el arigulu esférico, recto.
Eate se divide en 90 grados, cada grado eh 60 minutos”
ca'd™minuto en 60 segundos. ,

Si un angulo diedro vale 34" 53' el esférico correspon®
dietite valdiai tab.bien-34° 53'.

AV/Imt TafANmuULo N\ijai\gd la porcién de sn-
pcrficv- eftrica ABC (Fig. 200 limitada per tres-arcos de
cii‘canfevencia maxima 'menorescada ano f;ae mediacircun-
fereipcig. n

. /Los arcos que limitan él triang'ulo se llaman lados dei
m H 1 V y 4 -z Jon]
Uniendo loa véidiees .de un triangulo esferlco ABC
con el centro U de la esfera, y suponiendo.planos por
cada dos reiitas de, uni m, se forma uri®iigulo tiedro OAdO
correspnndieniesii triangulo esférico ABC.

JLigs,lados AB,. AC, BG del triangulo esférico tienen
igual medldaque las caras AOB, AOC, BUO del tiedro
correaion fiénte, puesto que aqtlellos son los arcos ,corres-
pondi”eutes & eMos angulos planos; y los anguTos esféricos

nos. y diedros, porresponderd oira analoga dé los irlanmU’os
esfericps,,qge se enunciard y dnnoHrtra r-"e-mplizmdo las
capas y'angulos diedros de aquellospor los lados y angulos
esféidcos te éstos.

Teoreiia X. (Fig. 200.}

133S. .tintado cualquiera de un triangulo esférico es:
fIf.-menor que la suma cie los otros dos; 2.” mayor que su
diferencia.
., Construyo el. tiedro,Q correspondiente al tridngulo pro-
puésto ABC. y sera ["5S:6]

mAOB< AQ0C4- COB. AOC > AOB — BOC;
=shétitiiJéndo.éti%st»s."dégualdades cada meéngilo ‘planh
'‘“by-éra~o'éérfésuBndientéjt™hdfémbs
-a/C"+ mCB, wC'i> 'AB '3tl.
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Teorema XI. 200).

U 9 m% de los lados de un triangitio esférico es
menor que un tcircunferencia maxima.

Tenemos [«»?] AOB+ AOC+ BOC< 4R,
luego AB+ AC+ BC<360%

pdties. menor Que una circunferencia.
aJO Dos trianqu'os esféricos son suplemeetarios
cuando los lados de cada uno son suplementos de los angu-

los dtlolro.

T eorema XI1.
Los triangulos esféricos correspondientes & dos tiedros

mm'SdSIU T .'SS tc

tridngulos seran supleméntarios.
Teorema XIII.

311. Lasuma délos angulos deun tripulo esférico,

m mor que dos recios y menor que seis JJ.
Y/rouo Un tridngulo esférico puede tener uno, dosy
rectos, llamandose en .cada caso res-
neSivamente rectangulo, lireciannvlo % ir.recidnguio.
N aV”™  arianrulos esféricos simétricossen los triangu-
los deuna misma esfera correspondientes a tiedros sim é-

Teorema XIV.

Dos tridngulos esféricos simétricos tienen m s lados y
Unanlos respectivamente igualus, pero en general
Coincidir. Sin embar 0, oomcidirm

los tiene dos angulos iguales [vJaj.

no pueden
si uno de los tridngu-

Teorema XV.

343. Siuniriéin®ulo esférico tieneangulos igua-
les, ios lados opuesioa sontguaksiy si tiene dos mqum
de”igualeg, a magor. angulo se opone mayor lado [«» | j«
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Teorema XVI. (FigS 200 yvaNy

312. Z¥)9trii'iyiFoil AT3', DIF de unt mis~
ma ee/era 6 de e.eforas igualex xon ignaks: \:' citando tie-
nen ttn lado iga U adij-tcenle d don an-'u ‘on Tenpecth«w.ciila
ija 2." ca% hd) Uenm don talo<t renp ectio tm-mle igu ilen
éigual'.l anqgglo comprendido:a."\cui7tdo lianen sun tres
lados ftnpecliva‘'mente ipitalcS', siempre que eoi todos eslos
casos los clementon iguales enlén i, ualwer.ie dispuestos.

1" Sea AB=Il)E, nng.-k—diig. 1), ann. E. Los
tiedros U y O', coresoondientes a Lis trianinilos propues-
tos, tienen uii ang-nlé plano igual A')B=1)0'E, ?dyacente
& dosau rulus diedros resnecdva tiente iludes 0-i=0'D,
O 0=0 E é igpialmeute dispuestos, lu'g'o dcios tiedros
son ig'u.iles. Si los hacemos coincidir, los vértices D, E, F
del tnang-iilo DSF coincidiran con A. B, ,0. por ser igna-
lespus radios, 3 como ])or dos puntos de la Miperiicie es-
férica s6lo puede pasar un arco de circunferencia maxima,
los lados délos triangulos coincidiran también; Inego los
tridangulos son iguales.

De un modo analog-o se demuestran los demas casos.

Teorema XVII.

315. L% linea m'U corta qm se puede trazar en la su-
perficie férie lenire dos punlo'i de la misma, es el ar.o
mer'gorI de la circimferencia maxima que pasa por dichos
punto-'!.

Demostraremos ante todo dos lemas.

1." E'- cambio mas corlo sohre la superficie esférica en-
tre elpolo P (Fig. 202) y cada pun'o de una circtmAreucia
AB, en igual para todos cslon puntos.

Consideremos dos puntos I) y E, y sea PD una linea
cualquiera que supondremos la mas corta entre P y I);
digo que PD es también la linea mas corta, entre Py E. Si
lali'iea PD gma alrededor del eje PP', todos sus nuntos
permaneceran en la superficie esférica, nuestogne descri-

i'jrar ésta alrededor de PP’ el jiunto E llegaria & pasar por
8 y PE seria una distancia entre P y D menor que PD, lo
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que es contrario al supuesto. Luep'ola linea nnis corta en-
tre Py D es tainbien la mas corta entre Py iv por consi-
Lniiente el leii'a (s cierto. -

2" S<, dos ireos \C // ADB iFio-. 203) de dveunfercncm
maxima,'mviov;» que me>>iicircmfernicia, sih de”igm-
I s, siendo AC < ADB, el ciwin.o mas cerio i.dre Ay Ces
u. nor que el CWnhuo mas ¢- Ho tnire k y B.

Desde el punto A Q mo ])oio. con una abertura de com-
pas AC. descu-jbamos una circunferencia que coTtera nece-
sarir.uiente al arco ADB entre Ay B. Sea AKB una linea
cualquiera que sunondren os la menor distancia entre
A y B: esta linea c()rta ala cirmnierencia D(' en nu pun-
to *E por manera que puede considerarse de>X( mpuesta
en dos partes ARy EI3: la i)rinzera AK es el caiilino iras
corto entre Ay E.'de lo contrario AKB iiostria el CMniuo
mas curto entre A VB. luego AK sera i}, ual al camino
mas corto entre Ay C [l.oma por consiguiente este
ultimo camino es inenor que AKB.

Deinostrtmos, ahora, el lerren a.

Sea AB A V. 20t; el ar-o de circunferencia u'axima,
menor que média, circunfi renda, con prendido entre 1(s
puntos dados A v B. Si la linea mas corta entre A y B tu-
viese un punto C fuera del arco AB. uniendo cete punto C
con Ay con By temando AD—AC  seria [iSTlti]

AD + DB<AC + BC;

restando AD del primer miembro y su igual AC del se-
gundo, resulta DB < B'h \hor.i bien, el camino mas cor-
t» entre Ay D es i”ual al camino mas corto entre Ay C

1."Uluego si C es un punto del camino mas corto
entre A v B. debera ser el camino entre Cy B menor que
el camino entre 1) y B, lo que es absurdo [Lsma **J, por-
que BC>BI).

Luego ning-un punto de la distancia entre A y B puede
estar fuera del arco de circunferencia maxima AB, lo que
demuestra que este arco es la linea mas corta que se puede
trazar sobre la superficie esférica entre A y B.

\_  Los arcos AC%/ BC son menores que AB, pues si fuese AOAB, el
camino mas cono entre Ay C Sirii mayor <ju3 el cimino mas corto entre
A vBi;' ;ad.”)-lo que es cont'-nrio ul supuesto de que el punto C porte-
nezcd al camino mas corto ¢cntre Ay B.
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Problema I. 205.)

31«. Didd un%esferi. dsterminti' su, radio por mzdio

deuua con'-Uruccioit (j'iO"nilr' Ci.
vSeHalo dos puntos My N en la sineraoie esférica, des-

de cala uno de ellos co no )o o, con una abertura d« com-
pas niKVor que la mitad de la distanc,a esférica
describo'los arcos.qu5 se cortaran en un punto » equidis-
tante de M V N. d ‘termino del mismo modo otros dos )un-
tos B y O equidistantes de My N. El plano que de-
terminan los tres puntos A, B y C es perpendicu ar
a la recta MN en su punto medio luego sera
el hrgar geométrico de todos los puntos equidistantes
deMYN de aqui se deduce que dicdio plano pasa
mor el centro O de la esfera, cortando la superficie de esta
segln una circunferencia que estara determinada por los
tres puntos A. 1v C. Mido ahora las distancias AB. BO,
V AC Yy coinsiderandolas como lados, construyo un trian
gnlo: circunscribo & este triangulo una <'ircmiterencia que
sera igual ala maxima \Bo; el radio de esta circunferen
cia es la de la esfera dada.

Problema H. (Fig- 206).

347?'. Por do”puntos A de upa superficie e' ferica
Tiacer vasar una circunfirencia ruaxiMa,

Analisis. Si Pes el polo de la circunferencia ma"ma
AB, ia distancia PC entre Py un punto cualquiera O de
esta circunferencia es la hipotenusa de un triangulo rec-
tano-ulo POC, cuyos catetos son iguales al i-adio de la es-
fera“ 6 bien, la cuerda de un cuadrante de circunferencia

Haciendo centro sucesivamente en los puntos
dados Ay Bdescribo, con un radio igual a la cuerda de
un cuadrante de circunferencia maxima, dos arcos que se
cortardn en unpunto P; desde el punto P como polo, con
hl mismo radio. d.escribo una circunferencia, y estara re-
suelto el problema.
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LIBRO SETIMO.
DE LOS POLIEDROS.

oefbwvicioile$i.

SSI”™. PoiiiEDio eftrio cw'Yvo limitalo por pla%o0}.
Ei*tos i)L.no6 terminan en sus mutuas intersecciones,
de iuodu gneelnoliedroeatalim’taio pnr poUronos, que
son suh Cir-i9. Las intersecciones de las caras se llaman
m'iHas del pdiedroi es evidente que las aristas son los la-
dos de das caras. Los puntos en que coiicum n tres 6 mas
aristas se llaman f del poliedro; los vértices del po
lied.ro sOn vértices de his caras. Los ang*ulcs diedrosy po-
liedros -que forman las caras, son los an”mijs atet'ro-'i y
aiiridofi poHedroff del cueipo. Diaconalfé toda recta que
une dos vértices dél poliedro, no situados en la mrsn;a cara.
Poliedro coMyxo es aquel cuya superficie no puede ser
cor ada por una recta en mas de dos puntos.
3 JI». Es evidente que el nimero menor de planos ne-
cesarios para formar nn poliedro es cuatro.
<Lh poliedro de cuatro caras se llama tetrMaro,

» cinco pentaedro,

» seis exiedro,
siete ept'iedro,

» ocho ocla dro,

» doce dodec(i">dro,

» veinte icosaedro.

sCAPIiTUUO PRIMERDO.
I*iniIM3DES.—PRISSIAS.

1.—Piiramiilcs.

-350. PiR\nnE'é.9 mpoliedro limiiad.opor unpoU”ono
‘tnalgniera. ilaniaio™"KyL-pV'I'vOs trianpnins que tienen

un V'RTICB'ii'CUSPIDE de lapi-

A'tiira dii-iTm pipamide es la =perpendicular bajaba
de?de el vértice al pl*no de la base.
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Una piramide es trlanfiw'ir, cii%ir%'n,"inHr, pentri/jnyiil
etc., cuando su base es un triangulo, cuadrilatero, peiita-
gi no etc.

P'riitiideTivrriiLKVi  la g'i Geiie nnr i)i<z in\ poligono
regidtr. gpor altara h r-Mi ga-fmusa vertice con el‘cen-
tro de la ba"e.

Las aristas | /.ferales de unapiramide regular son igua-
le”, por ser oblicuas que se apartan igualmente de la per m
pendici]'ar. *

L<u cira'i liter'lI’} di una piramide regalar son trian-
gulos isd<!cdts é ijual s.

Se lian,a npnt'ma de una piramide regular & la altura
de uno de los triangulos laterales.

PiKAMIDR T!10>1CAD\ 6 TRONCO DE PIRAM'DE cs H parle dc
piramid compr nditia entre la lase y unplano que corte a
toda'i iu iris'asia'-ira'es. La based' la ).raniidey la sec-
cién hecha por este plano, son las bues del troncé. Si son
paralelas, la distancia entre ellasse | ama /diari. Piri-
mide DERICIRNTE es i p irle de piramide toUd compr<.n(iida,
entre el vértice y el plano secante.

.Teourma i. (Fig. 20%).

3'il. Todoplano YGIIIK parPe’'o alabase de unapi-
ranude, divide 1 lis aristas laier desg d li dturi en nir-
les proporcionales. La seccién que resulta es un poligono
semejan’e d la base.

1. " .Siendo paralelos el plano de la base y el de la sec-
cion, dividen & las rectas que parten del punto V en par-
tes proporciona'es [* « 1, luego

VF VU _ VH __ _
TA o Gii I HCI“ IR TR QP n
2. " Los poligonos AB'DDS y FGHtK tienen sus angu-

los respectivamente ig.iales: los angulo.s Alidy FG'l. por
ejein;do, tienen sus lados paralelos y dirigidos en el mismo
sentido, luego son iguales. Lo mremo puede decirse de los
demas angulos.

Adenias, los lados homélogos de dichos poligonos son
proporcionales. En efecto; los triangulos-.V\By VFGson
semejantes, y Hmbien lo son los -V.dOy VGH, luego

AB VB VB BO
FG VG VG Gil
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de estas igualdades se deduce
\B BC

ri} ~ Gil m
Del mismo modo se demuestran las igualdades
B3 _ CD 00 DE

GH*“ m ' Li( ~ IK
~ _ BC__ CD DE ~
FG “ GH" Ht” IK

Vemos, pues, que los poligonos ABCDE y FGHTK tie-
nen sus aniu’oirespectiva'iieiite iguiies y sus lados ho-
ni6é*o"os pro )orcionales, luego son semejantes.

Oaa)LARrb. Shim piriCH'le ~ecorUp»" mplmo pa-
Talelod U hi”e Ici~drew de i t aeccion tjde Iz d(fmi oro-
p m-ioti ilef & cwid)' idrsj ¢4 ¢as distaacins de estos poli-'
nonos al viftice de la pifaMlde.

ANCDE AB2

luego

Tenemos [31J]

Pailuv ru
AB VA VP AB2 VA2
PO ks VF VQ Fe~  VF2

. . . ., AB2
sustituyendo en la primera igualdad la fraccion por

VP2 bt
VQ2 se obtiene
ABODE VP2
FGHIiK VQ2
Teorema II. (|*igS. 207y ZOB.J
A' do”*piramides tienen i(pnal all'ara VP=vp, las
seccinn”s FGHIII. e\ p'ralelas d las lases y eqaidiktan-

tesd” los res-iec'ivhs cirlices, son proporcionalesa las lases.
Segun el corolario anterior tenemos

AB-OE _ VPN aled _ B®
t-wiiliv VQ' efji
pero hemos supuesto VP =ij,i, V— luego
ABi’'DE ahcd
efg’i
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Escolio. S¢ lat 0atis de lit dps piramides son egnwa-
lentes. Its secciones timjierih sh'an.; en ia aUiiiia
igualdad fraccionaria se supone A3 jL>E=,Cv'4 sera nece-
sariamente FGHIK=tiy™A.

Problema. (Fig 207J.

U53. Dado un tronco de piramidi} kY)¥I delates pira-
lelis, hillar Ht aitiirat VP, S(*de U piramide totaly de
lapiramide deficiente.

AB VA VA VP

Tenernos FG - VF ° VF “@ va
AB VP
luego FG “ VQ

de esta igualdad se deducen otras do.s:
AB — FG V P -<VQ AB — FG VPAVQ
AB ~ VP FG vQ

sustituyendo VP — VQ por la altura PQ del tronco y des-
pejando VP en la primera igualdad y VQ enla segunda,
sera
VP = ABXxPQ , FQXPQ"

ab- fg N ab- fg

IB—Prismas.

3U . VMN\%ylLh.esuiipoUedr') cuyas c'irat son dos poli-
gonot igxiiUs y pirlielos unidos entre si por paraleld-
gramos.

Las caras paralelas se llaman hates del prisma; altura
es la perpendicular comprendida entre las bases.

Un prisma es trianmUary caadrangu‘ar. pentagonalsic.
pilando sus bases son triangulos, cuadrilateros, pentago-
nos etc.

Las aristas laterales de unprisma son paralelas entre
si é iquales.

En el nrisma Al I"Fig. 209) la ~rista lateral .\F es para-
lela & BG, ésta es paralelaa CH la OH lo es & 1)1 etc.,
luego tod is son paralelas eotr« si; adeui”*s, como estan
comprendidas entre pianos paralelos son iguales.

prisma RfiCfOes apuelouiym m ktas laterales son
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p'indicul’ire y pvIfiMX oblicuo es aquel Quyas
aristas I(Ueirahs souobticuis (i la”™bases. '

En el prism i recto las aristas laterales son iguales a la
altura, y las caris liter iles son rectangulos.

Pues siendo las aristas perpendiculares a las bases,
cualquiera de aquellas puede considerarse como altura del
pris.ua. .Vdeinas dichas aristas son perpendiculares & los
lados de las bases, luego forman con ellos paralelégraiuos
rectong-nlos. . .

Prism i'e's”Vvi"Kv. es todo prisma recto cuyas bases son
poliaonos r'gsilares.

En el prisma regular Us caras laterales son rectangu-
los iguales. N

P risma, troncado tronco de prismw.? ia parte de
pris mi comprendid i entre una base y unplano no paralelo
a ella que corte a todas las aristas laterales.

Teoremal . 209 J.

355. Todaseccion LMNPQ paralela d las bases de un
prisma Al, es un poUnono igual adichas lases.

Siendo el plano LP de la seccion paralelo al fie la base
AT). las iutersi”~*cciones de estos plano® con cada cara laterfil
del prisma son paralelas, estoes. los lados LM. MN, NP
etc de la seccion son paralelos a los lados AB, B.h CD
etc. de la base; tamb en las aristas laterales son paralelas
entre si. por tanto serda LM =AB. MN= BG, NP = CD
etc. Como ademas los angulos de la seccion son iguales a
los de la base, por tener sus Pidos paralel sy dirigidos en
el mismo sentido, los poligonos L .INPQ y A13JDE son
iguales [1S31. .

35H. " ParNelepipedo €S un prisma cuyas lases son
paralelégrcmos.

Teorema ll. (Fig. 210).

La-‘cara™ laterales opuestas de un paralelepipedo son
iguales yviidialelags*
Sea el paralelep”edo AG. Las caras
BG tienen -AE v \D paralela« resnedivamente ji BF
luego el ulano AH es paralelo al BGy los angulos EAD y
80B*igualee; conmpailaiiiegee AENPF, ADBC» I8
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paralelégramos y Bor son iguales El mismo
razonamiento hariamos jjara las caras AF y DG.

COROLARICS
1. “ Dos car<vi ooiieitas cicahsr/idsra  u'np”'i‘alclepipedo
pugden con.U¢-ira,rse como ad

dormido un parte:epip;do por unplvno que encmn-
iré a cuatro aristas paralelas, la seccion 1™Mes unpara-
lel6/ramo.

Pues los lados opuestos de la seccién son paralelos dos
a d('S. como intersecciones de planos paralelos con un ter-
cer plano. ) ;

Paralelepipedo reotan&ulo es todo paralelepipe-

do recto cu/fas ba”™es son reetanyulos.

Las cara-~de un p traldepipedo rectanjulo son rectangu-
los, V los angulos Medros son recios.

‘Cubo es un paralelepipedo cuyas caras son cuadrados.

El cubo es evidentemente un para clepipedo rectan-
gulo, y todas sus aristas deben ser iguales.

Teorema lll. (Fig.IW.)

35». Fn iodo paralelepipedo rectangulo AG, el cua-
drad) de am diagonU es inualala suma de los cua-
drados de ire™ aristai DG, DA, Dd queformen un angulo
tiedro.

Trazando | i diagonal D3 de la base se forma un trlan-
gu’'o HJ .3 que es rectangulo en |), porque siendo la aris-
ta ti.) lerpeiidiculara la base ABJDes perpendicular &
<DB. Téndremos, pue

HB" = DB2-hDID;
pero DB es la hipotennsTdel tridngulo rectangulo DAB,
luego DB- = AB'-|- DAY,
de estas igualdades se deduce
HBN = AB-'+ DA2-f DH2;
sustituyendo AB por sn igual DG sera por dltimo,
HB~-DC-1-hD.V~+DID.
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CAPITULO SEGUNDO.

IOUALUI.tU »E LOS POLIEDICOS.

350. Es evidente que si todos los vértices de dos po-
liedros coinciden, coincidiran las aristas y las caras; por
consiguiente ios poliedros seran iguales.

Teouema i. (Fig. 212.J

3U9. los t'ilTxedvos ABCD, EFGH i"Muales cux%-
do tienen . cara igai = aivjigentg 3, tres
angalos Medrok respékfi |i11‘“‘"5i@ inmles & faualmente dis~

pv.estos AB = EF, AU = EH, BD= FH.

Iraagineinos colocado el tetraedro E sobre el A, de
modo que la cara EFH conocida con la ABI) v mie el vér-
tice G caiga hacia el mismo lado del plano"ABD que el
vértice C; el plano EFG caincidirad con el Al C, por ser
iguales les diedros EF y AB, y losplanos EGH y FGH
coincidiran, por andaloga razén, con los ACD y BCD: lue-

0 ei p;into G coincidira con el 0. y los tetraedros'seran
guales,

Teorema Il. (Fig. 212J.

3fti. Fos tetraedros son lguales cuando tienen d/)scaras
itma'es ¢é igualmente dispuestas, ABC— EFG, ABIl)=r=
EFH. éigvklel angulo diedro comprendido AB =’e¥.
Coloco el tetraedro E sobre el A, de modo que la cara
EFH coincida con ABO y que los vértices Gt C caigan
hécia el mismo lado del ‘piglio ABD; el plaiio' EFG coin-
cidira con el ABC, por ser iguales los diedros EF y AB
y el punto G caera en C, por ser iguales las caras tiFG v
ABC luego coinciden los cuatro vértices de los tetraedros,
y por tanto son éstos iguales.

Teorema lll. IFig* 212).

3L tetrteiro”™ son iguales cuando tres
caris resn%t'D'-'nente iguales ABD=*=EFH, ABOssSEFG
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Los imbuios tiedros Ay E son iguales [~"1], luego
puede colocarse el tetraedro E sobre
Tértice Eccducida con Ay que ¢

sigan las direcciones respectivas AB. V ' 0 nnr
n.as las aristas primeras son Iguales a

pertenecer a triangul .isiguales, los puntos F, G, H caera
en 13 Cy 1): luego los tetraedros son iguales.

Teorema V.

JO uiri'>'racle’i son ifimles ci'Ando tienen tres
cwA.gnec)ih’)iirnAenn-i virt ce .cw'Uq Ueri de lah-ise,
ifiiL'i eire-~oictio i'Mute é ig-Abninte disp iesL'is.
~ Observaremos ante todo que los angulos tiedros forma-
dos fior las caras iguales tienen sus angulos planos res
psctiva.nente iguSes é igualmente dispuestos, IUego son

M Ahoim'bieiq colocando una de las pnjmides s/N\Jire la
otra de modo que sus bases, iguales i>or hipotesis, coinci-
dan dos aristas laterales comcidiraii necesariamente, por-
que las pirdmides tienen un &ngulo tiedro de labase nal,
ademas éstas aristas laterales son iguales, co no pertene-
cientes & triangulos laterales iguales, por con”guiente
deben coincidir las clspides de las piramides, lue;o éstas
seran iguales.

Teorema V. (Fig.'lY™)

:;ifil  Dos m'isru'is son igntles cmndo tienen tres caras,
gv~Zncmren L un tgmUsfCsimtxm-
'mente é igualmente dispuestas. unriT?

Sean “los prismas Al, LT; suponemos ABU)E -
LMN'OP \G = LlIi, Bid= Mi, y que las caras iguales

L'f;obre el « de modo, que las
nggg imgﬁeﬁ@gcom ddan la anste
porque los tiedros By M son iguales p~
MS; MQ coincidiran con sus iguales
bases superiores tendrén tres puntos comunes I*, G, H vy
como ademés dichas bases son
iguales, los vértices T, U coincidiran también con K,
por consig”™gicRtc los prismas seran iguales.
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Teorema VI.

365. Do-}2)'i'isr/ias rectos de igml base y aUura son
iguales.

Haciendo coincidir las bases inferiores délos prismas,
todas las aristas laterales déi primero coincidiran con las
del segundo, p-arque cada dos de ellas son perpeiidicuiares
al plafio corfiun por el mismo punto; ademéas coincidiran
los extremos superiores de las aristas, pues siendo todas
iguales a las alturas de los prismas, son iguales entre si;
luei'O 'os prismas serén iguales.

366. \3 desije un punto interior aim poliedro se di-
rigen a toclrs las aristas del mismo planos que terminen en
sus intersecciones mutuas, los que pasen por los lados de
una misma cara formaran con ésta una piramide, por con-
siguiente quedara descompuesto el poliedro en tantas ])i-
rarniies como cara-tenga. Lasbases de estas piramides
seran las caras del poliedro, y el vértice ccmuil & todas
ellas sera el punto interior.

r)ivid;end*o la base de ca-da pirdmide en triangulos por
medio de diagonales, y haciendo pasar planos por el vér-
tice de la piramide y por las diagonales de la base, que-
dard cada piramide dividida en tetraedros; por consi-
guiente el poliedro también se habra descompuesto en
tetraedros; luego

Todo poUfiiro puede desComonerse en tetraedros.

Dirigiendo planos desde un vértice A del poliedro & las
aristas de las caras no adyacentes & dicho vértice, los
planos que pasan por los-lados de una misma cara forma-
ran con ésta una piramide, por consiguiente quedara des-
compuesto el poliedro en tantas pirdmides como caras,
no adyacentes al vértice A, tenga. Las bases de estas pi-
ramides seran las mencionadas caras y el vértice comun
sera el punto A.

Descomponiendo cada piramide en tetraedros del modo
indicado arriba, el poliedro quedard igualmente descom-
puesto en tetraedros.

Teorema VIL
361" Dos poliedros son inuales cuando estan éoPipUés—

tos de igm| ndmero de tetraedros respectitariiante |guales é
iffualW'ntedisp”'Ssios,
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Imaginemos que uno de los poliedros se coloque sobre
el otro de modo que dos tetraedros iguales coincidan;
otros dos tetraedros adyacentes & los jirinieros tendran
una cara comun, y como son iguales y estan dispuestos
igualmente coincidiran también, y a»i todos los demas;
luego ios poliedros son iguales.

' CAPITULO TERCERO.

S&E a»3LIEII>BU>S.
33S. |IooUe Iro'i son stilirja.vtes cmndo sus carﬁ)ur
los diedros, colocados enel mismo érden, son igiiiles, y las

caras adyacentes d diedros igwiles son senujanles.
Se llaman aristas homoélogas las que pertenecen a dos
diedros iguales,
ras homologas son las limitadas por arlstas I|0-

mélgfq . 3 , REANE
ertices hombdlogos son los extremos de aristas lio-
moélogas. N

Las aristas homologas de dos poliedros semejantes, son
proporcionales; jlorque si la razén de semejanza de dos
caras homodlogas cualesquiera es m, la razén de otras dos
adyacentes a Tas primeras sera también m, puesto que dos
calas adyacentes tienen una arista comun, y asi todas las
demas; luego la razén de dos aristas homélogas es cons-
tante.

Teorema. l. (Fig. 214L

en nn tetraedro ABCD se traza unplanopara-
lelo &una cara BCD, el tetraedro parcial AEFG que resal-
ta es semejante al propuesto

Los angulos diedros AE. AF, AG del tetraedro parC|aI
son los niismcs que los AH, AG, AD del propuesto.

Los diedros AEFGYy ABCD son igmdes por correspon-
dientes [tfi» 5por la misma razon son también iguales los
demas diedros de las bases; luego los dos tetraedros tienen
sus angulos diedros resp'ectivamente iguales.

Lascaras EFGy BCD son semejantes [351, 2."; el
triangulo AEF es seir.ejf.nte al ABC, por ser EF paralela
4BC, y las demas caras lateiales son tamb.en semejantes
p- r andloga raz n luego las caras homoélogas de los te-

8Bigaoto&, y el teopenj?- “ueaa 4eHJ99IFs4p,
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Teorema, Il. (Fig. 214).

371». tetraedros fion “enijn,n(e”:\." cuando tienen
una etra-se-iigjante adiiacente a lIres annntns diedros res-
pec/Nie im™Me ign Gzs\ 2." cu tn lo tien"n dof ciris respecti-
v'im’iUe semejmies éigual el angulo diedro comprendido’,
3.° cuando tienen tres Ciras re'sn.eticamente sem'"jantes;
s empn que en todos estos casos los elementos estén seme-
jantemente dispuestos.

1 Senn los tetn edros ABCDy abed. Suponemos que
lascaras ABD v abd son semejantes, y qué los diedros
AB. AD. BU adyac ntes ala pnmerEi, son iguales alos ab,

adyacentes a la segunda.

T-uno sobre la arista \B una parte AE 12*nal 4 la™arista
ab, y ti'iz' for al -omito E un plano naralelo al B/D. El
tetraedro VH< (>sera senieumte al ABOD. segunelteorema
ant, r or. {iCS tetraedros ASFG y ahed tienen iguales las
caras AE ry pues el lado AE = -i'; por construccion,

an'Nilo EACr=i™  )or pertenecer a los triangulos seine-
jan‘es ABO y a'ri.g el angulo AEGr=ABB=iM* ademas
dichos tetraedros t'enen los d edros AE=AB=i AG=
Kid="vJ, AEGF=» ABDC” &i*: luego los tetraedros son
iguales [3©»j, y el AEFG es serrejante al ABCD,
su igual abCil también es semejante al ABOD.

2. " Supongamos que las caras ABC, ABD sean seme-
jantes & abe, dbdy que el diedro AB sea igual al db.

Haciendo la misma construccion gue en el caso anterior
se vé facilmente que los tetraedros AEI™G y abed son igua-
les, por tener dos caras iguales AEF=/"ic, AEG=«M ¢
iginl el angulo diedro comprendido, y como el tetraedro
AEFG es semejante al AB'CD, también lo serd su igual

3.  ® Supongamos que las caras ABC, ABD, ACD sean
semejantes a las abe. aM, acd.

Haciendo la misma construccion que en los casos ante-
riores se vera facilmente que los tridngulos AEF, AEG son
iguales alos abe y abd, de donde se deduce AF==<tc, AG =
do\ como ademas el angulo YK(j=cad, el triangulo AFG
es también igual al acd', luego los .tetraedros AEFG y abed

ales [33*5] y como el primero es semejante al
/8&% Bnténl0serael segundo.
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Teoruma Ill.
371. unapiramide se corta por un plano paralelo a
la hose, lapiramide parcial que resulta es semejante a la

propuesta.

Demuéstrase este teorema como el del nimero 307,
que es un caso particular del actual, puesto que el tetrae-
dro no es mas que una piramide triangular.

Corolarios.

1. ® Las bases de dos pirdAmides semejantes son propor-
cionales a los cuadrados de sus altun'as.
Tomemos en la arista VA de la piramide
mayor una parte VF igual & la aristahomologa de VA en
la pirdmide nieiior, y tracemos por F una seccién paralela
alabase ABCDE. Ca piramide deficiente es semejante a la
piramide mayor, luego sera también semejiinte & la me-
nor; pero Ja piramide deficiente y la menor tienen una
arista homoéloga igual, luego la razén de semejanzaes 1,y
dichas piramides son iguales. Ahora bien, las bases de las
pirdmides total y deficiente son proporcionales a loa cua-
drados de sus alturas [351, coi».]; luego suceddra lo mis-
mo & las piramides ]J)ropuestas.
2. ® Las alturas de dos plrimides semejantes son propor-
cionales & las aristas kornélopas.
Pues los triangulos semejantes VAP y VFQ dan.

VP VA
VQ VF

Teorema IV. (Fig. 215).

3?7~ . Dos poliedros ABCDEFG, abcdefg compuestos
de igual nimzro de tetraedros semejantes y semejantemente
dispuestos., son semejantes.

Suponemos semejantes los tetraedros ABCD 'y abed,
AGDE y acde, A.DK?y adef, AEFGy afg, y queremos
demostrar la semejanza de los poliedros propuestos.

Entre loa angulos diedros de lo.s poliedros hay algunos
queso» iguales porque pert necen a tetraedros semejapT-
tes; asi CAB1)=cw por pertenecen alps tetraedros serge-



S tos ienantes; a.i

Se eo.ni>o«a . efsegaBdo,"
tivameiitealos « poliedros, por ejernplo

GEERS 8RS Lshejantes, por JBriBnatef & tetracdros

semejantes. . tptTaedros consecu-
Demostremos ahora porejemplo

tivosdel primer polnylro

dros bedi y

necesaii-mientecon
ACDE!"y como las Jaras BCD y DOE estan en un mismo
plano,lasy Cambienlo es gaan.

Segun esto, si las caras lcd,

inismoplano formaiKounp o N primeras por
cde. edj\ respectivamente sem eja” poligino

pertenecer k por estar ambos com-

N orilm oS o sedemuestrala semejanza de las de-
mas caras no triangulares

tienen respecti-
Vemos, pue”®

en el mis-
m oTdin!y"fas Jaras Idyacentes semejantes; luego los

poliedros son poliedros semejantes, pmdmi

]
serfiP,j"AilUm'nt"- _.,p,tos semejantes, sus caras
hoiS“ -:J~pJ~or:~""JSery s,.s angulosdle-
dros”coOcndns ?* CenN  pasar uu

Si POi-f un tetraedro
S i “ylarcm-as ACEG y I g FD se habran dividido en

SclS!

icP E y ADBF, que con el AEFG, componen el poliedro,
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y la cara BCEFD estaréa dividida en triang-ulos. Haciendo
la misma construccién en el segundo poliedro, quedara
descuiiipiiesto en tantos tetraedros como han resultado des-
componiendo el primero, y las caras de aquel quedaran
divididas en triangulos; ademas los triangulos del primer
poliedro seran semejantes & los del segundo, por proceder
unos y otros de la descomposicién de poligonos semejantes.

Ahora bien, los tetraedros ABC!) y (wcd son sefiiejan-
tes, porque tienen semejantes las caras KEZyaoc, ABIJy
«¢ ily el angulo comprendido AB igual al Los tetrae-
dros ACDE y izfi? son snnejantis, ptrque tienen seme-
jantes las caras ACDy acd, como hon”6log-as de los tetj-ae-
dros semeiantes anteriores; también son semejantes las
caras CDEy y los angulos comprendidos ACDE y
a”\e son iguales, como suplementos de los diedros iguales
ACDB y acdb.

Del mismo modo se demuestra la semejanza de los de-
mas tetraedros.

CAPITULO CUARTO,

J3S3. /% Vam% poliedro regula-r el poliedro cuyas ca-
ras son todas poliponos regvAwres iguodes, y cagos angulos
died.ros son todos iguales.

Teorema.

_No pueden existir mas que cinco clases de poliedros re-
guiares.

Para formar un angulo poliedro se necesitan por lo
meénos tres angulos planos; ademas ia suma de los angu-
los planos que han de formar un &ngulo poliedro debe ser
menor que cuatro angulos rectos.

. Segun esto, con tres angulos de triangulo equilatero
puede formarse un angulo poliedro, porque valiendo cada

angulo del triang'ulo 5 R, la suma de los tres sélo vale

2R: él poliedro correspondiente estd limitado por cuatro
triangulos equilateros, y se llama tetraedro reaiUar.

Con cuatro angulos, de triangulo equilatero también
puede formarle ua angulo poliedro, porque la .suma de
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8
eIIosT) R es menor que 4R: el poliedro correspondiente

estiUinutado por ocho triangulos equilateros iguales, y
sellama oct'i-dro re ular.
Reuniendo cinco angulos de triangulo equilatero, cuya

suma o R es menor que 4R, se forma un angulo poliedro,

al que corresponde un poliedro regular terminado ])or
veinte caras triangulares, que se llama ico™asdro recular.

Seis angulos de triangulo equilatero valen —R = 4R,

luego con ellos no puede formarse un angulo poliedro.

Con tres angulos de cuadrado, que valen 311 puede
formarse angulo poliedro: el poliedro correspondiente es el
ex i-dro regular 6 cubo, y esta limitado por seis cuadrados
iguales.

Es evidente que cuatro angulos de cuadrado no pueden
forpuir angulo poliedro, pues la suma de ellos es 4R.

Con tres angulos de pentagono regular puede f umiar-
se un angulo poliedro, porque valiendo cada angulo del

. fi 18
pentagono ~ R, la suma de los tres vale —-R-< 4R: el

poliedro regular coreespondiente estd limitado por doce
poligonos regulares iguales, y se llama dodecaedro renular.

24
Cuatro angulosdepentagono regular valen 5 R>4R,

luego con ellos no puede formarse ang*ulo poliedro.
Tres angulos de exagono regular valen L R —4R,
por consiguiente no pueden formar angulo poliedro.
Valiendo 2R-----— cada angulo de un poligono regu-

lar de n lados, es evidente que si %aumenta, el valor de
cada &ngulo aumenta también: como tres Angulos de exa-
gono regular valen 4R, tres de eptagono, octégono etc.
valdran mas, y sera imposible formar con ellos un angulo
poliedro.

Luego no pueden existir mas poliedros regulares que
ei tetraedro, octaedro, icosaedro, esaedro y dodecaedro.
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CAP1TUL.O QUINTP.

iN-scn.22»3-i>s V c2aci:M'»c:t3T*i>s.

S 7t. Una piramide estd invcripl”®z en un cono cuando
el vértice de la pirdmide y el del cono coinciden, y la base
de la pirdmide esta inscripta en la del cono. En tal caso, el
cono esta a la piramide. pl

Un i pirdmide esta circmwnézc a H
vércice de la piramide y el del c:mo comciden,
lanirdmide estéa circunscrita & a del cono. Entonces el
cono esta en la pirdmide.

En prisma esta in”~cropio en un cilindro
bases del irisraa estan inscriptas en las del cilindro. En tal
caso el cilindro esta cifCiinscrUo al prisma.

Un prisma cirewfi~crito &4 Rq
bases del nrisma estan circunscritas & las del cilindro. Ln
toiices el cilindro esta in<!crinh en el Prisma.

un DoUedi-.: /.iiki,v<Icripto en una esfeia cuando todos
los vértices del poliedro estan en la superficie esférica.
La esfera en tal caso esta cifcm<!cnta al poliedro.

Un poliedro esta circimscrito & una estera cuando todas
las cara*s del poliedro son taug-eutes a la superficie esié-
rica. La esfera entonces esta vi<icript.i en el poliedro.

Teorema. (Fig. 216j.
33'5  4_lodo poliedro TegidO/i'puede inscribirse y cir~

caras adyaee”
tes del uoliedro regular dado. Levantande por los centios
Al v N de estas caras dos uerpendiculares alos planos de
las"mismas, estas perpendiculares se encontraran en un
punto O. centro de la esfera que pasa por los cuatro pun-

Deniostreniorahorl que uniendo el punto 0”con los
centros de todas las caras del poliedro, las recta» de union
son peruendicu’ ares a estas caras € iguales entre si.

Unainos el punto O con el centro P
contigua & una délas primeras: bajemos desde \ly N dos
perpendiculares aia arista BU, a la que cortardn en im
mismo punto Q; y desde P otras dos a la ansta OE,
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Que también concurren en un punto K. Las perpendicuU-

res OV Y ON son ig-uales, porque suponiendo trazada una

recta bd se formarian dos tridngulos rectdngulos OM(;

Y ONQ io-uales, por tener comun la hipotenusa OQ é igua-

ies iob catetos MQ y NQ como motemas

les. Si hacemos {iirarel ™adnlatero plaim ow

alrededor de ON hasta que caipa sohre el 0JJ* A®

\f rninnidira con el P; poroue ali . 3

ser rector NQ=NR como apotemas del mismo poligono,
NRP como rectilineos correspondientes

fios *Sedros iguales BD y CE. y Q vt=RP como apotemas

de polil?.nos iJuales: luego OMy OP tendran los mismos

f>'Ktremos v coincidiran; por tanto Oi  UM.

La misma superposicién demuestra ademas que ang.
Om =dij7 6 m, iuego el angulo OPR es recto, y como
loAidanos ECF v O\RP son perpendiculares entre si,
puelti que el primero pasa por la f n”enjiicular OP.
gundo,Erecta OP serapeiviendiciilar al

El inisrt' o razonamiento podria ahora aplicaise a otia
cara contio*ua & cualquiera de las tres que hemos conside
Sdo, Va fa todas las demas, luego las rectas que unen el
mintob con los centros de las caras,son perpendiciilares a
Istas é iguales entre si; por consiguiente la
desde O como centro con un radio igual a cualqgiuua de
las peruendicnlares. sera tangente a todas las caras del
noliedro f3 3 « 1, esto es, quedara inscripta en el im»mo.

N A-demés. el punto O equidista de todos Ic"s vértices elei
poliedro fes«, 1."]; luego la superficie esférica descrita
& 0;o0inocentl-o con un radio ig-ual & cnalgmera de
las distancias, pasara por todos los vértices del poliedro,
miedando la esfera circunscrita al misuro.

~ Corolario. Todo 'polkd.ro o”epilirpuede de<”~componerse
en tarU'is piramides regulares é inuahs copio caras terga.

Basta, en efecto, hacer pasar planos por el centro de
las esferas inscripta y circunscrita y por cada una ue las

Centro de un poliedro regular es el centro co-

mun & las esferas inscripta y circunscrita.
Radio del poliedro es el radio de la esfera circunscrita,
Y apotema es el radio de la esfera inscripta, ¢ bien la per-
pendicular tirada de.sde el centro a cualquiera de las caras.
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LIBRO OCTAVO-
AUEAS DE LAS SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

CAPITULO PRIMERO.
S>E IjAS AIIEAS.

I, Ai.ea% de los» polio.

En ereneral el area de la superficie de un polie-
dro se obtiene niidiendo el area de cada cara y sumando

estas areas parciales. Existen, sin embargo, algunos po
Ledros cuyas areas se determinan mas iacilmente.

Teorema |I.

3SS. E’arez* Iz nv "rfiete Uteral * nnz pmmtde.
retllir esiejml Ah mitadiei proAuefo del perimetro de s%

lase por otema de la pirdmide. fHi~mo-nlos la-
Slga | II%%%se yala glpurarge uno de los trl,angur]os |Ia

teralS, 6 seala apotema de la piramide. El area de cada

tridngulo sera -y ; silabase de la piramide tiene n lados,

habra «triangulos laterales, y como son iguales./I
de todos, esto es, el area lateral de la piramide sera

la Inxa ~
-N X« = — 2- .

peroJites el perimetro de la base, luego el teorema es

cierto. r

Teorema u.
we'«i w fivpadplt swoeyfiele latefal dQ@h% pivainide
afilos perimetros as las lases, mnMipheaMpor la aliaram

MSeanByTla”base™ fsla alturade
laterales. El &rea de cada trapecio sera - Si
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cada base del tronco tiene nlados, babra U trapecios late-
rales. y como son evident unente igaales, el area de todos,
esto es, el area lateral del tronco .»era,

2 *

pero Bft y 5ii son los perimetros de las bases, luego el teo-
rema es cierto.

Teorema. lll. 217).

37 b 7 'I7ndsU hteriil deun.prisnn cual-
ou™ri K\ esiam| al prod telo de u>ii de siif arUias jalera-
ies por el perimetro de su seccién recta LMN Pa.

‘slamamos recta ala que resulta de cortar el
nrisma por un plano peig)endicu ar a las aristas laterales.
~  Consideiando como bases de los paralelégramos late-
rales las aristas AF, BJ etc., las alturas seran los a-
dos LM MN etc. de la seccion recta, nnrgue siendo las
aristas’perpendiculares al plano LMNPAI son también
perpendiculares alasrectasLM.MN etc. que pasan por
L pié en dicho plano; luego llamando a a cualquiera de
las aristas laterales, las areas de los paraielégramos seran

iiXLM, tifXMN, (7/x NP etc;
por consiguiente la suma de todas, 6 sea, el area lateral
del prisma sera
?(LM + MN-]-NP + ....)»
lo cual debia demostrarse.

Corolauio. J.larea de la superficie lateral de unpns-

om recto es igual al producto desu altura por ci perimetro
de su base. -

Acabamos de ver gne el @rea de un prisma_cualquiera
es el producto de su arista lateral por el periinetro de la

Becciun recta, y corno en un prisma recto la arista lateral
esigual a la altura y la seccion recta es igual a las bases,

el corolario es cierto.
|l._.4i*eas delos cuerpos de revolucién.

Teorema l.

SHi* EI area de la supericie lateral dem eono circu-
lar r.cto esigm ' a la mmitaddel producto de la
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Sea c la circunferencia de la base del conoy ?el lado
de éste. Inscribiendo en la base del cono un poligono re-
gular, y haciendo pasar planos por los lados de este poli-
gono y por el vértice del cono, resultard una p.ramide re-
gularinscripta. Duplicando indefinida-nente el nUmero de
lados de su base, se"obtendra una série de pirdmides re-
gulares incriptas en el cono; las bases de esitas piramides
tienen por limite la base del cono, por consiguiente la&su-
perficies laterales d ; las piran 1is tefiirdn p>r Unite la
superficie conica, y el limite de las apotemas sera la ge-
neratriz 6 lado del cono. Ahora bien, el area de la super-

ficie lateral de una piramide regular es . siendop el pe

- I - ’ -
rirnetro de la base y a la apotema de la piramide; luego,
sustituyendo los variables;??y « por sus limites respecti-
. - , oL
vos cy 1, g\area de la superficie lateral del cono sera—'b.
Si r es el radio de la base del conoy A el area lateral,
tendremos la formula

A= «rl.
TeoriiMa Il.

El are” de la-mperficie lateral de wn tronco de
cono circular recto de bases p iralelis, es inua™ d la semisu-
ma de la” circanferenciiis de las bases multiplicada por el
lado del tronco.

Sean Cy c las circunferencias délas basesy ~el lado
del tronco ;e cono. Imaginemos que en el cono total se
inscriba una piramide regular: la base menor del tronco
cortard a la pirdmide originando un tronco de pira-
mide regular de bases paralelas inscriptas en las del
tronco de cono. Duplicando indefinidumente el ndmero
de lados de la base de la uiraraide total, se' obtendra
una série de troncos de piramide inscriptos en el tronco
de cono; las dos bases de estos troncos de piramide tienen
por limites las correspondientes bases del tronco de cono,
por consiguiente las superficies laterales de los troncos de
pirdmide tendran por limite la superficie lateral del tronco
de cono, y el lihiite de las alturas de los trapecios latera-
les serd el lado del tropeo de cono, Ahora bieo; el area del
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L Pj_« e :
tronco <e pirdmicie es — ~ — X<i, l'ainnnao Vy p {i los

perimetros de las bosos y ~ ala altnm de los trapecios la-
terales: luego, sustituyendo las variables \*.py a por
limites respectivos C. c y I. el area de la superficie lateral

. C+c , m
del tronco de cono sera — ~— X ..

Si Ry ?*son los radios de las bases del troncoy A el
area laieVal, tendrerno» la férninla

A= ( ) X 6 A= (lI-f-~3X ™M
Escolio. Si por el punto medio O" de la altura 00" del
tronco A 10D ("AV-2U) se traza una seccion paralela a

las bases, el radio’ 0 "E de esta seccion une los pimtos me-
dios de los lados no paralelos del trapecio AOO’C [SCSI],

luego llamando R'a dicho radio, seraR'~— ~— | de

donde 2R'= R r. por consiguiente la expresion del area
obtenida anteriormente sera

A—2R'X 1
Luego enarea ;e Ifi siipsr/icie ialeval de uit tronco de
cono circular rectores i(,val ‘alproducto de su lado perla

circunferencia de unasection paralela a las bases y epii-
disianie de ellas.

Teorema lll.

El area de la superficie lateral de un cilindro
circular recto es iqual & la circunfierencia de su base mul-
tiplicada por su lado.

Seac la circunferencia de una base y / el lado del cilin-
dro. Inscribiendo en éste una série de prismas regulares
cuyo numero de caras laterales se duplique indefinida-
mente, es facil ver que la superficie lateral del cilindro es
el limite de las superficies laterales de los prismas; ademas
la altura de éstos es igual al lado,del cilindro.

ABbCTQ, el area lateral de un prisma recto es pa, llaman-
doj» al perimetro déla basey fja la altura, luego la del
cilindro seré el.

Si Tesel radio de la base y A el area lateral sera

A«
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Teorema IV. (Fig. 219).

OS 1. E|lérea de Id-luperRcie engendrada-por la base de
nn triiiigido iadscele”™ (Jue gira alrededor de unarecta exte”
rior a ét trazadapor sii vértice en eu plano, esigvMa ta
circidiferenci't cugo radioes la altura del triangulo wui ti-
mnlicada fior la proyeccion de la sobre el eje.

Didtinguireiiios tres casos: gue la base tenga uno de
sus extremos en el eje de revolucion; 2® que la bas™e no
tenga ningun punto en el eje ni sea paralela 4el; 3. que
la base sea paralela al eje. . . aDn

1" Labase AB 1) del trianguio isosceles ABO,
al girar alrededor del ejeXY, engendra la superdcie late-
ral de un cono circular recto, luego el area de esta super-
ficie sera

~"AEx AB= 2"AEXxBD [1];
siendo semejantes los triangulos AEB y CDB, tenemos
AE EB

i , de donde AE ><BD — CD X EB;
sustituyendo en la expresion [1] del area que nos ocupa el
producto AExBD por.su igual CD X EB,*se obtiene
para expresién de dicha area2"0D xE B, lo que esta con
lornie con el enunciado del teorema.

" Labase AB 2) del triangulo is6sceles ABO,
al girar alrededor del eje X Y, engendra la superficie late-
ral de un tronco de cono de bases paralelas, luego el area

de esta .superficie sera cscol*»]
2dDGx AB [2;
siendo semejantes.los triangulos CDG y ABi”™ tenemos
DG CD

" ,dedonde DG AB= CDx BI;
i Ali

sustituyendo en la exnresion [2] el producto DG X AB
por'su igual CD xB I, se obtiene para expresion del area
engendrada por AB

2«CD X BT, 6 bien 2itCD X EF,

lo que esta conforme con el enunciado del teorema.
3" Labase AB (Fin. 3) del triangulo ABC engenara
la suuerdcie lateral de un 9i|indro circular reetb, luego el
t4?  su”effloie sera™ ~
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sustitn.yendo AE por CD y AB por EF, la expresion dél
area que nos ocupa sera

2«CDx EF,

conforme con el enunciado del teorema.

zona, esteric~ @ la parte de superficie esférica
en#endrada por un arco del semicirculo generador de la
estera

Los extremos del arco eiié-éndrali circunferencias, que
se llaman bases de la zona. Altura es la proyeccién del
aTco' g*enerador de l'a zona Sobré el éjé.

Si uno-de los extremos de este arco esta én él efe, la
zona tiene una sola base, yen tul caso Séllama también
ca"\ietil esférico.

La superficie .KBD (qu 220), enifendrada por él arco
AB, es una z >a cuya Unica base es la circunférencia C, y
la altura AC. La superficie BEFD, engendrada’ por el
arco BE, es una zona, cuvas bases son las circunferencias
Cy C', ylaaltura CC'. '

T eo'réma. V (Fig. 221,,

El &'&*de una ibnaés iglial asu altura muUi-
pUcidAipor una circunferencia de circulo maximo.

Consideremos la zona engendrada por el arco AF que
gira alrededor del diametro AG.

Dividiendo el arco generador en varias partes iguales,
las cnerdas AB, BC, CD etc. de estas partes seran bases
de los trlangulos isdsceles AEO, BCO, CDO etc.,- que tie-
nen todos igual altura [VIS,-1."]. Representando ésta por
las areas de las superficies engendradas por las cuerdas
AB, BC, CD etc. seran respectivamente

2TIAEXAH, 26i><:IL etc.;
luego el area de la superficie engendrada por la linea une-
brada ABCDEF sera

ZM(AH + Hi-hIL...)= X AN.

Ahofa'bién, si las partes en “ue se ha dividido el arco
geweradol’ soii yda vez menores, él lirrtiie de la liiiea que-
brada ABCDEF es el arco AF, luégo el limite de la super-
ficie engendrada por dicha linea quebi™aa serd la zona
engendrada por el arco AF; ademas él limite dela ap'o-

I3~
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tema (tes el radio R del circulo generador, por consi-
guiente el area Z de la zona sera
Z= 2"RxXAN.
Adlicando el mismo razonamiento ala zona de dos
bases engendrada por el arco BF, obtendriamos igual re
Bullado.

Teorema VI. (Fig. 22V-

M area de la superficie de una esfera es igual al
producto de su diametro por una circunferencia

La superficie esférica engendrada por
ferencia ADCr, puede considerarse compuesta de dos zonas
eno-endradas respectivamente por los arcos AUy Bu, que
componen la semicircunferencia. Las areas de estas zo-
nas son
2iiR x AL, 2«Rx LG,
lueo’o el area de la superficie esférica es
2uR (al + = 2" X
Llamando A al 4rea de la esfera, sera
A —2«Rx2R 6 A= 4nRN

Corolarios.

1. " FIl &rea de una superficie esférica es el cuadruplo
del &rea de su circulo méximo.

Puesto que el area del circulo maximo esyK-' =

2. ® P areadeuna sup.rfcie esjencaes igual al area
latera'del cilindro circunscrito» :

La base del cilindro circunscrito tiene el misnio yadio R
de la esfera, y la altura de! cilindro es el diametro 2R,
lueno el area lateral sera 2i:R X 2R —4tR

Huso ESFELiico <5 la puTle dc superfcieesfcrica

BADO (Fig. 193] limitada por dos semicircunferencias

~nrevidente que dos circunferencias maximas perpen-

diculares entre si, dividen la superficie esférica en cuatro
busos iguales. Estos usos se llaman recio.?.

Dos husos de una misma esfera son iguales cuando .?%
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angulos esféricos, coincidiran dos & dos las circunferen-
cias maximas que limitan los husos, y éstos seran por tan-*
to iguales.

Teorema VIL (Fig. 199)

El are-i de Wi k™0 eaférico es igm| alprodAixto
del arecL. d® vm circulo maxiriiopor el ¢jigiilo del huso, siem-
pre qv” la uitdod para raedir éste sea el angulo recto.

Siguiendo el método empleado en el ndinero 5 1, es fa-
cil deiiiustrur que la relacién entre el huso ABCD vy la su-
perficie total de la esfera, es igual & la relacion entreoi
angulo-esférico ABC y cuatro angulos esféricos rectos;
tenemos, pues, ilamanao H al area del husoy E 4 la de la
esfera,

3 - -éEL - iL_- ABC
E t rectos ’ 4-HN 4 recios
dividiendo por 4 los denominadores, sera

1recio

tomando el angulo recto como unidad de angulos y despe-*
jando H, sera
H=-"R2xABC.

Escoi.m. Téngase en cuenta que ABC representa la
relacion abstracta entre el angulo del husoy un angulo
recto.

OoROLxiiio. El se elige para wiidad superdeial el /mso
esférico recto g el anjuh recto para unidad de Unanlos, ‘el
area de un ha-o esta expresada por su angulo esférico. '

Pues siendo tR" la cuarta parte de la superficie esfé-
rica, 0 sea el area del huso esférico recto, es la unidad de
superficie, luego

H= ABC.
Teorema VIil. /AV/?. 222).
33». Dos triangulos esféricos simétricos ABO y DEF
son equivalentes.

| dSuponemos que los triangulos propuestos tienen fés
ados

AB=ED, AC= DF, BC*=EF,
y los angulos A=1),B=E,C*F.
Sea P uno de los polos de la circunferencia menor que
pesa por I8 vértieee A, By 0; nao ei polo P cpb estos
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vértices por merUo de nrcos de circulo niiiximo V\,
Pi3, PC: estos arcos seran ig-uales, por

das [330J. Por el vértice F del triangulo DM-

sar un arco de circulo maximo bQ, que torme con b)) un
In g X DFQ = A" FU = GP,yuuo el punto Q

Los triangulos™\(1P y DFQ tienen AC= DF por hipé-
tesis OP= fO, AOP =«mm- U m poi- construccun;
conio ademas el triangulo AGP es
milos <on io-iiales P5*1]. Dos trian, uos B..P y Fbi™ tie-
feu 80 = DIF por hipétesis. GP = FQ por et nstruccicn y
ay, B3P —/U7. FF4 >or ser su.iias de angulos igua.es,

conio ademas el triangulo BCP tienen
gulos son iguales. Los tnano-ulos ABP .
B V-= ED por hinotesis, BP = como lados de los tiian-

ffiilos io-uales BCP y EF.;, dm. ABP = -v/t/. DE |nor ser

fiferencias de angufos igua'es; conio ademas ol tmugulo

ABP esisosceles, los tridngulos ABP y DEQ son ijua.es.
Tendremos, pues,

BCP+ ABP- AGP = EFQ+ DEQ- DFQ
‘ ABC = DEF.

Teorema IX. fFig> 223}

301. Elarea Cemi tidyjilbe<fio k"G ggml a
U ck un aracuo mexiro, milHiphcuegor i J
lcatres ayulcs i triagulo manunuidaen au mmm,
sienore (jile launidadcb ax%jos seael annib iecto

Calos tres angulos del triangu o

propuesto ABO. Prolongando los . .
se observa que el huso esférico ABJo se cmiL.one dei
Itdngulo prlpuestc y del BUC el Puso BALO ™ c¢~mpo-
ne del triangulo propuesto y del AEc., y n
compone del tridngulo propuesto y del A.
inilo®*AFB Vel DGE son simétricos por coricsponder a los
éeliossimftncos UAFB y OUCIi, luego son equivalen”
por consiguiente podemos decir que el Luso GAb B equi
vale & la suma del triAngulo propuesto y del DuL. ien
dreiuos pues [31i3]

abo-hBDC = X A

ABC'-f AEC = *R"X,B

ABC-j-DCE"T.R-ixXE.
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Snmnndo ordenadamente estas iimaldades y observan-

do que la suma AB”N+ 4" equivale a
la uiitid de la su”ieriicie esférica, por cuya razén vale
2.RT, jeva ~+ B+ C),

de donde  2ABU = tR*"(A+ B+ C—2),

Yy abc= xe.> (A * _»=*x°-i),
io-uablnd que de'-mestra el teorema.

Escorio. LA expresion obtenida puede escribirse en
esta forma:

AB3= " (A + B+ C-2).

Como - — es el areade un triangulo esférico trirec-

tano-ulo, unes es evidente que la superficie total de la
esfera se coiirk-ne de ocbo de.estos triangulos, _si BJpy)ne

mos dicha aréa igual aia unidad, podremos decir: Migien-
do itadU o'ipNrdci'il el trumglto esanco tnreclan-

mMil) o area. ae-i-i )iiiiin<ilo e-'ifénco es igual al exceso de
'lasm :i de sus tres 'mjulos sobre dos rectos.

capitulo segundo

comb*”pbsacbo%de eas aAreas.

Teorema. L

31>, Lss area<fdedos 'poliedros sew-ejmfes sou pro-
'norc'i®u'des a los cutdridos de sus aristas howdlogas.
m Dos caras se iiemutes cualesquiera, una de cada polie-
clvo son proporcionales & los cuadrados de sus lados lio
mé’o '-0s, v ésto<la los son aristas de los poliedros; pero la
razon de dos ari.sta.s ho udlogas, y por tanto la de sus cua-
drados, es constante, luego también lo sera la razén de
dos caras semeiantes cualesquiera. Esto supuesto, sean
C C~L... las caras del primer poliedroyc, ¢, C .... sus
bo’'Tiologas en el segundo; sean A y « dos aristas liomé-
logas cualesquiera. Tenemos

C c A2
(f
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de donde [Arit. 2O j
c-f-c'-{-c"-]--—--
+

igualdad que demuestra el teorema.
33>:s.  Dos conos circulares rectos se YIRman semefaiites
cuando sus triangulos generadores son semejantes.
Es claro que los radios de las bases, los lados y las
alturas ~on proporcionales.

Teorema. Il.

Z~Nis ATenf lateraZe'i d,e dofi cono”™ sse.mejdntnfi p'ropor-
donile! & los cuadrados de los r (dios de sus lases, é los
de sus lados, 6 & los de -ms alturas.

Sean R, L. .\'el radio, ladoy altura del primer cono, y
T, I, alos del segundo. La ra/zon de sus areas laterales es

- Ry L
r i
R L . L .
pero T = T luego sustituyendo -~ por serigual —
sera
7iRL R2
T ¢ B*2
R2 , .
y como =~ = o »serapor altimo,
XRL R2 L2 A2
mtl -~ «Q
, 3»i. Doscilindros circulares rectos se llaman seme-

jantes cuando los rectangulos generadores son semejantes.
Es claro que los radios de las bases y los lados ¢ altu-
ras Seran proporcionales.

Teorema Ill.

Las areas laterales de dos cilindros semejantes son pro-
porcionaks a los cuadrados de los radios de siisba™es ya
los cuadrados de sus lados 6 altu/ras.
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Sean R v L el radio y lado del primer cilindro, ry 1 el
radio y lado del segundo. La razén de sus &reas laterales es

2aRL N i il .
| T [
L R
pero — = ~ ’luego sustituyendo -j por — y al con-
2.RL

Teorema. VIL
31>V L%s de’tde dos esferas sonproporciomles a los

AAGetn RYy MorTradios de las esferas. La razén de sus
4iti®2 2

LIBRO NOVENO.

VOLUMENES DE LOS CUERPOS.

CAPITULO PRIMERO.

HIEI>II>.% »E EOS VOEEMEH'ES.

I._ Volnutcucs «le los polic«la*os.

399. Volumen de un cuerpo es h medida de su ex-
tension. . . R T

La unidad de volumen es ordinariamente un cubo; por
conS”-uienTeylvoldmen dieumaustm ssat 1k red bgiiim em -
tre la extension del mismo ¥ |& €l cubo que sirva de

Dos cuerpo&son equi‘oalentes cuando tienen igual volé—
meny diferente iorma. Los cuerpos équivalentes no pue-

' den coincidir.
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Teorema l. (Figr. 224j.

«595'. Dos pamkj~pipexhs reclg'ipgy,}jos AG y LS que
tienen igmles las lases AC y LN, son proporcionales & sus
alturas AE LQ. '

Supongamos que las alturas sean conmensurables v
gué la-medida comun se halle contenida cinco veces en AE
y tres veces en LQ: segun esto, tendremos

-AE ~ 5_
L-Q 3
Si por los puntos de divisién de las alturas trazamos
j)hinos paralelos alas bases, él paralelepipedo AG quedara
Siyidido en cinco paralelepipedos rectangulos y el LS en

tres;'todos éstos paralelepipedos son, iguales, porque tie-
nen i~ual base y altura; luego

..................... t..
De las igualdades [1] y [2] se deduce
AG _ AE
cti ~ ica ’

Si las alturas fuesen inconmensurables, hariamos un
razonamiento analogo a*de lo]Js nimeros 65' y
Escolio. Las tres aristas AB, AD, AE de un an-
gulo tiedro A son las dimensiones del paralelepipedo rec-
tangulo A.% si d@Bip~r~élépipedQsS tienen iguales respec-
tivamente dos de sus dimensiones, tendran (fos caras igua-
les; considerando egtas caras como- liases, las terceras
dimensiones seran las alturas, luego el teorema anterior
puede enunciarse diciemjq:
Dos paralelepipéios'rectiiiqulos gqm tienen dos dimen-
siones respectivamente iguales, son proporcionales a la ter-

Teorema |Il.

399. Dosparaleiepipedos rectangulos qufi tienen igual
aUuinaii-soitMo™MNiolMeéasu'sHses.
Sean Py P’ los paralelepijiedos propuestos, a la altura
coriftfoG*ir™o'IHs-dlImérisiohe3 dé'la bfisé'dél primero, b’y ¢’
1aS'deié bage-\lerség™"M6;N>i"N'3 it'"™*'foS".i.w ¢ -
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Iraaginetnos un tercer paralelepipedo P", y sean a, d, ¢’
sus dimensiones. ) ) )

Los paralelepipedos P y P" tienen dos dimensiones
iguales y luego

o == %

Los paralelepipedos y P' tienen dos dimensiones
iguales ay c', luego

Y ~ V'
Multiplicando ordenadamente estas igualdades frac-
cionarias". y suprimiendo el factor comdn sera
P (X C
nxc'

Escolio. Puede enunciarse este teorema diciendo:

J)jji piraleUj)ipedo<i q% lien'ti imi dimetmon igua,l,
$%proporcionales d los productos de las otras dos dimen-
siones.

Teorema IlI.

400. Dos paralelepipedos cualesquiera., son propor-
cionales a los productos de sus bases por sus alluras.
Sean Py P' dos paralelepipedos, By alabase y altura
del primero, B'y n! labase y altura del*segundo.
Imaginemos un tercer paralelepipedo P", cuya base sea
By ii'la altura.
Los paralelepipedos P y P" dan [«IOTI

JL - JL
v
Los paralelepipedos P*y P' dan [il09]
\VAl N
“pr < B m
Multiplicando estas igualdades y simplificando, resulta
P B X fl

F ‘
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fiscoL io. Pued'e enunciarse este teorema del modo si-

MG Tpar'ilelepipedo™ cmifisgnMra son proporciomUs &
los proditclos do stis tres dimensiones.

Teorema V.

1 I8 ElvoUmsn de un ptrnleUpipedo TectmgnU es
igvyd al nrodncéo de sii bzfe por su allur i.

Sea P el paralelepipedo que se trata de medir, By « sn
base y a tura: sea C el cubo que se tmia

vildiien y / el lado 6 arista de este cubo: la be™e de é&te

~MANConio d cubo es un paralelepipedo rectangulo, tendre-
mos, en virtud del teorema anterior,

P _ _B><f .
mc “ 1'%
convelimos en elegir para «idad de volumen el

cubo cuyo lado es la unidad lineal, | valdra 1, por tanto
_F/)\ = BX «;
(@]

pero es el volimen del paralelepipedo [3!>©], luego el
teorema es cierto.
E scolios.

1® Ténffase muv presente que en la demostracion an-
terior hemos convenido en elegir w a n
xin cubo cuyo lado sea la unidad lineal; por
cuando se hayan medido las lineas con una unidad deter-
miriada, el vglumeg. del . [’\f.’\Sdo as
en las unidades cubicas correspondientes. a»l, as
lineas se midan en metros, varas etc., el volumen resulta
ra exnresado en netros cubicos, varas embicas

Esta observacion es también aplicable & los teoremas

siJumntes.”org”™a anterior se enuncia con frecuencia

de im paralelepipeda reoténgulo as al
producto desus tres dimensiones*
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Corolario. Bl 'cotimen, deun cubo es igm| d la tercera
‘potencia d>sit, arista. »

Puesto que el cubo es un paralelepipedo rectangulo
cuyas tres dimensiones son iguales.

En virtud de esta proposicion, la vara cubica, esto es,
el cubo cuya arista es una vnra ¢ tres piés, equivale a
3B = 27 piés cubicos, el pié cib'co 4 123= 1728 pulgadas
cubicas, el metro cubico & 10" = 1000 decimetros cubi-
cos etc,

Teorema V. fBig. 225).

JO'5. Todo prismi oblicuo AH es equici”ente a un pri.s:
m i recto QN. cu;a base es 1: se-'-cion re-ta prisma olii-
cuo, 'ycuya alturaes igual & una de las aristas laterales del
mismo.

Trazo una seccion recta LMNUP del prisma oblicuo,
prolongo las aristas laterales, tomo LQ=F”". yporel
punto Q trazo un plano QR iTU paralelo a la seccién rec-
ta. De este modo se forma un prisma recto QN que tiene
por base la seccion recta del oblicuo, y la altura LQ igual
ala arista lateral FA. Decimos que los prismas AH y QN
son equivalentes.

En efecto: si el cuerno QC se coloca sobre el LH de modo
gue el poligono QRSTU coincida con su igual LMNOP,
las aristas Q y LF coincidiran, porque seran perpendi-
culares & un mismo plano; ademas est-is aristas son igua-
les, porque de LQ=FA se deduce LQ—AL==FA—AL 0
AQ=FL, luego el vértice Acaeraen F. Del mismo modo
se demuestra que los vértices B. C, D, E caeran respec-
tivamente en G, 11, I, K; luego los cuerpos QC y LH son
iguales.

Ahora bien, los nrismas AH y QN se componen de una
parte comun AN y de las partes" iguales LH y QC, luego
son equivalentes.

TBOEEMAVL.rininh. 225j.

Ef. volumen de un paralelepipedo recto es igual el
producto de su basepor su altura. =

1 A'éstodeba su orinan el nomijca49 ctihj Nuoiinios ea ¢ lal
tiorcoi'apaiiOQuiii 40 ua uamoro.
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Ssa el paralelepipedo recto AG, cuya base AC no es

Considerando como base de este paralelepipedo la cara
latera las aristas AB, EB etc. son oblicuas U la bn”®
BG. de lo contrario los angulos del parule:6gramo ABOU
serian rectos. Trazo la seccion MNP.,; perpendicular & di-
chas aristsis,

La seccion MNPQ, que en general es un paralelogra-
mo [»5«, o«r. es en este caso un rectangulo, porque
el &ngulo QMN correspondiente al diedio recto AB es
también recto: Inego el paralelepipedo propuesto es equi-
valente & un para'e’epipedo rectangulo, cuya base es
MNPQUV la altura igual a AB. El volumen de este pava-
leleuioe'do es MQX M N x \B, luego éste sera también el
volunien delparalelepi’iedo pro’ uesto, y como A B x MN
es el area de su base ABOD y M1 su altura, pues M ¢ es
perpendicular al plano ABCD, queda demostrado el teo-
rema.

Teorema VIL (Fig. 221J.

'SOI. Til volumen, de un, p%r'ihleoirido oblicuo AG ¢s
inuil il orodiictod i b x ' f’ vor =i ‘li'ure,.

Consideremo.s la cara BG como base del paralelenlpedo
proUucsto: las aristas laterales seran AB, Ebete. Trace-
mos la seccidn recta MNP(”. que en general seraun para-
lejof'ramo obUcuangulo. El paralelepipedo oblicuo pro-
puesto es equivalente & otro recto, cuya base sera la sec-
ci'-n yiN? 1 Vla altura igual ala nri>ta AB. El voLimen
de esto paralele nuedo es MN X QR X \B, siendo QR una
perpendicular AMN, luego el volumen del paralelepi >¢(lo

MX de los planosperuendicnlares entre si Mi d) v M=> tw,
es ueroendinvar a labase ABCD.,luego es la allmra del
paralelepipedo propuesto. El volimen MNx QRX-VIi
es, pues, el producto de la base por la altura de este para-
lelepipedo.

Teorema VIII. fFig. 228).

40:». Todo vni™mi tri%®g¥d%T VBCDEF «c eg'pvrimie
d lo, uiitod de-uupardlclepip'f'do de doble haseé igual altura.
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Por las aristas D Vy FC trazolos planos DG y FG pa-
ralelos a las caras EG y EA del prisma, y snpomendo pro-
luiiira<Uislas bases de éste, se liabra fon. ado el paraielepi-
ncdo G i de doble base que el prisma, pues el triangulo
ABC e.sla mitad dLliJarnlel6™raii.o BG, y de igual altura,
puesto que b.s planos de 1.s bases son los mismos para los

~MNlTulimo’ ACFGI - divide al paralelepipedo GE en dos
nrisii.as triangulares: si dei..ostrainos que estos prismas
son equivalentes, el propuesto ABe"DEb sera equivalente
ala mitad del paralelepipedo KG.

Trazo la eeccii'U recta MNP>;. gne sera un paralelégra-
mo Y estara div.dida por el plano VGFD en dos triangulos
iguales MNQy QN'P. El-prisii.a GCAHI* 1) es equivalente
A un prisma recto que tenga por base MN iy por altura
FC. y el urian a ABCDEF equivale a un prisma recto que
tenga por base CNF y y por altura FC; pero estos pris-
mas rectos teniendo bases y alturas
luepo b's paralelepipedos (5-CAHFD y ABGDEIi' son equi-

CoioLAnio. Elvolv.menaeuiipHfmatrianf ABCDEF
es igiul al producto de fnibafie por ftv, altura.

Sa a la altura del prisma, y por tanto la del paralelepi-

pedo GE. El volumeii de éste sera AXiGGx luego el del

prisma esABKG

= AidG X a.

Teorema IX.

<£06. EI volumen de un prisma cualquiera es igual al
pru' ucto de su base por su a'tura.
bi por una arista lateral del prisma propuesto se trazan
planos diagonales, qat-dara dividido el prisma en otros
triuigtlares de igii *L altura que el dado. Llamando T, T',
T"etc. alas bases de dicln.s prismasy a a la alturaco-
mun, los volimenes parciales seran

TXii, T'Xi?. 'Fxffl etc,;
luego el del prisma propuesto sera
(T+ T+ T+ --. )X 1}

peroTHT + T . es la base de este prisma y ? su
altura, luego el teorema td cierto,
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Corolarios.

1. ® Dosprismas de bases iguales 6 equi'Galentes é igual
altura son equisalentes.

2. " Dos prismas cualesquiera son proporcionales a los
producios de sus bases por sus alturas-, si las bases son
iguales 6 equivalentes, (0sprismas sonproporcionales a sus
klluro.s; y si son iguales las alturas, los prismas son entre
si como sus bases.

Teorema X. 229j.

m40«. Dos tetraedros ABOi), A'B'C'D' de bases equiva-
lentes ¢ igual altura, son equivalentes.

Supoiigamf's colocadas las basei® BCD, B'C'D' de los
tetraedros propuestos sobre un misnis plano, y sea RS su
altura comun. Dividamos RS en cierto nUmero de partes
iguales, y por los puutosde division tracemos planos pa-
Tidelos al plano en que estan situadas las bases. Estos pla-
nos determinan en los tetraedros propuestos secciones
equivalentes dos & des: las secciones EFGyF/F'G', por
ejemplo, son paralelas & las bases y equidist-'n de lo.s vér-
tices Ay A', y como las bases son equivalentes, las seccio-
nes también lo son c«4o'ioj.

Sobre la base BCD del tétraedo ABCD y sobre cada
seccion del mismo construyann s prismas externos, y bajo
 da seccion del tetraedro A'B'C'D' construyamos prismas
internos. El segundo de los prismas externos eseqniva-
lente al primero de los internos, porque sus bases EFG,
E'F'G' Son equivalentes y sus alturas iguales; el tercero de
los primas externos es equivalente al segundo de los inter-
nos, y asisucesivamente basta el dltimo prisma exteino
guesera equivalente al ultimo interno; luego la suma de
los prismas externos excede & la de los interncis en el pris-
ma triangular BCDEPQ. Pero el tetraedro ABCD es me-
nor que la primera suma y el A'B'C'D' e» mayor que la se-
gunda suma, luego por esta doble razon, la diferencia en-
tre If's tetraedros, siliay alguna, sera menor que el prisma
BCDEPQ.

Digo abora que esta diferencia puede ser menor que
cualquiera cantidad asignable, por pequera que sea.

Llamando X & una de he partes en que se ba dividido

1» WBIVtS PS, 6} <iel {iris«» pcPEPI” eirt
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BCDx”; para que etite vo'unen sea menor drie una
cantidad 8 sumamente pequefia, esto es, p”~ra que se
Tereque la desigualdad BC D x”~ <5, basta que sea

AN Ay es claro que la altura R3 podra dividirse

en un nimero de partes tal que cada una sea menor que

bchjadiendo ser la diferencia entre los tetraedros pro-
nuestls menor que cu.lquiercantidad asignable, por pe-
quefia que ésta sea, dicha diferencia es cero, y los tetrae-
dros son equivalentes.

Teorema XI (Fll\g' 230)

10S. tetraedro ABCD es la tercera parte de un.
vruma dei/,uat dase g altura.

Por los vértices By O trazo dos paralelas Bh. Ub &
la arista AC, y por el vértice A un plano paralelo ala
base BOD Deeste modo se forma un prisma triangular
BODKAF de igual base y altura que el tetraedro propuesto.

El prisna BE se compone de la piramide ABbbD vy
del tetraedro ABOI); haciendo pasar uii plano pv-r la dia-
Gunal 0e' y p >rel vértice A qued i descompuesta la pira-
mide en los tetraedros ABEK y ABDF que son equivalen-
tes uorque sus bases BEP y BI)F son iguales corno mita-
des ~del paralelogramo BEFO, y su altura, que es una
per leudicular al plano BSF J bajada desde A, es la misma.
Considerando co.no base del tetraedro ABEt la cara
E \F, “uvértice serdel punto By su altura la del prisn a
BF. luego este tetraedro es equivalente al prujiuesto
ABCD, cuva bise BCD es igual a EAF y cuya a'tuva es
la del i)risuifi, y como ya se ha demostrado que ABEDb es
también equivalente & ABDC, es claro que los tres tetrae-
dros que componen el prisma BF son equivalentes, luego
el tetraedro propuesto ABOJ es la tercera parte de dicho
prisma. ;

Corolario. M volimen de un tetraedro es
del producto de sa lamepor su a tura.

Sea a la altura del tetraedro v por tanto la del prisma

BF; el volimen de éste sera BCI) X a, luego el del tetrae*
BCD x a
(oes-— |

. 7. -
igaat al tercio
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Teorema XII.

409. EI volimen de um piramide cu>jlyuiera es iMiial
al tercio del pro ‘ucto de sw b'i”e por sw altura.

Trazau'lo planos por una arista lateral y por las diago-
nales de la base, quedara dividida la pirauiide propuesta
en varios tetraedros de igual altura que la piramide, bean
T, T'» T" etc. las bases de estos tetraedros y la altura
comuii: los volumenes parciales son

TX~, 12~ . I~efa .
3 3 3 :
luego el de la piramide propuesta sera
~mp-l-T'+ TAi- ... )Xu 2
3

Vcomo X-j-T'+ T" + . es |4 base de la piramide,- que-
lla demo.strado el teorema.

Corolarios.

1 Eospirimides de bdses iguales 6 équivalentés € igual
altura sonequioa’eutes.

2® E)S piramides cualesquiera son proporcmnales a tos
productos de sus bises por sus altaris; si las bises son
iquales 6 equipzlent's, las piramides son proporcionads a
sus alturas', y si son iguales las alturas, las piramides son
entre si como sus bases.

Teorema XIII.

419. Todo tronco de piramide de bases paralelas es
eqvapalente & la sumi de tres piramides, que tienen por
altura comdn la altura del tronco, y por bases respectivas
la base mayor de éste, la menor y una media proporcional

entré am%as. . n b ++..00

onsideremos, en primer lugar, un tronco Ue tetrae

dro \BCDEF (Fig. 131). Haciendo pasar un plano por los
mpuntos E, y C se descompone el tronco en un tetraedro
E\Bi-Vuna piramide cuadrangular E.aDFC. El tetraedro
EABC tiene laimsma altura que el tronco y su base es la
base mavor de éste. H -ciendo pasar ui>plano por los pun-
cos E; a”y F, la piramide cuadrangular queda descopi-'
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mpuesta en los tetraedros EA.DF y EA.CF; si triamos el
punto A para vértice del primero, su base sera DEt, esto
es, la base menor del tronco, y su altura seré la dei tronco.
Queda el tetraedro EACF. Por el punto E trazo una
paralela EGrala arista FC; esta paralela se halk en el
plano BOFE v encuentra & BC en (f; uno el punto G cnn,A
y con F. SLeiUlo FAI paralela & FC lo es al plano ACMl
iueffo los puntos E y j equidistan de esite plano, y el te-
traedro EACF aeia equivalente al GACI, nn* tener ambos

la misma basp y alturas iguales; tomando 7 para “értice

del UHioiO tetraedro, su base sera AG’H su altura la d”
i i, n-re, NOFQT«m i i 1ii n!ISP AI1TAy

losii(jC y UI'C son igiiaies. por leuei uuiauu \ay —
EF y los angulori adyacentes respectivamente iguales,
como formados u t rectas paralelas. Ahora bien, trian-
gulos GHC y GAC. que-tienen el mismo vértice Gy sus
bases en linea recta, tienen alturas iguales y son propor-
cionales & sus bases, esto es,

GHC CH
GAC CA

los triangulos,GAC y AB también tienen el mismo vér-
tice Ay sus bases en linea recta, luego tienen igual altu-
ra, por consiguiente

GAC CG .
ABC " -CB"
pero siendo HG paralelad AB,-tenemos
CH CG
CA " CB '’
GHC GAC

_ ~NAC .

GAO "XBC ' ~ GAC “ ABC'
donde vemos que G VC. base del tercer tetraedro, es media
proD.jrcional entre las bases del tronco.

demostremos ahora el téorema para un tronco cual—
fluiera AH ‘Fia. 232) de bases paralelas.
= CQnstruyaTno.s un tridngulo LMN equivalente & libase
mavor AB3DE. y sobre este tridngulo un tetraedro T que
la misma altuia que la piramide tptal. Supongamos
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qgue las bases de la piramide y del tetraedro se bailen si-
uad n un mismo plano, a? te-
%or BEENRHE'Eondd proB’uesto nasta que cope al te

traedro T: la seccion PQR sera un equivalente a
FGHIK [»;>5, escolirt]. Las piramides totales VAIi Uti
yTLMN, que tienen bases equivalentes ¢ ;guai

son eauivalentes, y las piranndes deficientes \bGHIK. y
TPqg S son también equivalentes, por igual

lostroiicos AHy LMNPQR, gne se obtienen restandode las
piramides totales las deficientes, son equivalentes; y

el tronco de tetraedro LMNPQR ala sumado
tetraedros que tienen por altura comdn la ~1 tronco y
por bases respectivas la base mayor de éste, la >

una media proporcional entre ambas, el tronco de pira

mide AH gozara de igual propiedad. L
orolario. EIl volémen de un tronco de piramide de

ba"esparalelas es iflual al tercio deIJ:;roducto de

por lasuma de sus bases y de una mediaproporcional entre

By 5son las bases, ala alturay V el volumen del
tronco, sera

+ a=\-a (B+{+\/By).

Teorema XIV. (Fig. 233).

411. Todo prisma triangular troncado es equivalente a
la suma de tres tetraedros que tienen por base comun la del
misma y por vértices respectivos los de msmo.
~  Seal\ tronco de prisma triangular ABUDEF: debemos
demostrar que es equivalente & la suma de los tetraedros
EABC, DABCy FABO, que tienen por oase comun la ba&e
ABC y por vértices los puntes E, Dy F. (ol

Haciendo pasar un plano por los puntos E, Ay C que
da descompuesto el tronco en -un tetraedro EABC y una
piramide cuadrangular EAUFC: el tetraedro EABC tiene
por base la del tronco y -jor vértice el punto E. La pira-
mide se descompone, por el plano EMy, en los tetraedros
EADO y EDFC; el primero EADC es equivalente hl
BADO, porque tienen la misma base ADC y sus vértices b
y B estan situados en mia paralela a la base y equiu.stan,
por tanto, de ella: tomando D para vértice del tetraedro
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ABDC, subase sera VBC, esto es, la del tronco. Queda
el tetraedro E')F J; co no ;os triangulos D3F y AOF tie-
nen la misma base CF y sus vértices A y D en una para-
lela a dicha recta, s>n equivalentes, luego el tetraedro
EDFO es equivalente al EAFC, pero éste equivale al
BAFC que tietm igual altura, y cuyo vértice puede consi-
derarse en F, siendo enténcessu base la ABC del tronco;
por consiguiente el tercer tetraedro EDFC es equivalente
alFVBC.

Vemos, pues, que los tres tetraedros que componen el
tronco equivalen a los tres que tienen la base comin ABC
y sus vértices respectivosen E, Dy F.

CoROLvaio. E'. viilm“hde%)i prism(i trldiigular troyi-
cddo @ al Urdo del producto de sur lase por la swnia
de lai trcf! perpeiiliculares bajadas a éUa desde los vértices
de la seccion.

Si B es la base del tronco; a, a', a” las tres perpendicu-
lares y V el volumen, sera

?. El volumen de un prisma troncado cualquiera'se
hallara descomponiendo el prisma en otrcs triangulares
troncados y sainando los volumenes de éstos.

El volimen de un poliedro cualquiera se hallara des-

componiendo el poliedro en piramides y sumando los vo-
limenes de éstas.

Il.—VoSttin&iies (le lo« cuei*2ios de revolucion.
Teorema |.

413. El volumen de  cono circular recio es igual al
tercio del producto de sn base por su altura.

Sea B el areade la base del cono, a la altura de éste y
V el volimen.

Supongamos inscripta en el cono una piramide regu-
lar, y sean hel &rea de la base, o el volumen; la altura
serd a, la misma del cono, luego

=0 i«-

Duplicando indefinidamente el namero de lados de la
base de la piramide y por tanto el de sus caras iatarales,
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ellimite de las bases de propuesto;
P “%oL ®4Ste, nn
limites respectivos By V, sera

V= iB«.

Si r es el radio de labase del cono, tendremos

Y %

Teorema Il.

«4 . -f *o"1
iT litltlt'sZ YN« o« proporaoml entre

'“"ean By 5lasbases del tronco de cono, «la altura y

V el volumen. . cono troncado un tronco

Supongamos y Y gus basesy V' su vo-
V= Ne(B'+ T+ A NY e

Dupllcando »idam ente delato dejas

. I B f
ConS|g uiente etmute constante Sust.tu-

caStdes"vaiiablespor sus limites respectives,

Wdremos ~

Si E V . son los radios de las bases del tronco de

e rTyR s, i=rre™ \/Bl=V [~ = "Et,
luego \ 0
Teorem II1.

415. EI votimen dem cUvidro eircnkr recto es igml
al -producto de su Use por su mwru.
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Sean B, .y Vlabase f,'7 iL r 'e]i,?arfy\et"fsa
basfTsn— ia nSsmandel ciiu-
dro; luego

5= od.

~es el radio de la base del cilindro, tendremos
V= TId

Teokema IV- (Fig. 234j. =

V' -nnhim'iii iW cuerpo engendrado_ por
e una recta exterior § él trazada
~rea de la superficie
M Iria.,«lo Mmphcrnla por el

ten-1"Sgun”~mnto en el gje ni sea paralela a él; 3.» que
BV '=Sund'i?'amorii toé kBG fFiff. 11 cuyos
aniiulof C V B adyacentes

cnfar \\E al eje '=aera entre n
tridnguloen d.j t & por estos trfangulos son dos conos
ScXre"rS tV e ~ndran por volimenes respectivos

inAE"~"xCE, -J, AE2XEB;
luego el cuerpo engendrado por ABO tendra por voliimen
A iiAEs (ce + eb)=y W-

e lo A<irwimdiculftr CD a le 1)8s6 AB. 1jC5prO*

A ?20-TF VCD X AB | ] |
ks RS X A I R
r p " aEx BaT - ™

CD’'X AB,"el volimen
en cuestion sera

i3 CDXxIi'AE. Afi,
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euyo resultado esta de acuerdo con el enunciado del teore-
ma, pnesto que t=VE. AB es el area de la superncie conica

descrita por la base del triangulo,y ~ CD el tercio de la

altura de éste.

Si alguno de los angulos By C fuese obtuso, el trian-
gulo ABJ seria la diferencia entre dos triangulos rectan-
gulos, y la demostracion sélo se diferenciaria de la ante-
rior en que los volimenes engen Irados por los triangulos
rectangulos se restarian, en lugar de sumarlos. Si alguno
de los angulos ByCfuese recto, eltriangmlo \33eng¢n-
draria un cono y ia demostracion seria miiv facil.

2* Seael triangulo ABC ~-Fig.'l). Prolongo la base
. KB hasta que encuentre en E al eje. El triangulo pro-
puesto es la diferencia de otros dos \CE y B dE. que estan
én el primer caso. Eos volumenes de los", cuerpos engen-
drados por estos triangulos son respectivamente

CD xsuperf. AE, QY)xsiiperf. BE,
luego el volumen del cuerpo engendrado por ABC sera

Y AN [sv.peff. AE — super/. BE);

pero ia superficie engendrada por AE disminuida en la
engendrada por BE es evidentemente la engendrada por
AB, luego elvolUraen en cuestiones

i GDxsuperf. AB.

3." Seael triangulo RA~G IFig. 3) cuya base AB es
paralela al eje, y si“ongamos que la altura CD caiga en-
tre los puntos A y B.

El triangulo propuesto se obtiene restando del rectan-
gulo ABFE los triangulos rectangulos AEC y BFC; lue-
go el volimen del cuerpo engendrado por el tridngulo
ABC sera

«AE2 X EF- (-]""AE?X EC-f f "AE2X CF) =

NAE2 X EF- i TAE2X EF = 4 X
.sustituyendo AE por CD, EF por AB. y disponiendo los
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factores en el 6rden conveniente, esta expresion adquiere
la forma

| CDx ZAAE. AB,

conformeconel enunciado del teorema, puesto que 2n A E x
AB es e! areade la superficie cilindrica descrita por la ba-

se del triangulo, y CD el tercio de la altura de éste.

Si uno de los angulos Ay B fuese recto U obtuso, la
demostracion precedente sufriria algunas sencillas modi-
ficaciones. )

Sector esférico es laptrte de esfera entiendrada
por un sector cvalquiem del semicirculo generador de la
esfera. )

La base del sector circular engendra una zona, que se
llama base del sector esférico.

Teorema V. (Fig. 22y.

El volumen de un sector esférico es igual al ar'a de la
zona que U sime de base mMtivlicada por el tercio del radio.

Consideremos el sector esférico engendrado por el sec-
tor circular 0.4.F que gira aVededor del diametro ACr.

Dividiendo el arco AF en varias partes iguales, las
cuerdas AB, BC. CD etc. de estas ~rtes seran bases de los
tridangulos isésceles ABO, BCO. CDO etc. que tienen to-
dos igual altura. Representando ésta por a, los volimenes
de los cuerpos engendrados por estos tridangulos seran res-
pectivamente

superf. PdQx-.,-a.superf. BCx-" a,superf. COx-aetc;

luego el volt men del cuerpo engendrado por el sector po-
ligonal OABCDEF sera

{superf. AB-f-superf. BC -f superf. CD X ii.

Ahora bien, si el nUmero de partes del arco AF aumen-
ta, el limite de la linea quebrada ABCDEF es el arco AF,
luego el limite de la suma

superf. AB -f superf. BO-j- w»'Perf. CD
sera la superficie de la zona engendrada por el arco AF;
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ademas el limite de la apotema aes el radio R del cir-
culo generador, luego el volumen eii cuestion es

superf. de lazona h."* XY K-

Hariamos el mismo razonamiento si la bnse del sector
circular no tuviese ninguno de sus extremos en el diame-
tro A'G.

Teorema VI. (Fig, 221}.

4iW. EI voHmen depilae-~eraes igm| al area de la
superficie~fisferica midtiplic idapw’ el lerdo del radio.

La esfera eiigendrada por el semicirculo AlXt puede
copsideraj;se compuesta de dos sectores esféricos engen-
drados por los sectores circulares AODy DOa. Los volu-
menes de estos sectores son

superf. d*lazona AD R, superf. de lazona Du x R;

pero ias zoftas engendradas por los arcos AD y DG com-
ponen la superficie esférica, luego el volimen delaesferaes

superf. de laesferax - R.

iil~nfindo V al volimen de la esfera, y teniendo pre-
sente que su area es 4nR;, , sera

V=4.R-"xIR =7 IR3

Corolarios.

1. “ El wNmen deunaesfera es igu;il a su diametro
multiplicado por los dos tercios de su circulo maximo.

Pues la expresion ~ «R3del volumen de la esfera puede

escribirse en la forma 2R X -y -

2. ® M xoltiadeh de Unaesfera es los dos lerdos dxl volu-
men del cilindro circunscrito. ,

Pues el voliumen de esté cilindré ed «<R® X 2R ¥227/'R3,

¢liro'siEEPCM (s~ , voluiiieii ¢¢fe esféfa.
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Segmento esféeico  lan'irle de esfera lirAiiadad
"par iin'f. znn'i // por el plano di la ha™s, 6 loe planoe de las

volu nen de un segmento ABD 220) de una
base rneudr que nn heinisfu’io, se obtiene rest:;ndo los
voh'nnenes del sector OBAD y orno 0 D correspondien-
tes. Si el seo-:nento es GS'). ujayor que un hemisferio, se
suman los volumenes del sector OBGD y del cono OBD
correspondientes. .

Por ultimo, si el seirmento es de do.s bases, corno
BDBF. su voliimen sera’a diferencia entre los voliumenes
de los segmentos de una base AEF y ABO. _

i€0. Cufa esferica ee la parte deesfera limiiidapor
-mi livA 'y los dos semicirc-a”™os correspondientes.

T eorema Vil. (FiO. 199.)
E voHmen de mia cuna esfér'ca es igml al area
de sn hiisn muUiniicada nor el Preio dH rtdio. =

E<evidente que la relacién entre la cu.m propuesta y
la esfera es igual & la relacién entre el huso correspon-
diente a aquolla v la snuerficie esférica. Llamando V al
volumen de laciina, H al area de su huso, A al area de la
esfera, sera

H

Ax-g-B A 4 A

de donde y = HxyR. '
Si el area H del huso se sustituye por X ABC
[350], tendremos
V= i-uRsX ABC,

siendo ABC el angulo de la cufia.

capitulo segundo

CO1»I*ARACI»ili »E VOEEfIE.IIES.

Teorema |I.

ml«l. Los NoUmenes de dos piramides semejantes son
proporcionates & 10S cubos de sus altUTOs y & los de sus
aristas homologas. , . 5 ,

Sean Vy 2By Ay alosvolimenes, bases y altu-
ras de dos piramides semejantes;
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Tenen;0: [4101>, cor.

\% B. ~ B A
ba -~h a
pero [3T1, cor. 8.1 ) , luego sustituyendo sera

donde vemos que los volauienes de las piramides pro-
puestas son proporcionales a los cubos de sus alturas, y
como las alturas son proporcionales a las aristas homolo-
gas, los voliumenes seran también proporcionales & los
cubos de las aristas homoélogas.

TeOR2W |I.

Los voli'menes de dos poHedro'i s/mejantes son
prop' rdonfiles d loa cubos de sns arislts hotnélofj 1",
Supongan.(.s descompuestos los poliedros en igual na-
mero de tetraedros semejantes. Los volumenes de dos te-
traedros semejantes, uno de cada poliedro, son proporcio-
nales a ks cubos de sus aristas hoinéloga.s: pero la razén
de dos aristas hornékgas. y por tanto la de sus cubos, es
contante, luego también lo sera la razén de dos tetraedros
semejantes cualesquiera. Esto supuesto, sean T, T, T
etc. los tetraedros que componen el primer poliedro, y
i, t\ 1" ete. los tetraedros del segundo poliedro respectiva-
mente semejantes a los primeros; seanA y a dos aristas
homoélogas cualesquiera. Tenemos

P P o ‘ "3
t
de donde ilo0].
T4-T'-hT"-}--
ifmt\Af . ad

igualdad que demuestra el teorema.
Teorema IIT.

Los DGjitm'nes de dos conos semejantes son pro-
poTclonales & los cubos de los radios de sus bases, a los oe
tus lados 6 & los de sus allv.ro™.
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VSeadii R. L, A el radio, lado y altura del iiriinercono, y
I, alos del segundo. La razén de sus volumenes es

4 A
pero g\ R , luego sustituyendo sera
1
T A

4 itr-ii

y como los radios son proporcionales a los lados y alas
alturas, los volimenes de los conos seran también propor -
clénales & los cubos de los lalos y alos cubos de las alturas.

Teokema IV.

di*ial. Loff volilmenefi de don cilindros semejantes son
proporcion%l s i hs cubos de los radios de sas bases y & los
cubos de SISalturas 6 lados.

Sean Ry Ael radio y la altura del primer ciLndro, r y
Jel radio y altura del segundo. La razén de sus volume-
nes seréa n

tR2A R2

Smx 2t
Tra a
. . A - R .
»ustituyendo la razén — por su igual — , sera
uRMNA _ A3
Taa m an’

Teorema V

475, Los volum'"nes de dos esferas son proporcionales
a los cnbo™ da sus radios.

Si Ry r van los radios de las esferas, la razén de sus
volumenes sera
-1 -R* _ w>
4 q n
T
Problemas.

4190. 1® Determinar el rolimenf de un tetraedro re-
gular enfuncién de laarista.
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Sea a la arista del tetraedro regular ABCD (Fig™ 23-i)'

La cara BOI) de este (merpo es uu triangulo egmUtero
cuya base es % y cuya altura KD caera eu el medio K de
la base, luego

ED 4 " V/3
El area del triangulo BOD es, pues,
BCD = -~ \/3 .

La altura \P del tetraedro es un cateto del triangulo
rectangulo APD. cuya hipotenusa N
PD es el radio del circulo circunscrito al tiiangulo BUD, y

como ({= F¥3 ) se deduce *= i luego

AP= \/«™ -y =«\/

Como el volimeu Vdel tetraedro es 3 BCDx AP, ten-
dremos sustituyendo

Ve, V8N I=rvVi2

2.“ TJ)'vidivunfiph'aM ideen -p(iTt€éS pTopofcio-
nalZa'doit rectas dadas my n, por medio demptampara-

. _elvoiimen de la piramide dada, v el de la pira-
mide deficiente determinada por el plano secante; sean A

y Xdos aristas laterales homologas de estas piramides se-
mejantes. Tenemos

S N —
Vo _ ¢ V/-~. = A dedondeip= Ay — -
A NTPRD A V-p
_ m
Perola condicion del problemaes 5 T - que
se trasforma en » n ; lkego, sustituyendo
W+

A
@5 %
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EJERCICIOS DE LA GEOMETRIA {~1 ESPACIO.

teoremas para demostrar.

Si unarecti es perpendieulnr-a.” jilauo, todo plano pa-

~1/™ Si dos pHnos psipendicalajes i m toroero pasan por dos

"Tr “ Sa\ fla®n~rsecejon

d mismoplano”~sonjege”

i6fc,er plano.

JLOS«M?2N-FESIS1M?1: s EH

voW neaT~'l'roioo d, parvlolopipedo es «nal ala

pridueto de su tnse por la perpendicular bajada a esta desde

? v ''p 'sva“ Un?ie3 de dos tetraedros que tienen un anjulo
tied”o ignd, s'n "r.«<orcionalesa los pro luctos de Las tros ans-

a«* “s°>u"?nf£i‘foTp)r na triandalo rectangulo,

que
,rinsuoes“anf£tac‘ar,l.dor>o0.la

uaa de susoatetos, son
favtirdi.neat3 proporcionales a sus altar is.

P1103LSMAS PARA RESOLVER.

I. Tratar por un pia ato dalo u m recta que encuentre & otras

HdtafolTfi“aVg££itr'lcns todos los puntos del espa-
do equMIlslanies tle ties puntos dados que no estidn en hnea

"¢ fi: Porunarectadada trisar aa plano paralelo 4 otra rec
deciftf
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IV. Por un punto dado trazar \in plano tangente & una su*
perficie cilindrica 6 céiiica oircular.

V. Por un punto dado en la superficie esférica trazar una
circunferencia maxima perpendicular & otri dada.
. V{I. Dividir un arco de circanferencia maxima en dos partes
igu tles.

Vii. Por tres puntos dados en la suoerQeie de una esf-ra,
hacer pasar una circunferencia.—Hallar el polo de una circun-
ferencia dada en la superficie esfe'rica.

Vili, Determinar las aristas de un paralelepipedo rectan-
gulo sabiendo que son proporcionales & los nUmeros m,nyp, y
que el vohuuen del paralelepipedo esV,

IX. Dadalaarista de un cubo, determinar la de otro cubo
doblo del urimero.

X. Hallar la arista de un cubo equivalente ala suma de otros
treh, cuyas aristas sjn 3, -ty 5 rnefcroi.

XI1. El Vuldiiien de un cono circular recto es 160 metios cu-
bicos y su altiri 6 me‘ros; ;cudl serael ralio de su base?

Xn. La capacidad de una medida cilialn'ca de altura igual
al 'iid.netro de la base es un hectolitro, ¢cual sera el diametro de
la bise?

Xin. Hallar el radio de una esfera cuyovolimen es 500 me-
tros cubicos

XI1V. Hallar el volt nen de una esferi cuya superficie es 5iX)
metros cuadr'dos.

XV. Hallar el volumen de un segmento esférico de una bise,
cuya altura es S metros, siendo 13 metros el radio de la e&iara.
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BREVES TIOCIOSES SOBRE LAS CURVAS

ELIPSE. PARABOLA E HIPERBOLA

I.—Elipse.

4 «»., BPSE ev WM cwrptplana cerrada, tal oue la
suma dejas diHancias de cada uno de sus puntos a dos
puntosfljos es constante.

MF+ MF'=M'F+ M'F'=M"F-f-M"F'=...= 2a.

ks Wiy llaman ./bcay de la elinse. y
las rectas Ap MF qué unen un punto cualquiera X de la
curva con loa focos se llaman radios vectores.

Problema I. (Fig. 237).

»» Y «;)«, comciewlo la distancia en-
tre losfocos y lasuma de Ios radios vectores.

1. construccion. Sqit\Fy F' los fuco.s y mn la suma de
los radios vectores. Divido esta recta en dol par¢ cTafes!
quiera mpy ii/z haciendo centro en uno délos focos F'
con el radio  describo dos arcos, uno por encima y otro
por debajo de a recta FF'; haciendo centro en el otro™foco
describo con el radio mp otros dos arcos que corten & los
anteriores: los puntos M v M'de interseccién pertinecen
a laelipse, pues MF -f- \IF=pn:}-mp = mn. I mismo
modo se determinaran tantos puntos como se quiera Tra-
Sil:

2. “ construccion. Puede describirse también la elinse
por un procedimiento mecanico. Fijense en los focos iSa
extremos de un hilo inextensible if--ual en longitud a la

suma de los radios vectores, y pongase temso por medio de
un lapiz 6 de un estilo; muévase eflaoiz de modo que se

cStrjra ¢. y des™
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Este pvocedimiento es consecuencia inmediata de la

Eie de simetria de'unacm’va es la recta que di-
mde eudospartes iqaiksé todas las cuerdas de la curva
perpendiculares al eje.

Teorema L (Fip. 236).

La recia AB quepasi prr losfocos de una elipse, y la
perpendicular CU 4 FE' en su punto medio, son ejes de la

'f P Sea M unpunto de la elipse, MK y MF' los radios
vectores de dxho punto. Haciendo centroen losfoco& f y f ,
cen ios radios MF y MF', describo por a parte inferior dos
arcos* que se cortaran en un punto M perteneciente a la
SiiL;puesto que = MF-f MF'= 22
Iis™oiiiitos F¥ F' equidi.stande My M ; lue”o AB es per
pendicuiar 4la cuerda iViM' en su punto nmdio. ~

~ 2" Deujostremus ahora que también CJ es eje de la

Placiendo centro en Fy B'con los radios respectivos
MF' Y MF describo por la parte superior dos arcos que se
cort.'idu en un punto M perteneciente a la elipse, pne”to
qu - MF -f MF -= MF + MF = ora, los trla?glulos
MFF' y M FF “caera
;\Oo%ll'%rpfill%srecta F'M' seguira la Qireccioii rm y el punto
M' caera en M. por consigaiente los ~.~u”.s en E so
la-uales, y por tanto rectos, y ademas ME — M.j, luego
(fI) esnernendicular a la cuerda MM en i<u punto medio.

-jilSI.  AB se liaiua eje mayor, CU eje m.nor, ylos pun-
cos \. B, CV U, vértices de la elipse. .

Obsérvese que las distancirs AF y BF soji igua-
les a la igualsad /I"F~ AF™ BF+ BI< s™»
roHTandli FF'de acabos miembros, 2AF= 2BB o \Y - br .

L'isumidelosr.idioS'Vectores de un punto cualquier a
de la elipse es iqual al eje myvjor.

En efecto:

MF+ MF'= AF-:-fAF'= BF+ AF'.= "B

Segun esto, eleje, mayor A3 puede representarle por”:i.
Problema H. (Fig. 236j.

i|33. DpscnVvr dn%elipse comciendom dos ejes.



Siepdo CF+CF'= AB, sera CF==CF'= AO, lue™o
haciendo centro en C, el arco descrito con el radio AO
marcaraen el eje mayor AB dos puntos, que seran los fo-
cos de la elipse. Conocidos estos puntos, puede emplearse
cualquiera de las construcciones del problema 1.

Teorema. It fPig. 237).

434. Lasumade las distancias de los focos ~ %ra
elipse &unpunto cualquiera es mayor 6 menor que 2a, se-
gun que dicho punto estéfuera 6 dentro de la curva.

Sea un punto exterior N. Tenemos

NP-fNF'>PF', luego NF-fNF'>PF-fP F'6>2rtr-
Sea un punto interior N'. Tenemos

N'F'< PN'-h PF', luegoN'F'+ H'F< PP-f PF'6< 2a
Los reciprocos son ciertos

Teorema Ill. 236}.

435. Elpunto O én que se cortan los "es de unadipse,
es centro de esta curva.

Sea M' un punto de la elipse; uno O con M, prolongo
laOM'ytonioOM™=0M". Si pruebo que e! punto W
pertenece & la elipse, quedari demostrado que el punto U
livide en dos partes iguales a cualquiera cuerda de la
elipse, y que por tanto es centro de esta curva.

Los triangulos UM 'F'y OW"F aon iguales
M'F' = M"F; también son iguales los triangulos UM hy
QNP2 luego M'E ~= per consiguiente

M"F 4- M =xM'F+ M'F'= 2a,

lo que demuestra que el *nto M" pertenece a la elipse.
433. Ladistancia OF del centro a cualquiera de los
focos de la elipse, se llarna exc:ntriejAad de esta curva.

Si suponemos que los focos F y F de una elipse se reu-
nen en el centro O, la excentricidad sera cero y m elipse
se convertira en una circunferencia cuyo radio sera a\ por
esto suele decirse: la circunferencia es una elipse cuya ex-
centricidad es cero. Ne-j

Es evidente que cuanto menor sea la excentrlmdad E}
feiliiQ- de la ¢ ipse se aproximara més a 1&d" eifculo.

w



43T. Sullmi tinsen'Toiim | elipK Ma recta inde-
JiniM que toca i estacana en m solo punto.

TboeemalV. 238]

Z . u”ctrie del anaalo ] ]
oectores de m fimto de la elipse con > j
otro radio vector, es tannente a la elipse n

‘iSi;rp “ ai-rcen],F'v N. Mabi.ectri, TT ;. per-
petdicular & la base Isli del
divide en dos partes iguales

PF+ PN> FN 6 PF+ PF> FM+ FME6 >

lae™ el punto P esta fuera de

2

N wngier
otro™p“nto7e™ F"?excepoio’n del M, por consiguiente

los radios rectores del punté de contacto, pues sieuuo rm

= F'MT' sera FMQ =F MQ.
Problema. Ill- (F79' 238;.

43®. Por unpunto M * laelipse, trazar una tangente

d esta curva. «rolon”o el MF y

VA'NTrirTr~del angulo NMF/serd la tangente pedida.
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se coloca un manantial de luz  de calor, los rayos emiti-

dos, después de chocar en la superficie, pasaran por el
otro foco.

la.—2»araS>ola.

LN PARABOLAes um curcaplam, tal que cada uno
de suspuntos equidista de un puntofijo y de una rectafija.
Si F (Fig. 230) es el punto fijo, CD la recta fijay M un
punto cualquiera de la parabola, sera MF = MR.
El punto fijo Fse llama/oco, la recta CD directriz, y
las rectas tiradas desde el foco & los puntos de la curva
se llaman radios vectores.

Problema I.

4*1~,  Describir una pardbolo., conociendo la gnsiciou
del focoy de «a directriz.

1.  ® condruccion. Tiro desde el foco F (Fig- 239) una
recta indefinida FG perpendicular & la directriz CD: el
punto medio A de la distancia FG sera evidentemente un
punto de la parabola. Tomo en FG un punto cualquiera L
y levanto por este punto una perpendicular indefinida
MM' & FG; describo con el radio GL, haciendo centro en
el foco F, un arco que cortard a la perpendicular MM' en
dos puntos My M pertenecientes & la parabola, porque
siendo MF—GL y MR = GL, setiene MF= MU. Del
mismo modo se deteriiiinarau tantos puntos como se quie-
ra. Trazan(;0 una linea continua que pase por todos ellos,
se tendra la parabola pedida.

2.  ® construccién. Fijense en el foco F de la parabola
(hin. 249) y en el vértice C de una escuadra "los extremos
de un hilo inextensible, ig'ual en longitud al cateto ma3or
BC de la escuadra, apliquese este cateto & la recta inde-
finida FGy el cateto menor & la directriz CD. pbéngase
tenso el hdo por medio de un lapiz 6 de un estilo que se
apoye en el cateto mayor, hagase resbalare! menor AB &
lo largo de una regla apticada & la directriz CD, sin que
deje ae apoyarse el lapiz en el cateto mayor, y quedara
descrita una rama de la pardbola. Repitiendo la misma

Wﬁa@&adaﬂﬂ 4?2 vadera orted&  "vbad tridagul’)



operacion por la parte inferior de la recta FG, se describira
la otra rama. N n

Un punto cualquiera M, determinado por este procedi-
miento, pertenece & la parabola; porque siendo la longitud
FM-j-MC del hilo igual al cateto mayor BM-hMC, es
claro que FM = BM.

Teorema |. (Fig™ 239,;.

413. Laperpendicitlar FG tirada a la directriz dev,m

parabola desde el foco F, eseje de aicha curva.
Sea M un pulito cualquiera de la parabola. B”o la per-
pendicular ML & FG, y la prolongo, tomando M'L — ML.
Fil punto M' pertenece a la parabola, porque siendo
= mFy Mk = MR, se tiene M'F= M'R, como FG
es, segun la construccion, perpendicular a MM' en su
punto medio, es claro que FG es eje de la parabola.
Escotio. El punto de interseccion A del eje de la para-
bola con la curva, se llama vértice de la misma.
Teorema Il. fFig. 240).

414. 16 syuiipmlo N estifuera de laparabola, dista
Mas delfoco que de la directriz-, 2. Si unpunto  esta den-
tro de la parabola, dista Menos del foco que de la directriz.

1. ® Prolongo la perpendicular NH hasta que encuentre
en M'a la parabola, y trazo el radio vector FM'. En el
triangulo FNM' tenemos
FN+NM'>FXT, pero FM'= RM',luego FN+NM'>RM";

restando NM' de ambos miembros de esta ultima desi-
gualdad, resulta
A FN>RN.

2. ® En el tridngulo FN'M' tenemos
FN'<FM'-hM'N"',pero FM'= RM', luego FN'< RM'+M'N"
0 bien FN'<RN".

Los reciprocos son ciertos [««]e )

445. Se llama tangente a una parabola toda recta in-
definida que loca a esta curva en un solo punto.

Tboeema Ill. fFig. 241).

La bisectriz del angulo queforma el radio vector de un
punto de >ap%rabola con laperpindicular tirada desde dicho
punto a la dinclfUy es tangente & k parabola.
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Sea TT' la bisectriz del angulo FMR formado por el
radio vector del punto \l'y la perpendicular MR a la di-
rectriz. Demostremos que todos los puntos de la TT', & ex-
cepcidn del M, estan fuera de la paréabola.

Trazo la recta RF. Siendo TT' bisectriz del angulo en
el vértice del triangulo isdsceles RMF. es perpendicular a
RF en su punto medio; tomando un punto cualquiera P de
la bisectriz, uniéndole con Ry con P, y bajando la per-
pendicular P'i &la directriz, sera PR = PF, pero PR> PQ,
fuego P F>Pi. por consijniiente el punto P esta fuera

de la parabola [i rerip.
CoIgOLAR’o. H_%m rmil R/Il]\I a laparaboh es bisectriz del

gm formt el ridio vector del punto de contacto con
una paralela MS aleje.
n efecto: el angulo FMXtiene-oorcomplernentoFMT’,
Vel M'IS tiene fior complemento TM.S 6 su igual RMT',
pero FMT'= RiaT, luego FMN = NMS.

Problema Il. 241N,

4i0. Por unpunto M de laparabola trazar una tan-
gent.f & esta curva.

Trizo el radio vector MF v bajo la perpendicular MR a
la directriz: la bisectriz T f' del &ngulo FMR sera la tan-
gente pedida.

Se llama parabohide la superficie engendrada
por una parabola que gira alrededor de su eje.

Segun el principio de Fisica mencionado al tratar de la
elipse, si en el foco de un paraboloide se coloca un ma-
nanMal de luz 6 de calor, los rayos emitidos, después de
reflejarse en la superficie, seguirdn una direccion paralela
al eje.

I11.—Hipérbola.

448. LaHPERBOLAes una curvaplana, tal que ladi-
fi'rencia de lis distancias de cada uno de sus puntos a dos
puntos fijos es constante.

Esta diferencia constante suele representarse por 2«.
Si M, M. M" etc. (Flg. 242 son varios puntos de la
hipérbola, Fy F' los puntos fijos, se tiene

MF'-MF=M'FA"MT=M"*F-M~"F«...=2«.
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Los puntos fijos Fy F' se llaman/om? de la hipérbola;
y las dos rectas MF' y MF tiradas desde los focos & un
punto cualquiera de la curva, se llaman radios rectores.

Problema. I.

~'w/eriHr una liipérhoH conociendo la diferencia
2a de los rzd os rectores y la dUtmc'a FF' entre los focos.
1. “ construccion. Sea mi 'Flj. 241j la d:ferencia'21de
los radios vectores. Trazo una'recta indefinida FF'que
p”~e por los focos: desde el punto medio O de la distancia
FF’ tomo a derecha é izquierda las loipritules OV— OB
= a, los puntos Ay B pertenecen a la hij'érbola, porque
AF'~ AF= AB+ BF - AF=AR *
BF~ BF= AB+ AF- BF' = AB= 2a
Para hallar otros pantos, describo desde F como cen-
tro y con un radio nv mayor que FA dos arcos, imo por en-
cimay otro p>r debajo de FF'; y haciendo centro en F'
con un radio mp = 2a -j- nn. describo otros dos arcos que

corten a los primeros: los puntos de interseccion My M'
pertenecen a la hipérbola, pues

MF' — MF ~2a~\-np — np ~ 2a.

Describiendo ahora,desde F' dos arcos con el radio np,
y desde F otros dos con el radio mp, se obtienen los pun-
tos M"y M™.

Del mismo modo se determinardn tantos puntos como
se quiera.

Escorio. S€ve POr esta construccién que 1a hipérbola
consta de dos ramas distintas indefinidos.

2. “ construccion. Fijese uno de los entremos de un hiU-
inextensible y mayor que FA fFiy. 244) en el foco F. v el
otro extremo en un punto C del borde ¢le una regla; ha-
g-ase pasar este borcle por el foco F', de modo que la dis-
tancia CF' sea igual a la longitud del hilo mas'2'?- gjonga-
se tenso el hilo por medio de un lapiz 6 de un estilo que se
apoye en la regla, y hagase girar ésta, sin que resbale, al-
rededor del punto F', manteniendo siempre tenso el hilo y
apoyando el lapiz en la regla: la curva asi descrita sera un
arco de hipérbola, porque

MFE'-rMF=¢(CF—CM) —[eMF~CM)=CF'—CM F=2#.
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Teoremal.

4 50. U recta X X' que pa-m por losfocos derntaU -

7)érbo a vlu perpendicular & ella por el PAMIlo medio O de
In di~fancia FT’, son, He» de la hipérbola.

\''" sL Mun p||nt(| de la hipéerbola. Describiendo por
debkio de X X' dos arcos cuyos centrossean t y F y los

2" Demostremos ahora que tairbien i i es eie Ueia

hinérbola Hacumdo centro enFy F,
mnectivos MF' V MF, describo por encima de X X dos arcos
on nn -.imto M' nerteneciente & la hiper-

fiAIrTp?? YY' el punto F caeraen F, larenta FM' se-
S la direccién y el punto M' caerd en M, luego los
fno'ulos en E son iguales y por tanto rectos, y ademas
M'E i ME, porconsi|uiente YY' es perpendicular a MM

N451NNel  XX', 6 mas bien su narte AB, se denomi-
nad trasverso 6 primer de, y el YY' ejeno traverso 6 se-
7u”o iL Los puntos Ay 6 “m\ov.Uriices de la hipérbola.
N Siendo AB = 2it, podemos decir:

La diferencia de'los radios vectores de lenprnitocual-

quiera efe la hipérbola es igual al primer eje.
Teorema II' (Fig. 243).

457~  Ladiferencia de las distancias de los focos de
una hipérbola a impunto cualquiera es menor 6 mayor que
7sa siiun que dicho punto estéfu''ra o dentrodéla hipérbola.
m ' Sea un punto e=tteno_"N.pTen™ os

FN=FP+NP;
restando ordenadamente estas expresiones sera
FN—F'N<FP—FP6bien FN—FN'<2<t.
Sea un punto
FN'<FP+PN?;
restando ordenadamente estas expresiones sera
yji' _ K'N'> FP—F'P 6bien FN'—F'N'> 24.
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Los reciprocos son ciertos t®0].
Teorema IIL (Fin. 242",

4153. Elpunto O en que se cortan los ejes de una hi-
pérhola es centro de esta curva.
Sea M un punto de la hipérbola. Uno O con M, pro-
longo la OM, tomo OM™ = OM:. Si pruebo que eluiinto
pertenece a la. hipérbola quedara demostrado el teo-
rema.
Loatriangulos OMF' yOM™"™F son iguales [OJ]. luego

MF'— también son iguales los triangulos OMF y
luego MF = M™F’; por consiguiente
MNF — = MF' — MF = 2,

lo que demuestra que el punto M*“pertenece & la hipérbola.
454. La distancia OF del centro & cualquiera de los

focos de la hioérbola, se llama exeentricii”i de esta curva.
455, TANSEUTE & una jihérboii toda recta

indejinida que toca a esta curva en un solopanto.

Teorema IV. 244j.

la bisectriz del anaulo gite forman los radios vedares
de unpunto déla hipérbola, es tangentp d esta curva.

Sea TT'la bisectriz del angulo FM'F'. Demostremos
que todos los puntos de T T, ae”tcepcion del M', estan
fuera de la hipérbola.

Tomo sobre el radio vector FM' una longitud M N
M'F', trazo la NF', y uno un nunto cualquiera Pdela TT'
con F, F'y N. Labisectriz TT' es perpendicular a la base
NF' del triangulo is6sceles M'NF' y la divide en dos partes
iguales, luego PF' =» PN. Ahora bien

PF—PN< FN 6 PF—PF'< M'F- MF,
esto es, PF —PF'< 2«;
luego el punto P esta fuera de la elipse.

Problema Il. (Fig. 244"

450. Por unpumio M' de la hipérbola trazar una tan-
gente & esta curva.
Trazo los radios vectores del puntodado, y divido
angulo~ue forman en |)Vfeps igwtles: la biseeia™ TT'
sera la tangente pedida.



TRIGONOMETRIX RIICTILINEA.

LIBRO PRIMERO.

LINEAS TRIGONOMETRICAS.

CAPITULO PRIMERO.

pheijmi™mbes.

1.—»eflAleioncs.

f. Trigonometria fi ¢i? tiene'por objeto re-
soUer loe tridneiwlo” esto es, determinar nv/méricamente
las partes desconocidas de un triangulo por medio de sus
relaciones con otras partes conocidas.

Se divide la Trigonometria en rectilinea y esférica, se-
gun que se ocupa de los triangulos rectilineos 6 de los es-
féricos. | o, .

1t, La geometria plana ensena & determinar granea-
mente las partes desconocidas de un triangulo rectilineo,
cuando se conocen:

1. " Unladoy dos angulos.

2. " Dos ladosy el angulo comprendido.

3. “ Los tres lados.

4. “ Doslados y el angulo opuesto a uno de ellos.

Pero las construcciones geométricas tienen el inconve-
niente de ser poco exactas, acausa de la imperfeccion ine-
vitable délos instrumentos gue se emplean, y del limitado
alcance de nuestros sentidos. Con objeto, pues, de hallar
valores de las incognitas tan aproximados como sea nece-
sario, se han buscado ecuaciones que ligando entresi las
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partes de uii triauyulo, permitan Imllar las desconocidas
en funcién de las conocidas.

Tal es el fin especial de la Tn”*ono™netria.

3. Las ecuaciones que lig-an directamente los lados y
ang'ulos *ce un triangulo son bastante complicadas: por
estarazon se einnlean, en lugar de los anngulos, ciertas
lineas rectas, llamadas trinonomuUric'i”. cuyas relacio-
nes con los lados son muy sencillas, y tales que ciado un
angulo se determinan las lineas que le corresponden, y
reciprocamente,

AnmodeuiiaM'do 6 de su arco correspowkente es U
perpe,LdiciUar tirada desde un extremo del arco al radio o
diametro que pasapor el otro extremo.

Tangente de un anaulé 6desu arco correspondlente es
la parte de tangentegeométrica, tirada en un extremo del
arco, comprendida entre este punto y el de interseccion de ta
tangente con el radioprolongado gue pasd por el otro ex-
tremo.

Coseno de "marco es el seno de su complemento.

Cotangente deunarco eslatan:enledcsacomolcirmto.

Dehemcis advertir que si el arco es mayor que 90 su
complemento serd el exceso del arco sobre el cuadrante.

Si consideramos el arco AM fFig. 240), su senc) es MF,
su tangente AT, sucoseno MQ y su cotangente US.

Si el arco es ASM' sera

sen= M'P', tg= AT, cos= MQ, cot= BS®
Si el arco es AB\F tendremos 1

sen= M"P', tg= AT, eos = cot= BS. e
Por Gltimo, si el arco es ASM™ sera
sen= M"P,tg'= AT' eos = cot= BS'

Existen ademas otras cuatro lineas trigonométricas,
llamadas secante, seno-verso, cosecante v c0Seno-verso.

Secante de un arco AM es la recta OT tlrada desde el
centro al extremo de la tangente. AN \;

Seno-verso de un arco AM es la parte PA deI radio, ti-
rado a un extremo del arco, comprendida entre este extre-
mo y el pié del seno.

1 Un ansrulo os siempre menor que dos rectos, por tanto su arco corres-
Tiondiente «<s menor que la semicircunferencia; pero las formulas trijfono-
métncas se aplican 1 diversas-cuestiones en que & veces se consideran arcos
de una jaadUM/Ud cual<iuiova.

— ’ L
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Se llaman co-"ectnie y co-"enc-ven™0 de nn arco AM la
secante OS y el seuo-verso B ¢ de su complemento.

Estas cuatro lineas son poco usadas, por lo que noso-
tros prescindiremos de ellas.

Escolio. A un mismo an”lo corresp’iiden infinitos
arcos, puesto que el radio puede variarse cuanto se quiera.
No se crea por esto que un ang‘ulo_tiene infinitos senos,
tang*erv’e:s etc., porque suponemos siempre que el arco cor-
respondiente estadescrit-! con un radio determinado.

En los arcos y en las lineas trigonométricas debe-
mos tener en cuenta no solo su magnitud, siné ademas su
direccion. Considerando el punto A cotilo orij;cn' 6 punto
de partida de los arcos, mpueden éstos contarse en dtjs di-
recciones opuestas AMBM'... y .... que se ropre-
sentau por It's signos méno-s\ Asi el arco ABM' sera
positivo y se representara por-i-ABM'. y el'arco AB'M"
sera negrltivo v se representara por -- AB

Llamaremos desde ahora cor«plemevLo de nn arco a otro
arco, positivo 6 negativo, gne sumado algebraicamente con
el primero dé nn cuadrante. Asi el complemento de ABM'
es — R\I'; el complemento del arco negativo — AM™ es el
positivo BAM”h

Para hallar los signos de las lineas trigonométricas
convendremos en considerar como positivas las de un arco
terminado en el primer cuadrante, y como negativas las
gue tengan direccién contraria & laspri” eras.

Si trazarnos dos diametros AA', B3' perpendiculares
entre si, el primero horizonHly segundo vertied, obser-
varemos que los senos MP, M't* son iguales a OQ, y los
~pp'y p iguales & OQ'; luego los senos pueden
contar.se sobre el diametro vertical a J'artir del punto O,
hacia la parte superior 6 hacia la inferior; los primeros
deben' ser positivos, porque sen AM= -f-M P U Q ,
por consiiruiente los segundos seran negativos.

Los coseno.s MQ y M™Q" son iguales & UP, ylosM'Q,
M"Q' son iguales a OP' ~; lueg”olos cosenos pueden con-
tarse sobre el diametro horizontal a partir del J)uuto O,
hacia la derecha 6 hécia la izquierda: los primeros deben
ser positivos, porque eos AM = MQ,= ~ OP, por con-
siguiente los segundos seran negativos.

1 Por esto se dice con frecuencia: coseno deun arco es Iaparte de radio
co-nprendida entre el centro y el pié dei seno.



Si trazamos dos tangentes TT', SS' a la circunferencia
O, por el origen A de los arcos la primera, y por el extre-
mo del primer cuadrante la segunda, se descubre & la sim-
ple inspeccién de la figura que las tangentes pueden con-
tarse sobre TT' & partir del punto A, héacia la parte supe-
rior 6 hacia la interior; las primeras deben ser positivas,
porque tg AM —+ AT, por consiguiente las segundas
seran negativas.

Por ultimo, las cotangentes pueden contarse sobre SS'
a partir del punto B, hacia la derecha ¢ héacia la izquierda;
y como las primeras son positivas, las segundas seran ne-

gativas. )
Resumiendo lo dicho, tenemos:
1.® ~ohre el diim'~tro vertical, los

cosenos sobre el horizontzl, las tim ®nes sobre la tangente
tirada por él origen de los arco™y lis cotangentes soore la
tannentp tiradapor el exlr'*mo del primer ca idrante.
2. ® Elpanto depirtidide los senos# cosmos es el cen-
tro del circulo, el de las tinlentes el origen de los arcos, y
el de las co'anoentes elex~rem* del primer cuidrante-
3. ® Toda linea trigonomitrka conHia desde su origen
hacia taparte superior 6hicii la derecha es positiva;y si
se cuenta desde su origen hacia la parte inferior 6 hacia la
izquierda, es neaativa.
Asi, llamando a al arco AM' ser&
sen « = MP'=+0Q,tgi?=—AT,
CoSEi=— M'Q——OP', cota= —BS/',
donde vemos gwe las lineas trigonométricas de un arco
terminad-o end segundo cuadrante son negativas, d excep-
cidn dei seno que es positivo.
Si a representa el arco ABM" ser4

sena= — M"P'= — OQ/, tga: =-f- AT,
eos 7= —M"Q'= — OP’,cot«= + BS.

Il._Téoremas relativos ¢ las lineas trigonométricas.
Teorema.l. (Eig. 245).
5. EIl seno deun arco es la mitad de la cuerda del arco

N

dif/plo.
Beael arco AM. probngueinosol seno MP hasta que
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encuentre al arca eu IVP; siendo al radio OA. jAn”~pendieu-
lar & la cuerda tenemos MP — -]-MIVP,ycomQMM™

es la cuerda del arco MAM™ duplo del AM, queda demos-
trado el teorema.

Teorema IL {Fi§. 245).

Loa st:ios de dos arcos suplementarios son iffvMes, y
la-i turgentesf cosen,0s y cotangentes so% iguales, pero de
signo cvnlrario.

Sea AM uno de los arcos. Trazando por M una paralela
al didametro AA' se determina el arco ABM' suplemento
del X\M, porque ANf  AM; ahora, los seaus M'P'y MP
de estos arcos :ion iguales, como lados opuestos de un rec-
fanguio, V tienen evidentemente el mismo signo.

Las tangentes AT y AT de los arcos suplementarios
AM V ABM' son catetos de los triangulos rectangulos
OAf VOAT', que tienen el lado- OA comun y los angulos
en O rffuales: siendo, pues, iguales estos triangulos tene-
mos AT =AT'. Ad-emas es evidente que lus signos son
Contrarios.

Los cosenos OP y OP' de los arcos suplementarios son
iguales, corno catetos de los triangulos rectangulos igua-
les OPM y OP'M'; adenias tienen signos contrarios.

Las cotangentes BS y BS' también son iguales, por
pertenecer a Tos triangulos rectangulos iguales OBS.y
OBS', y tienen signos contearies.

Representando por a un arco, su suplemento sera
180° — a, y tendremos

sen (180°—«) =sen a, tg (180°—a ]™ — tg a,
eos (180° —a) = —eos «,cot(180°— = — coti?.

Teorema TIL fFig.iHoJ.

7. Los senos, tangentes ” cotangentes de dos arcos
les y de siguié conirdho son ignaks y de signo contrario, y
los cosenos son igualesy del mismo signo.

Sea el arco negativo— AM™, que llamaremos — a\
tenemos

sen (— if) =>=* M"™P [i?J.
Tomemos ub arco positivo AM ig'ual ee aia”itu”
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— AM'™ y que por tanto debera representarse por te-
nemos
sena= MP.
Pero el radio OA que pasa por el punto medio del arco

MAM™ es perpendicular a la cuerda SiM™, lueg-o
M"P = MP = sen<?;

sustituyendo en [a] M™P por sen a, tendremos

sen (—a) —— sen a.
Para la tangente tenemos
tg (—«)= —AT', tga = AT,
pero AT'— AT = tg a,
luego tg (¢ «) = —tg 4.

El coseno del arco — AM™ es el seno del complemento
BAM”, esto es,

eos (— a)=0P, ademés eos a= OP,
luego eos (—a) = eosa.

Por ultimo, la cotangente de — AM™ es la tangente de
BAM™, esto es,

coti—a) = — BS', ademas cot a= BS,
pero BS'= BS = cot
luego ‘cot(—« ) = —cota.

Escolio. En virtud de este teorema las lineas trigono-
métricas de un arco negativo se sustituyen por las del
mismo arco tomado positivamente.

H. De las definiciones de coseno y cotangente y del
teorema anterior se deduce:

sen (90" — a) = eos a, tg (90°— ?) = cot a,
€0s (90° — a) = sena, cot (90°—a)= tg a.

sen( C 0 ° (—@®= €0Ss'«,
tg (90'+ «) = cot (—«) = — cot a,
eos (90° -f- «] = seu{ — a) = — sen a,
cot (90°4“«} = tg (—«j= —tg a

Ill.—Tarl.icjon«s de las lineas (rigoaoiiivtricas«

% Supongamos un arco cerot esto es, un arco <jue em-
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piece y termine en el mismo punto A. El senoy la tan-
a-ente valdran cero; el coseno v la cotangente seran el seno
V tangente del cu?drante AB, que sonr € o ™, luego
sen0= 0, tg0= 0. cos0O= i, cotO=o00.
Si el arco aumenta desde cero, es evidente que aumen-
taran el seno y la tangente y que disminuiran el cosenoy

la cotangente. . N
Si el a"co AAi vale 30" su seno MP es’la mitad de la
cuerda MM™del arco duplo 60", pero M .-.F 1

IfiEj, luego
sen 30"= eos 60" J-m

El coseno de 30" es el seno de 60°, y éste es la mitad de
la cnerda del arco duplo 120°, pero esta cuerda es el lado
del tridngulo equilétero inscripto, que vale r \;3 [iiieom,
i.'iS], luego

r 3
eos 30°= sen 60 = —5----
L.Oxi triangulos iiemejantes OAT y OPM iigs dan
AF MP 6 tg 30° _ sen (0°

. T)A” OP )
sustituvendo sen 30° y eos 30° por sus valores y despejan-
do tg 30°, sera

r. N
. rv'3
tgson tg30°=cot60 3
u\/3 /3
2
Los triangulos semejantes CBS y OQM nos dan
BS QM , cot30° __ eos 30°
"OF N OQH r “ nseﬁnioo '

sustituyendo eos 30° y sen 30° por los valores hallados y
despejando cot 30°, sera

r. 3

cot 30° = tg 60° = ry'o

1 Puesto que la laudante terminaen el punto desu encuentro con el di4-
pi&iro y eettw bou paralelas,
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Si el arco AM vale 45°, su seno es la mitad de la cuerda
de 90°, 6 sea del lado del cuadrado inscripto 2
ifi0J, luego

r\/2
sen 45° = eps45°= N e

Siendo el anfAulo AOM de 45° el OTA valdralo mismo,
luego AT = OA = r, esto es,

tg 45° ==cot45° —rr.

Si el arco es de 90°, tendremos

sen 90° = 7 tg 90° = op, e0s 90° = O, cot 90° ™ O.

Cuando el arco crece entre 90y 180 giados los valores
absolutos el senoy de la tangente disminuyen, nuén-
tras que los del coseno y cotangente aumentan, y todas
estas lineas pasan por los mismos valores que tuvieion en
el primer cuadrante, pero en 6rden inverso. ~ ~

Habiendo hallado las lineas tngononietricas de los ar -
cos de 30,60 y 45 grados, se obtendran facilmente las de
los arcos suplementarios; asi

sen 150° = sen 30°= ™ , eos 150° = — eos 30° — -------- N
tgl50°= —tg30°= V7, cotl50"=A—cot30"=  rVA
r
sen 120° = sen 60°= 4 ,€o0s 120°= €0s60°= -,
rvz
tgl20°—~tg 60°—— ,cotl20°~ —cot60°= —
r/2
sen 135°= sen 45 > f eos 135°= — eos 45'
tg 135°= —tg45°= — 9 cot 135°= — cot 45° = —%
Si el arco es de 180°, tendremos
sen 180° = 0, tg 10° = 0, eos 180°= —r, cot 180"= — 0=

Cuando el arco crece entre UOy 270 grados, aumentan
los valores absolutos del seno y tangente, y disminuyen
los del coseno y cotangente. Al llegar a 270 , se tiene

N —r» tg Z0®= », 08 270° a= 0, cot 270°= 0.
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Creciendo el arco entre 270y 360 g-rados diaminuyen
los valores absolutos del seno y tangente, y aumentan los
del coseno y cotangente. Al llegar al limite se tiene

sen 360° = 0, tg 360°= 0, eos 360° = r, cot 360° = — oc.

10. Seguii acabamos de ver, el mavor valor absoluto
del seno,6 coseno de un arco es el radio, y el menor es
cero; el mayor, valor absoluto de la tangente 6 cotan%ente
es a», y el menor escero.

IV. 4reos eorrespoiiflicutes 4 ima ijaS«mia
liuca trigonométrica.

PnoBLEMX I. (Fig.

Il. Fadoelseno mde un arcoy el radio, hallar
arco.

Con el radio dado describo una circunferencia O, trazo
dos diametros rectangulares AA'y BB', tomo sobre el dia-
metro vertical una longitud OQ igual al seno y trazo
por Q una paralela M'M al didmetro horizontal: es evidente
que ios arcos AM y ABM' tienen por seno la recta dada i

Si al arco AM se anaden ula, dob, tres 6 mas circutife-
rencia.s, los arcos resultantes tendran los mismos ektremos
gue el AM, por consiguiente MP sera el seno de todos ellos
La niiéma observacion puede hacersb con respecto al arco
ABM'. Luego a un Mi'shm-refih térreeponden iiijlriifés aréos.

Para hallar una exi®i“ésion que 16s comprenda a todos'
representemos el arco AM por a, y el radiq de la circun-
ferencia O por 1; la circunferencia 2 -/ estara representada
por 2t, 4 arco de 180° por gy,el. arco "BM' por® —a’
Segun esto, los arcos que tienen mismo sefio estaran
coinprendidos en las expresiones genérales

*fa, 20y -f-  — aj] -(21 -f-1) _ a,
irend6 n un fAfiihef*o entero 'cualtieH.
Siéiabiio Sadu fdale toilidiaaiods

trazandolaharélela diametro A'A, re-
sultarian los arcos ABi\F y. ABM™ cuyo seno-es —*#: afia-
iliendo & estos areos un 'numg™o cualquiera 4e circunfe-
rencias, resfiltarian infinitos arcos comprehaid'és en las
mismas expresiones anteriores

A+ Ny (>+ i) *~
riempre que por a lepreeeiitaeeroos el arco ABM",
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Escorto. ESte problema sera posible siempre que el
seno dado no sea mayor que el radio

Problema II

13. Bailo él coseno m de m arco y el radio, hallar este

~MANTrazando la circunferencia y los ~i“me”ros recdanam”
res AA' y BB', tomo sobre el horizontal una B

io-nal al ¢( seno m, y tiro por 1>una paralela MM™ al dia-
S o Tertinil: los arcos AM y ABM» Ueuenpor coseno la

Slamanro « al arco AM, el ABM™ serd 2x-«:ana-
diendo & cada uno de estos arcos un

de circunferencias. li'Sarces resultantes tendran h s mu
, por consiguiente OP serd el coseno de todos

Las expresiones generales de estos arcos son
a 2rdid- 2Nr—a)= 2k{n+ 1)—

que pueden comprenderse en la siguiente

mes extrem os

ellos.

24t a.

Si el coseno dado fuese negativo, procederiamos de un
modo analogo, y encontrariamos la misma expresiéon g

“E scolto. Este problema sera posible siempre que el
coseno dado no sea mayor que el radio.

Problema III

13. Bada la tangente m de un arcoy el radio, hallar

Tbo”por el origen A de los arcos una tangente geomé-

Eeitte PR GRS EBor Vi BeRtrT AOTATE SHM VABM'

aux

Rep~senSoplr® es facil ver que las

expresmnes de los arcos que tienen la misma tangente son
Nizn-N-a, 2» + 1) « + i
el sumando de la primera representa ndamero par
de «ipmicircunferencias, y el sumando (2»4-1) ~déla se
guSrepresenta un numero impar de ellas, luego las dos
Ixiresiones podran comprenderse en la siguiente
i 4"

siendo n un ndmero entero cualfjuiera.
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Escolio. Este problema es posible, cualquiera que sea
el valor de la tangente [fIQJ.

Problema IV.

14. Bada la cotangente m de vai arcoy el radio, hallar
este arco.
Tomese sobre BS una longitud igual 4i», y continGese
como en el problema ant<r or.
La expresion general 1)s arcos que tienen igual co-
tangente* es también -7 problema siempre es
posible.

CAPITULO SEGUNDO.
FOai.UUILAS TiU«OUO.HEriuUC.4S.

'Relaciones enicc las lineas ti*igonomcti*lca«
de nn areo.

li>. Sea AM = aun arco positivo y menor que un cua-
drante. El seno MP y el coseno OP de este arco forman
con el radio OM un triangulo rectangulo OPM, en el que
.se verifiea
MP; + OP2 = OM*.

0 bien sen- a-|-cos™N a—r™ (1]
Los triangulos semejantes OTA y OMP nos dan
AT MP
oO\” OP’
rg/z _ sen®
6 sea
r e0s«

Igualmente, bs triangulos semejantes OBS y OQM
nos dan

BS QM
oB 0oQ
cot a eos a
V sen a 3

Las relaciones [i], [2] v [3], obtenidas en el supuesto de
ser el arco a positivo y menor que un cuadrante; son com-
pletamente generales.
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Supongamos, en efecto, un arco cualquiera, pgsitivo 6
negativo, menor 6 mayor que la circunferencia. Si A esel
origen de este arco, su extremo caera entre A y 13 por
ejemploen M. 6entre By A'comoen M, déentre A y 13
como en oentre 'y A como en Mas adelante tra-
taremos el caso de ser ei arco a multiplo de 90°.

Como las lineas trigonométricas de dos arcos que tie-
nen los mismos extremos son f*nibien las misn as, las del
arco propuesto seran las del AM, ABM, ABM 6 ABM ,
.segiin el cuadrante en queteriiiine el arco a. bi, pues, las
relaciones [1], [2] y [3] son ciertas para las lineas de estos
cuatro arcos, también lo seran para las de un arco cual-
quiera. ] r. ]
Sabemos ya que son ciertas para un arco AM termina-
do en el primer cuadrante; ademas, las lineas trigonomé-
tricas de un arco ABM' terminado en el segundo cuadran-
te, son iguales en valor absoluto a las de un arco AM ter-
minado en el primer cuadrante [Oj, y es facil ver, por la
figura, que puede decirse lo mismo délas lineas tngono--
inetricas de los arcos ABM" y ABM™ que terminan en el
terceroy cuarto cuadrantes; luego considerando solamen-
te los valores absolutos de las lineas trigonométricas, las
relaciones que nos ocupan son ciertas para cualquier arco.

Veamos, ahora, si dichas relaciones seran también cier-
tas cuando tomemos en cuenta los signos.

La relacion

sen2 a-f- cos™a — TH,
es la misma cualesquiera que seanlos signos de sen y eos
tf, puesto que estas cantidades se hallan elevadas al cua-

drado. )
Las relaciones

tg/i sena cota _ cosa
eosa ' T sena’

«e convierten, cuando el arco termina en el segundo cua-
drante, en

-tga sen a —cot a —eos a
"r — cosa r sena

6 sea en
tga __  sena cota €os g

r ~ cosa " sea«
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que cambiando los signos & los dos miembros, nos dan
tg a sena cota eos (v
~ eosL" r sen a

El mismo resultado obtendriamos si el arco terminase
en el tercero 6 cuarto cuadrante.

Supongamos, por ultimo, que el arco dado sea multiplo
de 90® en tal supuesto, el extremo del arco serd uno de
los g_untos B, A'. B'6 A.

i el extremo es B, el seno es el coseno O, la tan-
gente My la cotangente 0: sustituyendo, en las tres rela-
ciones, las lineas por estos valores, se convierten las ecua-
ciones en identidades.

La misma comprobacion puede hacerse en los demas
casos.

16. Las relaciones

sen* a+ eos* « —r* [1]
tga _ sena

eos a
cot a eos g

sen a (3],

contienen las cuatro lineas trigonométricas del arcd
ademas del radio que se supone- conocido; por consiguien-
te si se nos da una de dichas lineas, podremos hallar los
valores de las otras tres, pues dispondremos’ de un sistema
de tres ecuaciones con igual nimero de incégnitas.

E jemplos.
1.“ BadjO el seno de im arco, hallar las demas lineas tri-
gonométricas.
De la ecuacion [1] se deduce
eos a — sen* a [4];

sustituyendo este valor en las ecuaciones [2]y [3], y des-
pejando tg« y cota; resulta’

rsen.«_.,. Xe  zZiii'V?**-" sen* «
J— H]-: COl« = —
m\/y2 —ese0 a sen a

2.° Dado el coseno de nn arco, hallar 'lu delids'liaeéas
~gonumétricas<. ; oo Lo .
iD"bpejando seQli enla ectalcion [1], y siguiendo uria

tg-«=
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.marcha analoga ala del ejemplo anterior, quedara resuelta
la cuestion.

3.° la tangente de %n arco, hallar, las demas li-
neas trigonomeétricas.

Despejando sen a en la ecuacion [2], y sustituyendo su
valor en la [1], hallariamos facilmente el coseno de a en
funcidén de la tangente, y después el seno. También po-
dria seguirse cualquiera otro de los métodos generales en-
seflados en Algebra, pero es mas sencillo el siguiente pro-
cedimiento particular.

Elevando al cuadrado la ecuacion [2] se tiene

tg™ a sen2 a
cos2a

de esta igu.aldadse deducen otras dos[.ti»U. 19i>]

r- -j-tg”a sen™a+ cos™a a senMNiz-j-cosNi?
T sen” a T cosha
fustituyendo s;=*a cos™apor Yy despejando sera

igo TRO2P m
A= w4 tgna 2T xfigra
de donde
«n =+ ./ _m z [B], coaa~zt . r«i
, Vre+ tg*ii \92-]-tg* a m*
Uiultiplicando las relaciones [2] y [3j se obtiene
tgacoia—r* m,
de donde cota =
tga

Las formulas [5] y [6] dan para el senoy para el coseno
del arco a dos valores iguales y de signo contrario, y asi
debia suceder, porque si conocemos, por ejemplo. Ja'tan-
fente AT, éstapertenece alos arcos que terminan en My

los que terminan en M", luego la féormula f5[ debera dar
alavez los senos, iguales y de signo contrario, de dicho.s
arcos, y laformula [6], los cosenos, también igualesy de
sigro contrario.

Pero si ademas de la tangente se conoce”el arco en que
termina arfeo a, cada.iiaea tendra un solo valor, y de los
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dobles signos se tomaran los convenientes, segun el cua-
drante en que termine el arco. " n

Si termina en el primer cuadrante positivo, todas sus
lineas trigonométricas son positivas, y deberemos tomar
en ambas formulas el signo mis; ai el arco termina en el
segundo cuadrante positivo, el seno es poa“tivo, pero el
coseno Vv la tangente son negativas, luego tomaremos en
ambas formulas el signo menos, y de este modo el seno de a
seré positivo y el coseno negativo. . , ,

Cualquiera que sea el cuadrante, los signos de las dos
férmulas deben corresponderse, es decir, que tomaremos

en las dos el signo mis 6 en las dos el signo menos.
t7. Las formulas trigonométricas se simplifican con-

siderablemente suponiendo que el radio es igual ala uni-
dad lineal. Haciendo r = 1, las formulas halladas en este
capitulo se trasforman en las siguientes:

8en2a+ cosha= | [1]. tg «= -44dA4

cotd= eos d [3], eos« zt\/l—sen2a [4],
sen a
sen a— &z 5], €osa— ~ 16,
\/lI+tg (I ] V/Nl+tg2«
tgacota i . m-

IS. Ahora es necesario examinar qué trasforrnacioii
sufrira una formula, obtenidaen el supuesto r = 1, cuan-
do el radio sea d ferente de la unidad lineal.

Sean MPy MT"' ~Fij. 243) los senos de dos arcos cor-
respondientes al &ngulo O; tenemos

MP
oM "" OM'

Si el radio OM es igual ala unidid y el OM' es igual &
i'j y representamos por ay d los arcos AMy A M, sera

) sen a
sen a sen d 6 senac=
1 r n
Considerando las demas lineas trigonométricas, halla-
riamos , , N
tg«'l €0s « , cof.«
, cosa= -~ cot3= -~ |
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Como los acentos sélo sirven para denotar el cambio de
radio, pueden suprimirse; luego restiblr.er Af radio
en una forinula fiilUada en el siipaefito de -verel radio igual

4 la unidad, se divide cada linea irigonomdtricapor el nue-
'90 radio I.

Por ejemplo, laférmula, hallada en el supuesto r = 1,

sen 2= zfc tgy?
W\ tg2

trasformaen,

sen a

de donde, sitaplifican!|py despejando sen a,
r tg a

Vir™ -t~

sen a =

iP|—Rfel™.f2.lQncsentre trij*enométrlea«
de varios arcos.

Peoblema i. (Fig. 2477.

10. Dados los senos 'y cosenos de dos arcos, hallar los
s$nps y cosenos de la suma y diferencia de,dichos arcos.

Sean dos arcos AB = a, BC.—nh positivos y menores
gue un cuadrante: la suma de ellos esel arco AC = -f-

Conocemos sen «==BD, eos m*= 00, sen b— CE,
eos b = OE, y vamos & hallar primeramente

sep( + ¢)=Cf y cosj 5)=-. OF
en funcion de las cuatro lineas conocidas. Después deter®
minaremos sep { — i }y eos («,—1i ).

Tiro desde el punto E una perpendicular EG™y una na-
ra’ela EH al rallo OA: segln es.'a constraccton sera HF =
Rii,)Fa=HB.

Ahora bien,

aem' ffl.4i.A)  HF. 4-,GirAN CH /

508?«4-i)==:0Gr-"FG ~OG-~HE
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Si hallamos los valores de las lineas EG, OG, CH y HE
en funcion de los senos y cosenos de a y quedara re-
=ueltD el problema.

Los tridngulos OEG y OBD son semejantes, luego

n BD oa _ OD "
OE OB ' OE oB
L EG sen a oG eos a
0 bien eos b T eos b

de estas igualdades se deduce
EG = senaeos b, UG= oos aeos b.

También los triangulos CHE y OBD son semejantes
[Geom. IA#'ijv luego

CH oD [55: W .
GE' OB GE " OB
. Cft (€934 HE aen a
6=hien
sqjii.'ft.

de esta” igualdades se deduce
CH=feos«seni, HE = sen asenh_

Sustituyendo las lineas por sus valores en las ecuacio-

nes [a], resulta
sen(/A&f-5)—senaco?b+ eosasenh  [8],
eos. (A ¢)=rCos «eosy—seDitsenb  [9]

La soma ACde los-arcos dados es. en nuéstra figura
mayor qu3un cuadrante, y el coseno OF lleva, par ta'nto,
signo menor, si la suma a-~h fuese menor, que un cua-
drante su coseno seria.pQsitivo, pero igual tambieq 840G —
FG, por lo que en nada seg, alteraria la msrclia del razona-
miento ni las formulas finales, como es facil comprobar.

Estas formulas se han halladoen el supuesto de ser los
arcos hpgaitivQs, y msnorcad,a uno quq up cuadrante.
Demostremos, ahors, gpe.son generales..

Supongamos que las féormulas [8} y [9] seap,ciertas pfpa
dos arcos Pigsitjy”™ d.f_ima p/~gnjtua y demos-
tremos qité seguiran signdo ciertas si unq de s arcosj por
ejemplo el ¢,"atmecta én 99 grados-
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Teiiemorf[~J-

sen (90" 4- « ) =eo0s (—a] ~ eos C,

eos (9074-if) = sen! _ (= —aen«

luego sen (90° a 0)= COS(ii+ ¢),
eos ("90° | a-\} b"; = —s:'n(iZ-]-i}.

Ademas hemos supuesto que siendo ?y ¢ positivos y

de una magnitud cualquiera, se verifica
sen [a-\-b)]— sen <eos b-f- eos asen o,
eos {(Z+ ~l— eos eos¢— sen«sen 5.

Sustituyendo enestas formulas sen (~4"*) ~
seiiiiycosii por los valores hallados anteriormente, se tiene
ooti (90°-f- ii+ 5)= eos (90° a) eos b— sen (90° 4- a) sen b,
sen (90°4-ii4-i)= seu(90°4"®) eos i-heos (90°4“ senb,
donde vemos que las formulas y [0] son ciertas cuando
en lugar de un arco a se pone 90° 4~

Como dichas formulas se han hallad-» suponlendo que
aY son menores que un cu idraute, podemos decir ahora
Que son ciertas para un valor de a mayor que 90 y menor
gue 180° y uno de h menor que 90°; por consi.miente tam-
bién seran ciertas cuando a esté comprendido entre 180 y
270° siendo h menor que 90°, y asi sucesivamente. Luego
las formulas son ciertas para cualquier valor poj~ivo de a
vnara cualquier valor positivo de ; menor que 90 .
~ ~NAplicando al arco hlo dicho sobre el it, deduciriamos
que las forimilas [8] y [9J son ciertas paracualesquiera va-

lores positivos de i?
LPongamos ah%ra gue las féormulas sean ciertas paia

dos arcos cualesquiera, y demostremos que también lo

seran si uno de ellos, por ejemplo el disminuye en 90
grados.
Tenemos [?"y S]
sen (4— 90°) = — sen (90° — $) = — eos b,
eos (¢ —90°) = eos (90°— 5} = sen b\
luego sen (fl4« ~ n i n
cos(i?74-4,-90°]= . sen(rt-4-;).

Ademas hemos supuesto que siendo a'y aarcos cuales-

uiera, se ve
A (&4 5) «= sen a eos ¢ 4- eos <sen 4,
8C8(|z4-’\) = eo0s (Zeos 3— sen. Fsen h.
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Sustituyendo en estas formulas sen eos
sen b, eos 5 por los valores hallados anteriormente, aera
eos (N-j-s —90°)= — senil sen 90°)+cos«cos (¢— 90°),
sen 90°)= cosffsen ((—90°)+sen«cos(;— 90°),

donde vemos que las formulas [8] y [9] son ciei-tas cuando
se resta 90° de uno de los arcos.

Como las férmulas son ciertas para todo arco positivo g
Y para otro positivo y menor que un cuadrante, pode-
mos decir ahora que son ciertas para un valor positivo
oualquiora de ay un valor negativo comprendido entre
_ QO5y _180°, Y asi sucesivarnente. Luego las loramias
son ciertas para todo valor positivo de dy para todo valor

~VpUcando al arco ¢ lo dicho sobre el.deduemaraos
que las férmalas [8] y [9] son ciertas para todo valor ne-
¢rativo de fliy de ;. , .
Cambiando el sigmo de hen las ecuaciones [8]y [9J, se
tiene
sen ( (tH-(—¢)) — sen iEeos (— ¢ )N-eos frsen (— ¢ ),

eos'( &\-(—¢)') = eos.aeos(— ¢ )— seniisen (— ¢ );
6 sen (E— ¢} — sen i?eos ; — cosizseni [10],
€Q)) — eos iEeos ¢ + sen ifsen 5 [11].

Estas formulas son tan generales como las [8] y [9],
puesto que se derivan de ellas.

PaOBLEMA 1.

Didi-s las tw(Jantes dadolt arcofl, hYdJar tas tan-
aentes ce lasimi y diferencia de dichos arcos.
Si los arcos son ay b, tenemos
sen («-f-¢) sen Eeos ;-j-eos iEsen ¢
o {a-"b)~ eos €eos ; — sen @sen b
Dividiendo los dos términos de la Gltima fracciéon por
eos aeos b seni

sen ieeos ¢ ” eos iEseng sen a sen b
cis accs~J eos fEeos b eos iE  eos b
tg (E+ 5) — n 4 9933 M ggQ ¢ sen« sen

eos acos™  tosiEcoa” QBE 6o
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Cambiando en esta, formula, el sigino dei, resulta
, oV tg/&ftg(—i)
tg ((|+(. N 1_tgatg|_/\|)
. tg A tgi
tg (@a—1) =- 1-ftg«tgi
Si suponemos « = 45° sera tg « = 1 [»], y las formu-
las halladas se convierten en
1+ tgi

tg (45°
9 Ne 1+tgi

Pboblema IlI.

fot. Diioel seno, el conemy H tmyente de un, arco.,
hallar el seno, el cosenoy la tangente del arco duplo.
Si en las férmulas que dan sen[a i);eos(@a+ i)y
tg [a i), suponemos 0="a, tendremos

sen («-{- =seniieos « -{- eos a sen «
eos {a.-"a) 5= eos aeos a—sen sena
y e tgi?4-~g*
tg (?+«)=
6 bien sen2it=i=2sen « cosii
€0S.2« = cos™a— sen? a
A %tga
tg 2a 4

Representando 2a por A, seraa= A, y estas tres
férmulas se convierten en: n
senA—2sen | Aeosy A

eos A: ocQ0P~ A -sen*

2'8i A
t«A,=5.
l- tg'4 *
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Problema IV.

"*g.  Dcbdoel coseno d™Knarco™ hallar el seno, es coseno

y la tangente de su mitad. C o
En el problema antenoi hemos hallado

eos A= cosa \ A—gena”™ a,

ademas [15] 1= cos"™ A+ sena.i. A

Sumando estas ecuaciones resulta
1-+COSA = 2cosa 1l a,

y reatandolas se obtiene n
1— ABA= 2sen2y A.

Despejando eos Ay sen “ A, tendremos
€0s ilA = +\ /I‘I4’\_e,ogpe\ « N Al,'Aé i'Q_}/I o

Dividiendo la segunda férmula por la primera sera

_ eos A
tg-3 V= £ /[ |-cos,A "

De estos dobles signos se tomaran los convenientes, se-
gun el cuadrante en que termine el arco —A. Si, por ejem-
plo, el arco A es positivo y nxenor que 180", su mitad es
menor que 90°, y las lineas trigonométricas de y A lleva-
ran el signo mas. Si se halla comprendido entre
180° y 360°, 4 "~

bera 'llevar signo mas, pero el coseno y la tangente lle-
varan signo menos.

HRBRERA.

»3. Dado el sono dem ario, imllarel senoy coseno <x
SHmitad. )
Tenemos [*i] n

AwNs«O-|. Aeos-i A,
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ademas 1= i A+ sen™— A.
Sumando estas ecuaciones résulta N

1 seuA= ~cos A+ sen "AJ

y restando de la segunda la primera, se obtiene
l—sen A= "4 ~ T '
Extrayendo la raiz cuadrada sera
cos 22 A+ sen -2 A" £\/l + seuA

eos 4- A—sen 4 A= = W —senA;
d® estas formulas se deduce [Alg:. <t, 2§

cos A —+ N 1-fsena"t -\ \/l —sen A

»en 1 A=t -AVhh«enAdggdy v/il-sénX

Segun estas féormulas, sen Ay cos A tienen cua-
tro valores; pero si conocemos el cuadrante en que termina
el arco *A el senoy el coseno de y tendran un sélo valor.

Si por ejemplo, elarco A es positivo y menor que un
cuadrante, serdy A <45°, luegosen A, seny A y eos

4- A son positivos, y como eos y A>-sen y A, det>eran
tomarse en ambas formulas los signos superiores. Si A es
mayor que un cuadrante y menor que dos, y A serd mayor

que 45°y menor que 90°, luego sen A, seny Ayeosy A

son positivos, y como seny A > eos y A, debera tomar-

se el signo superior en el primer radical de cada férmula
y el inferior en el segundo radical.,

111._Tra*«foi*m*4Clon de cieeias expresiones en
otras calciilablc.s por logaritmos.

Problema.

«&. Convertir enproductos lasuma y la diferencia
dos 91109 6 ds dos GosewiS-
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Tenemos Uas formulas
sen {fa+ ¢)= senaeos | -[-eos asen h
sen [a—¢)= senaeos| —eos asenh
eos {a-\-0) = eos aeosb—senasen h
eos [a'—h)==eos a eos h-j-sen g sen b.

Sumando y rest:jndo la primera y segunda, y después
la tercera y cuarta, resulta

sen («+ + sen(«—5)= 2senrtcos;

sen(«+ ¢)—sen [a—b)= 2eosseni

c(s («+ N+ eos ((—¢)—= 20CTeos;,

eos + —eos{a—h= ~ 2seTaserib.
Representando la suma a-\-b por A y la diferencia

a—bpor B, sera a— — Zl— b= — = y las cuatro
ultimas formulas se convierten en las siguientes:

sen A{-senB== 2 sen ~ (A+ B)eos ~ (A— B) [12]
sen A—senB= 2 cos.~ (A B)seny (A—B) [13]
eos A+ eos B= 2 eos [A-f-B)eos ~ (A—B) [14]

eos A—eosB = —2sen-4 (A -j- B) sen (A— B) [15].

Por medio de estas formulas se calcula facilmente el
logaritmo de la suma y d de la diferencia de dos senos 6
de dos cosenos, lo que sin ollas seria bastante trabajoso,
porque generalmente no se conocen las lineas trigonomé-
tricas de los arcos, sino los logaritmos de las mismas.

Si tuviéramos la suma 6 diferencia de un seno y un
coseno, por ejemplo sen A-f-cos B, sustituiriamos eos B
por sen (90° — B), y podria aplicarse ya la férmula [121.

Es facil hacer calculable por logaritmos la suma 6 di-
ferencia de dos tangentes. Tenemos, en efecto,

- senll’\senl sen ¢/eos ;d=eos sen/;
t%7+ t,gc — e
€os || €0s eosaeos b
sen [aazb)

eos flicgs b



s5. Vamos atrasformar la expresidn x = «+ =f« °*ra

cakulable facilmente P> .
son numeros absolutos, y que a> i enel caso x - a

0.
., = _NQ4
1* La expresion X = a-"o

se trasforma en x +4 )’

cualquiera que sea el valor de -5 , siempre existe un arco

cuya tangente esy 'l [13, eseoU0]. supongamos

\ /1 =tg96- = tg» 1,y sera
v E g > g y

aiz=a (1+tg-?)—iit  1_j_tg2(e *
de Ift férmula [6] numero t7 se deduce

=+ cos™ »,
| -ftg2?
a
luego ®" o y *
a" La expresion &= «—0

ise trasforma en

siendo — < 1,y per tanto \» / v~v < h existe un arco cu-

yo senoes \ /? [II, eiseollo]! supongamos

— r=sen C6 — —sen*?
V a ®
y seré #=a(l—"en* = acos™9.

_ Tas dos exnresiones obtenidas contienen un arco auxi-
liar 7 que se

por mediodelaecna-

0 el primer caso, y en el segundo por
a

me4i9 d¢ rr 2
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153. Propongamonos hacer calculable por logaritmos
la expresion .
X= msen a-j-n eos a.
Podriamos seguir el método general expuesto en el na-
mero anterior, pero es preferible el siguiente.

Tenemos mAsen« + — €0s r}i?
[ m
n )
hagamos i’
m
y sera X~ m(sena+ tg {eos a)
m o
6 X _.m (senaeos? + sen eos Q) *sen (ii-1-'f).
eske €0s €
5i'. Divividiendo cada una las formulas [12], [13], [14]
y WA\ unade las siguientes, resulta
+ = tgi (A+ B)coti (A- B)

sen A -f-'sen B tg4 (A + B)

< 1
sen A —sen B tg > (A~B)
sen A-r sen B 1
. A+ B
eos A -f-eos B D 2 ( )
sen A senB _cot 1 (A-B)
eos A —eos B 2
—sen B i
sen A " (A-B)
eos A+ eos B 2
_ |
sen A—sen B —cot (A+B)
eos A —eos B 2
eosA+esB _ ol oL Bicot-(a-B).
eos A —eos B 2

La primera de estas formulas es muy importante; tra-
ducida al lenguaje vulg..r dicer

la stiMC Lk 1UBsenos de dos arcos partida por sudife”
fe)\ncia esigmla ii tanjentc de la semlswmi de dichos
arcos panidapor la tangente de la semidiferencia de los
mstm s,



CAPITULO TERCPRO.
TBfil«0.\OSIETK1CA>i.

I.—CouslraccSon <Ic las iaJilas fi'ig’onauiicij’ioas.

*[S. Llamamos tablas trigonoirétricfis & la reunion de
todos los arcos comprendidus entre Oy 110, que crecen de
minuto en minuto, de diez en diez seg*undos 6 de segundo
en segundo, y de los valores numeéricos de sus correspon-
dientes lineas trigonométricas para un radio dado.

Proponga" onos exponer un procedimiento elemental
por el que podrian calcularse las lineas trigonométricas de
los arc< s que crecen de minuto en minuto, siendo el radio

igiia,l & la unidad. o
A este fin demostraremos dos proposiciones.

Teorema I (Fig 248)

W o arco po.fitwo 7 menor gm un cuadrante es
miyor que sa senoy mennr que “u tony nie.
Sea el arco AM = a. RJarco AM es mayor que su cuer-
da, y ésta, como oblicua a O.V, es mayor que el seno MP,
luego con mayor razén sera

«>Ssen-«.

El area del sector OAM es menor que la del triangulo
OAT, esto es, NN

ai'c. AM X < AT X ,
o . . OA
dividiendo los miembros de esta desigualdad por ~- |,

resulta
« < tg q

Teorema II.

30. Ladiferencia entre vn arco m™nor gne un
drinte y su seno, es menur que la ciurlaparie del dFjq
del arco.
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Acabamos de ver que
sen—a

eos ~ a

multiplicando ambos miembros de la seg-unda desie-nni
dad por 2 cos™ i y recordandooue2sef” . ct -C "'
sen, resulta ‘

«C0S-"N-N«<sen«, 6 «(l-sen”™ i«)<sen«,

de donde N —sen« < « sen«”™
Si sen- « se sustituye por una cantidad mayor i « i«
elrfgunfciembrt luego™"N aumentado
2—sen«<;-il,
1'. esto es, el

senodelMconSr~

seadelarcodelaO’,eT™MlueiN semicircunferencia, 6

de donde 653 5809. . ..

fof -
“ 180. 60 "" /60 290 888208....<0, AXD3.

~ _Pero la diferencia entre el arco Ho | or
or que 7 su seno es me-

T ”Q0003)3< o 00)00)000 007,
i;el del arcése

duodécimo ¢rden decimal, y como la . i
en el valor del arco e im r ‘i« w cifra de este 6rden
exactas. Tenemo“ IJUe™ ' “

_ sen 1'= 0. 000 2ro 888 20...

I-1 coseno de 1' se halla por la formula

eosl'= v 1—sen« 1"
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Para hallar el aeno y el coseno de 2', )
formulas del numero «i. que apiladas & esie

sen2’' =2sen 1l eos 1
eos2'= eos«i'- sen2r.
Haciendo « = 2. 5= 1', lae Knnulas [8] y [9] dan

seu3 = sen2'eosl -f eos2 "en 1N
eos 3'= eos 2'eos r —sen2'sen 1.

- AN—V7)=V

las mismas féormulas dan el
seno coseno de 4', y

métodobas-
sen(«+ i)+ sen (fi- 5= 2”enaeoso

despegando sen(«+ 5)y eos(.+ i), y facendo 5-1.

sen (« +1‘3 = 2sen«eos -

sen («-1")
cos(« + I'

= 2eos»cosl-cos(a M-~ N

Haciendo en estas formulas sucesivamente « - 1 ,
— ii" ... se obtendra

sen2'= 2sen 1l'eos 1

eos2'= 2cos2 1 — 1

sen3 = 2sen 2 eos 1' — sen

eos 3'= 2e0s 2' eos V—eos V

Una vez calculados los senosy cosenos se determinan
las tangentes y cotangentes por las iomuilas

sen & _eosa
tga s a cota= qon f
Debemos advertir ’
RBMEtrieas dgjlps arces mTor ~ que fO
que las lineas de Jn

arco comiilernentario, que

S il o "™ -1 o r absoluto;las de otro arco me-

nor que £0®,
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D,3%nienJo en

ufiad tablas tng'oiiociné i;.iuac tri"*onométricas de los

g.e dan setai“J™«B t X s g«e en Ing-ar de
Sri?nely riro-.n«nca. co,t.”

L~Mlas ¢ e temere e'iSplear enla re.oludon de trian-

tcoue. Les méte

otros mucho mas breves.

IT.-»»2»»!"«» >y la® ta3>5»s
trig'oaiwM* /N xxirtr

*

,. Las tablas td,™o.nétne”~"de

“OU* Tan'° te*:"c6s“ nos y cotm-entes de todos los areos .
derprfmé; ctad’raute coLuestos de g-rados y mmutos,
para mi radio 45" los grados se leen en la

Si el arco es v los ininutos en las colum-
parte sunen- r

o y abaio con el signo que
nas verticales, seikiladas” la liana izquierda con-

ay & la . ... .. los minutgs desde O_hasta 30
i1ene, en oiden ( ibcciiueiit arco es mayor qué
y la derecha

flavte inferior de cada plana,
L)llvlbslor%inutos en las d iumi aM/M\AN seualadiFa%oar:] Fal

signo’, i"« f 6 r d_e n ascendente, los iiumitos
llana doredia contien, t continua hasta 60.

desde 0 Ma”™VAiNi-Vuneas trio-onométricas se encuen-

. "Mn'K X ctimnnas” con las palabras
g

Tn fit Ccd- n- Coseno,, frente al nimero de rmnu-
Sen. Tangt.

Y uda, gne los noin-
tls del arco dado, be ob» , gyjj diferentes de los
bres puestos

“ ®*,espo,diendo al seno 6 tangente
puestos a la c ~ ente. v al contrario; y que

leidl estén sobreia misma linea hori-
zS'~rios gi-ados a la cabeaa y pié de la misma Uana,
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valenjuntos 90". Esto consiste en que siendo el seno y
tangente de un arco igual al coseno y cotangente de su
complemento, una mismacolumna, laprimera por ejemplo,
sirve para hallar el logaritmo seno de un arcomenorque45”
y aU vez el logaritmo coseno del arco complementario.

Hay ademas otras columnas. V, y unas tablitas al mar-
gen, de cuyo uso nos ocuparemos oportunamente.

Problema .

33. Dado un,éngulo, hallar el logaritmo de su seno,
tangente, coseno 6 cotangente.
Comprendida la disposicién de las tablas, es facil en-
contrar en ellas el logaritmo de una linea trigonométrica
cuando el arco sélo contiene grados y minutos.

Asi log sen 26° 17 =T, 645218 »
logtg 57°39'= 0. 193325.

Debemos advertir que los logaritmos de los senos v co-
senos tienen caracteristica negativa, porque estas lineas
son menores que el radio 1, por consiguiente sus logarit-
mos tienen que ser menores que cero; los logaritmi s de
las tangentes son positivos si el arco es mayor que 45°, y
negativos si es menor, pues tg 4>°= 1,y los de las cotan-
gentes son negativos en el primer casoy positivos en el
segundo.

Con objeto de evitar el empleo de logaritmos negati-
vos, muchr)s constructores de tablas suponen el radio igual
a diez mil millones 6 10", lo que obliga & restablecer el
radio en todas las fonmilas trigonométricas, y complica
innecesariamente los calculos.

31. Supongamos, ahora, que el angulo dado tenga se-
gundos, y distingamos dos casos: |.~qne el angulo esté
comprendido entre 4°y 85°, ambos inclusive: 2.° que el
angulo sea menor que 4° 6 mayor que 86°.

Primer caso. El &ngulo dado esta comprendido entre 4°
y 86°, ambos inclusive.

Propongamonos hallar el logaritmo seno de 35° 43' 28'.

ritmo anterior mis inrr%a?ato qﬁgfﬁ't@hﬂj{o se su regetida la dei Ioga—
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Prescindamos, por el momento, de los seg'uiidps, y ten-

dremos
log-sen 35° 43'= 1.736247.

Si el arco auii'ent«), su seno aumenta también, y lo
mismo su log'arit uo seno; necesitainos, pues, averiiiuar
qué nu'iiento experimentarda el logMaritino seno de 30 43
cuando el arco aumente en 28". Para esto se admite que
la<i mif t'snv.Xi Wil o /7 d s ¢(meti trigono-
mitrlc -1 ion pn/) >rci tni-"-ei d lui diferencial entre sus ar-
cos, de suerte qur siendo

lo'i" sen 35° 44' = 1, 738423

log sen 35° 43' = i, 763M7

176,
hav entre los logaritmos una diferencia de 176 unidades
dei altimo 6rJden, correspondiente a 1' de diferencia entre

los arcos: ali ra bien, si & 1' 6 >0' con-esponde la diferen-
cia 176. (qué diferencia correspondera a23 Vbegun el

princi )io eniniciado sera

*
;(:3 r= 1—7)" , de donde cc— 116 XZ—-E-;--: 82

luego, _ _
lo<s»-i-en 35° 43'23"= 1 7)3247 + O 010032 = 1.733327.
"NEste es el maodv) i,.&s generalmente seguido, y para
fai'i'itarle los constructores co’'ocan las tlirerencias al lado
de ios = ‘»arit "os; pero en las tibias que iios+ros emplea--
mos se cuciieniT i on columnas, sefial.ubis I', lo /)irte pro-
mvciontl que debe afiodirse al logant.no de los grados y
r iniitos’lor cada segundo que tenga el arco , de modo
gue multiplicando la Parte proporcional p.-r el numero de
segundos, queda resuelta la cues”™on. Asi tendremos

log sen 35° 43' -= 1, 763247
Parte proporcional 2, 93X 28 = n

log sen 35° 43 28" = 1. 735329

1 LiTS)-irtOr]npiroion-iI corrssggndiente aUs tangentesy cotangentes os
comun. Sj comi>rdmle asi debi suceder, porque siendo” ig a cot a= I.

tri..16-1,s=rs --~*4 dedonde
log tg a—Ilog- tg *= log coi 6—Ilog coi O,

lo QJcdemuestra qu-Ui di «ti-eadi entr; los logaritmos raugeates tio dosarcos
os Igual ala diicfolioia entro loa logaritailis couitgeutcs.
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Detenninemos el logaritmo cotangente de 4S® 12' 20",
Log cot48® 12" “ T, 951388

4,24X 25 = [0
log cot 48®12' 25" = i, 951282

Hemos restado 105 porque aumentatilo el arco dismi-
nuye la cotangente.

Segun acabamos de ver, vzr.i Inlirel lofiaritno de
cu'ilgiliem de la™ linn” trigm'ymUrica™ de wiar ogne
tiene ftegm ios;, ne hiUa en I h tidla<! el logaritmo de los
grados y minutos, se multiplica la parte proporcional cor-
respondif-nte por el numero de s pando”™, y el producto se
an ide al logaritmo hallado si se trata de un seno 6 tangen-
te, y seresti si se Irilade un coseno 6 cotangente.

35. El producto de la parte proporcional por el nu-
mero de segundos se hallara con mas rapidez usando unas
tablitas auxiliares, colocadas al margen en la ultima edi-
cion, que contienen los productos de las partes proporcio-
nales por los ndmeros 6, 7,8, 9, 10, 20. 30, 40 y 50. En
cuanto & los productos por 1. 2. 3, 4y 5 se obtienen sepa-
rando de los productos por 10, 20, 30,-40 y 50 una cifra de
la derecha.

Vamos a determinar, usando estas tablitas, él logarit-
mo tangente de 68° 34' 45"

log tg 34' = 0,403086
Parte proporc. 6, 20x40 = 248

Id. 6,20X 5= 31

log tg 34' 45" = 0,406365
30. segundo caso. EI Angulo dadoes menor que 4“ ¢
mayor gtie .
Vamos & hallar' el log sen de 2° 15' 28",
Redulzcase este arco a segundos L y dara 8128"; bus-
guese en las tablas délos nimeros el logaritmo de 8128,

gue es 3, 909984; simese este logaritmo con el 6. 685463,
cuyas tres ultimas cifras se encuentran enfrente de 2»15'

1 Estareduccion se hara_con %ran rapidez empleando las tablas XX y
XX!, que contienen los mi'iltipioa de 6y los de3‘). La sei“undasirve para re-
ducir g:rados a segundos, afiadieuiio dos ceros al producto de los grados por
36, lo que equivale a multiplicar por 36i0:y la primen reduce los minutos &
«egundoB, anadiaado uo cero al producto ‘de los minutos por 6.
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en una columnita situada & la dereclia de los senos, y las
cuatro primeras en la cabeza de dicha columnita; la su-

ma 27595447 es el logaritmo del arco dado. i

p]l logaritmo tangente se halla de igual manera, solo
Que se usa la coluniiiita situada & la izquierda de las tan-
gentes . en lugar de la situada, & la derecha de 1 s senos.

Para hallar el logaritmo coseno, cbsérvese que en \o
tres primeros grados la mayor diferencia entre ~dos loga-
ritmos cosenos consecutivos es 9 unidades del altimo dr-
den de modo que la disminucion correspond.ente a los se-
gundos del arco puede calcularse mentalmente, recordan-
do el principio de pro”iorcionalided enunciado en el nu-
mero 31. Asi. para hallar el loj.aritmo coseno de 3 20 15

tomaremos el de 3" 10, que es 1,999265, observaremos que
la diferencia entre este logaritmo y el siguiente es 8 uni-
dades, que’ corres'ionden & una diferencia de 60 en los
arcos, luego & los 15 'del arco propuesto corresponderan
2 unidades del ultimo 6rden, por tanto el logaritmo pedido

sera 1.999263. . N - .
Los demas casos que pueden ocurrir se reducen facil-

mente € uno de los anteriores: puesto que el seno, coseno
0 cotangente de uii arco mayor que 81" es igual respecti-
vamente al coseno, seno 6 tangente de su complemento,
que sera menor que 4.° Ademas siendo tg cot d— \sera
Ic'g th« -f-log clt iz= O, donde vemos que el logaritmo
cotangente de un arco es el compleineuto del logaritmo
tano'eiite. por tanto para hallar el logaritmo cotangente
de un arco menor que 4° se hallard el logaritmo tanp-ente
del mismo arco, y se tomara el complemento de este loga-
ritmo. Por dltimo, para hallar el logaritmo tangente de un

1 Se funda este método ?nque los senos de arcos menores que 4* pueden
considerarse, sin error sensible, proporcionales alos mismos arcos; asi

send" 15,78/ 2<l5aS" .
861120 10' 2015 tilcT
de donde loff sen 2015'28"'=--1098128- | -lIO:i S3n2" 16’ + comp. log: Sili);

donde veni )Sgu »nirahallar el 10? sen ilil arco dido hivque sumar el loga-
ri-mo de los Si28" que tieneel arco conia cantidad encerrada en el parénte-
sis la que hi sido eilculivdi por el autor de las tablas pan cidi. a*co com-
puesto de grados y minutos, m.enor que4o. Puede verse efectivamente que
log sen 201y + comp. log 8100= 663"&3
2 Cuando las tres cifrasele estacolumnita van seguidas de uaasteriaco
Be tomaréa 6,68(1 en lugar del 6,6d6 qua encabeza U columoa.
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alCO m ayor que 83~ se hallara el fog-aritmo tan.q-ente de su
arco comuleiiieuturio, y se tom ara €l cim;)lemeiito de di
cho locaritmo.

Estas reu-las, tan faciles de olvidar, seran casi innecesa-
rias si se tiene muy presente que ¢notrUm >de cit Uq'iiera
linea trigominétric i de un arco es iffaal al logarumo ae ta
linea contraria de' arco comt)’'ementano, y que el onarilmo
iannente de un arco y el loo irilmo cotanyenle del mismo son
mutuamenie complementarios.

E jemplos.

1! Logsen 5°20'15" Hallando el log eos del com-

plemento se obtiene 1.999112.
2." Log eos 88° 40' 24", 8. Hallando el log sen,del com-

plemento se obtiene 2, 304528. ) + j
~ 3" Log cot 2°52' 59", 3. El logaritmo tangente de este
arcoes2.70H05.ToTnandosuco'npleinentoresult!il 217895.

4. Logtg 8°3533". 8. El log tg did c'rnp’enientu es
2.772482; tomando el complemento de este logaritmo
resulta 1, 227518.

Problema IlI.

ST. fitdo el looaritm,ode un- seno, Un"enle, coseno 6
coHngenie, hallar el anyulo & que corre-~ponde.
si el logaritmo dado esta contenido en las t’'bas, es
facil encontrarlo, teniendo nresente que cuando se recor-
r n las cohiinn.is encabezadas con las pabibras seno o tan-
gente desde el princinio hacia el an de las tab.as, los lo-
garitmos de d chas lineas van alimentando, y que e"te au-
niento continla si se retrocede hécia el principio de las ta-
beas pero levendo las palabras senoy tangente no ya tn
la cabeza, sin6 fl pié de cado coUinina. Por el con-
trario, los cosenos y cotangentes disminuyen cuando se
leen estas palabras en la parte superior de las columnas y
se avanza hacia el fin déla tobla. y siguen disminuyendo
si se retrocede leyendo dichas palabras en la parte interior.
Una vez hallado el logaritmo, si el nombre de la linca
esta 4 la cabeza de la columna los grados del arto se leeran
en la parte superior de la plana y los miiiutcs en la pruna-
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ra columna de la izquierda enfrente del logaritmo; pero si
el nombre de la linea esta al pié de la columna, los grados
se leeran en la parte inferior y los minutos en la ultima
columna de la dereclia. _

Sea, por ejemplo, log sen A — 1, 924328.

Recorridas Us columnas descendentes de los senos, el
mayor logaritmo que se encuentra 1, 8404 85, correspon-
diente a 45°, es menor que el dado, por consiguiente de-'
hemos ree irrer las aseen lente-, leyendo seno al ]jie. De
este modo se encuentra el logantino dado, que correspon-
iIAG77° Q

SealogstgA = 0. 394683.

Siendo el logaritmo positivo, el arco ser& mayor que
45°, luego deberemos empezar por las columnas ascenden-
tes gne tienen al pié la palabra tangente. Asi se halla
A =-63° 3.

ilii. Supongamos ahora que el logaritmo dado no esté
contenido exactamente en las tablas, sino entre dos conse-
cutivos. y distingamos dos casos: 1.“ que el logaritmo dado
.corresponda & una de las cuatro primeras planas; 2." que
corresponda a una de las siguientes.

Phimiiroaso. EiIlOMritmo dtdo corresponde a una de
las emiro prim.er is planas.

Seah'g sen A= 2. 756423.
Busquese od logaritmo seno menor que mas se aproxi-

ma al dado, que es 2, 755747; como se halla contenido en
una de las cuatro primeras planas, témese el logaritmo

6, 685340 que le corresponde en la columnita auxiliar de
los seno.<, y réstese del logaritmo dado; considerando la
diferencia 4, 071013 como un logaritnm, busquese el nu-
mero correspondiente: este ndmero, que es 11778, 3, ex-
presa los segundos del arco A. Reducido & comnieio de
grados, minutos y segundos i , resulta A= 3° 16 18", 3.
De igual manera se procederia si se nos diera el loga-
ritmo de una tangente, pero entonces empleariamos la co-
liiranita auxiliar situada ala izquierda de estas lineas.

.1 Para hacer esta reducc'on se emplean la« tablas XX y XXI del modo
Big'uie» j: separense dos cifras enturasde la derecha, .yf uedard 117: bt'is<ius8®
enlos mi'ali’ los de 36el numero menor mas proximo a IH, que as II"~ corres-
pondiente 43'; hallese la diferenc'a Qoutre )8y 11* ycoidquesed su derecha

separadas rdsaUao lo» Id, $ seguodos.
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Si tenemos el logaritmo coseno de un angulo menor
gue 4°, buscaremos en las tablas un logaritmo coseno rm-
yoi’ que el dado y el mas proximo posible, anotando los
grados y minutos a que corres,jonda. Los segundos se ha-
llaran facilmente recordando el pr.nciuio de proporciona-
lidad del nimero y deberan afiadirse alos grados y
minutos, porque habiendo tomado un logaritmo coseno
mayor que el dado, el arco correspondiente es menor que
el pedido.

Sea, por ejemplo, log coti A = 1 993122.

El inmediato mayor es 1, 999421y cor”™e.sponde 42° 5T;
los logaritmos consecutivos que comjirendeii al dalo pre-
sentan una diferencia de 6 unidades del ultimo 6rden, cor-
respondiente a60". pgr tanto 42 unidades corresponden
20". Sera, pues, A = 2°57'v0".

Si el arco dado por su logaritmo seno, coseno 6 cotar”-
gente es mavor gne 86°, el prob’ema se reducira a uno de
los anteriores operando sobre la linea trigonométrica con-
traria 4la dada, que correspondera & un ?roo menor que
4°, y tomando después el complemento dd arco gne se
bava obtenido.

“Si el arco menor que 4° esta dado por su logaritmo co-
tanc”ente, se tomara el complemento de este logaritmo v se
operara como si se tratase de un logaritmo tangente. Fov
altimo, cuando el ffoo sea mayor que 88 y este dmlo por
su logaritmo tangente, se operara sobre el complemento
de este logaritmo y se tomara el complemento del arco
obtenido.

Ejemplos.

1 " Loo*sen A = L999112. Pertenece a un arco mayor
gue 86°. por tanto onero como si fuera logaritmo coseno, y
hallo 3° 39' 45"; lueg™"A = 8&*' 20" lo .

2. ° Logeos A= 2,334528. El arco es mayor q«e 86°,
por tanto opero como si fuera Iogaritmo seno, y hallo
1°19'35" 2'lueqgo A = 88°40 24

T.60-VntA = 1.297895. AqU| es A<4 ; tomo el
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el compleirienlo 2. p24S2 como si éste fuese un log;arittno
tangente, v hallo 3°23'21", 2; luego A =286 36 38 , 8.
ar> SEGUNDO CASO. El logariliiio dado cae Juera de las
cuatro”N riwiras piarais.
Sea log sen A = 1, 638019. .
Buscaremos en las tablas _el logaritmo seno menor y

mas proximo al dado, que es 1,637930 correspomliente ¢
25" 40' nara hallarlos segundos dividiiemos la diierencia
IU entre dichos logaritmos por la parte proporcional 4. 37
gue corres )onde al hallado en las tablas, y tendremos 20 j
luego A = 25°45' 2(:»~

Sea log eos A = 1, 777842. .

Buscaremos en las tablas © logaritmo coseno magor y

mas préximo al dado, que es 1. 777950 coiTespondiente a
53° / liara ha.Uar los segundos dividiremos la diferencia
103 entre dichos logaritmos por la parte p-oporciorial 2. 81
que corresponde al liallado en las tablas,y tendremos33 ,4}
luego A= 53° 9 38", 4.

De igual manera procederiamos si se nos diese nn lo-
garitmo cotangente.

Luego para hallar el arco a qve pertenece el logaritmo
de naa linea irigoiiom/élrica no contenido en las tab'a™ se
basca en éstas el logaritmo inmediato menor, si se trata de
un <(eno6tan-iente, y dinmediaio magor, si se trata deunco-
senoocotanamfe, ase anotanlosnraaosyminulosdelarco cor-
respondiente’. ladiferencia entre el logaritmo hallado en las
lab'as y el dado sedivid-epor la parle proporcional delpn-
mero y ei cociente expresara tos S'-gundos del arco peAido.

El cociente de dividir la diferencia entre el loga-
rit. o tabular Vel dado por la parte proporcional, puede
obtenerse empleando las tablitas marginales.

En nuestro primer e emplo, después de anotar los
2>°4V se busca al margen de la misma plana la parte
pronorcional 4, 37 6 la mas proxima, que es 4, 34, y se re-
corre la columna de sus multiplos hasta hallar la diferen-
cia 114 6 el nimero menor que mas se le aproxime, que es
87 y corresp"ude & 2")"; coiim sobran 27 un.dade.s se busca,
este nimero 6 el mas préximo, que es 26 y corresponde d
6"i de suerte que el arco tiene 26".

En el segundo ejemplo, buscaremos al margen la parta»
proporcional 1,81 y recorreremos la ooluifina linUar
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la diferencia 103 6 el nUmero menor mas préximo, que es
84 y corresponde a 30"; como sobran 24 unidades volvere-
mos &buscar este nimero 6 el mas préximo, y hallaremos
22 que corresponde & 8"; sobran 2 unidades y cciiioa 1
corresponden 2, 8 se infiere que el arco no tiene mao se-
gundos, sino unafraccion de seg'undo; para hallarla ana-
dimos un cero al 2, buscamos el nimero 20 y encontramos
gue corresponde & 7", mas como habianlos multiplicado por
10, tomaremos 0". 7. de modo que el arco tiene 38,7

se diferencia del resultado obtenido directamente en 0 , 3.

LIBRO SEGUNDO.
RESOLUCION DE TRIANGULOS.

CAPITULO PRIMERO.

TEOSIE.MAS RELATIVOS AL AUESOLLCIOV
RE TRIAAOLLOS.

|.—Tt'idiig'ulo« rcctang'ulos.
Teouemal. (Fig. 2.

41. Ehtoio trianjiilo rectingu™o un cxteto cmlgniera
en ifjual n Ui hipotmnsa mnUiplicadap™'T el fieno del im™ulo
opu‘<b al catein 6 por el coseno del dn<julo agudo adnaente.

Para mayor sencillez represeiitaiemos los angulosde un
triangulo cualquiera por las letras mayusculas de los vér-
tices. y los lados por las letras de los angulos opuestos, pero
empleando las minusculas. Asi, los lados BC, AC v AB se

con un
allo lawlih 1l bbaibbhavi Vv, blai-

meUo V tracemos el seno DE de este arco: el coseno sera
IF. Los triangulos semejantes ABC y FBD dan

BD BC BD _ BC .
"DF » CA’' BF & AB’

| Lai»frii que 80<inaodaba representar & unlado es la que aoentraen
;7 osio)) «tieinet



271

) i a 1
0 bien sen B 5 ' cosB c
de donde . ¢= «senB, chacos B.

Escotio. Si el radio fuese una cantidad i- diferente de
la unidad, seria .
i* 'z ' &

sen B h' cusB C
Borlo que el teorema anterior se enuncia también di-

tridunnlo rectangulo el radio pwiido por d seno
de « it/nai I<tjdpotenasapardda po~ |
r itpin (muélalo ii dicho anottlo; y el radio partUicO por el cose
no de un dnmuo ayudo es infd ¢ la hipotenusa partida por
el cateto adyacente a dicho anyalo.
Tkouuma Il. (Fio. 249).
lindado iridngnlorectmnnloxm caMo
es iynal al otro cateto multiplicadopor la tangente dcl an

del arco DE. Los triangulos se-
mejantes ABO y EBG dan

EB AB_ 1 __g_
w “ AC’' tgB a'
de donde - J= ctgB.

Escorio. Sielradior esdiferente deia unidad, sera

tgB
fKT lo que el teorema Gltimo se enunciatam bién
~ kAxio triangiUo r,.ciangalo_ ej rado
i'nicentede an angulo agudo es -Lvai al cateto adyacente a
dicho anna o partido por el cateto opuesto.

‘luciendo.

EB.—'rridiiNiiLiS «"»Xlciidiit-iilos.
Teorema i. (Flg 250,.
m . Fn todo tri "swudo, los lados sonproporcionales a los

Senos ~Ba”Bajo desde el vértice C una per-
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aqo d%?léngulos rectangulos ACD y litU darun i«ij.
CD = ;senA, CD = fisenB,

N N

luego hsen A = «sen B, de donc}e n

g
perperfating 9 98 LNS AHoidRgSchn s Al 'Y IGIA
CD = ;senCAD;

pero siendo los angulos CAD y CAB "A “Pten.eritario”
tienen igual seno, Inego OD = asen A. Ahoia se conti

""YaTaXul™JelTeXu” desde A al lado BC obten-
driamos del mismo modo

luego n g sen C
Teorema Il.

4 .f En iodo triangulo, la de dofj ladosparhda por
rti diferencia, es kua'l d la tangente de la semisima de los
dnqllos opuestos é dichos lados partida por la tangente de
la semidiferencia de los mismos angulos.

Acabarnos de ver que

a

saiA“ senB’

(IA-h  senA + senB _
de donde " senA—senB ’
en el namero 35" hemos visto que

renA4-senB tS~N(A + B)

sen A —sen B g -y (A—B)

luego -5  tg~iA-B)

tepforme al eBunciado W teorema.
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Teorema lli. (Fig. 20.»

415. Fn todo triangulo”™ el cmdra’io. de %k Udo cmlgu/in-
i'des igwa ala sumi ds log caidrados dfi los oitgs qos
lados, menos el daplo delproducto dg estos por el cose7i9 del
angulo comprendido.

' Distinguiremni dos c”sos.

1 ® Si el angui j A es agadq (Fig. \J, tenemos [Geo-
metria i5f>J

2= i»+ c2-2c57MAl);
en el triangulo rcptingulo ADC se verificaAD i eos A,
luego haciendo la sustitucién sera

~ 2%c eos A.

2.  ® Siel angulo A es obtuso (Fig. 2y, tenemos [Geo-
metria 1601
«2Ni2N2N2c>cAD;
el triangulo rectangulo ADO nos da AD eos CAD, y
como les angulo.s CADy CAB ¢ A son suplemen”rios, es
eos CAD = —cos A, luego Ap,. " —% A
sustitu3endo, en la primera ecuisgjon, Ap por g'te valor

§? -ij- ¢c? — 2Sc cqa A-

46. La mismademostraciéon podria aplicarse alo» la-
dos by c. Tendremos, pue”,

an I d—2iceqs 4
a— P
a— i ?— eos C.

Estas tres ecuaciones sirven para la resolucion de :~o”
clase de triangulos rectUineos en los diferéntes caso» que
pueden ocurrir, puesto que cohteniendb las seis partes de
un triangulo, si conocemos tres de ellas dispondremos,

para hallar las otras tres, de un sistema de tantas ebuaci¢*-'
ues como incégnitas, que en general es determinado.

CAFITUWO SEGUNDO.
KEMOLUCIOM n s

47. Sabemospor la Geomeiriaque conocidas tres de
las seis partes dé un triangulo, puede éste construirse, que-
dando asi dategffliaadas fra6cameot«' la»

18
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si. embargo .na excepoi™. si

so? reli‘e?ivaPute W'Z

.y T

2IrnU ?2afoT ,?enr«t™i”i- aueua procede
numericay ésta graficamente.

I _Ti'id«gNals i»eeldi6i~HIlo»*

4S. comoeu los
angulo recto, basta n

Ts~eM"pos «eriui un

.S b6lle -
cuando i: enoa;

y 6 dos
h w h E“» 2r"“s:j | S s

triang”™Oj”™o cateto y un angulo agudo.
3° Dsdoslos dos catetes.

| = asen B,
de donde log h= log « + log sen B.
El cateto c se obtiene por medio de la ecuacion
c= (ieos B,
de donde log c= log «+ log eos B
Ademas B +fG=90= luego C=90 - B.
aft  siiGUNDO caso. I).%do UicM o b V Wi mnii o agu-

d™MUIUT  hipoiensaa, el caetoc y dangatoc.
h

Tenemos = « sen B, dedonde a= ¢, 1
yporlog.ritmos ,0g9 «= log5+ C-log seu B.
Para ballar c se tiene [44] n

h-=c tg B, de donde ¢ = 't'giB' >
5 por logaritmoa , logc= log5+ C.“ log tg B.
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Ademas C= 90°—B.
51. Tercer caso. Didos loa do'i c%telos Ny t, hallar

Id hiyotemcai s, y los angulos agudos B C.
Para hallar el anguio B tenemos

J= ctg B, de donde tg B =

y por logaritmos log tg B= log | + 0**log c.
Conocido el &ngulo B, se tiene C= 90°— B.

0
P(jr altimo, | —a sen B, de donde a=

y logté = log; + C.tMogsenB.
La hinotenusa a podia haberse obtenido por el teorema
de Pitagoras, que da
a= VvVin ;
pero & esta cxnresion no se aplica bien el calculo logaril-
mico, por lo que preferimos el medio expuesto.
5 cuarto caso. Dxdi la hipotemsa ay un cateto b,
hallar el otro citelo cy los &ngulos agudos B 3 C.
El teorema de Pitagoras da _
(p = ai—¢2”7¢e donde ¢ = Var— b =\/{a~\~b) [a—b),
log(™ + ¢)+ log(ii —
9( ) A 9( ) .

y 10g C =
La formula
¢ = fljsenB, da senB
de donde logsenB=log¢+ C. loga
Por altimo, C=90°— B.

53. Hé agplas papiggde un triangulo rectangulosyy
los logaritmos de las mismas necesarios para resolverlos

cuatro ca<08 El aluiimo puede resolverlos sucesivamente
tomando dos de los valores que siguen para datos, y com-
parando los resultados que obtenga con los valores de las
otra:i partes.

a = 1829, 4= 6108,27, c = 4897,18

A= 90° .B-51°15'477~2, C 38°43'12"8

io"ii  3,893706) lo™5 =»3,795913, lo§ c 5°3.689947
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log(«+ )= 4,144m, log(« O 23712
logsen B — 892212, log sen C = 1) 796240
logeos B = 1,793210, 109 CosC* 892212
log tg B =0, 095971, log tg C= 1) 904029
"n. -Triangulos obUmangulos a4 generales.

54  La resolucion de los tridngulos oblicuangulos pre-

MBS & + B0 —

A= 180° — B+ O).
Conocido ya el angulo A, para hallar el lado a tefie-

ceduce

b sen B sen A
logi = logj + log sen B + C*«Iog sen A.
a sen A «sen C .

Igualmente -y senC sen A

locrc= log ®+ logsenC C,«-logsenA

,adlfcSaT-B+seVaierran facilurente los .alores de

VB .
tenemos, suponiendo « > 5

'a— g EA—DbD
de donde | |
A-B)= - 4-(A + B
lagtg - ( ) o?(s }) + logtg4-(A + B)
+ C." log
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Si hechas las operaciones hallamos para (A B) el
valor n°. tendremos

sumando y restando estas ecuaciones resulta

C . £
90° -t- - 2'»B 9° mwr
El lado c se deduce de la igualdad
sen A asenC
- ,quedac=
, "illC aue el sen A '
de donde logi = log « + log sen C+ C.«» log sen A

V taférmulaobliga, para hallar el lado ¢, a tomar tres
nuets lugTritmos. \Painos 4 hallar otra que sélo exige dos.

f 1 . b e
Tenemos sen A senB senC '
a-\-b c
de donde sen A+ sen B senG *
[a-f b)sen C
y N senA+ senB
pero [N y

senA’+ senB=2sen "(A + B)"cos A {A B),
sen C= 2sen Ceos -y

ademas sen {A+ B)= sen-j (180°~ C)

' i 'N-) = cos4-e,
sen t90° 2 )

luego, haciendo las sustituciones y simplificando, el valor
de c sera j
{ad-bysen C

eos ~ (A—B]
y loge=1log (<t+i) HrlogBen | G + C.«logcosi(A-Bj:
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de estos tres logaritmos s6lo dos son nuevos, pues el de
« -f ~se ha obtenido ya al calcular ~ \— B).

57. Tercer caso. D.idos los tres lados a, b, c, hillar
los tTi-s annulos A, B, C.
Para hallar el &ngulo A tenemos ['25]

— 25c eos A,
|@a+ @2-

de donde A= .
eos 25¢ (el

Vamos ahora a deducir de esta férmula otra mejor dis-
puesta para el calculo logaritinico.

Restando de la unidad los dos miembros de la ecuacion
[a], tendremos
25¢c — N — o -f- — (B—02

25¢ 25¢c

observando que el numerador del Gltimo quebrado es la
diferencia entre les cuadrados de dos cantidades, sera
1Aigr. a»)

1 eosA= -12+17).iiiil+£L
25¢

1—eos A=

Representemos el perimetro del triangulo nropuesto
por 2p. De la igualdad a-}-5-]-c=2/?, se deduce facilmente

a-\-i—c= 2{p—c),a—I/-{-c= 2{p —Db):

“p~h) [p—] 2{p —b ip—0

luego 1—cosA =
g 25¢ 5

Segun el nimero 9~ se tiene 1—eos A 2sen2 iA.
[
luego sustituyendo y suprimiendo el factor comun 2, sera
senr2— A (P~"){p~ 09
be
Extrayendo la raiz cuadraday desechando el signo
porque siendo A m<90®su seno es positivo, resulta

o0U 1A {p—Db)(p—0
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Del mismo modo, si bien partiendo de las ecuaciones
convenientes se obtiene
ip-a) [p—6
“ sen m CV p-a) [p
2 \Y 2 \Y ad
Afadiendo una unidad & los dos miembros de la ecua-

cion [ii], y haciendo tr sfoniiaciones semejantes alasque
acaban ;e verne, se obtiene

sen

ros 5 v ic

y del mismo modo

cos p{p —0)
ees g o \Y ac ' 2 y ab
Partiendo seny A, sen-~ B, seny Cpor los respecti-
VOS COSeNnos, sera

p—b{p-c)
27=V  p{p—a
‘p-2a) [p~c)
tg-=B =V " pp—b
tir ‘C =V ip__a)[p-

Si s6lo se necesita el valor de un angulo, cualquiera de
las f6iMiii'.as halla las ex ge cu itro logaritmos: pero si de-
ben calcularse los tres dagii’'os, las formulas de los senos
exigen seis logarit'nos, las de los cosenos siete, y las de
1.s tangentes cuatro; por consiguiente deben preferirse

estas Ultimas. ] o
Indiguemos el calculo logarit:nico de una de ellas, de

la primera, por ejemplo. Tenemos
logtg ™ A=

- (log(;o0+log (i»—c)+C.t°logp+C.to log(;j—

Escar'o. Para que e tridngulo sea posible es necesario
Y suficiente que el lado mayor sea menor que la suma de
ios otros dos. En efecto: 1." Sj siendo a el lado mayor se
verificase ii> 6 teud-riamoe y
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con mayoT r&zon c<ia-\~b; luego las diferen-
. , a-\-c—b a-\-b .
cias —5yXBP—co0sea 2 “serianpo-
h*j~c—"i

gitivas, miéntras que p — a 6 sea seria negati-
V8, por tanto las cantidades suhradicales serian negativas,
€ imaginarios los valores de las tangentes, luego la con-
dicion es necesaria. Si fuese z<C; tendrifimos,C(;n
mayor vt~zon, b<,a-\-c, c<,a-\-b,ViQ*i*p—a,p—b vy
p — c serian positivas, y reales los valores de las tangentes,
luego la condicidn es suficiente.

5». Cuarto CASO. Dados dos latos y el f\nadlo A
opuestot uno ceellos, hallar los angulos B, Qy el lado c.

La ecuacion

_b = -.S.e.[]..%. da sen B _-./_\_f\./.\p..é,
« sen A a
de donde log sen B—log h-f-log sen A + C/°log a
Para hallar el angulo C tenemos
A B+ C= IW, dedonde C= 180°- (A-f B).
Por altimo, de la igualdad

sen A «Sen C
A cen C se deduce ¢ sen A
luego log c= log ii+ log sen C -f- log sen A.

DISCUSION. Cotno el angulo B esta dado por su senoy
afila tti”~osenocorresponden désangulos suplejnentarios,
es lieceaferio eiamitiar si té fiaremospara valor de B el an*
guTo'ngtido que dan las tablas ¢ el suplemento de este

AnAnrejial™Mulo dado A es fecto 'U obtuso, el B serd hece-
»ariamente agudo y np habra dificultad.

Si el angulo A esagudo distinguiremos tres casos pnn-
«ipales, segln que seaa>b, a= b6adb.

Primrcftsb. Bies«>;, tendremos A>B, luego el
angulo Bdebera ser agudo: el problema en este caso tiene
[ifti%; i4;'8Dluci6n. ,

m&nh ed”. Sies« = b, tendremos A= B, por con-
gfirilfiénte%l%iziiio B delie ser.a”udo; también en este
HSasb el piwiei” es dltéraiiiado '6 fielib una Sola holdcién.
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Sj tens'm™N'Z <Cseréa y nnda se
opone ahora & que el angulo B tenga dos valores suple-
mentarios. Vel uroblema dos soluciones.

En efecto: sabemos por la
caso hav en general dos triangulos AB-.v VBC fA?//-
coiistouidos con los mismos datos del problema, y
angulo agudo \3 3de! priinjr triangulo y el ODtwo A.i O
del seo'iindo son su 'lementarios. ) i

Si convenimos en que B represente el angulo agudo de
las tablas y B' el suoleinento de B, los valores correspon
dientes del angylo C seran

C= 180°— (A+ B), C'—180"— (A + B,
y los del lado ¢ tendran por expresion
(IsenC r. ~lz.
AT osen AN sen A

) ” | sen A
Si fuese = i sen A, tendriamos sen B —

de donde se deduce B = 90». En 'este caso, pnes, epinirulo
B es recto v el problema tiene una solucién, que es u tu
angulo rectangulo ACO. Podia habense previsto este re-
sultado, porque b sen A es el valor de la peipendu ulai CD.
Por altimo, si es < i sen A. tendremos sen B> 1, y
como el mavor valor absoluto <lel seno es el radio, 6 sea ia
unidad, el resultado seno B > 1les absurdo, v oebe piirar-
se como signo (le imposibilidad. Y en etocto, la desigual
dad «<1Sen A establece gne el radio del arco BIV es me-
fior giie la perpendicular Cl). luego BB no encuentraa la
recta Al), y no hay, por consiguiente, triangulo.
Obsérvese gne esta di.-;cnsion nos ha cununcido & las
mismas conclusiones que la hecha en el nimero 175 de la

Ge™>metrm Ténga.se presente que para ha-
llar el lo«™aritmo seno de im angulo mayor que 90° se bus-
cara en las tablas el logaritmo seno dtd suplemento. ‘
Sabemos que la tangente, el coseno y la cotangente de
un angulo obtuso s' n cantidades negativas, y que esta cla-
se de cantidades no tienelogaiatmos Podria creerse pues,
Uue el calculo logaritmico no es aplicable & las férfnulas
jue contengan lineas trigonométricas negativa«; pero se.
desvanecera este error si se observa gne todos los angulos
mayores que 90° grados pueden sustituirse por los suple-
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ineii+os rcRpPctivos. gne ?i(mk"o menores qvie 90° tienenli
neas triL'on<'n étricas ])c?iilMis. Caf'n yez que nn ang'ulo
iravor que 90° ”e sustitui a por su sup'emento. liapra que
irudfirel signo del término en que entre dicho an-“ulo,
exce'>tl el caso en que éste se halle representado por su
seno: si desunes de estos cambios de siguid, un mieiijbro de
la foiiM'la & la cual quiere aplicarse el calculo Uiprantimco
fuese negativo, el otro miembro serd también neg-ativo,
porque seiio absurdo suuoiier que de dos cantidades igua-
les diese una positiva ybtru negativa: en tal caso se cam-
biaran los si nos 4los dos m.iembros. y no habréa ya di-
ficultad en aplicar el calculo logaritmico. _
Sea, por ejemplo, la formula [@] del namero »»«

29
— Wc— |
S loongamos que aollcindola & un caso particular ad

quiera* el segundo inieinbr >el valor ne gativo— Ji*- est \os
dice que el angulo es obtuso, luego lo sustituiremos poi
su suplemento, y sera
— eos (180° — A) = —
Y cambiando los signos
eos (180° — A) =

aplicando ahora el calculo logaritmico, lo que ya no ofrece
d:tiMiUai. se obten Ira el suplementu del angulo A,y sera
facil deducir el valor de usté angulo.

La trigonometria esférica ofrece numerosos ejemplos de
estas trasibrmr.ciones.

Sea la férmula ~

" cot P sen (O — «@)
cot Z = »
sen o

Y snnono'amos que  trate de hallar el valor de Z siendo
mp= 138° 19'40" 5, C = 41°352/, 0=133°57 21 .
Sustituyendo en cot Py sen ? los angulos obtusos
Y o por sus resoectivos suplementos, el numerador del se
gundi miembro cambia de signo y el denominador rio
sufre alteracion La diferencia negativa C — ? debe susti-
tuirse por la positiva p— C, y éstn. como mayor que 9) ,
se reemplaza por su suplemento: la primera trasformacion
exige un cambio de signo en el factor sen (U 9), pero

1 Esta fAmulaes uqo rte las. que se em Iean en Astri
laposiciou deunaestrella 4ug| hora aade p TES:E]J CQuraa
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coino el otro factor cot P también cambia de signo, resulta
que el nmner;idor permanece invariable.
EI va®orde Z. tVic' de obtener alva-a. es3r23 22"
«O. Héaqui los elemeiitos ae un triangiPo «iblicnan-
gulo. Vles logaritmos necesarios para i‘esolver cualquiera
de los cuatro casos.

a= 4572, = 3232.21, c= 4133.03
A= 74®23 0". B = 4i®2V 13" C=62B3%"

log\'"=-3. -363103. log 513ni. log c = 3. 622U1
log {'t+ 5 —3.803m, \og{t—A)= 3 117202
log = 3,773243, log (/i —ii)= 3. 150337

leg {p—Iil = 3,430794, log (; —c)3= 259851
log sen A=n, 983775, log sen B:=1, 837181,
IrgseuC:= 1,946.510

logtg A+B)=0, 219999, log tg ~ (A—B)= 1,443205
logtg ! A= 1,880543. logtg B= 1, 603059,

logtg -0 = 1,780002.
EJERCICnS 0JJ; m3]N3M3TH'A.

I. EIl area de un trianffnlo es icrml & Iv niital lei producto
de dos lados por el seno dol dngulo compr ndi 'n

Il. El &roa d *m cuv-lrtat'~ro es igual ali. 'nitid del producto
de sus diagonales por el seno del angulo que éstas form" n.

. \ v ar~ sen O

1'l. EI areade un poligono regular de n lados es - _——-"
siendo r el radio v O el &ngulo en el erntro.

IV. La suma rie 1>s taagente.s de los trssangulos de un trian-
gulo esigual al producto de las mismas.

V. Dado el seno deun arco, halbr el d'>su triplo.
V1. Dada la t-angento de un arco, liallar la de su mitad.
VIl. Calcular el angulo x por medio de la ecuacion.

a €0S <X A-h SéN x —ec.

VIH. Dados dos lados a, nde un triangulo y el angulo C,
1. °c"lcular la altura d”l trianguloy los s.!g.ne;it.s de la base a;

2. °calcular el angulo B.

IX. Trasformar la formuia fg B =

de modo qyue
s C

sea faciliaente calculable por logaritraos.
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9
15
138

141

134
168
177
208

218

218
225
246

254
269

Lirea.

—16
— 3

—17

—13
— 4

12
—'6

—14
—12
—2

14
—1

ERRATAS.

Dice. DeT>edecir.
ED FD
BFC' CFC'
elTttisMO compie- €l mismo complemen-
mento. to 6 el mismo suple-
mento.

%n angulo plano unangulodiedrosemi-
correspondiente. ~ de el iingilioplano cor-
respondiente.

(Hg. 193; {Fia. 199;
Py D Py E
Q nocida coincida
(Fig. 13i; (Fig. 23i;
B. « B. A
h a b.
contante constante
MY F MF:

arco cuadrante
|

181 2,81



INDICE.-

GEOMETRIA.
PAGINAS.
Definiciones y division.
uii:oini:TKI4 i*n i
LIBRO PRIMERO.lincas.
CAPITULO PRIMERO.—LINEA recta.
|,— Mredida de la linea recta .. 8
J—ANng-nlos. . . ® 10
in.— Perpendiculares y oblicuas. . 13
IV.—Paralelas..........c..ccooiniiiiiiiis 17
C-LPITULO'SEGUNDO.—cmcuNFERENCIA.
I. —Definiciones.........cccccoeiin e 22
n — Propiedades délacircnnlerenm . 23
HL— Circunferencias secaut,is y tangentes. 30
IV.— Medida de los angulos. . . . 32
I'ROBLEMAS RKLATIVOS Al LIRRO IRIMERO.

L— Nociones preliminares 41
Il — P roblem @S e ssssenees 42
LIBRO SEGUNDO.“««*»* poligoiio».

D efiniciones 46
CAPITULO PRIMERO.

Triangulos 47
CAPITULO SEGUNDO.

Cuadriladteros 53

CAPITULO TERCERO.

Poligonos en general

Problemas relativos al libro segundo.
LIBRO TEREERO.-I'theasp«»”®»«’-
clouale» y p»lig:onf»s «cmcjaiite«.
CAPITULO PRIME.RO-
toeas proporcionales.



PAGINAS
CAPITULO SEGUNDO.

Triang-itios y poli™>:mo3 se:n3jaiit3s. 69
CAPITULO TERCERO.
Consecuencias de la .semejanza de tciangulos. 75
Problemas relativos al libro tercero. 82
LIBRO CUARTO.— mecgriila-

ireNy iiiedlila d« Isielrciiiifercncia.
CAPITULO PRIMERO.

Poligonos regulares 88
CAPITULO SEGUNDO.
Relacion delacircunf.'reac'aaldia'netro. 97
LIBRO QUINTO.—i ieas .le Jitss

Ifiolc.« plagial«.
CAPITULO PRIMERO.

Medida de las areas........c..ccccoeevveeeeciveeee e, 105
CAPITULO SEGUNDO.

ComiDaracion de las areas...........c.ccccevveeeeennnee. 113

Ejercicios de la Geometria plana. . . 122

«,EiMirmiA IEL Esrwio,

LIBRO SEXTO.— las sniierfioie».
CAPITULO PRIMIiiRO.—S6pERFiIciE plana.
l. —Nocif'iies preliminares. . 125
li.—Rectas Y planos peipendiculares. 127
lii.—'jecta<y planos paralelos. m
AV —Angulos diedros............... 137
V. — P enos'perpendiculares. 142
VI1.—Angulos poliedros. . . 144
CAANTJILY9 S i rJND).—3U?3a%iciE '3 1vAsS.
I-—N"ociones preliminares. . 152
1. —-Superficie conica.............. 153
in.—Superficie cilindrica. . . , 153
IV.—Superficie esférica. 159

LIBRO SETIMO.* "® i*** paliedi'o».
17i



PAGINAS

CAPITULO PRIMERO.—Piramides. Prismas.

I.—Pirdmides. .. 171
1. —Prismas.......cccccceevcvveeevinnenn. ’ . 174
CAPITULO SEGUNDO.

Igualdad de los iioiiedros............ccccceveeveennn. 177
CAPITULO TERCERO.

Semejanza de los poliedros.........ccccveeevineenn. 180
CAPITULO CUARTO.

Poliedros regulares;....ccccivciieeeeiiinennnn, . 184
CAPITULO QUINTO.

Poliedros inscriptos y circunscritos. - 180

U3ROOCTAV OAi'ca.s *5Inw.-cisapei*-
lieies lie lix*« eaiea*p»s.
CAPITULO PRIMERO.—Medida de las areas.

1.—Ayeas de los pi.liedros................ 188
il.—Areas de los cuerpos de revolucion. . 189
CAPITULO 8EGUNDS3.

Comparacion de las areas.................. 197
LIBRO NO VEN ciiei»(>0.9.
CAPiTULO PRIMERO.—Msdida de los volumenes.

l. —Volumenes de los poliedros. 199
1. — Vol imi-nes de los cuerposde revolucion211
CAPITULO SEGUNDO.
Coinpr.racion.de volimenes............cccceevuvennns 217
Ejercicios de la Gco.netria dd espacio. 221
ICK'.E; NOCIO:Ei SOT.E EVScocas EUAE, PAUAIIOU E m™EHItOLA
L—Klip-e.. . . e 223
I(.—Parabola. G . 227
HEL—Hipérbola..........ccooveviii e 229

mmmiunmm.HIiKk

LIBRO PRIMERO .—ti raca%tri®aiiom étricas.
CAPITULO PRIMERO.— Njcionbs preliminares.



PAGIN,V8.

I1.—Teorenifts relativos & las lineafe trigotio-

D) ELriciiS...cccoveeiieccieceece e, 236
lir.—Viiriiicilutis de las lineas trigonomé-

tricas. . LI | 238
IV.— .Vrios corresp; m tlentes auna mlsma

linea trigonomMeétrica........ccccevvrvennene 241

CA.PITL'LO SE(iIUNDO.—F6rmul\s tuigonoméfricas.
I. —riilacione.s entre las lineas trigonomé-

tricas de iin arco. . . 243
Il. —S tlacunes entre las lineas trlgonome-

tricas de varii S arcoS.......cc.ccceevvereennnen. 24S
iii.— Trasfor.nacion de ciertas expresiones

en otras calculables 'J0L logar.t'tios . 254

CAPITULO TEIiJtiltO.—Tablas TaiGINIJMETBICAs.
|.—Construccion de las tablas trigmomeé-

L1 o7 SR i 258
I1.— Disposicion y uso de la.s tablas trigono-
*q NIELHICAS. oo 261

LIBRO SEGUNDOSG6e.»étle ti'Kn

Capitulo PHLMtiUJ—teoremas relativos & la resolucion

I.—Tridngulos rectangulos. 270
Ii.— Tridangulos oblicuangulos.. 271
CAPITULO SEGUNDO.—IIE&ULUCION de triangulos.
I.— Trianifiilos rectangulos. . 274
Il.— Triany:ilus oblicuaua-ulos 6 generales 276

Ejercicios de la Trigunonietria.. 283



