-

UE]J

jti'

CcC
~Cr.

r-S
=25

Iif



AL ALCANCE TODOS.

ENSATO DE UN CiRSO'.TEORICO PRACTICO
POR EL METODO SINTETICO” PARA QUE PUEDA SERVIR
DE TEXTO A LOS ALUMNOS DE SEOT~DA ENSENANZA, A LOS DE
LAS ACADEMIAS DE LAS ARMAS OENErALES T A LOS DE ALGUNAS CARRERAS
facultativas; formando su primera parte, 6 sea la aritmética usual t
COMPLKMENTAL, UN CURSO COMPLETO PREPARATORIO PARA QUE LOS NINOS
y Adolescentes puedan con provecho después dedicarse a
TODA CLASE DE ESTUDIOS MATEMATICOS, AUNQUE
SEAN POR EL METODO ANALITICO.

TRATADO I

ARITM ETICA

IIFERIOR Y SUPERIOR O USUAL Y COMPLEMENTAL

D. J. M. -rbERO

MADRID.

imprenta y FUNDICION DE MANUEL TBLLO,
Isabel la Caldlica, 'J3.
1875. "






MATEMATICAS

Y /rT"
AL ALCAKCE DE.T~1. h

ENSAYO DE UN CURSO TEORICO AACTICO
POR EL METODO SINTETICO, PARA QI"E/UEDA SERVIR
DE TEXTO k LOS ALUMNOS DE SECONDA'E;ISENASZA, A LOS DE
LAS ACADEMIAS DE LAS ARMAS GENEILVLESV 1-1uiS-DE ALGUNAS CARRERAS
facultativas; formando su primera parte, O sea LA ARITMETICA USUAL Y
COMPLEMENTAD, UN CURSO COMPLETO PREPARATORIO PARA QUE LOS NINOS
Y ADOLESCENTES PUEDAN CON PROVECHO DESPUES DEDICARSE A
TODA CLASE DE ESTUDIOS MATEMATICOS, AUNQUE
SEAN POR EL METODO ANALITICO.

TRATADO 1.

ARITMETICA

INFERIOR y SUPERIOR O USUAL Y 'COMPLEMENTAR

D. J M. TUERO.

MADRID.

IMPRE.NTA y PU.VDICION DE MANUEL TELLO,
Isabel la Catélica, 23. -f

[SV5.



trasefias.

Nota segunda. Ei segundo y el tercer tratados de esta obra de Matematicas, no se publicaran
inmedialaraente porque no estan terminados, y su mas 6 ménos pronta terminacion dependera de!
grado de desocupacion oficial que pueda tener el autor, y de lo que deba ocuparle la urgente tirada
de la segunda edicién de su tratado sobre lluTacanes, y la continuacién de la Uisloria sobre la Ma-
rina desde principios del siglo, que tiene empezada, Pero este primer tratado, ya dice la portada que
forma curso completo preparatorio para toda clase de estudios matematicos.

Y lo llama ensayo, porque los Gltimos acontecimientos politicos le han privado de darle la Gltima
mano, y algunos errores aunque de poca importancia deben habérsele escapado, y porque sélo
ensayo debe llamar & su obra hasta que el publico la califique con su inexorable fallo.



Matematicas al alcance de todos creo haber escrito, y este calificativo
que doy & mi obra, por lo presuntuoso que podra parecer, es lo primero
gue debo explicar, sin.olvidarme en lo posible de aquella verdad de que
el mejor de los prélogos es el mas corto.

No pretendo conquistar el titulo de profundo matematico, ni de hom-
bre de gran talento. Al contrario; quiero que se conozca que lo poco que
sé sobre Matematicas me ha costado mucho ti‘abajo aprenderlo. Pero
como el principal defecto que creo tienen los libros modernos sobre esa
importante ciencia, nace del demasiado talento de sus autores y de lo
vasto de sus conocimientos cientificos, pues sin duda los consiguieron
muy facilmente, 6 se han olvidado del trabajo que les costo el adquirir-
los, aunque acaso también (y perdonenme la suposicion quizas gratuita)
de que al escribir sus libros lian pensado méas en los hombres cientificos
que pudieran leerlos, que en los jovenes, en general poco reflexivos, que
debian aprovecharlos, yo, muy inferior en mérito, creo poder ensefiar el
camino de la ciencia mas eficazmente que ellos. No es, en efecto, el mejor
guia para subir & la cumbre de una escarpada montafa el mas agil y
mas acostumbrado & guiar personas de sus circunstancias, sino aquel
que, siéndolo iiiénos y habiendo tenido que dirigir & otros torpes y pesa-
dos, se ha visto en la necesidad de observar y medir bien todos los obs-
taculos y calcular la mejor manera de superarlos.

Pretendo, si, restablecer, 6 contribuir al restablecimiento del mé-
todo sintético para ensefiar a los jovenes, usado con tanto provecho por
antiguos ilustres marinos, como Ciscar, y por sabios, como Vallejo; y
desechado en Espafia justamente cuando en Francia se ha reconocido
ser el unico conveniente para nifios y dun para adolescentes. Pues, 8n
e eclo, el método analitico, tan cientifico, tan conveniente, tan claro
paia personas de inteligencia desarrollada y tan de mi predileccién, como

engo probado en una publicacion cientifica *, es completamente oscuro

Tralado sobro Lot huracanes, vipnlos en genero! y corrlenles de los mares—Madrid, 1800.
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r.« ~vAinaivns «lino todas las Que S6 pubUqueD V coDCuerclen coti los pfo-
Sm k _vtatm a délos S= horas para
H P~sefitanza superior, dos para la segunda y una para la primera, mitad del
fcmpo ora™y S escrilo” y coa notas de sobresaliente, muy bueno, bueno,

N *

m'e S S dLrm ta''eSnt ajunque no sea rigoroso en lo relativo a
la enniatica castellana, que se acaba de aprender con la latina, sera mucho sobie
arifmética aue debera saberse por completo. Los de segunda ensefianza podran
cpr idemas de las materias principales marcadas para cada curso, que no se po-
firaVSu n e aif delas que comS accesorias se hubieren estudiado en el ano
aSerioTfrc u se hubiera salido suspenso; pero las matematicas

'r/ 're"” drpiimera"?2nSAANAAN presentar sino a los diez,

nnP~tadelfonseiodeSANN publica, que debera examinar y aprobarlas
K~ -de exameni pero los cerlificados deexamen de cursos anualesy de Panera
pSifianzrioTdara”n los directores de los Institutos sobre expediente, en que
cSnsre el cumplimiento de la ley en el exdmen Ultimo y anteriores, Pi‘estados en

Arntrno, esXecimiento (1 otr'os, y las Erueb?s POF
rio mil» plexaminando es el mismo que recibe el cerfificado.

~V"  E Consejo de Instruccion publica se compondra de numero i
vockles Y SUS cargos seran vitalicios y gratuitos, a excepcion de los de conin”a
Asistencia y del secretario; habiéndolos de asistencia semanafy de asistencia

solo enCon’sejojj V™ los consejeros en numero de diez cada afo

Sas,” msioria Tia Lengua, y doctores; debiendo ser lodos precisamente de la
edad de cuarenta afios cumplidos.

J. M Tuero.

Matlrid 15de Mayo de 1875
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CURSO DE MATEMATICAS.

INTRODUCCION.

PRELIMINARES GENERALES.

1. * Matematicas SO« ¢as cte«ci'ab que tratan de la cantidad.
Las fundamentales se llaman Aritmética, Geometria j Algebra.
Algunas no tratan de la cantidad con relacién & su magnitud,
sino relativamente & su posicién 6 su figura.

2. Cantidad es todo lo que esta dividido 6 es divisible en partes,
real 6 imaginariamente, y puede, por lo tanto, considerarse como
compuesto de ellas. También es cantidad cualquiera de sus
partes, especialmente si no estan esencialmente separadas; y
aun una parte de sus mismas partes, porque sera divisible en
otras, siquiera sea imaginariamente.

_Un grupo de arboles, un moaton de monedas, un trozo de madera, la super-
ficie de un jardin, el tiempo que media entre la primavera y el otofio, etc., son
cantidades. Y también un arbol, una moneda, una vara, un mes. Y aun también

media pe.seta, la tercera parle de un mes, porque se componen ¢ pueden consi-
derarse compuestas de partes.

3. La cantidad poiQ ser discreta O continua. Discreta, es
aquella cujms partes estan naturalmente desunidas; y conti-
nua, cuando sus partes estan unidas, aunque puedan mate-
rialmente separarse. La primera es numerable, y la segunda
mensurable, aungue numerable también con relaciéon 4 sus
medidas.

Un grupo de arboles es una cantidad discreta, porque los arboles estan natu-
ralmente separados. Un trozo de madera es una cantidad continua, porque sus
Erles estan esencialmente unidas, aunque puedan materialmente separarse,

ciendo el trozo pedazos. El tiempo que media desde la salida hasta la puesta
del so!, es una cantidad continua, cuyas partes, no sélo estan unidas, sino que
DO pueden separarse mas que imaginariamente. La cantidad del grupo de arbo-
les es numerable, porque los arboles pueden contarse 6 numerarse (como sabre-

~ Nola mpara el estudio. En letra de mayor tamailo se_expresa lodo lo mas importante «ie la
Ciencia, y en letra menuda las aclaraciones, repeticiones, ejemplos de poca importancia y verdades
no fiinaiimentales; todo aquello, en fin, de cuya lectura se puede prescindir total 6 eparcialmente,
segun el objeto del estudio 6 las facultades del estudiante; indicandose ademas con la sefial y los
parrafos exclusivamente destinados & los mas cortos de inlcligenci.i, y con la A aquellos que se es-
criben sélo Qara los més inteligentes, 6 que deban dedicarse & profundos estudios matematicos. La
letra bastardilla, como de costumbre, sirve para llamar la atencién sobre algunas palabras; y por lo
cuando muchas seguidas aparezcan en esc género de letra, es sefial de que su contenido, no
sblo debe entenderse, sino también aprenderse de memoria. Los nimeros de los parrafos sirven para
marcar mas .reparacion entre ellos, y para facilitar las citas.



raos mejor mas adelaate). Y el trozo de madera, y el tiempo desde el salir al
ponerse el sol, son cantidades mensurables, porque semideo, la primera, en
Pies, pulsadas, etc., y la segunda, en horas y minutos, cuyas medidas pueden
contarse: y por eso, después de medida una cantidad continua, decimos que es

numerable.

4. Ciencia es una série 6 conjunto de verdades, relacionadas entre
si, y encaminadas todas & producir el conocimiento mas ¢ menos com-
pleto de una materia. Si esta es muy vasta y variada, da lugar a divi-
siones y aun a subdivisiones, que también se llaman ciencias, como se
ha indicado a! definir las matematicas; eiilas que la Aritmética trata de
la cantidad discreta, la Geometria de la continua (no de toda, pues el
tiempo es objeto de la cosmografia), y el Algebra de la cantidad en gene-
ral, prescindiendo de que sea discreta 6 continua.

Las ciencias, ademas, se dividen en % |
Yy asi se dice ciencias morales, ciencias fisicas, etc.

5. Las matematicas son las ciencias exactas por excelencia, porque
en ellas todo es susceptible de demostracion incontestable, al paso que
otras se componen de hipoétesis (suposiciones) mas 6 menos razonables; y
de experimentos mas 6 ménos.comprobados, y si tienen algo de exactas,
lo deben casi siempre & las matematicas qne les sirven de auxiliares.

6. Demostracion es un raciocinio por el que se evidencia una verdad,
llaniada cuestion en el acto de demostrarla. La demostracion se llama
directa cuando se obtiene haciendo ver la relacion que hay entre la ver-
dad que se trata de demostrar y otras evidentes por si mismas o ya de-
mostradas. Y es la demostracion indirecta 6 ad absurdum cuando se
consigue evidenciando el absurdo (lo gne se opone a una verdad conocida)
que se seguiria sino fuera verdad lo que se pretende.

Las verdades principales que constituyen una ciencia toman diferentes nombres, seglin la manera
con que se presentan, demuestran 0 aplican. En Matematicas son. los siguientes:

7. Definicién es la explicacion de la naturaleza de una cosa, por la
determinacion de las circunstancias esenciales 6 accidentales que la cons-
tituyen y diferencian de otras. Si no se determina mas que el nombre
convencional de la cosa, la definicion se llama nominal. *

8. Axiomas son verdades ¢ principios tan evidentes, universales y
necesarios, que no necesitan demostracion, ni & veces son susceptibles de

ella, y constituyen los principales fundamentos de la demostraciéon ma-
temética.

rupos por la mayor 6 menor semejanza gnehay entre ellas;

No hav nada mas dificil que definir exactamente una cosa, sobre lodo si es algo metafisica, lo

%ﬁ se comp?eu” . “se inteoita definir una tan material s sencilla comp_es
etiere"r=auri.avmecras dem .
aun ninguno, las colgadas, y de muy diferente figura y e;i(E{WVWW‘ " 0
maiemaUcas miedan ser mas exaCtas que_las de (tras ciencias, no pretendemos haber acertado
siemire~cuan”*lo nos hemos separado del criterio de otros autores por seguir el irresistible imp”so
L | propio nuestro. Para justificar este con pocas P-1 abras, diremos que hemos creido
Eor ejemplo, gne de una vez se deseche la tan aJmilida definicion de la cantidad, de *5« odo /o

A es t«ce;<bbfe de aumento 6 disminucion, pues el dolor y otras afecciones n»®«" cantidades,
inatpmaticamentc al ménos; pero no hemos podido absolulamen-e aceptar corno exactas otras mu
chas definiciones .antiguas v nuevas, por ejemplo, de que el numero es el lodo formado por una
pluralidad de unidades, pues creemos que la singularidad, 6 sea una cosa y aun media cosa, es un
namero 6*canuidad de magnitud determmada, y la pluralidad de unidades sino se cuentan y determi-
na cuantas son, formaran ciertamente una cantidad, pero de magnitud indeterminada, que, por lo
tanto, no seréd nimero.



_ El todo equivale & todas sus partes juntas. Dos cosas iguales & una tercera son iguales entre
si_ele ; son axiomas matematicos, que no solo no se demuestran, sino que ni dun se enuncian mas
<lte al irlos necesitando para las demostraciones, considerandolos como sabidos de antemano.

9. Postulados son especie de axiomas, pero de caracler practico, por
cuanto en ellos se establece la evidente posiliilidad de hacer una cosa
material, y son muy usados en Geometria.

Por ejemplo, desde un punto & otro de un plano se puede trazar una linea recta.

10. Teorema es el enunciado de una verdad especulativa que necesita
demostracién y es susceptible de ella.

Consta de tres parles: 1.“ Hipotesis, que contiene la condicion 6 cir-
cunstancia especial que ha de existir para que se verifique la verdad
enunciada. 2.“ Tésis, que es la expresion de la verdad demostrable. Y
5.* Demostracion, que es el razonamiento para evid.cnciavlii-

Ejemplo. Si se multiplican los dos términos de un quebrado por un mismo nimero (basta aqui
da hipétesis), el valor dol quebrado no varia (que es la tesis). Sigue la domoslracion.

11. Teoremas reciprocos se llaman dos, en 1B que el uno tiene por
Iésis la liipdlesis del otro y por hipotesis su tésis; y son nniy usados en
Geometria.

12. Lema es un teorema auxiliar de facil demostracion. Es, pues,
una verdad, no tan evidente como la del axioma, pero jio tan dificil de
ver como la del teorema; por Jo que & vec.es, ni tienen bien distintas sus
parles de hip6tesis y lésis, ni necesitan una demostraciéon formal, y bas-
tan simples indicaciones de ella, & lo que valgai'inente se Illama el por
qué de la verdad que encierran.

13. Probileim malomalicQ se Mama la propues4a de hallar préactica-
mente una cantidad desconocida (que se llama incdgnita antes de cono-
cerla, y después resultado), como consecuencia de operaciones que se
hagan con cantidades conocidas que se llaman dalos.

El prolilema consta de tres partes: 1.“ Propuesta, en la que se enun-
cia lo que se pretende hallar, y se enumeran los datos que se tienen 6
suponen conocidos. 2.” Solucion, en la que se prescribe el procedimiento
llamado regla, ({iie debe emplearse con los dalos para que produzca el
resultado apetecido. Y 5.“ Demostracion, en la que se prueba con razones
convincentes que la aplicacion de la regla conduce necesariamente & en-
contrar el resultado deseado.

La solucién se llama también resolucion; pero esta palabra se aplica mads comunmente al acto
matei{i%l ilc ejecutar lo prescrito por la regla, aunque solucién también se loma como sinommo de
resultado.

_ La demostracion suele preceder & la regla; pero esto es segun el método analiUco, muy & propé-
sito para los que tienen va su inteligencia completamente desarrollada; pero el método sintético por
el que la regla precede 7 la demostracion, es el mas propio para los nifios y adolescentes, que en
general son poco reflexivos.

14. Los problenias pueden ser generales 6 particulares. Los prime-
ros son aquellos en los que siendo los dalos indeterminados, las reglas
tienen que ser generales, y no dar resultado practico, sino al aplicarlas &
pr_oblgmas particulares, que son aquellos en los que los dalos son deter-
minados.

, Problema general es, por lo tanto: «Dados varios nimeros de muchas cifras cada uno, hallar el
numero que equivalga a lodos juntos.» Su solucion es la regla general parasumar esa clase de nime-
ros, y su demostracion es el razonamiento por el que se prueba teéricamente que aplicando la regla a



cualquier ejemplo de las <?on“-oues del problemj*ge” C'ejemplo’'ereu

que el resu™ j.Qij|g,jias ademas se llaman insolubles, cuando sus dalos no

son suficientes, por su nimero o por sus circunstancias, para producir
el resultado que se desea, 0 al que se refiere el problema, y son solubles

se llama en los problemas la expresion escrita, smi-
nlificada v lacénica (comunmente es abreviatura) de una regla general.
~N1T loZarios son verdades especulativas ¢ practicas que se deducen
facil é inmediatamente de otras que acaban de demostrarse o de mam

iemTy generalmenle consecucnma
de I< verdsd _ los otros.

18  Escolios U observaciones se llaman las advertencias o prevencio-

nes cine se van intercalando en el cuerpo de una obra para facilitar las
demostraciones, cuyo primer nombre les daremos cuando llenen ese

objeto, y dejaremos el de observaciones cuando no tiendan mas que a
aclarar 6 ensanchar el radio de la ciencia.

19 Todo el resto o demas partes de una obra cientifica que .irve

para la trabazon y enlace de las verdades fundamentales o principales
que la constituyen, se llama en general fondo de doctrina.

Ciscar.



CURSO DE MATEMATICAS.

TRATADO PRIMERO.

ARITMETICA INFERIOR Y SUPERIOR

LIBRO PRIMERO.

ARITMETICA INFERIOR.

CAPITULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

20. Aritmética es la ciencia que trata de la cantidad expresa-
da en nameros. Llamamos inferior & la parte de ella més usual
y conocida, para distinguirla de la que lo es ménos, y que,
componiéndose de materia més elevacla, le conviene ei nom-
bre de superior.'

21. Nuamero es la expresién genuina de una cantidad, con
relacién & las partes iguales 6 semejantes, reales 6 imaginarias, en
que se divide 0 puede considerarse dividida.

UQ grupo de arboles, que es una cantidad de arboles, pero de magnitud inde-
terminada, si se examinay se ve que consta de un arbol, otro arbol y otro arbol,
cuyo conjunto, como después veremos, se llama tres, se tendra que tres arboles
es un mimero de arboles, asi como antes de contarlos 6 numerarlos eran sélo
una cantidad indeterminada de arboles. De esta consideracion se deduce que lo
mismo sera decir que tres arboles es uu nimero de arboles, que una cantidad
de arboles; y en ese sentido de cantidad determinada se emplean indistintamente
los nombres de nimero y cantidad. No puede decirse lo mismo relativamente a
numero y cifra 6 guarismo, pues aunque las cifras numeéricas se llamaa vulgar-

mente numeros, ya veremos que la mayor parte de los ndmeros constan de
muchas cifras.

22. Unidad es cualquier cosal objeto que tenga iguales 6 se-
mejantes, considerado’ s6lo; y mas especialmente cada una de las
partes iguales 6 semejantes en que real 6 imaginariamente se halla 6
considera dividida una cantidad y sirve de medida al nimero.

En el grupo dé arboles, un arbol es la unidad que sirve para contarlos y con-
eriir la cantidad indeterminada de arboles en el nimero 6 cantidad determina-
n y evidentemente uno de esos arboles constituira también una

camiliad determinada y consiguientemente un namero.

23. Los numeros pueden ser absiraclos ¢ concretos; y unos y otros se



dividen en enteros, quebrados, mixtos y quebrados de quebrados; y los-
concretos se dividen ademas en complejos € incomplejos, 0,sean simples

abstracto es aquel en el que no se determina la especie
de la unidad & (lue se refiere, y concreto cuando se especiiica la unidad.

se dice tres se entiende tres cosas ~ p,. , 5« o&ieto Duede ser, por ejemplo, el saber
eneSiinn lofSulos  no 9o porel Algebra, *"«hastaj Arilmética, como podemos ya
&Tf’ﬂer(ﬁl’m’estas indicaciones sobre los Numeros abstractos. .

25  Numero entero es el que se compone de unidades enteras o com-
pletas Y numero quebrado 6 fraccion es el gne expresa partes de la unidad
I que se refiere; y que en muchas ocasiones, refiriéndose a otra, el que-
brado se convertiria en entero.

26. Namero mixto es el que se compone de entero y quebrado.

Trs pesetas y media es un nimero mixto. -i A

27. Quebrado de quebrado es el que expresa quietes, «o de la unidad
¢ que se refiere, sino de una parte de ella.

Un tercio do media peseta es un quebrado de quebrado. ] i

28  El numero concreto se llama complejo, si se compone de unidades
de direretile magnitud, pero de la misma naturaleza; y se llama incom-
plejo, cuando sélo consta de unidades concretas, iguales 6 semejantes.

Tres pesetns y tres reales tjs un conspleio.

29  El ntmero, finalmente, con relacion a la forma de su expresion
escrita, se llama digito, cuando puede expresarse con una sola cifra; y en
otro caso se llama compuesto de dos, tres ¢ tantas cifras, segin el mime
(le ellas que se necesita para expresarlo, 6 Indigtto, polidtgilo, etc.

130. Aritmética no puede hacer verdaderamente con tos nimeros
mas gxicWe's coStiNi bXfreStrrlos, componerlos ~descomponerlos.



CAPITULO 11.

NUMERACION.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIAMMARES.

31. Numeracion se llama la parte de la Aritmética que ensefia
a expresar los numeros; como los numeros pueden expresarse
de palabra y por escrito, hay numeracién oral y numeracion
escrita.

La mimeracion ensefia, pues, & hacer una de las tres cosas Unicas
que liemos dicho que la AritmiHica puede hacer con los nimeros (50).

ARTICULO 1I.

NUMERACION ORAL.

32. Lanumeracion oral ensefia a expresar de palabra los nimeros que
determinan la magnitud de las cantidades; mas como estas pueden ser
sumamente grandes y sus partes numerosisimas, ha habido necesidad de
inventar un sistema por el que, con pocas palabras, sespuedan expresar
todos los nimeros imaginables.

33. Las palabras inventadas para la numeracién, son: uno, dos, tres,
cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, veinte, ciento, mil y millén; con
las que, y bien visibles modilicaciones de ellas, se lia conseguido lo que
se deseaba, en virtud de las siguientes convenciones:

34. Se haconvenido, pues, en que el agregado de unoy uno se llame
dos. El de dos y uno, tres. El de tres y uno, cuatro. El de cuatroy uno,
cinco. El de cinco y uno, seis. El de seis y uno, siete. El de siete y uno, ocho.
El de ocho y uno, mteve. Y el de 7iueve y uno, diez. ‘

35. Se haconvenido también en que el agregado de nueve y uno, no
solo se llame diez, sino que esas diez unidades, que primeramente se
cuentan, se llamen simples, y su conjunto i/iez constituyan una unidad
de segundo orden, llamada decena; contandose después por decenas y uni-
dades, diezy uno, diez y dos, etc.; pero por unairregularidad de lengnajQ,
a diez uno, se llama once; a diez y dos, doce; a diez y tres, trece; a diez 'y
cuatro, catorce; a diez y cinco, quince,scontinuando después regiiiarniente
diciendo: diez y seis, diez y siete, diez y ochti y diez y nueve.



mi6  Desoues por lo convenido , de que cada diez unidades simples
forafeii una toenl diez y nueve y uno, deberia expresarse por dos
dieces 6 decenas; pero se ha convenido en usar otra de las palabras n-
vSas vy sedice continuando después mas regularmenle lla-
mando a'tres dieces tremia, & cuatro cuarenta, a cinco ciiicueiilo, & seis
sesenta 4 siete setenta, a ocho ochenta, & nueve noueiito/ conUmtlose, pol-
lo tanto veinte y uno, veinte y dos... vemte y nueve, treinta, treinta y uno,
nuovl cuarenta.. cincuenta, noventa.. y noventa

‘37  Anélo~amente & lo convenido para consUluir las decenas con
dier«nidades le ha convenido en que niventa y nueve y uno que com-
nonen diez decenas, no sélo se llamen ciento, sino que constituyan una
unidad de tercer orden llamada centena, contandose por centenas, dece-
nas vunfdrdes de una mane bastante regular, diciendo: ciento, ciento

unorimto gos....ci nto meeve, . o X tsinme L
clento treinta... "ciénto noventa... ciento menta y nueve, sin mas lire~u a

SurreiaTt'rte'd rem itir paralasdecenasy cc,-
teifa® se coZro’é (qle cada diez centenas coii.pus e™n «»amuidad ~
cuarto orden llamada millar, y se conto mil uno,

y nuiwe. Y conviniendo también
Ilirp&rommisiesen una decena de millar, cada diez decenas Ue miiiai una
Llena de millar, cada diez decenas de LubL LI
nes «na decena de millén, y ana oganien e ff
millon, decenas de millar de millon, eentmas de i,
ttofPn'i de billon etc., se completo el sistema que, con lo expues
coinnrendera cuan facilmente permite que se puedan expresar todos los
nunferos imaginables (no sélo basta billones, sino tnllones, cuadnlip-
nes, etc.), con"nuiy pocas palabras.

39 Escolio. Convenido en que diez unidades simples com-
nono-an una decena, cada diez decenas una centena,
Sente consecuengia,que eada decena " "
simples, cada centena diez decenas o
cada millar diez centenas, cien decenas o mil unidades sim
ules- y por lo tanto y por ejemplo, tres mtl trescientos treinta y
ires UNpuede decir que se compone de tres millares, tres cen
tenas, tres decenas y tres unidades;

y tres centenas, tres decenas y tres unidade., y también d
trescientas treinta y tres decenas y tres unidades.

40  Este sistema de numeracion se llama decimal, 6 mejor todavia
decenario p décuplo, pues aquel nombre se emplea mas comunmente para
"'m a denumeracion | ciertos quebrados que después conoceremos.

TAl T™niaPra décuvlo sienifica diez veces mayor, y la decimal diez veces menor,
por forgue «naTo“S PUN  aPhearse al sistema que se acaba de explicar, pues

N

es



si, por ejemplo, cada decena es diez veces mayor que la unidad simple, cada
unidad simple es diez veces menor que una decena; pero con relacién & la misma
unidad simple, las unidades de otros érdenes son mayores que ella y, por lo
tanto, conviene al sistema explicado el nombre de décuplo, y al de unidades me-
nores que la simple el de decimal.

Ol ervacion. Posible seria, después de conocer la ingeniosa combinacion del sistema expresado,
establecer otro semejante, pero de condiciones todavia mas ventajosas, por ejemplo, el de docena» en
lugar de decenas, cuya superioridad apreciaremos mejor en otra parte; pero estando las mateméticas
tan generalizadas, una innovacion tan radical causarla gran perturbacion en la republica de las
ciencias, que no compensaria las ventajas del cambio. Ademas, que si el cambio no lo aceptaban
Lorgi%sélrgglnacmnes, las matematicas perderian una de sus principales ventajas: el tener una escritura

ARTICULO I11.

NUMERA.CION ESCRITA.

41. Numeracion escrita se llama la parte de la Aritmética que ensefia
aescribir todos los nimeros imaginables, por grandes que sean, con muy
pocos caractéres llamados cifras ¢ guarismos.

42. Las cifras de que se vale la Aritmética para expresar los nime-
ros, se ha convenido sean las siguientes;

12345678 0y o0

43. Las nueve primeras cifras, cuyos nombres son los asignados en
la numeracion oral & las unidades simples uno, dos, tres, etc., se llaman
cifras significativas, porque se les ha dado la significacién 6 valor que indi-
can sus nombres; y la Gltima, 0, que se lee cero, se llama no significativa,
porque no se le ha dado valor absoluto ninguno, y equivale & nada.

44 . Para escribir con esas diez cifras todos los nimeros, por grandes
gue sean, se ha convenido en asignarles dos valores; uno absoluto, que
es el que indican sus nombres, y otro relativo al lugar que cada uno ocu-
pa con relacion a otras. La primera, pues, de la derecha de dos 6 mas
escritas en linea, tiene el valor relativo igual al dicho absoluto de unida-
des simples, la segunda el valor relativo de decenas, la tercera el de
centenas, la cuarta el de millares, la quinta el de decenas de millar, la
sexta el de centenas de millar, la sétima el de millones, la octava el de
decenas de millén, etc., etc., siempre contando de derecha & izquierda.

45. El cero, que, como va dicho, no tiene valor absoluto ninguno, lo
tiene relativo en el sentido de que se ha establecido que diga que no hay
unidades del orden correspondiente al lugar que ocupa.

46. Para escribir, pues, cualquier nimero con las diez cifras expresa-
das, no hay que atender & otra cosa sino & que todas las unidades de diferente
ordm que contenga y se expresen por el sistema establecido en la numeracion
oral, estén representadas por cifras significativas, colocadas en el lugar cor-
respondiente gue se acaba de sefialar; y & que el cero ocupe los lugares en que
nopueda haber otra cifra significativa, por carecer el niUmero propuesto de la
clase de unidades correspondientes & aquellos lugares.

Para escribir el nimero veinte y siete, que evidentemente se com-
pone de dos decenas y siete unidades simples, se pone 7 en el lugar de las
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UQidades v 2 ea el de las decenas; pero siguiendo la costumbre de escribir todo
de izauierda & derecha, se pone primeramente el 2y & su derechael lo que,
lejos de ofrecer dificultad & la practica, la facilita, pues que al expresar los nu-
meros oralmente, se nombran antes las unidades superiores que las inferiores.

Para escribir trescientos veinte y siete, cuyo nimero consta do 3 centenas, 2°"enas y ? ~ada-
des se escribe 327. Para_escribir tres mil cuarenta, cuyo numero consta de 3 . .
centena | decenas v ninffuna unidad simple, escribiremo$ 3040. Para escribir setenta mil ochocientos
cua?0 cuvonS”~constido7” millar, ningdn millar, 8 centenas, ninguna decena y 4
untdades simples, escribiremos 70804. Finalmente, para escribir treinta millones treinta mil treinta,
escribiremos 30030030.

47. Observacion.  Sabiendo escribir ya los nimeros, se podra com-
prender mejor el escolio 59, pues, por ejemplo, 5533 veremos claramente
que se compone, como alli dijimos, de 3 millares, 3 centenas, o decenas
vy 3 unidades (el adjetivo simple se sobreenlieiide siempre), o de
lenas, 3 decenas y 5 unidades; 6 de 353 decenas y 5 unidades; o 0333
unidades simples.

ARTICULO 1IV.

LECTURA. DE LOS NTOfEROS.

48. Reala. Para leer mimeros compueslos de dos 6 tres cifras, basta
tener presentes las convenciones expresadas sobre la numeracion oral y escrita;
pero cuando los 7iumeros constan de muchas cifras, conviene, para hacer facil
la lectura, dividirlos con puntos en porciones de & tres, empezando por la de-
recha y sin reparar en que la Gltima porcién de la izgmenla sea de dos cifras®
6 de una cifra sola. Ademas, bajo el punto de la segunda divisién se pondra
de pequefio tamafio un d, bajo el punto de la cuarta division un  efe. tn
seguida se leeran cada tres cifras como si estuviesen solas, diciendo mil al lle-
gar a cada puni6 solo (siempre que siquiera alguna cifra déla subdivision sea
significativa), y diciendo millones al llegar al punto que tiene debajo un 1,
billones al 2, etc., siempre que alguna de las cifras de la division sea signifi-

cativa. .
Biemplo. 7090004006780 sedividira
primeramente 7.090004000,7 80 vy después

como se vé 720 9000 4%[0 00,780 leyéndose

siete billones, noventa mil, cuatro millones, setecientos ochenta. No expresan-
dose la palabra mil al llegar al punto Gltimo de la derecha, porque ninguna de
las tres cifras de la subdivision es significativa,

V para leer 7000000700700 se dividira

do este modo 7.20 00,0 0047 00,700 vy se leerd
siete billones, setecientos mil setecientas unidades simples, no diciendo millones
al llegar al | porque le preceden seis ceros.

49. Para no equivocarse al escribir nimeros grandes dictados, con-

viene, segln se van escribiendo, ir poniendo las sefiales o divisiones
expresadas parala lectura.

Hiemvio Si Porejemplo, se dicta ocho millones, cuarenta y cuatro mil ochocientos nueve, en se-
gufdaliSe se escribe el 8 para expresar las unidades de mill6n, se pone & su derecha el puntoy el»
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correspondiente, en esta forma; 8. Al oir que después de dictar ocho millones, se dicta cuarentay

cuatro mil sin expresar nincuna centena, se le afiaden al 8 las tres cifras correspondientes do este
modo: 8,014, y al terminar el dictado con las palabras ochocientos nueve, se concluye de escribir
el nlmero 8044,809, cuyas sefiales para la lectura habran facilitado mucho la escritura.

ARTICULO Y.
NUMERACION ROMANA.

50. El sistema de la numeracion romana es el mismo décuplo expli-
cado, y la oral es por lo tanto la misma expuesta; pero siendo diferente
la escrita, y siendo su conocimiento conveniente, no sélo para entender
ciertas inscripciones antiguas, sino también para leer nimeros que se
escriben aun por ese sistema, comason los de los capitulos de los libros,
los de las paginas de los prélogos y las fechas de la construccién de los
edificios inscriptas en sus fachadas; daremos de ella aqui una sucinta
idea, aunque mejor cuadraria después de !a adicion y sustraccion, sino
fuera porque suponemos sabida la Aritmética practica;, pero en caso
contrario resérvese este articulo.

51. La numeracion romana escrita se vale de las cifras siguientes,
con los valores absolutos que se expresan:

1 v X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

52. Para expresar con esas siete cifras todos los niUmeros imagina-
bles, se convino que cada una de ellas tuviera el valor absoluto expresa-
do; pero que cuando estuvieran varias en linea, el valor de cada una fuera
disminuido por el de la anterior 6 el déla izquierda, si fuera menor, laque
perderia el suyo absoluto. Asi, después de X el V, forma el nimero 15,
porque X es mayor que V; pero X delante de L forma el nimero 40, por-
que a las 50 de L les quila 10 de valor la X, como menor. Analogamente
Vni vale 8, y IV vale 4.

Para expresar numeros muy grandes se modifican Ilgeramente las
mismas cifras expresadas con una, dos 0 tres rayitas superiores, que les

hace valer mil, millon, etc. D vale 500,000 y C 100.000,000.

53. Los numeros romanos principales y sus equivalentes, son los
que expresa la Tabla | de las auxiliares de la Aritmética, que aparecen
al fin de este tratado, primero de Matematicas.

ARTICULO VI.

CONSECUENCIAS IMPORTANTES DE LO CONVENIDO EN LA NUMERACION.

54. Lema. Todd nimero, al que sele agrega un cero a la de-
recha, se le hace diez veces mayor, cien veces si se le agregan dos
cerosy mil veces si el aumento es de tres ceros, etc.
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Porque, en el primer caso, la cifra que representaba unidades sim-
ples, pasa & representar decenas, que son diez veces mayores que las
unidades (55); la que representaba decenas pasa a representar centenas,
diez veces mayores que las decenas; luego lodaS, y cada una de las partes
del niamero, se hacen diez veces mayores, y como es un axioma que lo
que se hace con las partes, queda hecho con el todo, el nimero de que se
trate quedara hecho diez veces mayor. Y como de una manera analoga
se demostrarla el por qué un namero se hace cien, mil, etc., veces mayor
agregandole dos, tres, etc., ceros & la derecha, el lema es general, y la
verdad que encierra queda demostrada.

55. Lema reciproco. Todo numero terminado en ceros, al
que se le quite uno, se hace diez veces menor; cien veces si se le qui-
tan dos; mil, si son tres los ceros suprimidos, etc.

Porque analogamente & lo demostrado en el anterior lema, aunque en un
sentido inverso, al suprimir & un nimero un cero, la cifra que representaba de-
cenas pasa a representar unidades, que son diez veces menores que las decenas;
la que representaba centenas, pasa & representar decenas, diez veces menores que
las centenas, etc.,; y hquendose todas las partes del nimero diez veces menores,
el namero quedara evidentemente hecho diez veces menor. Y como lo mismo
se deraosiraria relativamente a la supresion de dos 6 mas ceros, el lema es ge-
neral, como el antei'ior y queda demostrado.

56. Lema. Uno 0 varios ceros d la izquierda de los nimeros no les da
ni les quita valor (tratdndose de enteros, por lo que después sabremos).

Porque las cifras significativas del nimero y los ceros intermedios que puede
haber con ellas, seguiran con el mismo valor relativo, y los ceros, no teniendo
valor absoluto colocados 4 la izquierda, no diran mas que lo que es muy innece-
sario que digan: que el nimero no tiene unidades de érden superior a las expre-
sadas por la altima cifra significativa de la izquierda.

E]elzmplos 37 es diez veces menor que 370, y viceversa, 370 diez veces mayor que 37, y este
igual 4 03

ARTICULO VII.

DEMOSTRACION DE LA NUMERACION.

57. Aunque se dijo (5), que en las matematicas todo es susceptible
de demostracién, no hay regla sin excepcién; y ya desde luego .se indicé
(8) la de los a.xiomas, que son indemostrables por su misma evidencia; y
jiebid afiadirse las de las definiciones, que tampoco se prestan facilmente
a la demostracién, 6 la llevan en si envuelta si son exactas, aunque la
tengan aquellas que & la vez son enunciados de problemas generales.
Pues semejantemente & los axiomas y a las definiciones, no admiten ver-
dadera demostracion los principios que se establecen convencionalmente,
y que una vez establecidos y no oponiéndose & una verdad conocida (en
cuyo caso serian absurdos), adquieren el caracter mismo de las definicio-
nes y aun de los axiomas, porque ya son verdades evidentes é indemos-
trables.

58. La numeracion, pues, siendo un sistema combinado de convenciones
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establecidas con objeto de expresar los numeros bien y facilmente, no admite
demostracion; pues la Gnica que podria darse, seria la explicacién del sistema.
Y analogamente tampoco puede en realidad demostrarse gue 2y 3son 5, sino di-
ciendo que habiéndose convenido en que el agregado de 1y 1se llame dos, y
al de 2y 1tres, y al de 3y 1 cuatro, y al de i y 1cinco, Sse compone de 2, que
esly ILyde3queesl y 1yl

ARTICULO VIILI.

J3JERCICIO SOBRE LA NUMERACION.

59. Escribense los nimeros siguientes y otros parecidos:

Quince. Cuarenta y cuatro. Setenta'y nueve. Ciento y uno. Setecientos nueve.
Ochocientos ochenta. Cinco mil cuatrocientos veinte. Seis mil setecientos ocho.
Cuatro mil cuarenta. Nueve mil nueve. Veinte y dos mil setecientos ochenta y
cuatro. Treinta rail cuatrocientos. Ochenta mil ochenta. Novecientos cuarenta
mil doscientos cuatro. Setecientos mil setecientos siete. Novecientos mil nuéve.
Ocho millones cuatro mil ochenta. Treinta millones treinta mil treinta. Cincuen-
ta millones y cinco. Nueve trillones cuatro mil millones setecientos ochenta y
nueve mil cuatrocientos cuarenta y cuatro.

Y en ndmeros romanos los siguientes:

~Ocho. Nueve. Doce. Catorce. Diez y siete. Diez y nueve. Veinte y cuatro.
Veinte y seis. Treinta. Treintay cinco. Cuarenta y dos. Cuarenta y nueve. Cin-
cuentay cinco. Sesenta y nueve. Setentay cuatro. Ochenta y dos. Noventay
nueve. Ciento uno. Ciento veinte y cuatro. Quinientos ochenta. Novecientos
quince. Dos mil uno. Tres mil diez. Cuatro mil quince. Cinco mil ochocientos
nueve. Ocho mil ocho. Un millén y diez y ocho. Dos millones tres mil ocho-
cientos cuarenta.
Léanse, dividiéndolos préviamente en periodos, los nimeros siguien-
tes y otros pareddos:

Ib 80 102 770 909 2450 7080 99009 50005 700008 9000000
4000B0O 7094U4 55000070 8888888 9000009 28043057 500900700
705000080 4507840905070 10008000700040 70000004007000
50070000007000.

VIV. vm XV XIX XXXII xIvi Ixxxiv mcclix mdcxg mcm
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CAPITULO I,

ADICION Y SUSTRACCION DE ENTEROS.

ARTICULO PRIMRRO.

PRELIMINARES.

60. Adicion dsuma se llama el problema por medio del que,
dados dos 6 varios numeros, se quiere averiguar el valor de otro
equivalente a todos ellos juntos.

Los nimeros dados, 6 dalos, se llaman sumandos, vy el resultado suma.

61. Sustraccion 6 resta se llama el problema por medio del que,
dada una suma y uno de dos sumandos, se quiere averiguar el valor
del otro sumando.

O lo que es en Arilmélica lo mismo, bailar la diferencia entre dos
numeros desiguales, 6 quilar el menor del mayor de ellos.

El nrimero mayor que representa la suma se llama minuendo, el me-
nor, ti que representa el sumando conocido, sustraendo, y el resultado
resta, exceso ¢ diferencia.

68. La sustraccion es, por lo tanto, una operacion inversay regresiva de la
adicién, como veremos mejor en los articulos siguientes, siendo ésta una com-
posicion de nimeros y aquella una descomposicion; y como solo tres cosas diji-
mos (30) que puede hacer la Aritmética con los nimeros, que son expresarlos,
componerlosy descomponerlos, y el expresarlos no es una verdadera operacion,
podemos ya sospechar que la adicion y la sustraccion son las dos operaciones
fundamentales do los nimeros, y que todas las demas no son mas que modifi-
cacion de ellas. Sin embargo, por alguna diferencia esencial que hay entre ellas,
y alguna de sus modificaciones cuando no se trata de nimeros enteros, se admi-
ten como operaciones principales de la Aritmética las llamadas cuatro reglas,
gue son: adicion, sustracciéon, multiplicacién y division.

63. El signo para indicar la adicién es que se lee mas, y se llama
signo positivo, el cual se coloca entre cada dos sumandos, 6 sea prece-
diendo & cada uno de ellos, & excepcion del primero, que no se le pone
por innecesario y sobrentenderse.

El signo para indicar la sustraccion es — , que se lee menos, y se lla-
ma signo negativo, el cual se coloca delante del sustraendo, 6 sea entre él
y el minuendo si estan en linea.

El signo para indicar el resultado, tanto de la adicion, cuanto de la
sustraccion, y aun de lodos los problemas y operaciones de las malema-
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ticas, es --, que se lee es igual &, y se llama signo de igualdad, y se co-
loca delante del resultado. T il
64. EI S|gno de |gualdad no solo sirve para indicar el resultado de
un problema ii operacion, sino también para expresar la igualdad de dos
expresiones numeéricas, aunque no lo parezcan por no ser idénticas.
2 H- 5= 4 -t- 1 dice que las expresiones numéricas / yf- n y
4 -f- 1 son iguales, aunque nolo parecen,como 5 = 5, que son idénticas.

La expresion de dos cantidades separadas por el signo de igualdad,
se llama una igualdad, y primer miembro todo lo que precede al signo, y
segundo miembro lo restante; llamandose términos de la igualdad o de sus
miembros las cantidades separadas por el signo positivo o el negativo, y
no por ningun otro de los que conoceremos.

La propiedad fundamental de una igualdad, y que aunque es axio-
matica, es de gran importancia y aplicacion, es que no se altera aunque
& sus dos miembros se les afiada o quite una misma cantidad, o aunque
con ellos y un mismo nimero se baga una operacion cualquiera, como

después apreciaremos mejor. »

Asi 3+2 = 4+ 1 estanisualdadcofflo 3+ 2+1 =4 + «+ 1ycomo 3+ 2 1 =4+ 1- l y
el doble de 3+ 2esigualalde4+1.

Las igualdades se simpliiican verificando las operauones que indican
los signos de sus términos, y desde luego podemos ver una muy evi-
dente, -f-1__ 1= 0, y por lo tanto 5H-2 — 1= 4 -h|1—1, es lo mismo
que 5-1-2 — 1= 4.

También hay desigualdades que se expresan con el signo> o<, queseilaina
mayoria 6 minoria, diciéndose 4> 3, cuatro es mayor que 3, 0 3< 4, tres es

™ Tas Soptedades de las desigualdades no son exactamente lasmismas que las
de lasi®uafiades; pues si bien una desigualdad permanece siendo tal, cualquie-
Ti itue sea la operacion . igual que con un mismo numero se baga con sus dos
SiemLos, el grado de la desigualdad podra variar si la operacién no es suma o

reata®c o N 3 e?desiguaidad, como b> 4; pero 8> 6 ofrece una diferencia de 2
unidades, que no ofrece 4> 3. /

articulo Il
ADICION DE NUMEROS ENTEROS.

65. EI problema general de la adicién de numeros enteros
se divide en dos generales también, cada uno de los cuales
tiene su correspondiente solucién 6 regla, que, aunque supo-
nemos saberse por la aritmética practica, diremos que son
sumar numeros digitos y sumar nimeros compuestos de dos 0 mas

66 Regla 1.” Parasumar ndmeros digitos, puede operarse primera-
mente con dos, descomponiendo el uno en las unidades que contiene, g agre-
gandola una & una al otro dado como quien cuenta; y una vez leunulos dos,



descomponer en unidadesolro, yproceder de ummanera analoga con 6él: y su-
cesivamente del mismo triodo con lodos los sumandos.

~ Este método, aunque seguro, y al que se suele recurrir & veces, es pesado 0
impropio de la ciencia, por lo que lo sustituyen hasta los nifios de escuela, con
el conocimiento de la suma de todos los nimeros digitos entre si, que se aprende
por medio de una tabla & propésito para grabar dichas sumas en la memoria. Y

sabidas las sumas de los nimeros digitos entre si, con la practica muy facilmente
se van aprendiendo las sumas de los compuestos de sumar dos 6 tres digitos con

otro digito.
67. LaTabla Il dejas auxiliares de esta Aritmética, puede servir para el ob-

jeto; pero aunque de invencion ingeniosa, no es tan a propgsito como la que se
usa para,nifios, que dice: dosy dos, son cuatro, dosy tres, cinco, etc.

La construccion de la tabla citada es muy faC|I y se comprende con sélo ins-
peccionarla; y su uso también es muy sencillo, pues los nimeros de las cuadri-
culas de la columna superior horizontal y los de la vertical primera de la iz-
quierda, representan los sumandos, y los numeros de las cuadriculas de intercep-
cion sefialados por los sumandos ofrecen las sumas. Asi 7y 9 se ve que suman
-G, lo mismo que se tome el 7 en la columna superior, y el 9 en la de la izquier-
da, que al contrario. Y y 5, aunque la suma no la da la tabla, como dice que

by 6son LI, evidentemente IGy 5 son 24, etc.

68. Regla 2. Vara sumar dos 6 nuis nimeros compuestos de dos 0
mas cifras, se colocan todos los sumandos, los unos debajo de los otros, de ma-
nera que las unidades queden bajo las unidades, las docenas bajo las dece-
nas, etc. y se lira por debajo una raya horizontal, En seguida se suman las
unidades simples de lodos los sumandos por la regla 1 vy si la suma contiene
sélo unidades simples, se ponen debajo de las de los sumandos. Si contiene de-
cenas y unidades, se ponen estas debajo de las unidades, y se guardan las de-
cenas para afadirlas & la suma de las decenas. Y si contieno decenas sola-
mente, se pone coro en el lugar de las unidades, y se guardan las decenas para
agregarlas a la suma de las decenas. Después se suman las decenas de lodos
los swiiandis, y d la suma se le agregan las que hubiera producido la suma de
las unidades. Si el compuesto se compone de sdlo decenas, se ponen debajo de
las de los sumandos; si decenas y centenas, se ponen las decenas debajo de las
do los sumandos, y so guardan las centenas para agregarlas & la suma de las
cetlienas; y si se compone de centenas solamente, se pone ceroen el lugar de las
decenas, y las cenlems se guardan para agregarlas a las centenas. Y anéloga-
mente se suman las centenas y domas unidades superiores que tengan los su-
mandos, y el nimero que resulte debajo de la raya, serd la suma de los nime-
ros dados.

69. Observaciéon importante. A veces la suma de las unidades de al-
guna columna, da, no solo unidades de 6rden superior inmediato, sino
alguna de orden mas elevado (cosa que suele aturdir al principiante); pe-
ro del mismo modo que si una suma de unidades simples produce 25,
gue por la numeracién sabemos que se compone de 2 decenas y 5 unida-
des (59), si la suma fuera 123 se compondria de 42 decenas y 5 unidades,
y esas 12 decenas luibria que guardarlas para sumarlas con las decenas:
no habiendo ningdn inconveniente en agregar a la suma de las decenas
solo 2 y guardar mia centena para agregarla ala suma de las centenas;
pero este proceder esta méas sujeto U equivocaciones, porque la suma de
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decenas producird probal)leniente algunas centenas, y habria que afadir
& la suma de centenas dos cantidades.

Ejemplos de adicion.

22 53 22 -
1! 787 2.° 569 5" 704
+ 59 -h 549 -f- 5088
-h 550 -h 9709 -f- 4050
-1- 7409 -H 708 -1- 7089
= 8805 = 11555 =rlG951

Explicacion. Omitiendo las palabras queso usan para ejecutar las operaciones, porque supone-
mos que_se lian aprendido por la Aritmética préactica de la primera ensefianza, diremos que en el
Enm_er ejemplo sumamos las unidades simples de lodos los sumandos y obtuvimos 25, que componen

unidades y 2 decenas, por lo que pusimos 5 debajo de las unidades &le los sumandos, y guardamos
las 2 decenas para afiadirlas U lasuma délas decenas; escribiéndolas, desde luego, encima para no
olvidarlas, y no tener que repetir todas las sumas parciales, en el caso de que nos equivocasemos en
alguna. En seguida sumamos las decenas de los sumandos y obtuvimo-s 18, que con las 2 resultantes
de la suma de unidades nos di6 20, que se compone de 2 céntenas y ninguna decena; pusimos u en
el lugar de las decenas, y guardamos las centenas para afiadirlas & la suma de las centenas. Sumamos
después las centenas y encontramos 18. que componen 8 centenas y | millar, por lo que pusimos jas
8centcnas en el Iulgar de lag centenas, y guardamos un millar para‘agregarlo a la suma de los milla*
res; y como esta solo nos di6 7, con el resultante de las centenas produjo 8 millares, que escribimos en
el lugar de los miliares; obteniendo asi, por suma total, 8803, o L

De una manera igual obramos en el segando y tercer ejemplos, de inatil explicacion.

70. Demostracion. Como por las prescripciones ile la regla se redinen
todas las unidades simples de lodos los sumandos, todas las decenas, cen-
tenas y demas unidades superiores, se rednen evidenlemenle todas las
partes de todos los sumandos; y como es un axioma que lo que se hace
con las partes queda hedi6 con el todo, el nimero resultante delie ser
siempre la suma exacta de lodos los sumandos.

La colocacién de los datos, rayas, etc., en este y todas las operaciones, son para claridad y evitar
equivocaciones.

71. La prueba de la adicion, ¢ sea la operacién por medio de la que
se comprueba la suma, o se ve si esta bien liecba, es su repeticién en
sentido inverso, 6 sea de abajo para arriba; pues seria muy raro que
cualquier error de la prueba compensase otro de la suma. Asi, pues, si
la prueba estd conforme con la suma, es sefial casi segura de que esta
estd bien becba. Si hubiera desconformidad entre ambas, quedara la
duda ilc cudl de las dos estd bien becba, y no habra otro medio, para
salir de ella, que repetirlas con mucho cuidado.

72. Otra prueba admite la adicion, poco 6 nada usada, porque es mas dificil
6 pesada que ella. Consiste en sumar todos los sumandos menos uno, y esta
suma restarla de la total, y ver si da por resultado el sumando que se desaten-
did, que seré sefial de que’la suma estuvo bien hecha.

73. Los numeros concretos se suman lo mismo que los
abstractos, si bien es indispensable que sean homogéneos, si
la suma ha de ser de la especie de ellos.

Es indudable que se pueden sumar 3 soldados y-i pastores, s lo que se pretende saber es cuan-
tas personas componen; pues se prescinde del género soldado y del género pastor, y se atiende &
una circuiislancia que les es comun, y atendiendo & la que pueden considerarse homogéneos. Pero
es evidente que si se desea saber cuantos soldados son los quehav on un campamento, donde se ven
2300 de ellos y 363 paisanos, no podra decirse que hay 2853 soldados ni paisanos, sino personas. He-
chas oslas consideraciones sobre los casos en que una suma de nimeros concretos heterogéneos es
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soluble, no nos debe quedar la menor duda en que para sumar concretos deben ser los sumandos
boraogéneos, como hemos sentado; pues los casos indicados no vienen a ser mas que sumandos de

heterogeneidad desatendida ¢ sustituida por una homogeneidad verdadera. Es aquello del csUi-
dianlc que dijo que 5libras de azlcar, 2 de cacao y 1 decanela, sumaban 8 de... chocolate.

ARTICULO III.

SUSTRACCION DE NUMEROS ENTEROS.

74. EI problema general de la sustracciéon de nimeros
eenteros, se divide en dos también generales: restar un name-
ro digito de otro digito 6 compuesto de dos cifras; y restar un
numero compuesto.de dos é mas cifras de otro de igualé
mayor namero de ellas.

Antes de dar las dos correspondientes reglas, tenemos que dejar sentado el principio siguiente.

75. Lema. La diferencia entre dos nimeros no varia aunque
a ambos se les afiada 6 quite una cantidad igual.

Porque se desprende de la definicion; pues' al agregar,
por ejemplo, 3 al niumero mayor & minuendo, se alejaré,
digamoslo asi, en valor 3 unidaties del sustraendo; y al afadir
& éste 3, se acercara su valor 3 unidades al minuendo, por lo
gue seguiran diferenciandose lo mismo; y lo propio sucedera
si & ambos se quita cualquier cantidad.

76. Reglal.° La siisiraccmi 6 resta de un nimero digito de otro di-
gito 6 compuesto de dos cifras, se hace de memoria, por el conocimiento de
una tabla a propésito que puede ser la de la adicién (// de Jas auxiliares). Y
también puede hacerse esta operacion de una manera analoga d la expresada

en laregla 1 de la adicidn, 6 sea quitando al minuendo una por una todas
las unidades que tenga el sustraendo.

77. La tabla de la adicion puede, como hemos dicho, servir para aprender
las diferencias de lodos los nameros pequefios entre si. Para ello no ha”™nias
que buscar en las cuadriculas centrales un namero igual al minuendo, si éste
fuese menor de 20;y en la columna superior horizontal é en la vertical, primera
de la izquierda, un nimero igual al sustraendo, y el correspondiente a la otra
columna sera la resta. Asi, si ei minuendo es, por ejemplo, 17,y el sustraendo 9,
veremos que la cuadricula que tiene el nimero 47, y que corresponde & la co-
lumna vertical, cuyo namero superior es i), corresponde también & la columna
horizontal, cuyo primer nimero es 8, que es la diferencia entre 47 y 9. Cuando
el minuendo es mayor de 20, la tabla no sirve tan facilmente; pero la practica
facilita su uso, sobre el que so6lo diremos que si tenemos que restar de 37 9, qui-
tando & aquel las decenas que sea necesario, para que resulte menor que 20,
quedan 17, que, por lo antes dicho, la labia da que del 9 difiere 8, al que agre-
gando las decenas que se quitaron al 37, que fueron 2, nos dara*"8, que es la

diferencia entre 37y 9.

«78. Regla2* Pura restar un nimero, compuesto de dos 6 mas cifras,
(le otro de igual 6 magor ?t?imero de ellas (y lo mismo y mas facilmente si el
sustraendo tiene una sola cifra, y mas de dos el minuendo), se coloca el sus-
Iraendo debajo del minuendo, de manera que las unidades queden bajo las
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nnidades, las decenas bajo las decenas, etc. Se tira despUes por debajo ima
rana horizontal, y por la regla 1." se restan las unidades simples del sustraen-
do de las del minuendo, y la diferencia se escribe debajo de las unidades. Se
hace lo mismo con las decenas, y sucesivamente con todas las immades supe-
riores. Si alguna cifra del minuendo fuera menor gue la correspondiente del
siistraondo, se le afiaden 10 unidades para verificar la resta parcial, agregai”®
do i 4 lacifra siguiente del suslraendo, 6 restandolaa la del minuendo. Y,
finalmente, si el minuendo tuviera mas cifras que el suslraendo, considérensele
a éste los ceros necesarios a la izquierda, debiendo al prmero de ellos afia-
dirsele una unidad, si para hacer la resta parcial anterior hubo que agregar
10 unidades & la cifra del minuendo. Y de ese modo se obtendra debajo de la
rana un nimero que sera la diferencia de los propuestos. , , ,

79. Laprueba de la sustraccion se consigue sumando el suslraendo
con la resta, y viendo si da exactamente el minuendo, que sera sefial de
que la operacion esta bien beclia.

A SO. Observacion. Por todo lo dicho, sobre la sustraccion, se compren”
fiue el minuendo debe ser mayor que el suslraendo, no siendo”en caso contrario,
Dosible la resta. Sin embargo, aunque la Aritmética no ensena a restar un nu-
mero mayor de otro menor, debemos advertir que el Algebra hace posible esa
resta aunaue no se trate de.cantidades literales ¢ algebraicas, sino numerales o
aritméticas. Para ello divide todas las cantidades en dos clases positivas, que

positivo, y

negativo, segun que favorecen 6 contrarian el resultado del problema. se
busca la existencia que se tendra, con tantas deudas y tantas reatas, estas seran
las positivas v aquellas las negativas, y al contrario, si se trata de averiguar
cuénta deuda”resultara. Dada esta ligera explicacién, facil sera

un minuendo, por ejemplo, de 3000 rs. de renta se le podra algebraicaraente
restar un sustrLndé de 4000; pues el resultado sera i de deficit 6 deuda™
Tastando el minuendo del suslraendo. Y facil ser4 también comprender que ha\
cantidades menores que O, que son las negativas; pues, en efecto, el que no
tiene nada, tiene mas que el que tiene ~000 rs. de deuda.

Ejemplos de sustraccion.

i 780G457 50740054

— 755554 — 855245

A 7050925 55880780

prueba 7000457 prueba 50740054
" Aa |»e O infixnQ fif* miUar Qvl rmjnUUNUU« Icaiduiua  V iw/
1id st'su4endt ‘a4 la,y. finalmente, pusimos los 7 millones en la resta porque
,,0 i.abia millones n analoga, aunque con alguna mayor complica-
E, elsegundoejemplo,~ que%hiadir% unidad”, y 1 & todas las del
S a ffi indusoc/? que consideramos & la izquierda del suslraendo, y a excepcion de

Simentepc6Sprobamos ambos resultados, segin el procedimiento de la prueba.
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81. Demoslracion. Coino lodo lo que prescribe lareglay se ha prac-
ticado en los ejemplos anteriores no es otra cosa que hallar la diferencia
entre todas las clases, de unidades del sustraendo y las correspondientes
del minuendo, pues en los casos en que & alguna cifra de éste se le afia-
den 10 unidades, también a la de orden superior inmediato del sustraen-
do se le afiade 1, que vale 10 del orden inferior inmediato (55), y por lo
tanto minuendo y sustraendo son aumentados en una misma cantidad, lo
que no altera la resta (75); resulta que la que se halla por la regla, repre-
senta exactamente la diferencia que hay entre todas las partes del minuen-
do y las del sustraendo, y por lo tanto la diferencia délos nimeros pro-
puestos; luego la regla es general, y queda demostrada.

Relativamente & la operaciéon de prueba, diremos que no puede por
menos que servir a su objeto, pues que se funda en la principal y mas
general definicion de la sustraccion (61), pues el sustraendo que repre-
senta el sumando dado, agregado al hallado, debe dar el minuendo, que
representa la suma dada.

82. La resta de los numeros concretos se ejecuta lo mismo que la de

los abstractos, pero deben ser homogéneos.

No se pueden restar ciertamente de 500 pesetas, 80 melones, j; ni aun & semejanza délo dicho 373)
en la suma se puede prescindir tan facilmente de la hetereogeneidad; pues de 30 caballeros sentados
a la mesa, no se pueden quitar 15 sefioras, aunque lo que se pretende sea que en la mesa queden 15

personas, pues no habiendo en la mesasefioras, y si sélo caballeros, es absurdo el pretender quitar
sefioras.

ARTICULO 1V.

EJERCICIO DE SUMAR Y RESTAR NUMEROS ENTEROS.

SS. Pueden los siguientes ejemplos considerarse concretos de la especie que se quiera, pues que
en nada afecta al resultado la naturaleza de los datos, si son homogéneos.

1 754789 10,0 04.7 99
-h 5697 -h 7456989

-h 75988 -h 7959409
56.799 -h 89579

-i- 57498 -h 9899

-h 846098 -f- 989

. 709 9 -t- 7899
489 -f- 095 89

749 9 me 789459
58499 8958495

-h 74999 -f- 8000000O0
899909 -H 29999999

99 45080099
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7545674545789 56G

565475546505975
545478907056,789
7689988883838

500400700500505
— 77888999666747

700800,90 0.00 0,0 00
9988 8000009
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CAPITULO V.

MULTIPLICACION.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

84. Multiplicacién en general se llama el problema por me-
dio del que, dados dos numeros, se quiere averiguar el valor de un
tercero que sea relativamente & uno de los dos dados lo que el otro
es a la unidad.

85. EI mimero que se mnlliJiliGa se llama multiplicando, y el otro
dato por el que se miilliplica se llama multiplicador, y el resultado pro-
ducto; llamandose también los nimeros dados factores del producto.

El signo para indicar la multiplicaciéon es X , que se lee multiplicado
por, y también un punto; sefialdndose el resultado como en lodos los
problemas por el signo de igualdad.

86. Escolio, Como en Aritmética, y especialmente tratdndose de
enteros, el nimero que sea relativamente a uno de dos dados lo que el
otro es & la unidad, debera ser tantas veces mayor que el primero como
unidades tenga el segundo (pues la relacidon de este con la unidad sera
ser tantas veces mayor que ella como unidades contenga), se puede, admi-
tir como suficiente exacta la deOnicion, de que multiplicar es lomar tantas
veces un filmero como unidades tiene otro dado; de cuya definicion han na-
cido indudablemente los nombres de multiplicando, multiplicador y
producto.

87. Observacion. Por la definicién anterior, y aun sin violencia por
lo general, se”comprendera que la multiplicacion es nn caso parlicular
de la suma, en*el que todos los sumandos son iguales, pues que lo mismo
es sumar varios niimbros iguales que tomar uno de ellos tantas veces
como sumandos iguales baya.

Sigue, por lo Unto, en pie la verdad de que con los nimeros no se puede hacer mas que tres
cosas; expresarlos, componerlos y descomponerlos; y sigue tamlGen en pie la verdad, aunque ya in-
dicamos que no es rigorosamente exacta (64j, de que las fundamentales operaciones de la Aritmética
son dos: la adicién y la sustraccion. .

88. Un numero se llama duplo de otro, 6 dos veces mayor que él,
cuando es 6 puede considerarse producto de multiplicarlo por 2, 6 sea
lomarlo dos veces por sumando; triplo cuando pudo resultar de multipli-
carlo por 5; cuadriiplo, quintuplo, etc., se llama un niamero de otro cuan-
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do puede considerarse como resultado de miilliplicarlo por 4, por 5,
etcétera. Y en general se llama un ndmero mdltiplo de otro, cuando el
primero es 0 puede ser el producto del otro por cualquier nimero. E
inversamente, submdltiplo 6 factor se llama el nimero del que otro es
multiplo.

89. Observacion. En la multiplicacion entran & veces mas de dos dalos 6
factores; pero como ese caso en realidad, como después veremos, no es otra cosa
gue varias multiplicaciones en un mismo problema; pues debe efectuarse pri-
mero la de dos factores, y después la del producto resultante de esos factores
conoiro factor, y asi sucesivamente, viene a ser casi lo mismo que si en la sus-
traccion se nos dijese que al minuendo se liabian de restar dos sustraendos,
pues habria que efectuar dos operaciones, ya la de restar uno de’ellos y después
el otro, ya la de sumar los dos sustraendos y restar la suma de ellos del minuen-
do. Pero como los problemas de muchos factores son muy frecuentes, y por ello
alpunas reglas de la multiplicacion se generalizan atres 6 mas factores, hemos
debido explicar lo que en realidad representan.

ARTICULO II. *
PRINCIPIOS TEORICOS SOBRE LA, MULTIPLICA.CION.

Los piincipios tedricos 6 verdades especulativas que no podemos reservar para la Aritmética
superior, son los siguientes:

90. Teorema. EI orden de dos factores no altera el producto.
Esto es, que lo mismo es4 X 3 que'3x4:.

Demostracion. Como- por la segunda definicion de la multiplicacion
(86), y aiin por la principal (84), para multiplicar 4 por 5 debemos hacer
el 4tres veces mayor (porque la relacion tle 5 con la unidad es ser tres
veces mayor que ella), y por lo tanto equivaldria & lomarlo 5 veces por
sumando, tendremos que 4 x5 = 4-1-44-4.Y como lo mismo sera
sumar esos tres sumandos como se hallan, que sumarlos descompuestos
en las unidades que contienen, podremos formar el siguiente cuadro:

+ 4 En el que vemos que la suma de los suman-
dos, sin descomponer, da 42, y la de los mismos,
descompuestos, da .i-h 3-}- 3'h- 3= luego lo
mismo serd sumar 3veces un 4, que cuatro ve-

= 3-h5H-5-f-5= -12 cesun 3 yporlotanto 4X 3= 3X 4.

91. Corolario. EI orden de varios factores que deban formar
un producto, tampoco lo alteran.

Porque si tenemos 4 x 3 x 5, por el teorema anterior jsera igual a
3x 4x 5,y realizando provisionalmente el producto 3 x 4, 6 consi-
derandolo realizado, por el mismo teorema 12 x ” serdigual a 5 ,x i2,
cuyo segundo factor, volviéndolo & descomponer, dara 5 x 3 x 4, cuyo

* Este artieulo cuadrari.i mejor despiies del siguiente, si no supusiéramos sabida la arilmétira
préctica, y no nos hubiéramos propuesto seguir el método sintético con un rigor acaso excesivo.
Sin embargo, el articulo anterior presta suficiente base al conlcnido de éste.
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¢rden de facieres es l)ien diferente del primilivo, sin haber variado de
yalor el produelo que representa.

92. Teorema. Vn'producto de enteros queda multiplicado por
igual nimero entero, por el gue se multiplica cualquiera de sus dos
factores, y tantas veces menor, cuantas veces se hace menor cualquier
ra de sus factores.

Demostracion.  Si tenemos el produelo ~2, cuyos factores son 4 y 5,
y duplamos el miilliplicador 5, tendremos que lomar el muUiplicando
doble niumero de veces, y el produelo resultard evidenlemente duplado.
Y en efecto, 4 x 6 = 24, que es duplo de 12. Si duplamos el nmltipli-
cando (aunque cualquiera de los dos factores puede lomarse por tal, se-
gun el teorema anterior, y es inGtil esta parte de la demostracion), dire-
mos que como un duplo de 4 tenemos que lomarlo 5 veces, resultard un
duplo de 12, yen efecto 8 x 3 = 24. Y com'olo mismo demostrariamos
si un factor fuera triplicado 6 multiplicado por cualquier nimero, y de
una manera analoga si el factor se hiciera un ndamero de veces menor
(pues no podemos todavia nombrar la palabra dividir), el teorema es ge-
neral y queda demostrado.

93. Corolario. EI producto de més de dos factores enteros
queda tanihien multiplicad™) por el numero entero, por el que se
multiplica cualquiera de ellos.

Porque si tenemos 4 x 3 x5 = 00, por el teorema anterior, si du-
plamos el 4 o el 5, el producto de 4 por 5 quedara duplado, y duplado
este producto por el mismo teorema, quedara duplado el total al multi-
plicar el parcial por 5. Y como si el que duplaramos fuera el 5, el pro-
-ductode 5 por 3 quedaria duplado, y después el total, consiguientemente,
y cosa analoga sucederia, multiplicando un factor por cualquier nimero,
la consecuencia del teorema queda evidenciada.

94. Teorema. Si dos factores enteros se multiplican por
igual 6 diferente nimero entero, el producto resultara multiplicado
por un ndmero igual al producto de los nimeros diferentes por los
que se multiplicaron ambos factores, 6 al prodiicto del nimero por

mismo si fue igual el nimero multiplicador, é inversamente, si
los factores se hacen un nuanero de veces menor.

Demoslracinn.  Porque, por el teorema anterior, al duplicar el multi-
plicando duplicamos el producto, y al triplicar el multiplicador triplica-
mos el producto; luego éste resultard duplicado por un motivo, y tripli-
cado por otro, 6 sea multiplicado por 2 y por 3, y sea su valor cual
fuere, por ejemplo, 20 (producto de 4 por 5), resultard 20 x 2 x 5=
20X 6= 120.Y, enefecto, (4x2)x(5x3) = 8xi5 = 120.

Analogamente, si ambos factores se triplican, por ejemplo, el pro-
ducto supuesto 20 resultaria, multiplicado por 3 y por 3, 6 sea multipli-
cado por 3X 3= 9. Y'como lo mismo se demostraria muUiplicando los
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factores por cualquier nimero igual U diferente, y haciéndolos un niame-
ro de veces menor, el teorema es general y queda demostrado.

ARTICULO 1II.

MULTIPLICACION DE NUMEROS ENTEROS ABSTRACTOS.

95. EI problema general de la multiplicacion de enteros
se divide en tres: multiplicar un namero digito por otro;
multiplicar un compuesto de dos o mas cifras por un digito,
y multiplicar un numero de varias cifras por otro de dos
0 mas.

96. Reiala 1. Para 7nuUiplicar itn nimero diglio por otro, se hace (w
memoria la”operacion, en virtud del conocimiento que se adquiere desde la
primera ensefianza de losproductos de todos los nimeros digitos entre y .

97. Observacion. También puede efectuarse la multiplicacion su-
mando tantas veces el factor mayor como unidades tiene el otro; pero
aunifue este método sea el mas seguro, y al que suele recnrrirse cuando
se olvida un producto de digitos y no se tiene libro que consultar, es pe-
sado é impropio del matematico, y solo lo mencionamos por([ue envuelve
la Unica demostracion que puede darse de la regla d. 6 problema de mul-
tiplicacion de digitos, pues esta conforme con la detimcion.

98 Para aprender de memoria los productos de los nUmeros digitos, se usa
una tabla en la que aparecen por su orden de menor a mayor (2 por 2 son. 4; 2
por 3son 6, etc.), pues la tabla pitagdrica, llamada asi porque Pitagoras la m-
ventd 6 di6 a conocer, y ofrecernos entre las auxiliares (Il), aunque muy inge-
niosa, sélo sirve para consulta. Su construccion se comprende con solo su
inspeccion, y su uso es semejante al explicado para la tabla de la adicién (6/).

99. Regla 2.“ Para multiplicar un nimero de dos 6 mas cifras por
un digito, se toma este como multiplicador y se coloca debajo de las unidades
del nuiltiplicando con una raya horizontal debajo. En seguida, por la regla
primera, se multiplican las unidades del multiplicando por el multiplicador;
si el producto se compone de solo unidades, se escribe debajo dehs de los fac-
tores; si se compone de decenas y unidades, se ponen las iimdnilos en el lugar
de las unidades, y se guardan las decenas para afiadirlas al producto de las
decenas del multiplicando; y si consta de solo decenas, se pone Oen el lugar de
las unidades, wse guardan las decenas para unirlas al producto parcial si-
guienle. En seguida se multiplican las decenas del multiplicando por el
1 multiplicador, y al producto se afiaden las decenas que hubiesen resultado de
la multiplicacwn parcial anterior, obrando con el segundo producto de una
manera analoga que con el primero, y sucesivamente se multiplican todas (fli
unidades de diferente orden del mulliplicando, y el nimero que resulte debajo
de la raya seré el producto total.

Observacion.  Algunos principiantes, & semejanza de lo que se suele hacer en
lasumi alLden & las cifras del multiplicando, antes de multiplicarlas, las uni-
dades de su especie resultantes de la multiplicacion de las unidades inmediatas
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hiferiores, creyendo que es indiferente hacerlo asi 6 hacer el agregado al pro-
ducto, como indiferente esen la suma agregar las unidades que se llevan a un
sumando 6 & la suma. Para que se comprenda la diferencia, considérese la defi-
n|C|on y practlcamente que, por ejemplo, 3-h 2) v 4= 5V 4= 20 v Itl X
y K

100. La prueba de la mnltiplicacion se hace cambiando el 6rden de
los factores y viendo si resulta igual producto; pero como es casi imprac-
ticable siendo uno de los factores nimero digito, se emplea como prueba
la repeticion de la multiplicacion.

También sera prueba el dividir ol producto por el multiplicador, y ver si produce el muUi»l'-
cando; pero no se entiende generalmente por prueba una operacion mas dificil crue la true se trata
de comprobar, m el érden logico de las ideas nos permite tratar todavia de la division ~

Ejemplos de multiplicacion.

i~ 57455 900799
X 7 X 9
202185 8107191

«l«""I»'? se han multiplicado las 5 unidades del multiplicando por el
S, S *e i P,reduelo 6 sean 3decenas y 5 unidades, se ha«
surn pnti. uardado Ias 3 decenas para sumarlas al producto parcial
. U’ ['PI'®, do las adecenas del mullipiicando por el multiplicador, y al

j ™ decenas le hemos afadido las 3 resultantes de producto parcial anterior™ aue dan

K ocenatie mifA Eens S EARo Viogvademm Bl heaimes con T2 FBBRLErALCTEE i e \'méa
Jin el ejemplo segundo obramos de una manera analoga, cuya explicacion es innece.saria.
101. Demostracion de la 2. regla de la multiplicacion. Como lo niie

prescribe la regla no es mas que multiplicar todas las unidades, dece-

nas, etc. del mullipiicando por el multiplicador y como lo que se hace
con las partes queda hecho con el lodo, el nimero de debaio de la raya
sera el producto total.

A Mas luminosamente puede decirse que como la definicién de la multiplicacién es buscar un
numero que sea relativamente a uno de ios dos dados lo que el otro es & la unidad y en el elemnlo

'A"%%%§ m%"%ré’HQ"'f"Ql numero queres'S‘tB’L‘i‘s"(ESBSeée%?ﬁe URck &y TR SHEEC IR

20das?ifs'n' artes"v «al"®"? i’:mdolo 0 re il ondo{o 7 veces, que es lo que™se Sace al mu?tiplicar
Ionas sUs partes, y segun Ia reg a que queda demostrada.

Observacion.  El lomar por multiplicador el nimero ditrilo, no necesita
demostracién por muy sabida (90).

102. ilegla 5* Para mulliplicarunnimcro de dos 6 mas cifras por
otro do igual 6 mayor nimero de ellas, se loma por multiplicador el que tiene
menos, y se coloca debajo del multiplicando, de manera que se correspondan
las unidades con las unidades, las decenas con las decenas, etc., y se tira una
raya horizontal por debajo. En seguida, por la regla  se multiplica el mul-
tiplicando por las unidades simples del multiplicador, y el producto parcial
se escribe debajo de la raya. Después se multiplica todo el multiplicando
por las decenas del multiplicador, y el producto se pone debajo del parcial
anterior, pero un lugar hacia la izquierda, esto es, que la primer cifra de la
derecha del segundo quede debajo de la segunda del primero. Analogamente
se obra con todas las cifras del multiplicador, y si alguna 6 algunas fueran
ceros, se omite su inatil multiplicacion; pero el producto parcial siguiente se
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coloca dos, tres, etc. lugares hacia la izquierda, segin que los ceros seguidos
del irniUiplicador fueran uno, dos, etc. En seguida se suman lodos los producios
parciales, y la suma serd el producto total buscado.

La priieba ya dijimos (100) que se consigue cambiando el orden de los
factores.

Ejemplos de multiplicacion.

l.° 2785 90 2785
X 59 X 509
25065 250G5
8555 8555
108615 860565

Explicacion. Con sujeciéon & la regla 1 en el primer ejemplo se multiplicé todo el multiplican-
do Ip_or_las 9 unidades del mitUiplicador, cuyo producto Se puso debajo de la raya, bn seguida se
multiplicé todo el multiplicando por las decenas del multiplicador, cuyo producto se puso debajo
del anterior, pero un lugar hécia la izquierda, suméandose después los dos productos parciales.

En el segundo ejemplo se obré de una man_era_analoga‘ sin mas diferencia que la de poner el
segundo producto parcial dos lugares hécia la izquierda del primero, porque, segun la regla, asi lo
reclama el cero de las decenas del multiplicador.

103. Demostracion de la multiplicacion. Conlrayéndonos al ejem-
plo I.°, diremos que, como segin la definicion (86), ibamos & tomar el
muUipUcando 2885 las 59 veces que indica el multiplicador, lo lomamos
primeramenLe 9 por la regla 2% ya demostrada, y nos fallaba que to-
marlo 50 veces. Pero como 50 es diez veces mayor que 5 (55), si lo to-
mabamos tres veces , el producto resullaria diez veces menor de lo
que debia (92), y afiadiéndolc un cero, lo hariamos diez veces mayor (54),
y por lo tanto cual era debido; lomamos, pues, tres veces el mulliplican-
do, y al producto, en lugar de afiadirle un cero (inutil porque debia ligu-
rar debajo de las unidades del producto parcial primero), lo colocamos
de manera (pie su primera cifra 6 de unidades inferiores quedara debajo
de las decenas del anterior. Y teniendo ya el mulliplicando tomado 59
veces, evidentemente la suma de los dos resultados parciales debia ser el
producto total verdadero.

Y en el ejemplo 2.°, como no son 59 lasveces qiieliabia que lomar el
mnUiplicando, sino 509, si se lomaban primeramente 9, faltaria que to-
marlo 500, que por ser 500 mayor 100 veces que 5, al lomarlo o veces
se debia afiadir al resultado dos ceros, que se suprimen también por
inGtiles, pero escribiendo el producto parcial segundo dos lugares bacia
la izquierda.

i Esta demostracion puede mas luminosamente fundarse en la definicién principal (84) diciendo
sobre el mismo primer ejemplo que puesto que se busca un nimero relativamente 42783 como 39
es & la unidad, como 39 es 39veces mayor que ella, el numero que se busca deberd ser 39 yeces
mavor que 2785,y para que lo sea se debera tomar 39 veces por sumando, 6 lomar 39 veces toda»
sus'partes. 1-uego se toma primeramente 9, etc., pues la continuacion es igual 4 la anterior.
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AimCULO IV.

ABREVIACIONES DE LA MULTIPLICACION.

La multiplicacion puede abreviarse: 1.", cuando uno de los factores es
la unidad seguida de ceros; 2.°, cuando uno de los factores, sean cuales
y cuantas sean sus cifras significativas, termina en ceros; y 3.“, cuando

ambos factores tienen esa terminacion.
104. Regla 1. Para multiplicar un nimero por la unidad seguida de

ceros, no hag mas que afiadir & aquel tantos como acompaian a la unidad, y
se tendra elproduclo correspondiente.
Ejemplo. 789 x 1000 ~ 789000.

Demostracién.  Porijue por la numeracion (54} sabemos que un ndme-
ro se hace 10 veces mayor afiadiéndole un cero, cien veces afiadiéndole
dos ceros, y hacer un namero 10, 100, etc. veces mayor, es multiplicar-
lo por 10, 100, etc. (88); luego la regla esta justificada.

105. Regla 2. Para multiplicar un nimero por otro, cuando uno de
ellos termina en ceros, se prescinde de ellos en la multiplicacion, y al producto
se le afiaden tantos como se desatendieron.

Ejemplo. 578 x 400 = 151200.
X 4

1512

Demostracion. Porque al prescindir ¢ desatender los dos ceros del
multiplicador se hace 100 veces menor (54), y el producto tendra que
ser 100 veces menor de lo que debe ser (92); pero afiadiéndole los mi.’j-
inos dos ceros se hace 100 veces mayor; luego sera el producto de los
factores propuestos.

106. Regla 3." Para multiplicar dos nUmo'os terminados en ceros, se
desatienden todos los de su terminacion, gal producto se le afiaden tantos como
teman por terminacion ambos factores juntos.

Ejemplo. 55000 X 400 = 14,000,000.
X 4

140
Demostracion.  Por desatender los tres ceros dcl multiplicando, se hace
4000 veces menor; y el producto resultard 1000 veces menor de lo que
debe; y por desatender los dos ceros del multiplicador, se hace 100 ve-
ces menor y el producto igualmente; luego este resultara menor de lo
que debe 1000 veces por un motivo y 100 por otro, o sea 1000 x 100
veces, 6 sea 100000 veces (94); luego afiadiendo cinco ceros al 140, pro-

ducto de 55 por 4, resultara el verdadero.
107. Lema. EI ndmero de cifras de un producto es igual al que tie-
nen ambos factores junios 0 una menos, porque en cualquier ejemplo,
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n;nn "’ r\\\ eyklentemente que el producto sera mayor oue si e!
mjilliphcador fuera 10 (porque 45 > 10) y menor une si fniiri inn

I"'s« i¢c s .'"'n - 1iw r .“ .=

ARTICULO V.

MULTIPLICACION DE ,NUMEROS CONCRETOS.

108. Regla general. Pai** multiplicar nilmeros concretos se eiecuta
la Operacién como en (os abstractos, 6 seaprescindiendo de su nah!ralezl\; el
producto sera dé la especie del multiplicando. Si este es menor oue% mul(i

phcador determinada la especie del producto, se puede imnar lor miMpli-
cadoi, y la operacion se hace mas facilmente. " n

Demostracion. Como el multiplicador sélo dice (80) las veces aue se
niultiphcando, aunque aquel no sea abstracto, coL en

mucho prob emas lo es, atendidas sus funciones se puede considera?
como ahs racto evidentemente; y por las mismas razones el producto d?"
Tr ' multiplicando. Y como en el ac"material de

a mu lipheacion, lo mismo que en el de la suma que viene a sustitui?
(8/), e lesiiltado no puede variar, sea cual sea la naturaleza del sumando
repelido, que es lo que representa el multiplicando, es evidente que ese
factor puede considerarse ahst.-acto como el otro; y finalment? 17101 el
por multiplicador (90), pues la circunstancia de giie el pro-

consigue de'te.-n.i.".an-

109. Los problemas principales de multiplicacién de nu-
meros concretos son tres 6 de tres clases; 1. , cuando simple-
mente se quiere hacer un namero concreto cierto numero de
veces mayor; 2.", cuando conociendo el valor de una unidad
concreta se quiere avenguar”l de muchas; y 3.“ cuando un
numero de unidades concretas se quiere convertir en otro de
inidades de iguaj naturaleza, pero de menor magnitud.

Al . ™ '« \/ de veces mayor un concreto
(@ao, este se tomara como multiplicando y el otro como multiplicador; hecha

. . AL , .
Me mdlﬁ{bﬁc'e[r}% pu'dié\rll\ﬁose, por la regla geneﬂal 1108), caSFr{g‘lglg e\%Fé@ﬁ%@
los facioles, una vez determinada la especie del resultado

Resolucién. HXXOpesetas x 10= 800000 pesetas,

Jemoslirncion. ~Es la mi.sma que la de los abstractos flOI] y la {)reneral
de los concretos (108). %5 t-neral

rinfin'i determinar el valor de muchas unidades cono-
ciendo el de una, este valerse tomara como multiplicando, y de su misma es-
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pede sera el producto cjue se hallara multiplicando como abstractos los dos
datos 6 factores dados, en el orden mas conveniente.

£]lemf)to. Se desea saber el valor de 1730 metros de pafio, & razén de 5Ars. el metro.
Jiesotucion. Como lo que se busca son los reales que valen 730 metros, 54 sera el multiplicando;

pero siendo menor que el otro factor, se tomara como multiplicador, y .serd
1750 ii = 145520"«
X 84

G92
1384

14552

Demostracion. La misma que la de los abstractos (101) con la general
de los concretos (108).

112. Regla 3* Para reducir unidades concretas de cualquier magni-
tud & otras de magnitud inferior, pet'o de la misma naturaleza, el numero
dado do ellas se multiplicara por el de veces que cada una contiene & la de
inferior magnitud & que se quiere reducir.

Iengemplo Se desea saber 3540 pesetas cuantos reales componen, 6 & cuantos reales son equiva-

Besoiucio«. Como lo que se busca son reales, y la peseta tiene 4, éste serd eI mult| licando;
pero por ser muebo menor que el 3540, se tomara por multiplicador, y sera 3540 x 4=

Demostracién. No solo es semejante & la de las reglas anterlores, sino
que es evidenie que si por cada una de las 5540 pesetas se toman 4 rea-
les, se tendra una cantidad de reales equivalente; y como lo mismo es
lomar 5540 veces 4 que 4 veces 5540, la regla esta justificada.

tia. Odscrvacioii. Hay nroblcmas do esta regla 3.", en combinacion con .sumas

pero que exigen muchas multiplicaciones, que por ser de verdaderos nlimeros comp

?/ aun sin ellas;
e
vamos para el capitulo de esos nimeros.

jos, los reser-

ARTICULO VI.

POTENCIAS COMO CASO PARTICULAR DE LA MULTIPLICACION.

114. Potencia deun nime”se llama, en general, al produc-
to que resulta, de tomarlo dos 6 méas veces por factor. Si se toma
dos veces, la potenciase llama segunda 6 cuadrado; si tres ve-

ces, tercera potencia O cubo; si cuatro veces, cuarta potencia; y
anadlogamente quinta, sexta, etc.

115. La elevacion & potencias, que asi se llama el acto de multipli-
car «n namero por si mismo cierto inimero de veces, se indica por medio
de mia cifra iiequefia llamada exponente, colocada & la derecha del nime-
ro que se debe elevar, y un poco més alta.

_ Asi 8*se lee ocho elevado a dos G ocho cuadrado; 97" se lee 97 elevado a tres
0 al cubo, etc., y por la defmicion evideutemente sera

8= 8X8 = 64y 973= 97X 9'X 97= 9409 X 97= 915673.
116. Observacién. Esta operacién es evidentemente un caso particular de la
multiplicacién, en que los factores son iguales; y como la multiplicacién loes de



32

h smna se-uimo” aduciomlo pruebas de lodicho (62), i>obre que la ArilméUca
s6lo puede hacer con los numeros lres operaciones, y aun también que las prm-
r~“~les 6 fundaiiioutalcs son dos, adicién y sustraccién, siendo todas las demas
modificaciones de ellas. l‘or este motivo hemos dado una tdea de las potencias;

pero es materia elevada que corresponde a bi antimHica superior.

AlITICULO Vil.
EJItUCICIOS SOBRK LA MULTIPLICACION.

117. Kjecutciise los problemas siguientes y otros semejantes:

Pt'oblouas de nuniet'os (ihsiv'iclos.

. “ .. 5700
I. / 8)l(J n«4 2 89)(; USG7 3® X S
" 5. o 5 009898 6-',\ ', 9

8 79)'( ; 68‘909 X; 9)(0 000|066X0

Vrobleinus do mullipUcaciou do concrolos.

| o rCuantas manzanas hay en «O canastos, conteniendo cada uno
2> ttMudiitas perdonas Caben en un tren de 39 wagones, & j» peibonas cada

"'So IcMnlos vWrtoi so occeslUl pora S7 vonlanas, &4 3» cada m,a?
4" ;Cuantos minutos compouen 46 horas.

Vroblemas Je muUipUaiédoe Je coeerctoe covMmJm am s,mm vy reslee.

' muii padre do (aunlia saca dlariaioeclcS ra.y 25rars,ygasladrs.y If icrs.,

n S'drids ~-nan 0 razén do T pesoélas
diarias- i"faron de 5, viosdomasi 3,y so desea saFor cuanlo se nccos.la pa.a
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CAI'TCLA V.
DIVISION.

AKTICULO PRIMERO.

118. Division o particién es el problema por el (jues dados un
producto ij uno de sus dos factores™ se <juierc averiguar el valor del

otro factor,
119. El minierd ([uc rcpn'Kenlsi el producto se llama dividendao, €
que representa el faelor conocido divisor, Y €l que se Imsca cociente.
El signo con ([iic .se indica c.sle problema es : epicse Ice aividido por,
y también para el acto malcrial de la operacion se usa y eiiLiende como
signo de division una linea angular | encerrando al divisor. Tam-
bién se toma como signo de division una rayila hnri/.onlal, separando di-
videndo y divisor, puesto éste debajo de aquel; pero este signo, siendo
e-spccial y propio de la representacion de los quebrados, no debe conside-
rar.se como signo de division, aunque eipiivalga por la equivalencia que
sabremos existe entre un fluelira<lo y una divi.sion indicada.
120. escotio L® Como segun la dcDnicion déla division, e! cocien-
te, mnlti[)liciido por el divisor, debe dar el dividendo, se podra definir
también la division, diciendo que €S buscar un m witro que, ixultijdic/ido

por uno de dos dados, produzca el otro.

corotario. Como el divisor se liabra%c lomar tantas veces como uni-
dades tenga el cociente, para dar el dividendo (86j, puede definirse laiii-
biCh Ia diViSion diCiem|0 quees el problem a er el que so dctet'inina cuantas

veces un numero IUimado dividendo contiene & otro Wimado divisor, aunque

tal definicion no .sea rigorosamente exacta, sino tratdndose de numeros

enteros.
Hn fiy-rto, supone csl« dplinirtun M iliviilt-nd» hn de ser mayor quo ol ilivisor, cosa ijiir no
sucedi* sj(>m|in-, por cgcraplo. tratatidosc ilc gnehrodos, si I»icn nar.i que comprendo & estos, inm bos

Autores U_c.\pres:tn ificicnilo qttf f$r1i probicrna por f1 qutitt (tr/truiitia runn/nr rreci n» mintiro
contiene tieti/1 contenidco €N otro; PEro cOmMo Nim o0s» No comprende todn clase de cAnlidiiitcs, por

ejemplo, los aliselir."ijciis, lal derimcion no se puede lliunar jfcncral, > s6lo la debemos conocer
ponfuo lie clin induiiablriiicnlc h.in nacido los nombres de dividendo y divisor, y upoyarsc en ella

comodo cii la inavor paito de l:isOpor;icl<ines .-iriluidUcos.

122. observacion. (lomo el divisor, por esta ullinia ilelinicion, su-
ficitiiilcmente exacta para niimero.s enteros, tiebe estar contenido tantas
veces cu el dividendo como unidades tengaci cociente, se podria también
definil’ Ia tIiViSiOn diCiendO iiuc es elnrobicma por el ouc se determina ciidn-
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tas veces un nlmero se pnede restar de otro, y de ello se deduce que la

sioii es un caso particular de la resta, y seguimos atirmaudo !a verdad
de que las dos operaciones fundamentales de la Aritmética son la adicion
Y la sustraccitin. , L -

123. Division exacta se llama.aquella en la que el cociente, multipli-
cado por el divisor, produce exactamente el dividendo, en cuyo caso el
namero que sirve de dividendo se dice que es divisible por el divisoi, y
que éste divide & aquel o es su parte alicuota ¢ factor.

124. Escolio. Un numero que es divisible por otro lo sera también
por su cociente, pues que éste, multiplicado por el divisor, debe dar el
dividendo; y tomandolo por divisor, el Unico namero que multiplicado
por él podra dar el dividendo, es el que antes era divisor, que pasara a
ser cociente.

Esto es, que si 12 : 4 = 5, también 12 : 5 = 4,

125. Division inexacta o aproximada es aquella en la que el cocien-
te, multiplicado por el divisor, no da exactamente el dividendo, sino un
poco ménos, cuya pequefia diferencia se Ilama residuo, y en cuyo caso se
dice que el cociente es aproximado 0 entero, y el divisor se llama entonces
parte oficiiim/a del dividendo.

126. Corolario. En la division inexacta el cociente entero, multi-
plicado por el divisor, mas el residuo, debe, dar el dividendo, pues que
el residuo es la diferencia que hay entre el producto del cociente entero
por el divisor y el dividendo.

127. EI residuo se escribe a la derecha del cociente entero, y con
el divisor debajo, separado de él por una rayita horizontal, signo de divi-
sion (119), que quiere decir quela division de aquella parte del dividendo
ha quedado sin efectuar por ser menor que el divisor y no haber nimero
entero que multiplicado por este dé aquel, pues la unidad daria el mismo

A28, Selee el residuo con su nombre natural, y después el del divi-
sor, si es menor de 10, con los nombres partitivos medios, tercios, etc., y
si es 10 6 mayor cbn el nombretnatural y la palabra avos.

Asi el residuo 3, siendo el divisor {, se escribe , y se lee tres cuartos, y si el divisor fuera 15.

seescribiriaA |,y «e leeria tres quince avos. Pero no hay inconveniente en decir 3 dividido por 4, y

3 dividido poM5, y hasta es mds propio de que asi ahora nombremos los residuos hasta saber lo que
son quebrados.

articulo Il

PttINCIPIO.S TEOIIICOS SOBRE LA DIVISION.

Los principios que no podemos reservar para la Aritmética superior, son los signiente.s:

129. Lema. Un numero se hace 2 veces, 3 veces, 10 veces,
100 veces, etc. menor, 0 se le saca su mitad, tercera parte, décima
d centésima, etc,, dividiéndolo respectivamente por 2, por 3, por 10,
por 100, etc.
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Porque al hacerlo, por ejemplo, 2 veces menor, el luimero resultante
hecho dos veces mayor dara el primitivo; y como para hacer un niimero
2 veces mayor se loma 2 veces por sumando, 6 se multiplica por 2 (88),
este sera el divisor del nimero propuesto, y analogamente si el nimero
se hace 5, 10, 100 veces menor.

130. Lema. Todo numero dividido por la unidad, dapor co-
dente el mismo numero.

Porque no hay ningln otro que multiplicado por la unidad dé tal di-
videndo.

131. Lema.. Todo numero dividido por si mismo, da por co-
dente la unidad. '

Porque solo la unidad, multiplicada por un nimero, da de producto
el mismo naimero.

132. Lema. Todo numero dividido por otro mayor, da por
cociente 0 y un residuo igual al mismo nimero.

Porque no hay ningln entero que, multiplicado por un numero, dé.

otro menor que él, y por lo lauto el cociente tiene que ser menor que 1,
Usea O enteros y un residuo igual al mismo nimero, para que el producto
del cociente entero O por el divisor mas el residuo den el dividendo (125).

Asi, 3:4 = 0-|y(0OX'[) + 5= 5 puesOX 4= 0,ysera5= 5
evidentemente.

133. Teorema. En toda division de numeros enteros, al co-
ciente le sucede lo mismo que al dividendo y lo contrario que al di-
visor; y, por lo tanto, multiplicando 6 dividiendo (no sumando ni
restando) dividendo y divisor por un mismo numero, el cociente
queda el mismo.

Esto es, que muUiplicanclo d_dividendo 6 dividiendo el divisor por un nimero, el cocienle queda
muHiplicado por el mismo, y dividiendo el dividendo 6 muUiplicando el divisor por un ndmero,
qucdar/i dividido el cocienle. V, por lo lanio, que si gl dividendo y el divisor se miilliplican 6 di-
viden por un mismo namero, el cociente permanecera el mismo.

Demostracion.  Porque si duplicamos el dividendo siguiendo el mismo
divisor, el cociente tendra que ser duplo, para que multiplicado por el
mismo divisor, dé el dividendo duplicado; y si sacamos la mitad del divi-
sor, el cociente tendra que ser duplo, para que, multiplicado por la mi-
tad del divisor, dé el mismo dividendo. E inversamente, dividiendo por 2
el dividendo, el cocienle tendra que ser la mitad para que, multiplicado
por el mismo divisor, dé un dividendo mitad que el primitivo; y duplican-
do el divisor, el cociente tendra que ser la mitad para que, multiplicado
por doble divisor, dé el mismo dividendo. Luego si duplicando el dividen-
do el cociente duplica y duplicando el divisor disminuye en la mitad, que-
dara el mismo duplicando dividendo y divisor, y lo mismo se demostraria
tratandose de triplicar, cuadriplicar, etc. Luego el teorema es general.

En efecto, 8:4=2y (8x2) :4=14 y8:g4:2 =4y (8:2):i=fy8 [4X2)= 4y
finalmente, (8 X2) :(4X2) =16 ;8=2y (8:2):(4:2)= 4:2= 2
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334 Teorema. EI ndmero de cifrcis del cociente debe ser
iqual al nimero de cifras del dividendo, ménos el nimero de cifras

del divisor, 6 una mas.
Esto sera en el caso de que tantas de la izquierda del dividendo como
tiene el divisor, formen por si solas un nimero igual o nmyor que este.
Demostracion.  Como el cociente multiplicado por el divisor debe dar
el dividendo (120), y éste, por lo tanto, se considera (liO) como un pro-
ducto, cuyos dos factores son el cociente y el divisor; y como todo pro-
ducto debe tener tantas cifrase una ménos que sus dos factores juntos
(107), las cifras del cociente y el divisor deberan componer las del divi-
dendo 6 una mas; luego queda demostrada la primera parle del teorema.
En cuanto & la segunda parte, diremos que, como la

de muchas cifras (como después veremos), tiene que hacerse por parles y em

pLTndo por las uitdades de**drden superior; y todo

el divisor dara 0 (132) para las unidades de espeyie superior del coc emy™

caso en que dicho cociente tendra una cifra mas que a

dividendo y divisor ser& aquel en que tantas cifras de ) ¢ 1 ™ en
como tiene el divisor compongan un numero igual o mayoi

otro caso dara O al cociente, que & la izquierda de las demas cilias de el no va-

len nada (36), ni podra contarse como tal cifra del mismo.
Esl.i segunda parte de la demostracion se compvonderi. mejor después de conocer la de la divi-
sién, por io que la completaremos en la Arimélica superior.

ARTICULO III.

DIVISION DE ENTEROS ABSTRACTOS.

135, EI problema general de la divisién de nimeros ente-
ros abstractos se divide en tres también generales, cada una
de los cuales tiene su correspondiente regla, y son: 1. divi-
dir un nimero digito 6 compuesto de dos cifras, por un digi-
to. 2®Dividir un compuesto de mas de dos cifras por un di-
gito. Y 3.” Dividir un compuesto de méas de dos cifras por

otro de dos 6 maés.

136. Regla 1. Paradividir  miniero do una ¢ dos cifras por otro
de una, no hati mas que determinar, de memoria 0 por la labia de la multi-
plicacion, qué nimero multiplicado por el divisor da el dividendo exactamen-
te, y ese sera el cociente; y si no hubiere ninqun nimero que multiplicado por
el divisor dé exactamente el dividendo, se iomai'a como cociente aproximado
6 entero el que nmUipUcado por el divisor dé un poco menos que el diyideni o,
cuya pequefia diferencia sera el residuo, que sera lo que faltara al dicho pro-
ducto para valer el dividendo, residuo que para ser legitimo debera ser menot
que el divisor. n

Ejemplos. I® 42 :7= 6. 2" 51;6= 3y.

Demostracion.  La tlefinicion de la division exacta (125), la de la apro-

ximada (i25) y la del residuo, componen evidentemente la demostracion
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de la anterior regla, pues en cuanto a que el residuo no sera legitimo si
es igual 6 mayor que el divisor, se demuestra con solo indicar que en el
segundo de los ejemplos anteriores, para que el residuo fuera igual 6
mayor que el divisor, el cociente entero teudria que ser menor de 8, por
ejemplo, 7, cuyo residuo seria™ en efecto, 9 6 Pero para poner por
cociente 7 no se habria seguido la regla, pues que 8 multiplicado por el
divisor da un poco ménos que el dividendo y 7 da mucho ménos, y con
igual razou que el 7 podria ponerse 6 6 5; luego queda toda la regla
demostrada.

137. Regla 2" Para dividir winiimero compuesto de mas de dos ci-
fras por olro de una, se coloca el divisor & la derecha del dividendo, encer-
rando aquel en el que hemos llamado signo angular de la division. En seguida
se separan con un puntd de la izquierda del dividendo lanias cifras como
sean necesarias para formar por si solas un- numero igual 6 mayor que el divi-
sor, y con ellas, 6 una sola en muchos casos, se forma el primer dividendo
parcial. Después se divide ésle por el divisor, segin la reglai vy el resulta-
do sera la cifra de unidades superiores del cociente, de igual orden que las
inferiores del primer dividendo parcial, y por lo que se pondra debajo del di-
visor, y muy &la izquierda, para dejar lugar & las demas cifras del cociente.
Después se multiplica esa cifra hallada para el cociente por el divisor, y se
resta del primer dividendo parcial. Con la resta, 6 0 si no la hubiese, y la
cifra del dividendo inmediata al .primero parcial, que se marca con un puntoy
se bajay pone a la derecha de dicha resta, se forma el segundo dividerido par-
cial; con el que se obra como con el primero, poniendo su cociente & la derecha
del anterior, y andlogamente se opera con todos los dividendos parciales que
se vayan formando, mientras haya en el dividendo cifras que bajar ¢ conside-
rar, siendo la ultima resta, si la hubiere, el residuo, y el numero que produz-
can todas las divisiones parciales sera el cociente verdadero.

138. Si al multiplicar alguna cifra hallada para el cociente por el
divisor, diera un producto mayor que el dividendo parcial correspon-
diente, es sefial de que dicha cifra es mayor de lo que debe ser, por lo
que se le rebajard una unidad, y después otra mas, si a pesai* de la pri-
mera rebaja el producto de ella fuera mayor de lo conveniente. Y si, por
el contrario, el producto de una cifra del cociente por el divisor, restado
del dividendo ])arcial, da una diferencia mayor 6 igual que el divisor, es
sefial de que dicha cifra es menor de lo que debe ser, por lo que se le
aumentard una o mas unidades. Y siempre que eii virtud de ese aumen-
to, 6 antes de él por el calculo de la regla 1.% se vea que alguna cifra del
cociente debe ser mayor de 9, sera sefial de que la anterior es menor de
lo que debe ser, y en ello no se reparé oportunamente como lo exige el
complemento de la regla que contiene este pari*afo.

139. Finalmente, siempre que un dividendo parcial sea menor que
el divisor (lo que sucede muchas veces cuando se compone de una sola
cifra, por bal)er sido O el resto del dividendo parcial anterior), se pone 0
en el cociente y se forma otro dividendo parcial con el Ultimo, aumentado
con otra cifra del dividendo.
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140. La Operacion material de la division se puede abreviar, y se

abrevia, basta por los nifios de escuela, multiplicando cada cifra del co-
ciente por el divisor, y restando el producto, sin escribirlo, del corres-

pond”ente ¢vigion se consigue multiplicando el cociente

por el divisor, y viendo si da exactamente'el dividendo, o con la diferen-
cia del residuo si lo hubiere.

Ejemplo de division. 8.7637

o7 21909 i
36
037 X 4 prueba.
87G36
1

-h 1

87657
Exficacion. Coi. sujecion & la regla, fi'fegfa I T e ha
da _dde_l di\éidendo, qule es g, yfozrmado con PF”@?Ji\al.Jo_(rj é(lj/izgiutierda, l-ﬁ)_or_ sedr las de_(%enag
B0 SRS s RIS E SN el ordin que 1. VNG RMUIRIC A s €112

., ovi \ . .

BgF_e%hg“ég 2 ?égfa 0se ha bajado otra cura 7 “e q'VIdCPdO'X Fr?lrjrﬂ?p ?cgaloel 58%?(3’/()&)%;8%&364
Qé‘ﬂg'%s%oﬁglasgeﬂﬂdo%ﬁdgﬁdy'Hﬁf@l%ldﬁl )Fe??a ,09 Jel,a puesto & laderecha otra cifra

del dividendo, con la que se ha el divisor 4/di6 36, Eroducto que, restado del ter-
para las centenas de 8el dividido, y se formb el cuarto dividendo parcial 3,
cer dividendo parcial, “*"a el cociente; y con tal dividendo parcial y la ultima ci-

A 1S A dMdenArpSciial IT quidividido por 4, di6 9, y un residuo, por lo
que el cociente verdadero es, como se ve por la prueba, 21909

142  Demostracion da la 2." regla de la division. En términos ge-
nerales'diremos que lo que prescribela regla y se ha practicado en el an-
terior eiemplo, no es otra cosa que determinar una poi una todas as
partes de un ninnerd que, multiplicadas porci divisor,
nartes del dividendo; pues los excesos que estas ofrezcan sobre lospio-
ruems parciales de aiuellas, no se desprecian, sino que - agregan a
otras parles del mismo dividendo, ninguna de tas cuales n
dir mientras es posible, 6 sea mientras no aparece en u ti no lugar un
resto indivisible {g"ie lo es al ménos por lo "1™
do de la Aritmética}; y como es un axioma que lo que se n
tes queda hecho con el todo 6 conjunto de ellas,
da dividido por el divisor, y el numero tomado por todos los
parciales, miilliplicado por el divisor, debe dar el
le, é con la diferencia igual al residuo); luego sera el cociente veidai ero.

A 143. Mas detalladamente, y refiriéendonos aUjemplo auterior’™VW
apoyandonos en la definicion (4i8) hemos podido mipar
sugecion a la regla, considerando primeramente solo las

80000) del dividendo; y hemos investigado que numero de L ®, gy
dades deberia tener el cociente para que, multiplicadas por el divisor

las"8 dichas del dividendo; y hemos facilmente descubierto que esc numero d”
bTaL r feentenas de millar j = 20000 ) porque 2X i'= 8,y porque 20000 X 8-

~=n*#nflemoTpuesto, pues, 2 en el cociente, sin los cuatro ceros que le correspon-
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den* pero teniendo en cuenta que para ser decenas de millar debia tener a su
derecha cuatro cifras, y por eso lo hemos escrito 4 la izquierda y podido ya de-
terminar que de cinco cifras constaria el cociente.

En seaiuida hemos multiplicado esas 2 decenas de millar (= 20000 ) del co-
ciente por el divisor 4, y nos ha dado un producto de 8 decenas de millar
(3=80000 ) que hemos restado de las 8 del dividendo, desatendiendo de una y
otras los ceros, cuya diferencia seria 0; pero.teniendo en cuenta que la resta, si
lahubiera seria de decenas de millar.

Hemos pasado a considerar la segunda cifra del dividendo 7 millares (— /000)
gue hemos bajado y colocado & la derecha del resto anterior, y formado el se-
gundo dividendo parcial, y hemos averiguado qué nimero de millares deberia
tener el cociente para que, multiplicados por el divisor, diera los del dividendo.
Y como observamos que 2millares (= 2000 ) en el cociente, multiplicado por i,
dan 8 millares (= 8000), nimero mayor que los 7 millares del segundo dividendo
parcial, conocimos que 2 millares era nUmero demasiado grande para el cocien-
te, Y por lo tanto, que ~ deberia ser el nUmero buscado. Pusimos, pues, 4 en el
lugar de los millares del cociente, 6 sea & la derecha de las decenas de mular,
omitiendo los tres ceros correspondientes, por las mismas razones que omitimos
los cuatro de las 2 decenas de millar del mismo cociente.

Multiplicamos en seguida 1 millar (= 1000 ) del cociente por el divisor, y el
producto 4 millares (= 4000) lo restamos de los 7 del dividendo, y nos dio una
resta de 3 millares. Pero esta resta no la podiamos despreciar, porque constitu-
yendo una partedel dividendo, si no se dividia y determinaba el comente parcial
que le correspondiera, al multiplicar el total por el divisor, no podria dar el di-
Vld%%gg'conseguir, pues, la division de esa parte, pensamos que si 'bien & milia-
res no podian dividirse enteros, digamoslo asi, por 4, pues daria 0 millares, que
en nada liarian variar los millares del cociente y dejarian el mismo residuo sin
llevar su parte correspondiente al cociente, podian,- si, convertirse en 30 centenas
(39). que con las 6 del dividendo total, nos forniarian un tercer dividendo par-
cial divisible de 36 centenas (= 3600 ).

Averiguamos, pues, qué nimero de centenas deberia tener el cociente para
gue, multiplicados por el divisor, nos diera las 36 del dividendo parcial, y vimos
que eran 9 (= 900), que pusimos, por lo tanto, & la derecha de los mulares del
cociente, y las multiplicamos por el divisor y restamos el producto del dividen-
do parcial, dandonos 0 de diferencia. o J /

Pasamos en seguida & considerar las 3 decenas del dividendo (—30) que
balamos y pusimos a la derecha del 0, resultado de la resta anterior, y tonna-
mos asi el cuarto dividendo parcial de 3 decenas (= 30), y como al buscar el
parcial cociente vimos que no habfa ningln namero de decenas por pequefio
que fuere, que, multiplicado por el divisor 4, diera las 3 del dividendo, conoci-
mos que el cociente no podia tener decenas,gl pusimos 0 en
diente, quedandonos como residuo el mismo dividendo parcial (porque —®
Y 3—0= 3), el que tampoco podiamos despreciar; y por razones analOoas a
las dadas para otros restos, lo convertimos 6 consideramos convertido en las 30
unidades que contiene, y que sumadas a las 7 del divendo total, nos formo el
quinto dividendo parcial de 39. S e

Dividirnoslo semejantemente & los anteriores, y nos dio 9 para las unidad
del cociente, que multiplicadas por el divisor y restado el producto del corres-
pondiente dividendo, nos dié un resto de 4, que, siendo ya indivisible por 4,
consideramos como residuo de la division que para completar el cociente s
pusimos & su derecha con la divisién indicada como impracticable.

Y como todas las partes del dividendo las hemos dividido,cf/ todos los coemn-
tes parciales que nos han producido los hemos mulliphcado por el div sor y
restado los productos de aquellas, el nimero total obtenido es el cociente vevla-
dero; luego el procedimiento seguido para hallarlo es el conveniente, y siena
el mismo prescrito por la regla, ésta queda demostrada. !
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144. Regla '5 Para dividir un niimero compuesto de mas de dos ci-
fras por otro de dos 6 mas, se coloca el divisor a la derecha del dividendo, y
dentro de la linea angular correspondiente. En seguida se separan con un
punto & la izquierda del dividendo tantas cifras como sean necesarias para for-
mar por Si solas un nimero igual o mayor que el divisor, y con ellas se forma-
cifra, multiplicada por él, produce el tal dividendo parcial, 6 poco menos, y
esa sera la primera de la izquierda del cociente 6 de unidades superiores de
él, cuyo drdeti sera igual al de las inferiores del dividendo parcial, y por lo
que desde luego se sabra el nimero de cifras del cociente.

En seguida se multiplicara la cifra hallada por el divisor, y se i‘estara del
dividendo parcial, y ala derecha de su resta se escribira, bajandola, la cifra
del dividendo total inmediata & las tomadas para formar el prime?' dividendo
el resultado sera la segunda cifra del cocieiile, por lo que se pondréd a la dere-
cha de la primera hallada, y se multiplicara por el divisor, y el producto se
restara del dividendo parcial coirespondienle. Con su restay otra cifra del
dividendo total, se formara el tercer dividendo parcial, con el que se pro-
cedera como con el segundo, y asi se continuara hasta que no haya mas cifras
gue bajar 6 considej'ar en el dividendo, y el iilmei'o que se obtenga sera el
cociente.

145. En este problema, como en el de la regla segnnda, siempre
qgue un dividendo parcial es menor que el divisor, produce 0 al cociente,
y con el tal dividendo parcial y otra cifra del dividendo total, se forma
otro parcial.

146. También se conocera igualmente que una cifra del cociente es
mayor 6 menor de lo que debe ser, segiin que el producto de ello por el
divisor no se pueda restar del dividendo parcial ¢ dé una resta igual 6
mayor que el divisor, 6 cuando la division parcial siguiente produzca
més de 9 de cociente.

147. Esta operacion, como la de la regla 2.°, también se abrevia
no e.scribiendo los productos parciales de las cifras del cociente por el di-
visor pora restarlos del dividendo; pero diferentemente de lo que ocurre
en aquella, en ésta, para verificarlas resla.s, no basta muchas veces afia-
dir & la cifra del dividendo parcial 10 unidades para restarle el producto
correspondiente, sino que es necesario afiadirle 20, 50 y hasta 90 uni-
dades (cosa que nunca sucede en la sustraccién ordinaria, ni en las cor-
respondientes & la division de la regla 2.“); pero en estos casos, por cada
10 que se afiaden & una cifra del numero que hace de minuendo, una
unidad se aumenta a la siguiente cifra del nimero gne hace de sus-
traendo.

148. Finalmente, la determinacién de los cocientes parciales en los
problemas de esta regla no se consigne facilmente, como en los de la re-
gla 2.*; al contrario, es cosa tan dificil, que son varios los métodos que
para ello se emplean, y ninguno es de éxito seguro, si no se tiene mucha
practica eii su empleo. En casi todos es preciso ensayar las cifras que se
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obtienen, y repetir & veces el ensayo, ciiya operacion se llama tnnleo,

149. EIl método més seguro, pero pesado, y al que se recurre cuan-
do se trata de una divisién de niimeros muy grandes, y hay, por lo tan-
to, ventaja en evitar el tanteo, que por este método es innecesario, con-
siste en iormar una tahiila auxiliar de todos los producios del divisor por
los nueve nunieros digitos. Asi, siendo, por ejemplo, el divisor 547, se
forma tal tablita con los productos siguientes en columna vertical:
547 x 4 = 547, 547 x 2 = 694; 547 x 5= 4041, 547x 4=
4589; 547x 5= 1755; 547x 6=2082; 547x 7= 2429; 547X
8= 2776; y547x 9= 5125 Y evidentemente Lodo dividendo par-
cial de una division cuyo divisor sea 547, si es menor que él, dara 0 al
cociente; si es mayor que 5125, dara 9, y si es menor que este ndiiicro,
la tablita dara el cociente entero correspondiente.

150. EI método que mas se emplea, y que aunque obliga a tanteo,
con la préctica se hace poco pesado, es ver las veces que la primera cifra
del divisor esta contenida en la primera del dividendo parcial correspon-
diente, 6 en las dos primeras, si tuviese mas que el divisor, y considerar
la primera de éste aumentada de una unidad si la segunda fuera 8 6 9
o0 mucho mayor que la primera. Asi un dividendo parcial 547, y un divi-
sor 112, se dice: 547 entre 112 6 5 entre 1 4 5y 3 ser casi segiiranien-
te la cifra del cociente. Y 4754 dividido por 655, se dira: 4754enlre655,
0 47 entre 6 a 7, cuya cifra serd probablemente la del cociente. Y jinal-
menle, 756 dividido por 495, se dira: 756 entre 493, 6 7 entre 5 (en lugar
de 4), 4 1, etc., etc.

151. El tercer método, que con la préactica se hace mas facil que lo parece
en la explicacion que de él puede darse, consiste en ver si tantas veces como la
primera cifra de ia izquierda del divisor estd contenida en la primera 6 dos
primeras de la izquierda del dividendo parcial, tantas veces la segunda del divi-
sor esta contenida en la correspondiente del dividendo , con el aumento de una
cifra & su izquierda que repre.sente la diferencia del anterior contenido; y anélo-
gamente, la tercera, cuarta, etc., del divisor en las correspondientes parles del

dividendo.

Por ejemplo, con el dividendo parcial de 362i y el divisor 483, diremos: 36 entre 44 9, sin resto;
pero como C no contiene & 8 ni 9 veces ni mucho ménos, la cifra det cociente tiene_que ser mucho
menor que 9, gor lo que no se tantea la 8 v se ensaya la 7. Dicese, pues, 36 entre 4 a 7, que miiltipu-
cado por 4 da 28, cuya diferencia & 36 es 8'y que, unidos & 8, forman 83que excede & S6,3producto de
7 por 8 en 32; que con 4 forman 324, cuya suma contiene 7 veces al 3y dgja un resto de 30t que, por
ser menor que el divisor, prueba que €l 7 es buena cifra para el cociente.

Ejemplo de divisién de la regla 5.*

5624452 1485

2454 ' 7504
01952 X 485 prueba
00000 50519

00052
50016

5624452
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oa™a por este daba aquel 6 poco ménos, y _hallamos, por cualquiera de los tres métodos de la regla
completnenlal (U8), que tal cifra era 7 millares, porque millares eran las unidades inferiores del di-
videndo IEarmal_ primero- Escribimos, pues, 7 en lugar del cociente, muy & la izquierda, para que &
su derecha pudieran facil y ordenadamente ponerse tres cifras mas, pues que de cuatro debia com-
ponerse el cociente, segin la regla, Multiplicamos 7 por el divisor 483, y sin escribir los productos
parciales, los fuimos restando del dividendo parcial dicho, obteniendo de resto 2i3- A su derecha pu-
simos, bajandola, la cifra siguiente del dividendo, con la que formamos el sequndo parcial de 2i34
que, diviiliiJo como el ﬁrlmero por el divisor, nos dié 5 para sequnda cifra del cociente, por lo que la
escribimos & la derecha de la primera. Multiplicamos dicha cifra por el divisor, y su producto lo
restamos en partes del dividendo parcial segundo, dandonos de diferencia t9, A su derecha escribi-
mos 6 bajamos otra cifra del dividendo total, con la que formamos el tercer dividendo parcial de
493, Al querer dividirlo como los anteriores, observamos que era menor que el divisor, por lo que su
cociente era 0%/ su residuo igual al mismo dividendo 1323, por lo que pusimos 0 en el cociente & la
derecha de las 2 cifras antes halladas, y al tercer dividendo parcial 193, considerado como resto, le
pusimos a la derecha la cifra del dividendo iiltimo, formando con ella el cuarto dividendo parcial de
1932. Dividirnoslo como los anteriores, obteniendo 4 para la ultima cifro del cociente y 0 de residuo,

rque i multiplicado por el divisor nos dié un producto igual al Gltimo dividendo parcial; resuUan-

, pises, como cociente total 7034 que para probar si era el verdadero 6 nos hablamos equivocado
en alguna multiplicacion 6 resta, lo multiplicamos por el divisor y nos di6, como convenia, justa-
mente el dividendo.

152. Demostracion de la regla 3.“ de la division. La demoslracion
general de esta regla es la misma que la de la regla 2." (142), pero la
detallada, refiriéndose a cualquier ejemplo, ofrece algunas diferencias,
que es lo Vinico que tenemos que demostrar.

En efecto; en el ejemplo anterior vemos que los divisores parciales
son siempre de tres 6 cuatro cifras, y que para determinar los cocientes
parciales correspondientes se obra con sujecion a4 uno de tres métodos
explicados (149, 150 y 151), pero no demostrados.

La demostracion del primero (149) es casi inGtil, pues evidentemente
si formamos una tablita con los productos del divisor por todos los nu-
meros digitos, lodo dividendo parcial que la operacion ofrezca, como su
cociente no puede ser mayor de 9 (158), nos dira la tabla cuél es, exac-
to 6 aproximado, pues su producto por el divisor, no pudiemioser mayor
que el dividendo parcial, ni diferir de él en un ndmero igual 6 mayor
que el divisor, sera igual 6 préximamente igual & alguno de la tabla, que
por lo tanto sefialara el cociente.

Los olro.s dos métodos (150 y 151) se fundan en que como cada cifra
del cociente ha de decir las veces que el divisor esta contenido en el divi-
dendo parcial correspondiente, pues que el cociente total dice las veces
que el divisor estd contenido en el dividendo total (120), la misma cifra
debe serla gue exprese aproximadamente las veces que la parle de uni-
dades superiores del dividendo parcial contiene a las superiores del divi-
sor. Proximamente, porque el resultado no es seguro y obliga al tanteo,
aunque lo acorta, y por eso para acortarlo mas por el método .segun-
do (150), se considera la primera cifra de la izquierda del divisor con una
unidad mas si la siguiente es 8 6 9, 6 mucho mayor que la primera, por
la evidente raz6n de que 58 6 59 se aproximan mas 6 60 que & 50; y 37
y 16 se aproximan mas respectivamente 440y 420 que a 30 y & 10.

En los problemas de esta regla se halla ademas la diferencia con los
de la primera, de que al multiplicar una cifra del cociente por todas las
del divisor y restar los productos parciales sin escribirlos de las cifras
del divide®)do parcial correspondiente, hay niudias veces necesidad de
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afiadir & las cifras de ésle, no 10 unidades, sino 20, 50 y liasta 90, cosa
gue nunca sucede en la sustraccién ordinaria, a causa de que en ellas se
IUtan sns-partes, cifra por cifra, siempre menores de 10, al paso que en
la division los productos que se restan son casi siempre mayoies de U,
pero como tantas veces 10 unidades como se anaden a una cilra del divi-
dendo parcial que hace de minuendo, tantas veces

inmediato superior se afiade al producto que hace de susliaendo, la
resta no puede variar (75).

Finalmeiile, el empezar la operacion por las unidades supeiiores del
dividendo tiene varias razones, de las que so6lo daremos la mas acorde
con la demostracién de la division que hemos dado. Es, pues, 9« 1o
la division se verifica por parles, y casi todas ofrecen residuos que deben
afiadirse & otra parte del dividendo, para que todas produzcan su paite
de cociente correspondiente, empezando la divisién por las unidades in-
feriores, uo'seria posible dividir los residuos de las divisiones parciales.

Y como la operacion de prueba no admite demostracion, por ser la
misma definicidn, resulta que todas las reglas dadas sobre la division
guedan demostradas.

ARTICULO III.

ABREVIACIONES DE LA DIVISION.

153. Las abreviaciones méas usadas en la division, ade-
mas de la ensefiada de restar de los dividendos parciales, los
productos del divisor, por las cifras del cociente sm escribii
ios (147), son las siguientes: 1.* Cuando el divisores20S.
2.“ Cuando el divisor es la unidad seguida de ceros. 3. Cuan-
do el divisor es un niumero cualquiera, terminado en ceros.
4.~ Cuando el dividendo termina en ceros. Y 5. Cuando dii
videndo y divisor terminan en ceros.

154. Regla 1" Para dmdir un nimero cualquiera, por grande que
sea, por 2 6 por 3, « ejecuta todo lo que previene la regla 2. de la division
(137); pero sin escribir mas que las cifras del cociente, que se van poniendo

debajo de las del dividendo. A
sta abreviacion se puede hacer, aun ciiamlo el divisor sea cualquiei

otro nimero digito; pero no siendo tan facil, no se usa mas que cuan
el divisor es 5 6 2.
Ejemplo. — 5479854 : 3
= 1159951

Explicacion. Se dice: la tercera parte de 3es 1 (y se escrlbe debajo
sje ade*

SRR Sires § NAY8 |, GUE TSR SR IEAPASH: SPhev 2, con 8 son 28, su 1ETEE™ PAME 8%

llevo 1, coa 5 son 15 su tercera parle 5y no llevo nada. La tercera parle de* es i y q

Demostracion™  Es la misma que la de la regla 2.* de la divisién (152),
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pues lo mismo es sacar la tercera parte de un niiraero que dividirlo por 3
(129); y lodo cuanto se practica, es sacar la tercera parle de todas las
parles del dividendo, y por lo lanio, ia tercera parle del lodo; y como lo
mismo se denioslraria, para dividir por 2, sacando la mitad de todas las
parles del dividendo, la regla es general y queda demostrada.

155. llegla 2.* Para dividir un nimero cualquiera por la unidad,

seguida de ceros, se le quitan a la derecha del dividendo tantas cifras 6 ceros
como acomparfien & la unidad del divisor, tas cuales formaran el residuo, y el
cociente entero seran las cifras restantes.

Ejemplo. 784975 1000 = 784

Demostracion. Como lodo nimero dividido por la unidad, da por co-
ciente el mismo nimero (130), y todo luitnero, miilliplicado por 1, da el
mismo ndmero también, resulta que todas las cifras del dividendo de
orden igual & la superior del divisor, deberan ser iguales & las del co-
ciente; y las de orden inferior del dividendo-, iguales en orden & las de
los ceros que acompafian a la unidad, siendo indivisibles por una de or-
den superior, quedaran de residuo; luego la regla es general»y queda de-
mostrada.

Observacion. Esta regla podia omilirse; pues por decimales se hace la division abreviada do este
caso con la ventaja de no tener residuo 6 tenerlo despreciable.

156. Regla 3.“ Para dividir un nimero cualquiera por otro que
sea la unidad con ceros, pero terminado en ceros, se prescindo de éstos y de
tantas cifras de la derecha del dividendo como ceros tiene el divisor en su ter-
minacion, y hecha la divisién de las parles restantes de uno y otro ndmero,
se tendra el cociente entero, y el residuo sera el que produzca la dicha opera-
don, teniendo & su derecha las cifras del dividendo que se desatendieron, 6
estas solas si la divisién no da residuo.

Ejemplo. 5745 :300=:57 | 3_

07 120

1

Demostracién. Porque el ser ceros las cifras de la derecha del divi-
sor, hace que al multiplicar por ellos la tltima de! cociente dé O de pro-
ducto que, restado de las ultimas cifras de la derecha del dividendo,
dara las mismas cifras de diferencia; luego deberan figurar en el cesiduo
y es indtil dividirlas, y no dividiéndolas, queda la division~del anterior
ejemplo reducida & 5700 : 500, que es lo mismo que 37 : o (159), que

es Jo que prescribe la regla y queda demostrada.

Observacion. También esta regla se hace inGtil conociendo los decimales; pues por ellos se
abrevia la operacion, y se obtiene un resultado mas sencillo 6 cxacto-

no

157. Regla 4* Para dividir un ndmero terminado en ceros, por otro

que termine en cifra significativa, se efectlia la division por la regla ordina-
ria correspondiente; y en el momento en que algun pi‘oduclo de cifra del co-
ciente por el divisor, sea igual al dividendo parcial correspondiente, y no
queden més cifras que bajar del dividendo que ceros, se da por terminada la
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opBi‘dcion, 'veQemdo oX cociente Idnlos ceros como se dejaron de considerar
en el dividendo.
Ejemplo. 574500000 55

0245 10700000
000

Demostracion.  PorcJiie 6S evidente la innillidad descijiiirla operacion,
cuando en el dividendo no quedan mas que ceros y ha sido O un residuo;
pues todas las cifras que salieran para el cociente serian ceros, y cero
sus producios, y la resta de éstos a los dividendos parciales también
ceros, o .

158. Observacion importante. No se crea que toda division en la
que el dividendo termina en ceros, es susceptible de la abreviacion & que
se refiere esta regla; pues aungue sean niuclios los ceros del dividendo, pue-
den no producir ninguno para el cociente, y ain no dallo exacto 6 sin

residuo.
Asi 57000000 \J_

67142B5|-

30
20
60

40

5
159. Regla 5. Para dividir tm nimero por otro, terminados ambos
en ceros, se les suprimo & los dos igual nimero de ellos, y se obra después con
sujecion a una de las reglas anteriores, segun laforma en que queden” que po-
dra ser 6 ambos ferminados en cifra significativa, 6 tino U otro solamente ter-

minado en ceros.
Ejemplos. \ 374500 : 3500 = 3745 | 35
0245 w7
000 )
374500000 3500= 3745000 : 35 = 107000

3® 394500 : 35000 = 3945 [ 350

M

Demostracion.  Suprimiendo igual namero «e ceros & dividendo y di-
visor, equivale & dividir ambos por la iini<lad seguida de tantos ceros «*o-
mo se suprimen a cada uno (55); y como un cociente no varia amujiie”di-
videndo y divisor se mulliplignen 6 dividan por iin mismo ndmero (153),
la division quedara alireviada y susceptible todavia de otra abreviacion,
acaso por alguna de las reglas anteriores demostradas.

_ En el prinii'r ejemplo, sggrimiendo dos ceros & dividendo y divisor, los dividimos por 3{ redu-
cimos la division a la de 3745 por 35, cuyo coeienlc es evidenvemente 107, igual al que dafia los nu-

meros propuestos con todos sus ceros.
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En el segundo ejemplo, obrando analogamente, reducimos la division 4 la de 374000 por 35, y por

| = P»' E
dividiendo sil por 35, y afiadiendo al residuo un cero.

ARTICULO IV.
DIVISION DE NUMEROS CONCRETOS.

160 La division de los numeros concretos se hace lo
mo que la de los abstractos; pero ios problemas que a aquellos
se refieren no expresan a veces bien claramente cual es el ai
videndo y cudl es el divisor; por lo que so6lo la reflexion sobre
el enunciado del problema, y sobre todo la practica, puede
servir para determinarlos. V. »

En "enend diremos que cuando dividendo y divisor son de dis inta
naturaleza el dividendo es aquel de igual especie al cociente que se bus-
c fy d dij;¢r el otro, que sL considera como abstracto. Mas siendo di-
viderlo y divisor de una misma naturaleza, s6lo el enunciado P™ble-
ma en cada caso particular sefiala, mas 6 inéuos claramente cual es el
dividendo y cudl el divisor, lo que se comprendera mejor por los
tes sencillo™ ejemplos, en los cuales vecémoslas diferentes clases de pro-

bienes que eoueretos ee quiere ave-

riiiuar el vaior de un tercero que, multiplicado por uno de los dos dados,

Teniendo por cualquier concepto un pesetas.

de eTte demploT ~A72!fstrada”' fued\"d 1d LA~ ?ctsE
problema

(LtucTi'el eSunciaTo en numeri susceptibles de operaciones matematicasl. v
para determinar la especie del resudado.

162 2" Cuando dados dos numeros concretos desiguales, pero
homogéneos, se quiere saber cuantas veces el uno se podra restar del

tan por reglas de

Teniendo un ahorro de i 200 duros, y un déficit anual de 60 duros,

se dese/saber_cuantos anos pasaran antes de consumir tal ahorro.

Evidentemente (JUe pasaran tantos anos COMo veces Se pueden fes
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tar 60 de 1200, y por io tanto este Gltimo numero es el dividendo, el otro el divi-
sor, y el Rociente sera de afios.
Serd, pues, 1200; 60 = 120 : 6= 20 afios.

163. 5® Cuando se quiere repartir entre cierto nimero de perso-
nas cierto numero de cosas.

Ejemplo Un visitante & un hospicio di6 para sus 35 pobres 7000 rs., y se
quiere saber & cémo les toca & cada uno.

SoHcion. Como los nimeros dados son de diferente naturaleza, y lo que se
busca son reales, el dividendo sera 7000dy 35 pobres, considerado coma abstrac-
to, el divisor: porque en efecto, lo que debe darse a cada uno, multipiicaao por

el nimero_de pobres, debe dar el donativo.
Y sera 7000 : 35 = 200 reales.

164. 4® Cuando se quiere dividir una cantidad concreta en un nu-
mero determinado de partes.

Ejemplo. En un cuartel entr6 un batalléon de 810 plazas, y se_desea saber
cuantos soldados deben alojarse en cada una de las 9 cuadras del edilicio.
Solucion. Dividendo y divisor son de distinta especie, y el resultado que se
busca es de soldados; luego 810 es el dividendo, y 9 cuadras el divisor.
Y serd 810 ; 9= 90 soldados.

165. 5® Cuando de un numero concreto dado se quiere determi-
nar su mitad, su 5*, 4.* etc., parte.

Ejemplo. Concedido un paseo extraordinario & la cuarta parte de un batallon
de 1060, soldados, se desea saber cuantos deben salir. -]

SolucAon. Como lo que se busca son soldados, 1060 sera el dividendo, v 4
abstracto el divisor.

Y serd 1060 ; 4 = 265 soldados.

166. 6® Cuando conociendo el valor en punto de un nimero de
unidades, se quiere saber el correspondiente & cada una de ellas.

Ejemplo. Un pedazo de pafio de 35 metros ha costado 700 rs., y se desea sa-
beg 31 camo sale el metro. C«

olucion. ~ Como lo que se busca son los reales a que sale cada metro, 100 se
racl dividendo y 35 el divisor.

Y serqd 700: 30 = 20 rs. el metro.

167. 7® Cuando lin nimero de unidades concretas se quiere con-
vertir eii otro equivalente, pero de unidades de niayor magnitud y de la.
misma naturaleza.

Ejemplo. Se desea saber 420 mioutos cuantas horas componen.

SolurAon. No hay mas que andato visible; pero 60 minutos que tiene la hora
es el otro dato que encierra el problema. Gomo son de igual especie, el dividen-
do lo indica el problema, pues tantas horas corresponden a 420 minutos, como
veces contengan & 60.

Y por lo tanto sera 420 ; 60 = 7 horas.
Observaciones sobre un caso particular de la division.

168. Hay un caso particular de la division, llamado ecctraccion de raices, éi
cual, por su mucha importancia, diticullad de ejecucion y elevado de su leona,
corres|)onde & la aritmética superior. Adelantaremos, sin embargo, que consiste
en buscar un namero que inulliplicado por si mismo produzca otro dado; y por
lo tanto raiz es lo contrario de potencia, pues si 8= 8 X 8= 64, la raiz cuadra-
da de 64 es 8. Con sélo estas indicaciones, veremos bien claro que se da un di-
videndo y se basca un cociente y un divisor iguales; luego es un caso particular
de la divisién, aun tratdndose Se otras raices, pues si 3®& 3X 3X 3= 27,
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la raiz cabica de 27 sera 3, cociente de buscar a 27 un divisor y un cociente, que
el uno sea el cuadrado del otro 3*y 3. No vemos todavia mas que casos particu-
lares de las operaciones fundamentales dichas.

ARTICULO V.
EJERCICIOS SOBRE LA DIVISION.

169." Ejemplos de division de nimeros abstractos.

d." 8745768 : 8 2 ® 9999969 : 49

5.° 7940009 : 87 4" 8980898 : 759
5® 9576408 : 908 6.“ 9987676 : 7590
7. 5700008 : 5700 8. 6873000 : 8700
9.4 9801000 : 9900 10." 90000000 : 8000

Ejemplos de division de nimeros concretos.

j-Ciianios (lias duraran 44000 rsgastando 4000 df.irios? ) i

Un testamento dice que se repartan 12540 duros en dotes de 570. ;Cuantos podran darse?

Un rico, al morir, ha legado 2)500 pesetas & los .5 pobres de un hospicio. ;A cémo les loca?
L0 Una deuda de 0270 duros hay obligacién do pagarla en once anualidades. ;Cuénto se debe

pagar cad.i afno? . . .
5” (.gstlgudos por un crimen & ser quinCados los 3955 soldados de una brigada, ¢cuantos deben

fusilarse?

e.” En un ferro-carril se han tardado 23> minutos en recorrer 128 kilémetros. ;Cuantos minutos
se_ ha empleado en cada uno, 6 & como resulta el andar por kilometro? i |
| 7d “ ) Eli un barato soba comprado una partida de 130docenas de medias por 1650 rs. ;A como sale
a docena?

8. ° (Cuéntos quintales componen H2000onzas?

9. ® (Cuantos duros com{)qnen_3120 rs?

10. Un recaudador de contribuciones_ha recibido 78300 pesetas, y desea saber cuanto le corres-
ponde percibir por el 1 por 100 de comision. . ) o

NoT.v. Sin necesidad de que sepamos la regla de interé.s, podemos ya decir, si por 100 le corres-
{Jondc I, por 1000 (= 100X 10) !c corresponderan 10, que es el cociente de dividir 1000 por 100;

ego dividiendo 10 recaudado ‘por 100, se tendra lo que se desea saber.

Fjjemplosds divisionde nimeros complejos, combinados con adiciones, sustraccio-
nes y multiplicaciones.

1® Un negociante hace un balance para ver si puede retirarse, y halla que tiene en metalico
178430 rs.. y en deuda cobrable 17778, y debe 47850 por un lado y por otro 3000, y desea saber, con
su_fortuna, para cuantos afios tendrd, gastando & 15rs. diarios. B

Un cnmerciante ha comprado objetos, de casi igual valor, por 11370 rs., y deseando ganar

en su venta 7000 rs., desea saberd cémo debe venderlos. . ) ) )

3® ,U?Qgeneral tiene & sus ordenes 18 batallones, de los cuales 5 tienen & 890 plazas, 34 877, 44
870, 54 320y 1con 49, y desea saber, no sélo la fuerza que reline) sino cuanta podra enviar a una
comision, quedandole la suficiente fuerza para hacer un servicio diario de 3000, relevandose cada
tres dias, y cuantos de esos 1000 deberéan ponerse de guardia en los 12 puntos mas importantes.

4® Un’propietario, ai morir, lego ¢ rs. & los hospitales, 7000 & los pobres. 4luu & un amigo, y
el resto de una f..rlima de 150000 rs. & sus siete sobrinos, mejorando & uno de ellos en el doble que
a los otros, y se desea saber cuanto toca al mejorado %/ & los otros. i

5-" Un m.ieslro de obras, .a concluir_la semana, tiene (fuc pagar & sus 29 trabaj"dores, de los
cuales unogana 9rs. diarios, 247 rs., 545y 21 & 3; pero de esos 29 hay 7 (1ue han trabajado los
seis (lias de la sem.ma, 3 s6lo han trabajado tres dias y los demas cinco dias, y (lesea saber (manto im-
port:{lool ago total (ic ellos, y cudnto debe él recibir por el 2 por 100 de comision (dabie que es 1
por . L .

6® Un tendero compro 70 arrobas de patatas & 7rs., y vendi6 39arrobas 4 9 rs ; pero al remover
el resto, vi6 (jue tenia podridas 3 arrobas, y desea saber a cémo debe vender el resto para ganar en
cada arroba de las que compro 2 rs. - . . N

7® Un recaudador de conlribuciones'ha recibido, en el primer trimestre del .afio, 7845 rs.; en el
segundo, .3T8; en el tercero, 5930, y en el cuarto, 9837y sus entregas al Tesoro han sido rcspecllva-
menio de 5780 rs, la primera; de” 7000 la segunda;, de 6000 la tercera; y de 7000 ja cuarta, y desea
sabor cuanto deb i tener en caja,dy cu.ales el Tpor 100de comision que le corresponde por lo cobra-
do, y cuanto ie falla que recibir de la contribucién de 42578 rs., y cuanto el tanto por ciento de lo
que le falto por cobrar. . B )

8.0 I5na casa comprada_en 25300 duros ha ocasionado dgogastos de reparacion 4900, y gastandose
anualmente en contribuciones y otros gastos ordinarios 240 pesetas, .se aesea saber & cuanto se ha
de alquilar para sacar al capital un 5 por 400 (5 veces mayor que 4 por 100).
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CAPITULO VI.

QUEBRADOS COMUNES.

articulo primero.

rRELQIINARES.

170. Quebrado comun o fraccién ordinaria se llama (25) el
ndmero que expresa una O varias partes iguales de la unidad abs-

tracta 6 a que se refiere.

La mitad, de una peseta, dos terceras'partes de un afio, tres cuartaspartes de
una vara de cinta 'y dos quintas fartes de \ abstracto 6 de una cosa cualquiera,
sin determinar su especie, son quebrados.

171. Para expresar los quebrados se necesitan dos nameros, uno
que se llama denominador, y dice las partes iguales en que se considera
dividida la unidad; y otro que se Illama numerador, y dice de cuantas de
aquellas partes 0 divisiones consta el nimero que representa el quebra-
do; llaméandose ambos puntos términos e\ quebrado, y escribiéndose el
denominador debajo del numerador con una rayita horizontal interme-
dia, o sea el signo de la division (119), semejantemente & como se escri-
ben los residuos para completar los cocientes de las divisiones inexactas
0 aproximadas.

En los ejemplos anteriorqs,_éaara expresar media peseta, se pone por denominador 2, que dice
que la peseta se considera dividida en dos partos iguales 6 mitades, y por numerador \, que dice que

de dichas dos mitades, sélo de una consta el nUmero que representa el quebrado, en esta forma: j
de peseta; y andlogamente, » X cintay — abstracto.

172. Para leer los quebrados se da al numerador el nombre abso-
luto que le corresponde por la numeracién; y al denominador, sino llega
& diez, los nombres partitivos, medios, tercios, cuartos, quintos, sextos, sé-
timos, octavos y novenosi y si llega 6 pasa de diez, se le da el nombre
absoluto correspondiente, afiadiéndole la palabra avos. Todo segun diji-
mos (128).

.Los ejemplos anteriores ya dijimos que se dictaban, y por . i
asi: media peseta, dos tercios de’afio, tres cuartos de vara de cinta y dos quintos.

173. Cuando el denominadores i0, en lugar de diez avos se dice décimos;
cuando es 100, centésimas, etc.; pero siendo estos quebrados de circunstancias
especiales, por tener la unidad con ceros por denominador, y no habiendo llega-
do & ellos, hemos debido incluirlos en los que se leen sus denominadores con los
nombres partitivos aunque asi no sea.
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174. Namero mixto 6 fraccionario se llama (26) el que se compone de
un entero y un quebrado.

Cincuenta pesetas y media, que se escribe 50 -1 pesetas, es un nimero mixto.

175. El quebrado se llama propio cuando su numerador es menor
qgue su denominador, y por lo tanto representa un valor menor que la
unidad & que se refiere; y se llama impropio cuando su numerador es
igual 6 mayor que su denominador, y por lo tanto el quebrado vale
tanto 6 mas que una unidad entera.

Asi, — es un quebrado propio, porque dividida la unidad en 5 partes, s6lo de 3 consta el nime-
ro que representa el quebrado; pero -r y "S* quebrados impropios, porque constan de tantas
6 mas partes que las que componen una unidad dividida en quintos.

Quebrado de quebrado es, dijimos (27), aquel en que él denominador dice
las partes en que esta divida, no la unidad & que se refiere, sino una par-
te de ella.

La tercera parte de media manzana, que se escribe vl 4 manzana, es un quebrado de

) ) 5 )
quebrado, pudiendo ser mucho mas complicado, como — de — de tina cosa cualquiera.

177. EIl origen de todo quebrado es en realidad, y puede asi consi-
derarse, ¢ la indivisibilidad exacta de los nimeros por algunos, que pro-
duce un cociente entero ¢ aproximado, y un residuo que lo comple-
ta (126), 6 la inconmensurabilidad 6 innumerabilidad exacta de algunas
cantidades indeterminadas, que al convertirlas en determinadas 6 nume-
ros 1), deuna unidad dada, producen un entero y una parte de la uni-
dad de medida; y también ésta solamente sin entero.

A 178. Ea efecto, en el primer caso, nosolo el residuo se expresa bajo la mis-
ma forma que se ha asignado al quebrado, sino que es realmente un quebrado
y quebrado propio, porque su verdadero valor, para completar el cociente, es de
ménos de una unidad dcl mismo, sea de la especie que fuere. Y en el segundo caso,
el pico de la medicién 6 cuenta es menor que la unidad de medida, y so6lo puede
expresarse exactamente por una 0 varias partes iguales de tal unidad, siendo

dada, 6 en la que se quiere el resultado; pues en otra clase de unidades inferio-
res, ya sabremos que la expresién seria un nimero entero.

ARTICULO I1.

PRINCIPALES PROPIEDADES DE LOS QUEBRADOS.

179. Teorema fundamental. Todo gquebrado es equivalente
& una division de su numerador por su denominador., y por lo tanto
al cociente que corresponda & tal division mas 6 ménos practicable
en una 6 en otra forma; y toda division equivale & un quebrado
cuyo numerador sera el dividendo y cuyo denominador sera el di-
visor.

Demostracion. Todo quebrado es equivalente por su origen (177), 6 &
un residuo de una division inexacta, 6 & una parte de una unidad de me-
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dida 6 cuenta que no esta contenida un niimei'o exacto de veces en una
cantidad continua 6 discreta que se ha medido 6 contado. En el primer
caso, como lodo residuo es una parte del dividendo, que no se ha podido
dividir, su verdadero valor serd el cociente que le corresponda al conse-
guir su divisién en una o en otra forma; por lo que, si tenemos, por
ejemplo, un residuo de 3 manzanas, que no hemos podido dividir entre
4 nifios, y averiguamos de algun modo el cociente correspondiente a esa
division, ese serael valor del residuo. Mas para dividir 5 manzanas entre
4 nifios, lo mismo sera dividir cada una de las 3 manzanas en 4 partes,
y dar & cada uno una cuarta parle de la primera, otra cuarta parle de la
segunda, y otra de la tercera, que dar & cada uno tres cuartas partes de
cualquiera de ellas, pues se deben suponer iguales; luego el cociente de

dividir 3 manzanas por 4 nifios es de manzana, y por lo tanto j equi-
vale 4 3 : 4, y a su cociente, que es el mismo j

En el segundo caso, como al contar un monton de monedas con la
unidad peseta, y lo mismo al medir el largo de un ijardin con la unidad
vara, la parte que pueda hallarse de pico no puede expresarse en pese-
tas 6 varas, sino considerando la peseta o vara dividida en parles, y vien-
do cuantas de dichas partes caben exactamente en el resto del monton
de pesetas que se cuenta, 6 del jardin que se mide; si se halla, por ejem-

plo, que es —de peseta 6 de vara, como por lo dicho sobre el caso pri-

mero -= 5 : 4,y elvalor del quebrado no puede evidentemente variar
sea cual sea su origen, queda demostrada la primera parte del teorema.

En cuanto a la segunda, también lo estaria con lo dicho, si fuera ver-
dadera reciproca déla primera, pero no lo es rigorosamente, porque aun
siendo todo quebrado una division indicada del numerador por el deno-
minador, podian no ser todas las divisiones iguales 6 equivalentes & que-
brados, aunque algunas lo fueran. Diremos, por lo tanto, que si tenemos
que dividir 26 por 3, lo que en realidad buscamos como cociente es la
tercera parte de 20 (165); pero la tercera parle de 1 esj ; luego la terce-
ra parte de 26 serdf , y lo mismo se deraostraria que 52 : 5= f y

5:8 = -]; luego el teorema es general, y queda demostrado.

~ Observacion. Nosolamente esevidente que un quebrado vale lo mismo, sea cual fuere suorigen,’'
sino que en realidad puede decirse que el origen de todo quebrado es un residuo; pues aun en el caso
del pico de medicion 6 cuenta, el tal pico es un verdadero residuo. En efecto, si medimos el largo
de un jardin con Ift unidad varay hallamos que es de 70 varas, no hacemos otra cosa que dividm el
largo 6 magnitud indeterminada por 1 vara, cuyo cociente es 70, igual al dividendo, porque el divi-
sor’ﬁs la unidad, . . i
as si encontramos que el largo es de un poco méas de 70 varas, ese poco mas 6 pico sera un
verdadero residuo, que para valorar habra que dividir. Si le lamamos x, su expresion para com-
pletar el cociente entero de 70 varas, sera . Considerando ahora que x es una cantidad de
magnitud indeterminada, y gue para convertirla en nimero tenemos que dividirla feomo el total
largo del jardin), por una unidad que quepa dentro de ella un ndmero exacto de veces, tendremos
que acaso serd el conveniente divisor un cuarto de vara; y dividiendo x por esa nueva unidad, si
nos da 3 de cociente, lo tendremos que expresar por 3 cuartos de vara; como el anterior cociente

lo expresamos por 70 varas, y conociendo ya el valor de x, lo sustituiremos en la expresion
, i devara . . 3 .
y sera Lvara lo que evidentemente esigual & y de vara; luego todo quebrado puede conside-

rarse sin violencia equivalente a un residuo.
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180. Corolario. Todo enlevo se puede poner en forma de quebrado con
la unidad por denominador, porque segun el teorema anterior 25 : 1 =
Y »y como25: 1= 25 sera 25 = ”~ .-Ylomismo 87 = y , etc.

Lema. Todo gquebrado cuyo denominador es igual al numerador, equivale
4 la unidad.

Porque no sélo por el teorema anterior |-= 5:5 = 1, sino que po-
demos decir que si la unidad se considera dividida en 5 partes y se to-
man todas 5, se tendra toda Ja unidad.

181. Corolario. Para poner la unidad en forma de quebrado, con un
denominador dado, se lo pondra & este un numerador igual a él. Asi, si se

quiere poner en forma de quebrado con denominador 8, sera , etc.

182. Lema. Todo quebrado impropio cuyo denominador divi-
de exactamente al numerador, equivale & un entero.

Porque si, por ejemplo, en el quebrado impropio, 24 es divisil>le
exactamente por 8, dard un cociente sin residuo, y por lo tanto un nu-
mero entero sera el valor del quebrado.

183. Corolario. Para poner un entero enforma de quebrado de un de-
nominador dado, se multiplica el entero por tal denominador, y el producto sera
el numerador del quebrado deseado. Pues si 7 lo queremos en forma de que-

brado con denominador 5, sera="-~= y , pues = (bx 7):5= 7.

184. Lema. Todo quebrado impropio cuyo denominador no
divide exactamente al numerador, equivale & un niamero mixto.

Porque si el numerador no es divisible exactamente por el denomina-
dor, dividiéndolo dara un cociente entero y un residuo que originara un
qguebrado, que con el entero formara un nimero mixto.

Pues en efectoy = 51 :7 = 71-.

185. Corolario. Para reducir un nimero mixto a quebrado, que in-
dispensablemente sera impropio, se multiplica el entero por el denominador
del quebrado; al producto se le suma el numerador, y & la suma se le pone
por denominador el mismo del quebrado.

Asi OF —*°¢°®  {Spues’d 4.5 Rs.

Inversamente para reducir un quebrado impropio & mixto, 6 sea deducir
los enteros que contiene, se divide el numerador por el denominador.

186. Lema. Dos quebrados que tienen igual denominador es
mayor el que tiene mayor numerador; y dos quebrados que tienen
igual numerador es mayor el que tiene menor denominador,

Porque no expresando los denominadores otra cosa que el niUmero de
partes en que se considera dividida la unidad, y los numeradores las par-
tes 6 divisiones de que consta el quebrado, es evidente que si de partes
iguales se toma mayor nimero de ellas, mas cantidad se habra tomado;
y si se toma igual namero, pero de partes desiguales, el nimero de las
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mayores {i"ue seran las de un denominador menor), sera el méas grande.
Esto es, que es mayor que Yy menor quey.

187. Lema. Todoquebrado aumentaatmentando su numerador ¢ dis-
minuyendo su denominador, y disminuye disminuyendo su numerador 6 aw-
mentando su denominador; y si el aumento ¢ disminucion es .por via de multi-
plicacién 6 division, el quebrado quedara multiplicado por igual nimero po®
el que se muItipquue su numerador 6 se divida su denominador, y quedam
dividido por igual nimero por el que se divida su numerador 6 se multiplique
su denominador. j

Porque siendo el quebrado equivalente a una division del numerador
por el denominador (175), como aumentando el dividendo 6 disminuyon-
do el divisor aumenta el cociente, y disminuye éste disminuyendo el divi-
dendo 6 aumentando el divisor, etc. (153), lo mismo debe sucederle al
quebrado.

188. Corolario. Para duplicar, triplicar, etc., el valor de un quebra—
do, se multiplica el numerador 6 divide el denominador por ‘i, por 3, etc., y
para sacar la mitad, tercera parle, etc., de un quebrado, se d|V|de Su numera-
dor 6 se multiplica su denominador por 2, por 5, etc. j- e

189. Lema. Vn quebrado no se altera en valor multlpllcando 6 divi-
diendo sus dos términos por un mismo ndmero.

Porque al duplicar, por ejemplo, el numerador, se duplica el valor del
quebrado, y al duplicar el denominador se saca la mitad del mismo y I''®"
dara como estaba; y andlogamente triplicando, cuadruplicando, etc., é
inversamente dividiendo los dos términos ppr un mismo ndamero.

190. Lema. Vn quebrado cuyo numerador aumenta 6 disminuye por
via de suma 0 resta en tantas unidades como tiene su denominador, aumenta
0 disminuyeen i',y analogamente en 2, si el aumento ¢ disminucion es de du-
plo nimero de unidades que tiene el denominador.

Porque si el dividendo, por ejemplo, 12, contiene el divisor o exac-
tamente 4 veces, aumentado el 12 en 4, lo contendra una vez mas, y dos
veces mas si aumenta en 8, y una vez ménos si disminuye en 4.

Observacion.  Esta Ultima propiedad de los quebrados es la Gnica que
que se refleren & sus alteraciones por aumento 0 dlsmlnumon por Yla N
nos; y la Gnica susceptible de ser expuesta como observando una Diremos, sme

go, gile sumando una misma cantidad & ios dos términos de un quebrado"rece el propio y mengua
«1 impropio, y lo contrario se verifica restando igual cantidad & los dos términos.

ARTICULO 111,
REDUCCION DE QUEBRADOS A UN COMUN DENOMINADOR.

191. Reducir quebrados a un comin denominador, es conver-
tirlos en otros equivalentes, pero de igual denominador.

Esta circunstancia es indispensable para ejecutar con ellos muchas
operaciones, porgue es la que los hace verdaderamente homogéneos, pues
el denominador sélo expresa la especie 6 magnitud de las partes de la
unidad a que se refiere el quebrado, y esta homogeneidad partitiva, diga-
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moslo asi, a lodos los quebrados se le puede dar, reduciéndolos por sub-
division de sus denominadores & un comdn denominador.

Un montén de medias manzanas,% otro de terceras partes de la misma fruta, son ciertamente
cantidades homogéneas, porque ambas son manzanas; pero evidentemente no se Pue_den contar
exactamente si se mezclan, como se contarian si todos los pedazos fueran mitades 6 tercios de man-
zana. JEn efecfo, 7 medias manzanas y 8 medias compondran 15 medias, y 7 terceras partesy 8 ter-
ceras parles, compondran 15 terceras parles; poro 7 mediasy 8 terceras partes, no compondran ni
15 medias, ni 15 terceras partes, sino 15 pedazos desiguales, cuyo valor enjunto no hay nimero
que lo pueda expresar, como no se puede el de dos cantidades verdaderamente heterogéneas, por
ejemplo, soldados y carneros, ¢ varasy libras. Pero la especial heterogeneidad dicha de fos quebra-
dos, se puede hacer desaparecer siempre por la regla que vamos & ver, cuya esencia podemos apre-
ciar desde ahora materialmente, con sélo considerar que todos esos pedazos de manzana se pueden
subdividir, las mitades en tres parles cada gnai/ seréan las 7 medias', 21 sextas partes; y las 8 terce-
ras partes en dos cada una, y compondran 16 sextas partes, y se tendlr;;que 7 medias y 8 tercias
equivaldran 421 sextas y 10 sextas.Pues andlogamente ~ ~Y ~ 'g # ! quebrados re-
ducidos & un comun denominador.

192. Reglageneral. Para reducir dos 6 mas quebrados & un
comun denominador, se multiplica el numerador de cada uno por el
denominador del otro si son dos, 6 por el producto de los denomina-
dores de los otros si son varios, y se tendran los numeradores de los
nuevos quebrados equivalentes, cuyo denominador comun se hallara
multiplicando los denominadores entre si.

- 1« 1V ~A—3x5 2>0_ « , 1

Ejemplos. x. 7 ' s =X 15Xk~ D] 2o

3X5X7 2X4X7 6X5X4 1B, " m
5 Y v  4X5X7 5X4X7 Y 7X5X4 140 ] 140y 140*

Demostracion. Los quebrados resultanles en el primer ejemplo pro-
Yienen de multiplicar los primitivos 6 propuestos, el primero  sus dos
términos por 5,y el segundo | sus dos términos por 4; luego los nue-
vos quebrados seran equivalentes & ellos (188). Y en el segundo ejemplo
el primer quebrado resultante proviene de multiplicar los dos términos
del primero propuesto porSx 7,y el segundo resultante de multiplicar
los dos términos del segundo propuesto pord x 7, y el tercero resultan-
te de multiplicar los dos términos del tercero dado por 4 x 5 ; luego los
tres nuevos quebrados serdn de igual valor que los propuestos. Y como
lo mismo se demostraria en cualquier ejemplo en el que se obrase segun
la regla, ésta es general y queda demostrada.

193. Kegla complemental. Se puede abreviar la operacion de reducir
los quebrados & un comiin denominador y obtener nuevos quebrados equivalen-
tes coii términos inas pequefios que los que produce la aplicacion de la regla
general, siempre que & primera vista 6 facilménle se vea que alguno de los de-
nominadores es multiplo de lodos los otros, 6 que lo es duplicandolo, tripli-
caiidolo, ole. Pues en el ptimer caso, el denominador que sea mtUiiplo de los
oli'os podra ser el comdn. Para ello no habra més que midtiplicar los dos tér-
minos de los demas por el minierd que se vea conviene para que su producto
por el denominador dé el que se quiere sea el comun;y en el segundo caso, el
duplo, triplo, etc., del denominador, que duplado, triplicado, etc., sea mul-
tiplo de los demas, sera el denominador comun, para lo que no habra méas que
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duplicar, iriplicar, etc., su numerador, y hacer con los dos temimos de los
demas quebrados una cosa analoga & la del caso primero.

. 3X3 2X5 9 w £
Ejemplos. 1® ¢ T' « ~ 5>T3 3X5’ 45" 45° 45+
4X 42 5X* 7X3 2

— 2X42’ 6X4°’ 8X3 24" 24 §IT

S«Se5Sf=5Sffe

os dos términos del primero, por 4 los del segundo, y por 3 6 triplicamos los del tercero.

Demostracion.  Corao cuanto se practica, segun la regla coraplementa),
no es mas que multiplicar los dos términos de cada quebrado por un mis-
mo nUumero, y esto no altera su valor, los nuevos quebrados serén siem-

pre equivalentes & los primitivos, y queda la regla demostrada.

En la Aritmética superior aprenderemos otro método mas cientifico y conTenientep a r ~ ~
™

S, L In0S MU AT AES PGS oS 9418 B RSB B AENEIPLSEN S o e R api 0~m«

aué para quebrados de términos pequefios, pues en los grandes no es posible ver si un deno
"yfirélodo”a que’nos*'tef;nmos, se funda en el mismo Principio que las regidas

el valor de un quebrado no varia, aunque sus dos términos se

pues se reduce a determinar el menor dividendo comun 4 todos ®

comuUn multiplo, que es lo giie viene & hacerse por la regla eomplemcntal anterior.

194. Escolio. En dos quebradosiguales los productos de sus térmi-
nos multiplicados en cruz 6 sea el numerador dei uno por el denomina-
dor del otro, son iguales; poique si, por ejemplo, f = ¢ reducidos & un
comun denominador, seran guebrados que, por ser igua-
les y tener sus denominadores iguales, sus numeradores tienen eviden-
temente que serlo.

ARTICULO IV. .
SIMPLIFICACION DE QtTEBRADOS.

195. SiMPLIiFiCAE. UN QUEBRADO es convertirlo en otro equiva-
lente, pero de términos mas pequefios.

196. Ke~la. Dividanse los dos términos del quebrado que se
trata de simplificar, primeramente por 2 todas las veces que se pue-
da; y se conocera que se puede, si terminan en 0, 6 cualquiera cifra
par 2, 4, 6, etc. Después se dividiran ambos términos por 3 todas
las veces que se pueda; y se conocera que se puede, si sumadas como
si fueran unidades simples todas sus cifras componen 3, 6 cualquiera
de sus multiplos 6, 9, 12, 15, etc. Y por Gltimo, dividanse sus
dos términos por 5 todas las veces que se pueda, que se conocera que
se puede si terminan en 0 6 5.
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Pudiéndose, sin embargo, observar cualquier otro orden en las di-
visiones, y hacerlas, por cualquier otro divisor que no sea2, 50 5, si se
conoce que los dos términos son divisibles por él. Si el quebrado es im-
propio, debe convertirse en mixto, si el objeto del problema lo permite,
que es lo que se llama sacarle los enteros que contiene, y que es una ver-
dadera simplificacién (185). Finalmente, se puede abreviar la simplifica-
cion, cuando facilmente se ve que los dos términos pueden descomponer-
se en factores, alguno de los que sea comun 6 ambos, pues bastara su-
primirlos.

i o 21 212 N £ 2
Ejemplos. | 2L 2 —£_2
5 i 2_ 24 £ 4 2
0 también o w—m T .
¢ 9450 4723_ n
2. 40800 ' X -@ 72 24'
0 930 __3m8
40800 w160 432 ~ 7 24

Explicacion. En el primer ejemplo dividimos los dos términos del quebrado, primeramente
P& 3 dos Teces, y luego por 2, 6 primeramente dos veces por 3, y luego dos reces

T en el segundo ejemplo dividimos el quebrado por 2, después por 5 dos veces, v lueco dos
veces por 3, o primero dos veces por 5, después por 3, Iuego por 2,y ultimameate otra vez por 3.

Demostracién. Todo cuanto se prescribe por la regla no es otra cosa
que dividir los dos términos de un quebrado por un mismo nimero, lo
que no altera su valor (189), pues aun en el caso de la descomposicién
de los términos en factores, y suprimir uno comun, equivale a dividirlos
por el factor suprimido; luego la regla es general, y queda demostrada.

197. Observacion. Los ejemplos evidencian que el resultado es el mismo,
sea cual sea el 6rden en que se elijan los divisores, y que también después de
haber dividido por 5 puede a veces dividirse por 3y por 2, y finalmente, que

hay nimeros divisibles por 3y por S, y es mas breve el ;\)referir siemPre el ma-
yor divisor.
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CAPITULO VIL

OPERACIONES PRINCIPALES DE LOS QUEBRADOS Y MIXTOS.

AUTIOULO PEIMERO.

PRELIMINARES.

198. Las operaciones principales que pueden hacerse con los que-
brados, ademas de las auxiliares que hemos ensefiado en el capitulo ante-
rior, de simplificarlos y reducirlos aun comun denominador, y de otra que
después sabremos que es la de valuarlos, son cuatro: adicion, sustrac-
cidn, multiplicacién y divisiéon, cuyas definiciones son las mismas dadas
para los enteros como principales, pues la segunda de la multiplica-
cion (86) y la tercera de la division (121) no serian rigorosamente exactas
aplicadas & los quebrados.

Eli efecto, multiplicar un quebrado por otro, no es rigorosamente tomar uno
tantas veces como unidades tiene otro; pues que si el multiplicador es quebra-
do propio, no valdrd ni una unidad, y aunque yaliendo media unidad, por
ejemplo, seria tomarlo media vez 6 su mitad, tal definicion no sena completa-

Ny FAVWAN
me aemeﬁ(da%adividir un quebrado por otro es' buscar las veces que el givi.&ghgo
contiene ni divisor; pues aquel puede ser menor que éste, y aunque esa dehni-
cion, con poca variacion, seria aceptable, no puede tampoco convenir aios que-
brados exactamente como conviene & los enteros.

Fundandonos en lo expuesto, ya dijimos aceptamos (62 las llamadas cuatro reglas, como opera-
eionM fundamentales de la Aritmética, aunque ya hemos visto que la multilplicacién €s un caso
parlicula™r de la suma (87), la elevacién & Dolencias de la multiplicacién (H6), la division de la sus-
traccion (122), y la extraccion de raices déla division (loo).

ARTICULO 1.
ADICION DE QUEBRADOS Y MIXTOS.

199. E I problema general de la adicion délos quebrados y
mixtos, se divide en tres también generales, cada uno de los
cuales tiene su correspondiente regla: 1®Sumar dos
guebrados. 2* Sumar un entero con un quebrado. Y 3. bu-
mar dos 6 mas nimeros mixtos, aunque alguno de los su-
mandos sea entero 6 simple quebrado.

200. Reglal Para sumar dos 6 mas gquebrados, se reducen prime-
ramente & un comun denominador si no lo tienen," después se suman los nume-
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mdores, y d esta suma se le pone por denominador el comun, simplificandose
si se puede el quebrado resultante.
2X4X3 3X5X3

. 2X4X5
Ejemplos. -f-4 = 5x4x3 4X5X%3 3X4X5
45 24 45+ 40 409 _
60 60 60 60 60 ~ A0

Explicacion. Con sujecion 4 la regla, se han reducido 4 un comin denominador los quebrados
propuestos para sumarlos; se han sumado después los numeradores, y & la suma se ha puesto por
denominador el comdn; y como el quebrado resultante era impropio, so redujo a mixto, Unica
simplificacién que admitia.

Demostracion.  El reducir los quebrados a un comin denominador, es
para que sean verdaderamente iioniogéneos (191), y puedan sumarse. El
sumar después los numeradores es porque ellos representan el valor de
los quebrados (171). El poner & la suma el denominador comun, es por-
que el denominador solo dice a qué partes de la unidad se refiere el que-
brado (171). Y finalmente, el simplificar el quebrado resultante es por-
gue los resultados deben expresarse siempre de la manera mas sencilla
posible.

201. Reglad." Parasumar unentero con un quebrado, 6 un quebrado
con un ewiero"(Operacion que suele llamarse reducir un entero a la espe-
cie del quebrado que le acompafia), se multiplica el entero por el denomina-
dor del quebrado, y al producto se le suma el numerador, poniendo & la suma
por denominador el del quebrado.

Ejemplo. 8. A LBX5.H3 40-H 3 43

Obtervacion. No se da al quebrado la siroplilicacion tnica que admite, porque rolveria a dar los
mismos dos sumandos, pero si cualquiera otra simplificacion que admita.

Demostracion. Aunque esta regla se funda en la propiedad del que-
brado impropio, cuyo denominador no divide exactamente al numerador,
gue equivale & un mixto (175), diremos, sin embargo, que si al entero
se le pone por denominador la unidad y se suman los dos quebrados su-
mandos, tendremos en el ejemplo anterior

8X6 3X4 8x64-3
4~ 6 4X6 ' <X6 6 »
cuyo Ultimo quebrado dicelo que prescribe la regla.

202. Regla 5." Para sumar dos 6 mas mixtos, aunque algin sumando
no lo sea, se suman todos los quebrados por la regla 1% y los enteros por la
correspondiente, agregando d La suma de estos los que pudiera contener la su-
ma de los quebrados.

R 3 4 8 n i i® 80 __ 17« 1, ]
Ejemplo. 42-f TolT e e g0 i 9 80T Do *%9%9*
745
8
= 797 ¢

Demostracién.  Sumados los quebrados de los sumandos por la re-
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gia 1.* demostrada, y los enteros por la que les es propia, y afiadiendo ala
suma de estos los enteros de aquella, se renen evidentemente todas las
partes de los sumandos, y por lo tanto deben quedar reunidos todos ellos.

203. La adicion de los quebrados concretos se ejecuta como la de los
abstractos, pues solo se atiende & su valor numérico para efectuarla; pe-
ro los quebrados deben ser homogéneos si la suma no ha de ser de espe-
cie indeterminada 6 considerada en abstracto.

ARTICULO III.

SUSTRACCION DE LOS QUEBRADOS Y MIXTOS.

204. EI problema general de la sustraccion de los que-
brados se divide en cuatro: |.° Restar un quebrado de otro.
2." Restar un mixto de otro. 3® Restar un quebrado de un
mixto. Y 4." Restar un quebrado 6 un mixto dé un entero.

205. Regla I.* Para restar un quebrado de oiro, se reducen ambos &
un comin denominador si no le tienen igual; se restan en seguida los numera-
dot'es, y & la diferencia se le ponepor denominador el comdn.

) 5 3 20 18__ 20—18 1
Ejemplo. 1 —t = 20— 24= 12

Demostracion.  Se reducen & un comin denominador minuendo y sus-
traendo, para que sean verdaderamente homogéneos y puedan restar-
se (82). Se restan los numeradores, porque en ellos esta representado el
valor de los quebrados, y sele poned la resta por denominador el comun,
porque ese dice solo & qué clase de partes de la unidad se refieren los
quebrados.

206. Regla 2."" Para restar un nimero mixto de otro mixtOy se resta
el quebrado del sustraendo del quebrado del minuendo, y se restan también i05
enteros; y si el quebrado del minuendo, después que tenga igual denominador
que el del sustraendo, se ve que es menor que él, para que pueda hacerse la
resta se le agrega una mudad en forma de quebrado, y otra al entero del sus-
traendo.

Ejemplo. 57 4 s ®
— 124 Lo .

f21 i Hi — H= —

VM 28/ — 28— 28— 28 28
N
= 24%

1 ) _

—_ J— | —
prueba 124 |2-8i P é;% |Hz{3 tlzi.
24 1

= 574

Sxplicacion. Con sujecion ala regla, se iban a restar los quebrados reducidos & un comuln de-

Dominador; pero como - < |§.sele uni6al primero 1en formade quebradq/—\ . y siendo posible
_______________ [
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ya la resta, se obtuvo % restandose después los enteros; pero con una unidad mas elsustracndo, por
la que se abadié al quebrado minuendo. Eﬁ la prueba se obré con sujecion 4la regla dela suma, y
dando el resultado 6 suma un quebrado , cuyos dos términos evidentemente eran divisibles
por7, se obtuvo exactamente el minuendo.

Demostracién.  Efectuada la resta de los quebrados porlareglal vya
demostrada, y la de los enteros por la correspondiente, evidentemente
gue se halla la diferencia de todas las partes del sustraendo & las corres-
pondientes del minuendo, y por lo tanto la diferencia de ambos todos.

207. llegla 5." Para restar un quebrado de un mixto, se resta el que-
brado sustraendo de el del minuendo 'por la regla 1®, afiadiéndole & aquel
una unidad en forma de quebrado si fuera menor, y poniendo por entero de la
resta el del minuendo con una unidad ménos si se le afiadié al quebrado que le
acomparie.

Ejemplo. 57 1- p— Lo

. 30\ __p W__ 25 . A
R V30 30/ 30' 330 3B D
= 3613
fo B 5_ ~_ J1?2__3S1
prueba f ir Y % mm=— 3= Rs
57

Demostracion.  Uestados los quebrados, segun la regla 1.* demostrada,
y aumentado el del minuendo con una unidad cuando es menor que el
uel sustraendo, es evidente que el entero que deberd acompariar & la res-
ta de los quebrados, sera en el primer caso el mismo del minuendo, pues
gue no hay ningln entero que restarle en el sustraendo; y que tendra
una unidad ménos cuando al quebrado que le acomparie se le afiada, Uni-
ca manera de que la resta no sufra alteraciéon portal aumento.

208. Se puede abreviar la operacion en el caso de que el quebrado
del minuendo sea menor que el del sustraendo, afiadiéndole simplemente
& su numerador tantas unidades como tiene su denominador, pues equi-
vale & la suma de una unidad en forma de quebrado.

En efecto; lo mismo es |- - |- que

209. Regla 4.“ Para restar un quebrado 6 un mixto de un entero, se
considera éste con una unidad ménos, y & su derecha tal unidad en forma de
quebrado con igual denominador que eLdel sustraendo; verificando después la
operacioén por la regla 2.“ 6 por la 3.‘, segn que el sustraendo sea mixto 0
guebrado.

Ejemplo 1. 57 |

1
w
o

1
w
(o2}
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Ejemplo 2/ 58 — 15 - 571
154-

= A24
prueba 15|4-42| 57 +==358
Explicacion. Con sujeciéon ala regla, el minuendo entero se convierte
quebrado de un mixto en el primer ejemplo, y un mixto de otro mixto en el segundo. n

Demostracion.  EIl considerar el entero del minuendo con una unidad
ménos y ponérsela a su derecha en forma de quebrado, evidentemente no
altera su valor; y como después se obra con sujecion & la 2. 0 0. reglas
ya demostradas, ésta lo queda igualmente.

210. La sustraccion de los quebrados 6 mixtos concretos se hace co-
mo la de los abstractos, pues se atiende al hacerla & su valor numérico;
pero ambos datos deben ser homogéneos, pues lo mismo que los enteros,
no se pueden restar partes de unidad de una naturaleza de partes de uni-
dad de otra.

AKTICULO 1V.

MULTIPLICACION DE QUEBRADOS Y MIXTOS.

211. EI problemageneral de la multiplicacion de los que-
brados ymixtos, se divide en cuatro: 1™ Multiplicar un entero
por un quebrado. 2.° Multiplicar dos 6 mas quebrados entre
si. S** Multiplicar dos 6 varios numeros mixtos. Y 4. Multi-
plicar un quebrado 6 mixto por un entero, ¢ al contrario, un
entero por un quebrado 6 un mixto.

212. Regla 1. Para mulliplicar un entero por un quebrado, 6 un
quebrado por un entero, se multiplica el entero por el numerador del quebra-
do y al producto se le pone por denominador el del mismo quebrado, simpli-
ficandose el resultado si se puede. Y también puede hacerse la multiplicacion
dividiendo el denominador del quebrado por el entero, y al producto ponién-
dole por numerador el del quebrado; pero es menester, para obrar asi, que el
denominador sea divisible exactamente por el entero.

Ejemplo. &x b %3 _ig_ ol ==xi,
6 bien BRad —elg = 2= 249

Demostracién. Esta regla se funda en la propiedad de los quebra-
dos (187 , por la que multiplicando su numerador o dividiendo su deno-
minador por un numero, queda el quebrado hecho tantas
como uniaades tiene esendmero, y porlo tanto multiplicado por el
Y evidentemente que si el denominador del quebrado no es divisible
exactamente por el entero, la multiplicacion no debera hacerse por el se-



62
gundo método, pues el resultado seria un quebrado cuyo denominador

convefie,",r ° N ‘»» I» <”enorque es
En efecto; | x 5= f ;pero4 x 5= = -5
[ N 2Av
J'  ['cEia mwiiip/icar dos o vanos quebrados entre si, se
2N fTE T numeradores, y el resultado ser& el numerador del pro-
ducto total cuyo denominador sera el producto de todos los denominadores.
Ejemplo. 4-X —X —— ~xax? .
N ® 9 4XSX9 |&)—€O~“30
J ~egla en la propiedad de los quebra-
dos (187). Porque, en efecto, si tuviéramos que multiplicar 4 por 2, se-
gun dicha propiedad, seria pero como el segundo factor no es 2

smo”, que es 5 veces menor que 2 (129), el producto seria 5 ve-
ces mayor de lo que debia ser para representar el de | por 4; luego ten-
driamos que hacerlo 5 veces menor, lo que por la misma propiedad de
los quebrados conseguiriamos multiplicando su denominad” por 5, y

r"Ts i yP4»r consideracion andaloga, este quebrado multiplicado

por j daria n lo mismo sedeniostraria sobre cualquier
mejemplo, la reglajes general y queda demostrada.

214. Regla 5. Para multiplicar dos 6 varios mixtos entre si, se re-
ducen a quebrados (185), y se estara en el caso de la regla 2/ anterior mi-
diendose, cuando sean dos los factores y los quebrados muy pequeffos
multiplicar el quebrado del que se tome por miiUiplicador por el del
multiplicando, y después por el entero de éste; y en seguida,™el entero
de multiplicador por el quebrado del multiplicando, y despues por su
entero y sumando todos los productos parciales.

Ejemplo. X 32<5-4-2  3X4+3 7. .

6 bien | 5 X e 4emmmee - TX 20 26 50»
a — — N2

fXN]R’—éO X5 = 4 y 7Xa :Jé y 7)(5:21,

que dara

1. L1 1 __ 6 , 45

20-1" 4 21= 57+ 21 26N

"educcién de los mixtos & quebrados esta demos-
trada (185), y convertidos en quebrados se obra por la regla 2 “también
demostrada. En cuanto al segundo método, como lo que se hace no es
otra cosa que multiplicar todas las partes del multiplicador por todas iS
del multiplicando, la suma de los productos parciales de tolas esas par-

ilLador."" multiplicando por lodo ernuili-
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215. Regla 4. Para multiplicar un mixto por un gquebrado, 6 por un
entero, 6 al contrario, se reduce el mixto & quebrado, y se estara en el caso
de la regla 4.“6 de la 2.". Pudiéndose también, cuando el quebrado del
mixto sea pequefio y su entero muy grande, multiplicar el multiplicador
por el quebrado del multiplicando, y después por su entero sumando los
dos productos parciales para obtener el total.

Ejemplo 1.° 7]-X5 = 7<X£i1 x 5= 3125 185 __ 1TO 3
6bien TX 5= j Yy 7X 5= 55 queda35-f-~ — 58

+ 20~1..80
Ejemplo 2® ~i"X ~ °*% %y - - =
U bien . ) )
4x T =6y <s5x5t= Jquedhs|f-r-8¢ —8 - 2_8 I3

Explicacion. Como puede observarse, el método segundo no es mucho mas pesado que el pri-

mero, y es preferible cuando el entero de! mixto es muy grande, pues se ahorra una multiplicacion
pesada.

Demostracion. La reduccion del mixto a quebrado estad demostrada, y
lo mismo los procedimientos del primer método, y la demostracién del
segundo es semejante & la de la regla 5.“

216. Escolio. Por lodo lo expuesto se comprendera mejor que la
definicion de la multiplicacién (86), aplicada & los quebrados, como diji-
mos, no es rigorosamente exacta, y por ello nos conviene dejar sentado
gue cuando el multiplicador es un quebrado propio, lo que enrealidad se
halla en el producto es la mitad, tercera 0 cuarta parte, segun que el
multiplicador es i, T ' Y analogamente las  partes, siendo el
multiplicador, por lo que el multiplicador viene & hacer las veces de di-
visor (129), sin embargo que por la definicion de multiplicar, si el mul-
tiplicador es 2, se toma 2 veces el multiplicando, y si - debe tomarse me-
dia vez.

ARTICULO V.

DIVISION' DE QUEBRADOS Y MIXTOS.

217. EI problema general de la divisién de los quebrados
y de los mixtos se divide en seis: 1 Dividir un quebrado por
un entero. 2* Dividir un mixto por un entero. 3.° Dividir un
quebrado por otro. 4.” Dividir un entero por im quebrado.
5® Dividir un entero por un mixto. Y 6." Dividir un mixto
por otro mixto.

218. Regla 1. Para dividir un quebrado por un eidero se multiplica
el entero por el denominador del quebrado, y al producto se le pone por nu-
merador el mismo del quebrado. Y también se puede dividir el numerador del
quebrado por el entero, y al cociente ponerle por denominador el del que-
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brado dado; pero para elio es preciso que el numerador del quebrado sea divi-
sible exactamente por el entero.

Ejemplo. 7X 3 zs1 7
0 bien 283 T
prueba y X 3~y.

Demostracion. Fuandase esta regla en la propiedad de los quebra-
dos (187), por la que dividiendo el numerador 6 multiplicando el deno-
minador de un quebrado por un ndmero, el quebrado queda hecho tan-
tas veces menor como unidades tiene dicho niumero, y por lo tanto (129),
dividido por el mismo. Y en cuanto & ser impracticable el segundo méto-
do cuando el numerador del quebrado no es divisible exactamente por el
entero, es porque el cociente seria un nimero mixto para numerador del
resultado, el que no se presentaria con la sencillez conveniente.

219. Regla 2.“ Para dividir un mixto por un entero, se reduce el
mixto & quebrado, y se estd enel caso de la regla 1.“

Ejemplo. = e __<7.9 __ T _

prueba  f.x 2 1

Demoslracmn.  Porque la reduccién del mixto & quebrado no altera el
dividendo, y como después se obra segun la regla 1.% ya demostrada,

ésta lo esta igualmente.
220. Regla 3.“ Para dividir un quebrado por otro, se multiplican

ambos en cruz, esto es, el numerador del dividendo por el denominador del
divisor, y el producto sera el numerador del cociente, cuyo denominador sera
el producto del denominador del dividendo por el numer”or del divisor.

- 3.5 3xe I8 9
Ejemplo. * %G mX5 0 <

prigBa 27" %= d&— B k=
Demostracion. Se funda esta regla en la propiedad de los quebrados
(187). En efecto; si tuviéramos que dividir y por 5, por la regla 1.“

seria ; perocomo 5 es 6 veces mayor que ~, el cociente de dividir
por 5 sera 6 veces menor de lo que debe ser (153), y para hacerlo 8 veces
piayor, se debera multiplicar su numerador por 6, y sera , que es

lo que se obtiene segin la regla.

221. Regla 4" Para dividir un entero por un quebrado, se multipli-
ca el entero por el denominador del quebrado, y al producto se le pone por
denominador el numerador del mismo.

. 8X5
Ejemplo. = T= 10

prueba 10x4 = v=8.
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Demostracion.  Porque poniendo al dividendo la unidad por denomina-
dor (180), sera el ejemplo anterior-j- :y = =t~ se-

gun la regla 5®ya demostrada.

'223. Observacion. Los principiantes suelen confundir este problema con el
de la reala \ y obran con arreglo & ella, por razén de la costumbre que han
adauirido de multiplicar lo mismo un entero por un quebrado, que un quebrado
por un entero Para no equivocarse, conviene que tanto en los problemas de
esta regla cuanto en los de la primera, consideren, siquiera sea mentalmente, al
entero con la unidad por denominador, y obren, con sujecion a la regla 3
hasta acostumbrarse & distinguir los dos casos.

223. Regla 5® Para dividir un entero por un nimero mixto, se redur'
ce éste & quebrado, y se obra segun la 7'egla anterior.
. 2X4--4-3 —
Ejemplo. 5:2Y = 5 4 K. !
0N B "0
prueba HA 47 m 5.

Demostraciéon.  La reduccion del mixto & quebrado estd demostrada, y
no altera el valor del divisor; y como después se obra segln la regla an-

terior que se acaba de demostrar, éste lo esta igualmente.
224, ReMa 6 ® Para dividir un nimero mixto por otro mixto, se re-

ducen ambos & quebrados, y se obra segun la regla 5.

- -2 .9 1 1Z-i. 34
Ejemplo. A AiTmE o s
b 34 5 _ 170 _ 1z _ 1

prueba 0

Demostracion. Como la reduccién de los mixtos & quebrados no altera
su valor, y después se obra con sujecion & la regla 3® ya demostrada,
ésta lo estara igualmente. r .

225, La division de los quebrados concretos se efectua lo mismo que
la de los abstractos, y solo para el planteo del problema es preciso tener
presente cuanto se dijo en la division de los enteros concretos (160), para
distinguir cual es el dividendo y cual el divisor.

228. Observacion. Eu los ejemplos de las reglas anteriores, se habra visto
claramente aue las defiuiciones de la divisién de numeros enteros son aplicables
alos quebrados, & excepcion de una (Ul), que no sena rigorosamente exacta,
como va se indico (62); pues el cociente no dice smmpre, al menos con claridad,
las veces que el divisor esta contenido en el dividendo, ni menos pgede decirse-
gue el cociente sea menos que él. Sin embargo, en cuanto a lo primero, obser-

varemos que en el ejemplo de la regla 4® 8:y = 10: este nimero dice evi-
dentemente que el 4 esta 10 veces contenido en 8,y aun en el ejemplo de la

regla 4» - : 3= ~ , este quebrado, valiendo como vale menos de 4, dice tam-
bién que el 3 esta contido en y menos de una vez, esto es, y de una vez. Y en
el segundo, debemos también observar que el cociente debe ser mayor que el
dividendo y que el divisor, porque multiplicado por el segundo, debe dar el

primero, y ya vemos que el producto de dos quebrados propios es menor que
cualquiera de ellos. Estas observaciones nos permitiran comprender que la divi-
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sion de ios quebrados viene & ser un caso de la adicidn, méas bien que de la sus-
traccion, asi como vimos lo contrario en la multiplicacion.

ARTICULO VI.
QUEBRADOS DE QUEBRADOS.

227. Sabemos lo que son estos numeros menores que la unidad
en los que no es sino una parte de ella la que se considera dividida, de
los cuales apenas se ocupan las matematicas, porque rara vez se presen-
tan enlos célculos; al ménos como tales quebrados de quebrados, aunque
muchas veces como quebrados multiplicados por quebrados, que es & lo
gue equivalen, como vamos a demostrar seguidamente.

228. Teorema. 2'odo quebrado de quebrado es equivalente al producto
de todos los quebrados ordinarios que lo compoiien.

Esto es, que N de N de N = ARZNE %(45

Demostracion.  Si consideramos un quebrado de quebrado todavia mas
sencillo y concreto para ayudar ala inteligencia, por ejemplo, -i de j

manzana, tendremos que deberemos dividir una manzana en 2 partes 6
mitades, y tomando una .de ellas subdividirla en otras dos y tomar una
de las subdivisiones, que sera evidentemente un cuarto de manzana, 0

sea XA A
Y ané’logamenfe A He A sera™r yfl de b= 3% = &

Bajo otro punto de vista, como la definicion de la multiplicacién es tomar un
nimero tantas veces como unidades tiene otro (86), cuando uno de ellos sea que-
brado propio (como ya dijimos (216), aun cuando para desvirtuar la exactitud de
tal definicion, pero no mas que hasta cierto punto), serd tomar del otro factor la

mitad, tercera parte, etc., el multiplicarlo por y dj, etc., y por lo tanto, » de 2
serd 4- X 2= 4% =L y% de6sera 3 X 6= ’\3 = % = 4, luego f de-i sera

fX | = sy HuydeSseraiguddplyky = 3%¢%i- ®

229. Corolario. Luego todo quebrado de quebrado que se nos pre-
sente, podremos desde luego sustituirlo por uno ordinario, cuyo nume-
rador se componga del producto de todos los numeradores del quebrado
de quebrado, y cuyo denominador sea el producto de todos los denomi-
nadores; pudiéndose simplificar el quebrado resultante con la simple
supresion de los factores comunes que pueda haber en sus términos, co-

mo los hay, por ejemplo, en el def dey dey = jxsx2X7= T*

porque la supresién del factor 2 de sus términos equivale & dividirlos
por 2, y analogamente la supresién del factor 5 y la del 5 (196).
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ARTICULO VIL
VALUACION DE LOS QUEBRADOS.

230. Valuar un quebrado (que indispensablemente debe ser concre-
to), es determinar cuantas unidades enteras de magnitud inferior & la del
quebrado contiene 0 equivale éste.

Valuar, pues, el quebrado j devara, es convertirlo en 2 pies; por lo que no
es exacta la definicion que suele darse de la valuacién de un quebrado, diciendo
que es convertirlo en un complejo equivalente; pues como seve en el ejemplo
anterior, 2 pies no es complejo, y sin embargo, el quebrado -g de vara equivale
a2 nies V la determinacion de esa equivalencia es la valuacion del quebrado
nronuesto Se funda esa definicion en que generalmente al evaluar un quebrado
se obtienen unidades de diferente magnitud, 6 sea un conjplejo. como vere-
mos luego. La Tabla 111 nos servird para comprender mejor las operaciones si-
guientes. -

231. Regla. Para valuar un quebrado, se multiplica su numerador
por el nimero de veces que la unidad concreta, de magnitud inmediata infe-
rior & la del quebrado, esté contenida en ella, y el producto se divide por el
denominador. Si el cociente es exacto, representara el valor del quebrado en
unidades enteras; y si fuese inexacto, el residuo constituira con el divisor un
nuevo quebrado, que se valuarad del mismo inodo que el primero; y se iran
asi determinando las diferentes unidades de un complejo, equivalente al que-
brado propuesto, pudiendo ser el Ultimo término un quebrado invaluable, 6
sea de unidad de magnitud injimu. ] ]

Si el quebrado que debe valuarse es propio, deberd empezarse por
sacarle los enteros que contenga (184), y constituiran el primer término
<lel complejo.

Ejemplo, ~arrob. = 17 arrob. |_7
3= 2 arrob,, 10 lib., 11 onz., 6 ad. 6
X 75

75 lib.
05
X 16

80 onz.
10

3
46

Explicacién. Como ol quebrado propuesto es impropio, se determind primeramente las arrobas
que conlenia, y hallamos 2. En seguida el residuo S, como numerador del quebradoy comple-
mento del cociente 2, lo valuamos, segan la reglo, multiplicando 3 por 25 libras que tiene la arro-
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ba Vel producto 75libras lo dividimos por el denominador 7, y nos di6 10 libras y mi residuo 5,
due”lo _multiplicamos por 16 onias gue tiene la libra,y nos (li6 80 onzas. Las dividimos por el
miLo 7?y nos dié H onzas y un residdo 3, que lo multiplicamos por 16 adarmes que tiene la onza,

y nos di6 48. Los dividimos por 7, y nos di6 6 adarmes y un residuo y de adarme invaluable porque
no se usan unidades de inferior magnitud al adarme. -

Bemosimcion. La regla anterior se funda en que asi como un ndrnero
entero concreto se reduce & unidades de magnitud inferior, multiplican-
dolo por el nimero de veces que una unidad del mismo contiene & la
unidad & que se quiere reducir (112), si el nimero concreto dado es un
quebrado, se reducir4d también multiplicandolo ané&logamente; pero
un quebrado se multiplica por un entero multiplicando su numerador
por el entero y dividiendo el producto por su denominador Q12), y eso
justamente es lo que se hace con cada uno de los quebrados que van apa-
reciendo segln la regla; luego esta es general, y queda demostrada.

Refiriéndonos al ejemplo, silos y de (trroba (residuo de sacar & y de arrobabas arrobas ente-
ras que contiene) queremos reducirlo & libras, serd 3veces 25(6 3X 25,y como y de arroba es 7

o . 3X25= 10,

veces menor que 3 arrobas (186), dividiremos por 7 tres veces 25, y sera librasy y
. i . ., 5 15X 6 80 . 3 Jd !
delibra. Analogamente, y g libra serad igual & y-X 169pnzgs, —~ ——= li onzasy y de

i a .. a 3Xx 18 , 5
onza. T finalmente, y de onza serd igual & y 'X 16 adarmes _ n — 6 adarmes ~ que es
todo lo que prescribe la regla.

232. Regla complemental. Si los términos del enunciado del proble-
ma fueran tales, (jue el nimero equivalente al quebrado que se quiere valuar
debe ser un incomplejo de magnitud sefialada (aunque también fuera
quebrado posiblemente impropio, y por lo tanto equivalente & un mix-
to), se multiplica el numerador del quebrado propuesto por el nimero de
veces que una de sus unidades contiene & una de la magnitud & que se quiere
reducir, dejandote el- mismo denominador, y convirliéndolo en mixto si fue-
ra impropio.

Ejemplo, y arroba, se desea-saber cuantas onzas contiene.

Resolucion.
17arrob. X (5lib.X 16 onz; 17arrob.X1000lz. __ 68000nz. 971 onz. y y.
7 — 7 - 7

Demostracion.  Porque si la arroba tiene 25 libras y la libra 16 onzas,
una arroba tendra 25 x 16 = 400 onzas; y para reducir 17 arrobas a

onzas, nuiltiplicariamos 17 por 400; luego para reduciry & onzas, mul-
tiplicaremos 17 por 400 y lo dividiremos por 7, y dara las onzas y pico

de onzas equivalentes ay de arroba.

S33. Observacién. Nos hemos referido, al tratar de complejos é incomplejos, & pesos y medi-
das de un sistema ya'anticuado, porgue se presta mejor &las operaciones que nos han ocupado, pues
las del sistema moaerno son susceptibles de métodos mas abreviados, tu las tablas auxiliares del fin
de la Aritmética se hallaran lodos los pesos y medidas de ambos sistemas, y como adelantamos (230)
ia Tabla I11, nos puede servir para la valuacién de los quebrados, porque expresa las veces que
cada unidad concreta gue so nos puede presentar, contiene ¢ esta contenida en otras de la misma

naturaleza, aunque de diferente magnitud.



69

AETICULO VIII.

QUEBRADOS CON QUEBRADOS.

9”4  OUEBRADOS CON QUEBRADOS podemos llamar & oquellos cuyos dos

. « iMrt rip pilos sea otro quebradd; nameros doblemente quebra-
¢riAmo“loasi. €i* setindose & veoes eo los calculos (aunque de
a:'iC y lie™pVe\ciuv.nesepa™nn

»s pnuclplosy

reg”sS rapneatas CT asignadas d los quebrados cor-
respond. & i'"* “f»” rosTnV,ja propiedad cualquiera, por ejemplo,
lalC 'SplicaA ™ » Se un quebrU por un ndmero,

pl niielirado auede dividido por el mismo nimero (187), veamos si tra-
tandose de un quebrado con quebrado tal propiedad severiGca. Sea, pues.

£ Y vamos & demostrar que "
i 70 J o — 5

Para ello diremos que el primer miembro de esa igualdad puede ex-

presarsepomg Eﬁ?é)_ g™ x o —’ég(’;g(‘g,yelsegémdomiem-

5X7 3X5X7
bro de aquella igualdad por (220) 7 sxxe-

Siendo estos dos resultados evidentemente iguales, los dos miembros
de narproceden lo son también, y la lal igualdad exacta y verdadera. \

coul lo mismo

STtola?"::pripSaLsTe*" squel/rados y soluciones de problema
fundados en ellas.
ARTICULO IX.

EJERCICIOS SOBRE LOS QUEBRADOS.

j A ,n roman denominador porelprimer mé-
236. Reduccmn de quebrados a un comduan
2. 1 63
5 i « ,
Problemas 1.® 70 9 ' 0 6+ 7
7 4 15 18
Ko 5 4 0, [ 4.® v ' IT» i6’ 19
oew L s
6 .“ . g9 96" 37
B® 99 210 18 30 T



u/0

Idem por el segando método (iOS).

Problemas. 1® ¥, [5,°1 % LhT
35 4 - o oo 2
3® o 60’_* 1 2_IS’ 52
50 o % FioAZL
Simplificacion de quebrados', p'imer método (496).
Problemas. 1.* % 90 % >0 63
n %
1® 28; ro « 0] —
Idempor el segando método (497).
Problemas. \ 435 °0 i‘;
Adicién de quebrados: y mixtos.
< L N m4 b
Problemas. 1® W#.Aj #r iz 2® g-t- 9-t-j3

5. gu  98-i-5F 4« 19%H-17F 90
Sustraccién de quebradosy mixtos.
Problemas. IA : °° o 18—
4 108 P83 5891P— " e@TE|-17f
Multiplicacién de quebrados y mixtos.
Problemas. 1. fx 4 2« | x |- 3¢ 8[x9

4" 5ix7f 5% 327-1x6 6® 528x 41
Division de quebrados y mixtos.

Problemas. 1.“ 4 2® el-:-! 34 Ty

4® 4A-A B« 1:7 6: 151 9]-
Problemas de quebrados concretos.

® (Cuéanto componen 2 pedazos de lela, uno de 47 — de vara, y otro de 45 ~ t
® Enlugarde 5varas y -Z se ha lomado 5y ¢qué error ha habido?

°  ¢Cuantoggninutos componen 4§lho(as y -r?

® ¢Cuanto valen 78 — varas, & 7 pulgadas y y?

® (Cuéntas horas componen 785 minutos —2

g~ w D=

] . 1 |

6® (A como sale la vara de una pieza de 75 7 ue ha costado 873 -1 pesetas?
7. ® ¢Cuantas unidades inferiores enteras contiene el quebrado ~?
8.® i*Cuéntas unidades enteras componen — de vara?

90 (Cuantas pulgadas tienen v de vara?

. . . 47
¢Cuantas libras contieno ~ de arroba?



CAPITULO VIIL.

quebrados decimales.

AItTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

237 Quebrados decimales se llaman aquellosque
denominador la unidad seguida de ceros, como 10, 100, N
[lamandose asi porque las partes en que se considera
la unidad son tales, que cada una equivale a 10 de
tud inferior inmediata, justamente lo mismo
las unidades de diferente orden que componen los nimeros
enteros.

Y evidentemente, si la unidad se divide en 10 partes y en 100, una
de las primeras se expresara por d , y una de las segundas por
es 10 veces menor que © (186).

ma’”™m

. que

- *

mra

238 Las partes de la unidad dividida en 10 se llaman c/ectnos, las
de la_unidad dividida en m  cenUsimos, ] ]
milésimos, cien milésimos, millonésiinos, diez millonesimosy etc., Uamanuose
Tam S unidades decimales de primer arden a los décimos, de segundo a

‘““*Vsa 'W.L™ se llama generalmente todo el gne se comp™~
de partes decimales, aunque tenga enteros y sea, por lo tanto, nume
ro Lxto 6 decimal impropio, nombre que le daremos casi siempre.

articulo Il

NUMERACION DECIMAL.

240. Numeracién decimal se llama el sistenaa por medio
del que 'se pueden expresar todos los quebrados aecim”es
imaginables, con el menor numero posible de palabras o de ci-
fras, analogamente & la numeracién de los nimeros enteros.
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241. Para expresar oralmente los quebrados decimales, no se nece-
sitan mas palabras que las usadas para la numeracién de enteros y las
que acabamos de ver en el articulo anterior; y la manera de servirse de
unas y otras se comprendera al tratar en seguida de escribir y leer estos
ailimeros, pues siendo inverso el sentido, pero semejante, en que varian de
niagnitud sus unidades comparadas con los enteros, la explicacion del
sistema de nimeros enteros conviene al de los quebrados decimales.

242. Para escribir los quebrados decimales podria procederse como
para escribirlos quebrados comunes; pero la regularidad de sus denomi-
nadores lia permitido suprimirlos, ¢ mejor diclio, sustituirlos con una
coma, llamada signo decimal® puesta entre la primera y segunda cifra de
la derecha si el denominador es 10; entre la segunday la tercera si el de-
nominador es 100, etc., poniendo ceros si las cifras significativas son en
menor ndmero que se necesiten para que el signo esté donde es debido,
y por lo tanto, la coma 6 signo decimal equivale al 1 del denominador
suprimido, y el nimero de cifras que hay a la derecha del tal signo dice
el de ceros de dicho denominador. Debiéndose & laizquierda del signo de-
cimal escribir los enteros que puede tener el numero si es mixto, 0 0 en
lugar de ellos si fuera decimal propio.

Asi.a = 0.3; ® = 0,07; = 457.

Estos sencillos ejemplos, y lo anteriormente expuesto, bastara para que com-
prendiéndose desde luego la semejanza que hay entre el sisle-ina de numeracion
de los enteros y el de decimales, podamos establecer la siguiente.

243. Regla. Para escribir decimales, se marcara desde luego gae lo
son con el signo correspondiente, puesto a la derecha de los enteros, si los hu-
biere, y, en caso contrario, & la derecha de O enteros. En seguida se colocaran
los décimos en.el primer lugar decimal, contando desde el signo hécia la Ge-
récha, los céntésimos en el segundo lugar, etc., poniendo 0 eii todo lugar en
que falten unidades decimales del orden correspondiente.

Ejcmploi. Para escribir mintc y Ira centéiimot, que desde luego veremos que equivalen & de-
cir dos décimos y tres eenlésimos, escribiremos 023 = ~ . Para escribir cuarenta y cinco milési-
TQos, que debemos ver que equivalen & cuatro eenlésimos, cinco milésimos y ningtin décimo, escribi-

remos 0,0iS = , 'Y para escribir 4 enteros y 23 milésimos, escribiremos analogamenté ‘5023 =
4 EL —i23
oo 4000

244. Escolio. Como del mismo modo que un décimo tiene diez
céntésimos y cien milésimos, y un centésinio diez milésimos y cien diez-
milésimos, un entero tiene diez décimos y cien céntésimos, y diez ente-
ros tienen cien décimos y mil céntésimos, se pueden dictar los decimales
(y asi se hace con frecuencia) sin marcar la separacién de los enteros.
En este caso no habrd mas que escribir todo el nimero como si fuese en-
tero, y poner después el signo decimal donde corresponda por la regla
auteridr. Sentado esto, se puede ya establecer una regla mas general pa-
ra escribir decimales al dictado.

245. Regla general. Para escribir un nimero decimal al dictado, ya
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se manitm la separacion de enteros y decimales, ya deje de indicarse, se es-
cribirdi, seam se van dictando, por la regla dcU numeracion  enteros,
hasta oir la palabra enteros, en cuyo caso se pondra el signo decimal, y
en seguida se escribira laparle decimal, teniendo en cuenta que el numero de
sus cifras debera ser de tantas como ceros deban considerarse al denominador
del decimal, supliendo con ceros las que faltasen; y conociendo el deiiomma-
dor que debe considerarse al decimal per la terminacion, decimos, cenlest-
mosUlc., con que se termine el dictado. Y su» se oye la palabra enteros, es-
crito todo el nimero como si fuera entero, al mr la terminacion decimal, esta
dira cuantas cifras de la derecha deben separarse con el signo decimal.
md signo aecimal a su aerecna, comoia reclaman tres cifras dec males, no teniendo

deben .crlbirse dos ceros
entre el signo decimal y el 7 para que sean milésimos, en esta forma: 7,007 — .

Eiemplo,.-
il'den.minador debe eupepireele al ,debra-

do, es t.000,000, tendremos que escribir 0,001808 -

rce'rsT e'SiK

?licrd 'gcfnctpol?rquelondS~A"”~  signo”ecimal de'spues de 30. que seran los enteros, en

eesta forma: 30,08508 — -jQo6oo™

Para leer loa nimcroa decimales, puede procederse de

d leyendo aparle los enteros, y separadamente los decimales ¢ todos
unidos, sin distinguir los enteros, & semejanza de los dos modos de dic-

tar une acaban de ensefiarse, segun la regla siguiente.
94-ft Re-"a "eiieral. Para leer un numero mixto de enteros y deci-
m d” por grandeque sea, lo més usual es leer primeramente los enteros por
las regfas correspondientes, y después los decimales como si fueran enteros,
pero afiadiéndoles después el nombre de las unidades decimales, correspon-
dientes & un denominador con la unidad seguida de tantos ceros como cifi as
decimales lenga el nimero propuesto; cuya lectura se facihtura con las divi-
siones de tresnen iros cifras que se emplean en la lectura de los enieios (j8).
y si se Quiere leer todo el mixto, sin distincién de enteros, se prescindira del
de la Uclura, y se hara ésta como si iodo el
SeiofZlleenlei'OS, afiadiendo después el adjetivo correspondiente a las
unidades decimales que exija la situacion del signo decimal por el denomina-

dor que deba suponérsele.

----- n . wilh, ©
~ Ejemplo. _Sitenemos 3«70,04568 no teniend™\ cuafro®m™ gwmienios *efeni«’e«-
inGtil hacer 3'visiones de atres, y por,lo tanto a I porque el denominador, que debe su-

teroe y cuatro mil Y 4L nuierne”r toXel’ sin distinguir los enteros, se
cum plo, cincuenta,.cte malones.

c.a,ro, « ....«1. V oko cien también, porque el denominador, gne debo
suponérsele al quebrado, es siempre el mismo li.uuu.



ARTICULO I1I.
PROPIEDADES PRINCIPALES DE LOS DECIMALES.

247, Los niimeros decimales tienen propiedades particulares, pocas
en niimero, pero de variada aplicacién y de utilidad grande, y que por
ser hijas de la manera de expresarlos y del 6rden especial que entre si
guardan los denominadores que pueden suponérseles, no son aplicables &
los quebrados ordinarios. No sucede lo mismo relativamente a las pro-
piedades de estos, pues son aplicables a los decimales, si bien para ello
es menester considerarlos como quebrados comunes, y hasta tomar la
forma de tales, la cual casi nunca pueden perder después de cualquier
trasformacion que experimentan en virtud de la aplicacion de algunas de
tales propiedades.

Por ejemplo, la propiedad de los quebrados comunes, de que multiplicando
sus dos terminos por un mismo ndmero no varia su valor es aplicable & los que-
cjuebrados decimales; pero es menester ponerlos en forma de ordinarios, y

sera v. gr. 02 = ~ , y multiplicando sus dos términos por 3, su valor no va-

riara (189), pero dara quebrado que ya no es decimal. Y lo mismo 4,5 =
45 _ 45X2 90

o~ 10X 2 20 . ) o )
Hechas estas consideraciones, ocupémonos Unicamente de las propiedades

particulares de los decimales.

248. Lema. A todo decimal se le pueden poner & su derecha
todos los ceros que quiera, sin que varie de valor.

Asi 0,2 = 0,20= 0,200,y 4,5 = 450= 4500.

Porque como se dijo en la numeracion decimal (258), 1 décimo vale
10 centésimos y 100 milésimos, y consiguientemente 2 décimos valdran
20 centésimos y 200 milésimos, y 4 enteros y 5 décimos valdran 45 dé-
cimos y 450 centésimos y 4500 niilésimos.

249. Lema. Todo entero puede considerarse como un mixto
de entero y decimal, compuesto éste de los ceros que se quieran.

Asi 54 = 54,0 — 54,00, etc.

Porque no soélo es evidente que 54 enteros es igual & 54 enteros y O
décimos y 0 centésimos, etc., sino que 54 enteros es igual & 540 déci-
mos y & 5400 centésimos, etc. (248).

250. Lema. Un nuamero decimal, tenga 6 no tenga enteros,
se hace diez veces mayor si el signo decimal se traslada un lugar ha-
cia la derecha; cien ueces mayor si se traslada dos lugares; mil si
tres, etc.

Asi 54,45 es 10 veces menor que
54 45 vy 100 veces menor que
5445 vy 1000 veces menor que

54 450



Porque trasladando el signo un lugar hacia la derecha, los decimos
se convierten en unidades simples diez veces mayores que los decimos;
los centésimos en décimos, diez veces mayores que los décimos, etc., y
las unidades simples se convierten en decenas, etc.; luego todas las par-
tes del niimero se hacen diez veces mayores, y el total también debe ha-
cerse. La supresion del signo a la derecha en los dos Gltimos ejemplos, es
por inutil, pero debe considerarse como trasladado.

251 Lema. Un ndmero decimal se hace diez veces menor
trasladando el signo un lugar hécia la izquierda; cien veces trasla-
dandolo dos lugares; mil si se traslada tres, etc.

Asi 54,45 es 10 veces mayor que
3445 y 100 veces mayor que
0,3445 y 1000 veces mayor que
0,0544 5

Porque trasladando el signo un lugar hacia la izquierda, las unidades
simples se convierten en décimos, que son diez veces
los décimos en centésimos, etc., y por lo anto todas B
mero se hacen 10 veces mayores, y al total dehe sacederle lo niisn o,
analogamente 100 veces trasladando el signo dos lugares hacia la izqgiiier-
dq etc ., . . .

258. Observacion. Como se ha ‘visto en el ejemplo anterior,eUigoo”
mal nuede trasladarse todos los lugares & la izquierda que se quiera, poniendo
Ss ceCs correspondientes, pues Evidentemente 0 3 es diez veces
0 03 etc., y, en el caso contrario, el signo decimal también
todos los Iugares hacia la derecha que se quiera, aungque se suprime por
como se indic6 2S0); pues evidentemente 3, 3 es diez veces menoi que 330 y

mS~veoL menor quE 3300 y 330= 33y 33Q0 = 330; pero decimos que se
coLidere eUigno como existente por la conveniencia de que se vea generaliza-
do el lema.

ARTICULO 1V.

ADICION DE DECIMALES.

253 EIl problema general de la adicion 6 suma de los de-
cimales no se divide en otros, pues sean los sumandos todos
6 algunos decimales 6 mixtos, sean unos enteros y otros de-
oimiles, sean todos ¢ algunos decimales propios, se opera
siempre segun la siguiente.

254 Ke"a  Coloquense todos los sumandos, los unos debajo de los
otros, de manera que formen columna vertical los signos decimales, con la que
cnmlaran las unidades enteras y decimales de igual orden formando columnas
verticales. Simense después los sumandos como si fuesen enteros, gala suma
pongase el signo decimal debajo de los signos de los sumandos.
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Ejemplos. 1 37,04 2. 5784,6
+ 97 + 7450
H- 45577 + 0,7
= 92,3H = 6530,2

Uemoslracion. Es la misma que la de los numeros enteros (70), pues
no se hace otra cosa que reunir todas las unidades de igual orden, tanto
decimales como enteras, y reuniendo todas las ]>artes de los sumandos-,
deben'quedar reunidos éstos y el numero que se halle dehe ser la suma.

Observacion. Desde luego si los sumandos son concretos, se operan del mismo
modo, pero deben ser homogéneos (73),

ARTICULO V.

SUSTRACCION DE DECIMALES.

255. EI problema general de la sustraccién de decimales
es también uno solo, pues todos los casos se resuelven por la
siguiente regla.

256. Regla. Para sustraer decimales, se coloca el sustraendo debajo
del minuendo, de manera que los signos decimales formen columna, con lo
que las unidades de cada érden quedaran debajo de sus semejantes. Si el ini-
iiluendo tiene ménos cifras decimales que el sustraendo, 6 no tiene nin-
giuia, se igualaran escrihiendo los ceros que sean necesarios. Después se
hara la sustraccion como si los nimeros fueran enteros, y-a la resta se
pondré el signo decimal debajo de los del minuendo y sustraendo.

Ejemplos. 5374 = 537,40 2. 7567 = 7567,00
34657 = — 346,57 — 89845 = — 89845

= 481,03 = 6668,55

prueba 52740 . prueba 7567,00

Demostracion.  Es la misma que la de los enteros (81), pues se halla
la diferencia de todas las partes de los datos, y debe, por lo tanto, ha-
llarse la diferencia de ellos.

La sustracciou de decimales coaoretos se efectia lo mismo, pero deben ser
homogéneos (83).

ARTICULO VI.

MULTIPLICACION DE DECIMALES.

257. EI problema general de la multiplicacion de deci-
males se divide -en tres: 1." Multiplicar un decimal por la
unidad con ceros. 2.” Multiplicar un entero por un decimal,
0 al contrario. Y 3®Multiplicar un decimal por otro.
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258. Ren-la 1® Para mulUplicar wi decimal por la unidad, seguida
de ceros, se co’rre simplemente el signo decimal tantos lugares hacia la dere-
cha como ceros acomparien & la tmidad, supliendo con ceros a la derecha tas
cifras que puedan faltar al multiplicando.

Ejemplos. 1 “ 57457 X doo = 57457.

2. @&78,459 X 1000 = 5784 509.
3,® 575,406X 10000 = 37 540 60.

Demostracion. Es la misma que la de la propiedad de los decimales

ensenada n multiplicar un decimal por un entero, 6 al con-
Irario, ¢ hacekt nmUipUcacion, prescindiendo del signo decimal, por h regla
de multiplicar enteros (99), y al producto se separan con el signo decimal tan-
tas cifras & la derecha como decimales hihiere en el factor decimal

Y si el factor entero terminase en ceros, se prescinde f

se agregan al producto antes de la dicha colocacion del signo decimal

correspondiente.

Ejemplos.
” 2+ 0,0045 3. 757
B x3&g§ X 14 X 52000
7742 180 15 14
116 13 m 45 5785
123872 0,0630 69364000

Demostraciéon. Al prescindir del signo decimal del ranltiplicando en el
primer ejemplo, se hace 100 veces mayor (250), 'f fifoduclo
por lo tanto, 100 veces mayor de lo que debe ser (Ioo); y como al sepa-
rarle con el signo decimal dos cifras se le hace 100 veces menor, quedara
como es debido. Y analogamente en el segundo ejemplo se hace el mul-
tiplicando 10000 mayor y el producto igual numero
en el tercer ejemplo se sigue la misma regla, pero se
de los enteros (105). Y como lo mismo podriamos demosUar cualquier

otro eiemplo, la regla es general y queda demostrada. é
26 Re"la 3 “ Para midtipHcar un decimal por otro, se prescmde el

signo decimal en ambos factores, y al producto se le separan con tal signo
tantas cifras a la derecha como decimales tienen ambos factoresjuntos.

. o 5 47 2" 259
Ejemplos. |I. X 5% x 0035
1755 129 5
1041 T
12 1,45 008965

Demostracion. Al prescindir del signo decimal del multiplicando, se



le hace 10 veces mayor (250), y el produelo debera, por lo tanto, resul-
tar 10 veces mayor de lo que debe ser. Al prescindir del signo decimal
del multiplicador, se le hace también 10 veces mayor, y lo mismo al
producto, por lo que éste resultara mayor de lo que debe 10 veces por un
motivo y 10 veces por otro, 6 sea 10 x 10= 100 veces (94), y no 20
veces como acaso aparezca (pues, por ejemplo, la tercera parte de un na-
mero, tomada la tercera parte de veces, no es su sexta, sino su novena
parte). Y como lo mismo analogamente podremos demostrar sobre el se-
gundo ejemplo y sobre cualquier otro, pues la regla de multiplicacion
de enteros esta demostrada (103), la regla que nos ocupa es general y
gueda -también demostrada.

La multiplicacién de los decimales concretos se hace lo mismo que la de los
abstractos, ateniéndose ademas & cuanto se dijo sobre estos cuando son concre-
tos y deben multiplicarse (108).

La misma regla daday practicada ~ ejemplos de dos factores puede seguirse
cuando sean tres 6 mas, pues que las multiplicaciones son sucesivas.

ARTICULO VII.

DIVISION DE DECIMALES.

261 EIl problema general de la division de decimales se
divide en cinco: 1.” Dividir un decimal por la unidad seguida
de ceros. 2.° Dividir un decimal por un entero. 3." Dividir un
decimal por un entero (diferente de la unidad) terminado en
ceros. 4 Dividir un entero por un decimal. Y 5.° Dividir un
decimal por otro decimal.

262. Regla 1.“ Para dividir un decimal por la unidad seguida de ce-
ros, se traslada simplemente en él dividendo el signo decimal tantos lugares
hacia la izquierda como ceros acompafien & la unidad, supliendo con ceros a
la izquierda las cifras que pueden faltar al decimal propuesto.

Ejemplos. i.° 374,56 : 100 = 3,7456
2. 78,67 : 1000 == 0,07867.

Demostracion. Es la misma que la de la propiedad de los decima-
les (251) de hacerse 10, 100, etc. veces menores cuando el signo se tras-
lada uno, dos, etc. lugares hacia la izquierda, pues hacer un ndmero
10, 100, etc. veces menor, es lo mismo que dividirlo por 10, 100, et-
cétera (129).

263. Regla 2.“ Para dividir un namero decimal por un entero, se ha-
ce la division como si ambos fuesen enteros, teniendo Unicamente cuidado de
poner el signo decimal en el cociente tan luego como la cifra de los decimos del
dividendo forme parte de algin dividendo parcial, y si hubiere residuo sera
inferior & las unidades decimales inferiores del cociente.
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Ejemplo. 744287 52
104 2525 8 gl de ceatésimo
082
X 32
188 prueba
287 46516
51 69774
74425 6
+ 051
7 44287

Demostracién. Es exaclamente la misma que la de la divisién de na-
meros enteros (152), pues se determinan todas las partes enteras y deci-
males de un nimero, que multiplicadas por el divisor den todas las del
dividendo: y por lo tanto el nimero total de tales partes halladas, multi-
plicadas por el divisor, que dan el dividendo, es el cociente verdadero. Y en
cuanto & que el residuo vale siempre ménos de una unidad decimal de
las inferiores del cociente, basta considerar que si valiera tanto 6 mas
que una de ellas, seria igual 6 mayor que el divisor, y la cifra anterior
del cociente deberia aumentarse en una unidad (146).

264. Escolio. Como & todo decimal se le pueden suponer ala dere-
cha todos los ceros que se quieran (248), y todo entero se puede suponer
mixto de entero y decimal, se comprendera facilmente que todo dividen-
do decimal 6 entero podra producir al cociente todas las cifras decimales
que se quieran, pues en vez de dividir, por ejemplo, 3,4 por 3 podremos
dividir 3,400000; verdad tan importante y de tanta aplicacion, que, aun-
que la" sefialamos & continuacion de la regla y demostracién de que es
consecuencia, reservamos su esplanacion y variada aplicaciéon para un
articulo separado.

265. Reela 3® Para dividir un decimal por un entero cualquiera termina-
do en ceros, se suprimen éstos, y en el dividendo se corre el signo
lugares Mcia la izquierda como ceros s™supriman al divisor, efectudndose des-
pués la division por la regla anterior 2.*

Ejemplo. 57892 : 600 = 3.7894 | 6
0,9649
2?,_-,4 -(- 6 prueba
00 57894

Demostracion. Suprimiendo dos ceros en el divisor, lo hacemos veces
menor (250). 6 lo dividiremos por m (i29), y corriendo el signo decimal del di-
videndo dos lugares bacia la izquierda, lo hacemos 100 veces menor también,
luego el cociente no debe alterarse; y como después se opera con sujecion a la
regzla 2 ®esta es general, y queda demostrada. 6 t .

66. Escolio™ Como™atodo entero se le puede suponer a su derecha el sig-
no decimal, la division de un entero por otro terminado en ceros, puede abre-
viarse suprimiendo los ceros y separando con el signo decimal en el dividendo
tantas cifras como sean los ceros suprimidos al divisor, lo que ya esplanaremos
después convenientemente.
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267. ReMa 4® Para, dividir %n entero por un decimal, se suprime & éste el
siano decimal, y se agregan al dividendo tantos ceros a la derecha como cyras de-
cimales tenia el divisor, quedando la operacién reducida a la divisién de un en-

teropor otro.

Ejemplo. 352 = 3;35580 i 352
<130 <063"
324

demostracion. Suprimiendo el signo decimal en el divisor, lo hacemos (m el
eiemplo anterior 100 veces mayor (250), y como agregando dos ceros a dividen-
do lo hacemos 100 veces mayor también (104), el cociente no puede alterarse. Y
como lo misYno podria demostrarse cualquier otro ejemplo, la regla es general

~ 268. Reela 3.“ Para dividir un decimal por otro, si el dividendo tiene ma-
yor namero de cifras decimales que el divisor, se le suprime & éste el signo deci-
mal, V en el dividendo se corre el signo decimal tantos lugares hacia la derecha
como cifras decimales tenia el divisor; y si éste tuviera mayor numero de elLas
aue el dividendo, se le agregan a éste tantos ceros como sean necesariospara tener
tantas cifras decimales como el divisor, suprimiendo despuésde uno y otro el signo
decimal. En el primer caso, el problema quedara convertido en una divisién de
enteros, d de un decimal por un entero, y en el segundo caso, & la de un entero

por otro.

Ejemplos.
9315:045= 9315 \45 27 1505:043 = 15050 i 43
A 000 “ abaJ
%% x 0as rueba 043
prueba 1036 p 10 30
9315 15050

Demostracioén. Al suprimir en el primer ejemplo el signo decimal del diysor,
lo hacemos 100 veces mayor (250), y 100 veces mayor al dividendo al trasladar
dicho signo dos lugares hacia la izquierda; luego el cociente no debe variar (133).
Y en el segundo ejemplo, analogamente, se hace el dividendo y divisor 100 veces
mavor suprimiendo el signo decimal, después do igualar con ceros el nimero de
cifras decimales de ambos. Y como lo mismo podria demostrarse sobre cualquier
eiemplo. la regla es general y queda demostrada.

N269. Observacion. La primera parte de la anterior regla parece que debiera
suprimirse, pues que en todo caso, igualando el namero de cifras decimales de
dividendo v divisor, y suprimiendo el signo decimal de ambos, la operacion que--
daba reducida a la division de un entero por otro. Mas si se considera que en el
caso de que el nimero de cifras decimales del divisor sea menor que el del divi-
dendo, para igualarlo habria que agregar a aquel ceros, los que obligarian des-
pués para abreviar & recurrir a la regla 3% lo que esta previene es lo que viene

& hacerse desde luego.

270. Escolio. Las reglas anteriores 5., 4.“y 5.* pueden reducirse
4 una sola, y por eso se lian puesto en letra menuda, y es la siguiente:
Siempre que el divisor tenga decimales ¢ termine en ceros, sea cual sea el di-
videndo, considérense el signo decimal d los ceros de tal divisor como un in-
conveniente para hacer facilmente la'division, g haganse desaparecer, propor-
cionando al dividendo un aumento 6 disminucion igual por medio de la tras-



81

lacion de su signo decimal 6 por el agregado 6 supresion de ceros correspon-
diente, ] ) )
Véanse los mismos ejemplos de las reglas anteriores.

Nota En estas reglas como en muchas partes de la Aritmética, se ha mirado mas & la conve-
niencia'de que el eslu3ianle se familiarizase con las propiedades de los nimeros, que- a la conve-
niencia también indudable de darle el menor nimero posible de reglas.

ARTICULO VIII.
« APROXIMACION DE LOS RESIDUOS POR DECIMALES.

271. lienla general. A todo residuo de una divisién inexacta 6 apro-
ximada, ya sea ésta de nimeros enteros, ya sea de decimales, se podra detet-
miiiar su valor en decimales, exactamente, 6 con toda la aproximacion gue se
{/uiera, continuando la divisién gue lo produjo con el aumento de ceros deci-
males en el dividendo, 6 sea afadiendo uno & cada residuo indivisible 6 rnenor
que el divisor, por cada cifra decimal que se quiera encontrar en el.cociente;
cifi” que sera del orden inferior inmediato al de la Ultima antes hallada; pu-
diéndose segidr la operacion hasta obtener un cociente exacto, 0 hasta que se
vea que las cifras del cociente se repiten bajo un mismo orden, que serd sefial
de que la division no tiene limite y que hay; por lo tanto, que tener siempre nn
residuo. )

Ejemplos.
37,i0 39,457 |
14 93025 34 6,57616666...
%5 a5

10 37
20 10
00 40
10
10
40
3* 3737 [
2?57 5,338571-428571-425..

00
40
50
10
0
20
60
40

FrMcacion Con stucmon & la regla, se ha continuado la division en el primer ejemplo hasta
nhipY/r Siile exac” segundo hasta ver que se repite la cifra 6 ilurntadamentc; y en d
ircTro hastavercifras serepiten en el Grde.i de 571128 y, por lo tanto, sm limites.

Demostracion.  Esta regla se funda, segun ya iiulicamos (2G4), en que
4 todo decimal se le pueden afiadir todos los ceros & su dereclia.que se
quieran (248) sin alterarlo; y que todo entero se puede considerar como
un mixto de entero y decimal de ceros (249 y, por lo tanto, & lodo di-
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videiiclo se le puede afiadir & la derecha los ceros decimales que se quie-
ra, y efectuar la division por la regla (144) de dividir un decimal por un
entero; pues lo mismo es afadir cierto numero de ceros al dividendo que
uno a’cada residuo. Y evidenlemenle los decimales que vayan saliendo
para el cociente, seran del orden que el cero afiadido debia ocupar en el
dividendo.

Ksto es aue en el ejemplo pTlnwro al hallar el cociente aproximado 9,38 y un residuo 1, gue
sera cenléhmos sise le agrega un 0, que puede considerarse en el dividendo en el lugar de mlle*
sfmos, fo S 4 un dividendo paraal de 10 milésimos,

que da por cociente 2 milésimos, y 2 de resi-
aue “ on olVcer™™ como bajado del dividendo del lugar de los diezmilés.mos, formara otro

dividendo parcial de.20 diezmilésiraos que da para el cociente 5 diezmilésimos y 0 de residuo.

ARTICULO IX.

CONVERSION DE DECIMALES A QUEBRADOS COMUNES, Y DE ESTOS A AQUELLOS.

Por los anteriores ejemplos, debemos haber empezado & conocer que bay decimales ilimitados,
y aunque su teoria la reservamos para la aritmética superior, adelantaremos lo indispensable para
llenar el objeto que expresa el titulo de este articulo.

272. Decimal exacto se Ilama el que consta de un nimero limitado
de cifras decimales, y decimal inexacto 6 periddico, aquel que tiene un nu-
mero ilimitado de cifras; dividiéndose los periddicos en periddicos puros
cuando las cifras que se repiten empiezan desde los décimos inclusive, y
periddicos mixtos cuando las cifras que se repiten y forman el periodo (6
cifras repelidas de igual orden) empiezan desde una de las unidades infe-
riores a los décimos.

373 El origen de los decimales es el mismo que el de los quebrados comu-
nes Y como el de estos, aunque de dos especies, siempre puede considerarse co-
mo de una divisién (178), por lo que los decimales podemos también decir que
equivalen a quebrados ordinarios 0 divisiones indicadas, llaméandose fraccion ge-
neratriz de un decimal el quebrado que la produjo 6 pudo producirla por ser

equivalente a ella, aunque un decimal puede ser producido por vanos quebrados
iguales entre si, y el verdadero generador es el irreducible.

Para determinar la fraccion generatriz de un decimal, 6 sea un quebrado
equivalente & ella, pueden ocurrir tres casos: Que el decimal sea exacto.
2'» Que sea periédico puro. Y 3®Que sea peridédico mixto; y hay, por lo. tanto,
tres reglas . ) )

274, Regla 1  Para hallar lafraccion generatriz de un decimal exac-
to, se le suprimira el signo decimal y se le pondra por denominador la uni-
dad con tantos ceros como cifras decimales tenia el nimero y se simplifica si
se puede. .

Ejemplos. 1® 0745= 2 2' 507=

Demostracion. Es la convencién expresada en la numeracién decimal
(240), pero ademas, si se divide 745 por 1000, segun la regla correspon-
diente (271), dara 0,745. /

275. Regla 2.“ Para determinar la fraccion generatrlz de un decimal
periddico puro., se pondra por numerador el periodo y por denominador lanios
nueves como cifras tiene el periodo.

Ejemplo. 0,575757... =
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Demostracion. En la Aritmética superior se demostrara teéricamente,
y por ahora sélo diremos que 37 : 99= 0,5737...

276. Regla 5° Para hallar la fraccién generatriz de un decimal pe-
riédico mixto, se pondra por numei‘ador la diferencia entre la parte no peri6-
dica del decimal y el nimero que ella forme con el periodo, y por denomina-
dor tantos nueves corno cifras tenga el periodo, seguidos de tantos ceros como
cifras no periddicas haya.

Ejemplo. 0,45757... - ggg 9gg.

Demostracién. Practicamente, por ahora, diremos que 151 : 330 =
0,45757... como puede verse efectuando la division, y lo mismo si se di-
vide 453 por 990.

277. Observacion. Si el decimal que se quiere convertir es mixto, 6 sea con
enteros, éstos formaran con el quebrado ordinario el mixto equivalente, 6 se con-»
siderardn como parte no periédica de un decimal mixto, y se obrard, segin la
anterior regla, pero poniendo al denominador sélo los ceros que correspondan
por el verdadero periodo.

Asi 545737 == practicamente puede verse.

278. Observacion. Con las tres reglas anteriores, se puede evidentemente
convertir en quebrados comunes cualesquiera decimales que se presenten. Hay,
sin embargo, decimales que no son exactos, ni son periddicos, y no es, por lo
tanto, rigorosamente exacto lo que dijimos (273) de que todos equivalen & divi-
siones indicadas *6 quebrados. Nos referimos & los producidos por la extraccién
de raices, que, como veremos en la aritmética superior, se llaman inconmensu-
rables, y no equivaliendo & quebrados, no pueden convertirse en tales. Son ili-
mitados, y sus cifras se repiten sin ningan érden; pero de ellos no podemos aun
ocuparnos. Pasemos, pues, & la conversion de quebrados comunes en decimales.

279. Regla. Para convei'tir un quebrado ordinario en decimal, se di-
vide su numerador por su denominador, aproximando la division por decima-
les, segun la regla correspondiente (271).

Ejemplos.

T = 30 1] 2! f =20
20 20 0,666...
00 0.75 20

3- i =301
20 0.42857U..
60
40
S0
JO
30

Demostracién. Esta regla se funda en que lodo quebrado equivale &
una divisién indicada (179), y & que toda division se puede aproximar por
decimales (271). Y en cuanto al resultado, muchas veces inexacto, como
en los ejemplos segundo y tercero, siempre es legitimo, como puede
comprobarse practicamente, pues por las reglas anteriores 0,666... = "

que evidentemente es igual a-|-
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9S0. £scolio. Como las aproximaciones por decimales, de las divisiones, y muchas otras opc-
raciones de decimales se hacen muy pesadas Innecesariamente, porque rara vez se necesita un re-
sultado en el que sea de importancia el error de algunos milésimos, puede, por lo pronto, estable-
cerse la abreviacion siguiente {mientras no aprendemos en la aritmética superior a abreviar las
operaciones de decimales, no operando mas que con ios necesarios para obtener un resultado con
un error maximo de una unidad decimal determitwda). En las sumas y en las restas no se opera con
mas cifras decimales que aquellas que se conozca tienen importancia para el resultado. Tratandose,
pues de restar pesetas, los centesimos son muy suficientes, y dun tratdndose de sumar; pero si los
s'ureindos fueran muchos, como diez milésimos valen un centesimo, pueden los milésimos considerar-
se importantes. Y, analogamente, en las multiplicaciones y divisiones, pues para dividir pesetas_en-
tre varias personas, solo [os cenlésimos deben considerarse; pero para hacer una multiplicacion, si los
factores son muy grandes, pueden tener importancia hasta los cienmilésimos. Y siempre que en vir-
tud de estas consideracione.s se abrevien los dalos de un problema @ su resultado, despreciando
algunas cifras decimales, afiddase una unidad decimal ala Ultima considerada, si la primera despre-
ciada vale méas de I, porque 5, y sobre todo 6, 7,8 6 9 milésimos, por ejemplo, despreciados, produ-
cen mas error que si por ellos se loma un centésimo.

.ARTICULO X.
VALUACION DE DECIMALES.

281. Para valuar un decimal, que naturalmente debe ser concreto, se
multiplica por el nimero de veces que una de sus unidades contiene a la do
magnitud inferior inmediata, y la parle de enteros del producto dira las uni-
dades de dicha magnitud que contiene el decimal propuesto. Si ademas tiene
el tal produdto cifras decimales, considerandolas solas, se iruiUiplican por el
ndmero de veces que una de ellas contieno a la de magnitud inferior inmedia-
ta, y asi se continiia hasta obtener un resultado sin decimales, 6 hasta que no
haya unidades inferiores por que midtiplicar los decimales.

Ejemplo. 0,43 var. = | pie, 3pulg., {578 )in;

X 3

1 9Q
X ‘12 pulg.

b8

29

348
X 72 lia.

96

48

576

Demostracién.  Si tuviéramos que reducir 45 varas a pies, muHiplica-
riamo's por 5, y el resuUado seria 120 pies; pero como 0,45 varas es 100
veces menor que 43 varas (262), 129 pies serd 100.veces mayor délo
que debe ser para representar el decimal propuesto convertido en pies;
luego sera 1,29 pies (262). Y como analogamente puede decirse que 0,29
pies es igual & 3,48 pulgadas y 0,48 pulgadas = 5,78 libras,|evidente-
menle que el decimal propuesto equivale al complejo hallado por la re-
gla, y ésta queda demostrada.
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ARTICULO XI.
EJERCICIOS SOBRE DECIMALES.

Numeracion.

*»*.  Escribensc los decimales siguientes; . . . . -
w® Cuatro enteros y quinientos cuatro mii ochocientos cinco millonésimos.
#® Treinta enteros'y tres mil cuatrocientos cuarenta y cuatro oienmilesimo.s.

3. ® Cuatracientos enteros y cuatrocientos seis diezmillonésimos.
4. ® Qchocientos millones cuatro mil quinientos treinta y tres millonésimos.
5 ® Ocho mil millones ochocientos ocho diezmillonésimos.

<6® Ochocientos cuatro millones cuarenta mil cuarenta y dos billonésimos.
Léanse los nimeros siguientes por los dos métodos:

w* 745678905 2" 70000004005
3® 70010004b007 4® 14110000404
5® 0000845007 6® 70700000000502
Adicion.
1® 504,975 2® 7400,847
H- 40,097 -4- 809,57
H- 8,0078 + 89,5
H- 50,09 + 782,48
Sustraccién. 1
1 . 7450,089 20 757,845
— 479,988 — 888,88888
Multiplicacion.
1" 745,7845 2.0 7,4987009
X 509 X 0,89
Division.
545754 : 545 2” 5734571 570000
5" 578457 :457 0000578 0,0055.

Convertir los decimales siguientes en quebrados ordinat'ios.

1.“ 087450 2.% 550047 5. 0,00578
4® 0,854854... 5« 0,75454.. 6.° 7,85757..

Convertir en decimales ios quebrados ordinarios siguientes.

.0 2
] 18 49'

AnvERTESCIA. Se suprimen ejemplos de decimales concretos, porque pueden servir los cjem-
Dios dei cicrcicio do enteros, poniendo el signo decimal donde se creaconvemenle; pues en estos
ejercicios no pretendemos mas que indicar al profesor la clase de los que creemos convenientes,
ampliandolos 6 acortandolos, segun la disposicion del discipulo.
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CAPITULO IX,

NUMEROS COMPLEJOS

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

283. Numeros complejos salemos (28) se llaman ¢os que en una
misma expresion contienen unidades de diferente magnitud™ pero de
una misma naturaleza.

Las operaciones con estos nimeros constitnian antes una de las partes mas
importantes y dificiles de la Aritmética; pero la aplicacion del sistema decimal &
los pesos y medidas les ha quitado mucno de su importancia. Sin embargo, los
numeros complejos no han desaparecido, ni pueden desaparecer de la ciencia,
no solo porque pasaran muchos afios sin que en muchas provincias se adopte por
completo el sistema métrico decimal, sino porque las divisiones del tiempo en
siglos, afios, meses, dias, horas, minutos y segundos; y las de la circunferencia
en grados, minutos y segundos, son complejos, que probablemente no se susti-
tuirdn nunca por unidades decimales.

284. Los complejos, que son medidas del tiempo y de la circunfe-
rencia, Unicos verdaderamente hoy existentes, son susceptibles de algu-
nas abreviaciones en sus operaciones, porque tienen una circunstancia
que les asemeja algo a los decimales, y por lo que en la ciencia que mas
se sirve de ellos, que es la cosmografia, se Illaman sexagesimales. Esa
circunstancia es la de que cada unidad contiene sesenta de la magnitud
inferior inmediata; pues la hora tiene sesenta minutos, el minuto sesenta
segundos y el segundo sesenta terceros; y el grado tiene divisiones ana-
logas, y aunque las unidades superiores no guarden el mismo orden, las
inferiores dichas son las que mas entran en los calculos'de la cosmo-

grafia y de la nautica.

Por lo expuesto sobre estos nimeros complejos, y porque las medidas anti-
guas no estan completamente desterradas, tenemos que aprender & operar con
ellos, aunque por métodos sencillos; no extremandonos en la practica de pro-
blemas complicados, pues rara vez podrén presentarsenos en layula. Los grados
se expresan con un O, y los minutos, segundos etc,, con una, dos o tres comas
& la derecha, y un poco mas alto del nimero & que afectan.

En las Tablas auxiliares 111, IV y V, al fin déla Aritmética, se vera lodo el sis-
tema de pesosy medidas, antlguo y moderno y ia correspondencna de uno con
otro, de los cuales desde luego debemos aprender algo para efectuar las opera-
ciones ele que vamos & ocuparnos.
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285. El ori{”en de los complejos puede decirse que es el mismo que
el de los quebrados. Es decir, la medicién 6 cuenta de una cantidad, que
no conteniendo un ndmero exacto de unidades de magnitud importante,
se mide el exceso por otras de menor magnitud.

ARTICULO II.
REDUCCION DE COMPLEJOS A INCOMPLEJOS, Y AL CONTRARIO.

286. Regla. Para reducir un complejo & incomplejo, se reducen todas
sus unidades a la infima, multiplicando primero las superiores por las veces
(ilie una de ellas contiene a la de magnitud inferior inmediata, y afiadiéndole
al producto las unidades de dicha magnitud cjue tenga el complejo. Reduciendo
después el conjunto & unidades de magnitud inferior inmediata, y (isi sucesiva-
mente hasta tener s6lo unidades de la magnitud infima del complejo, las cuales
formaran un incomplejo equivalente al co7itplejo pi‘opuesto.

287. Si el incomplejo se quisiere de unidades de una magnitud su-
perior & las mas pequefias’ del complejo, se dividira el incomplejo halla-
do por la regla anterior, por las veces que una unidad de las mas peque-
fias esté contenida en otra de las que se quiere sea el incomplejo; pero
se dejara indicada la,division, porque efectuandola dara un mixto que,
aunque incomplejo, no se presta tan bien al calculo como un quebrado
ordinario.

288. Si se quiere en forma decimal, en lugar de quebrado comun,
se reducen & unidades de la magnitud que se quiere el incomplejo todas
las superiores aellas, y todas las inferiores o unidades de las mas peque-
fias del complejo, dividiendo este segundo resultado por las veces que la
unidad mas pequefia esta contenida en una de la magnitud que se desea,
aproximando la divisién por decimales y juntando el cociente decimal a
las unidades enteras resultantes de la reduccion délas unidades superio-
res a las deseadas.

Problema. Reducir primero & incomplejo de segundos, después & incomplejo
de minuto, y dltimamente, & incomplejo de hora, el complejo sexagesimal si-

eguiente. o . _ 255€€ 25566 h.
Ih. 8 6" = 2556G" = 4, 60X60

X 60

420

X 60

255062

El incomplejo de minuto por decimales, sera
7X60Q-fr5'-h|i=A25'1.

Explicacion. Las 7 horas, reducidas & minutos y sumados los 5 que tiene el complejo, dan 425'
flue reducidos & segundos g sumados los 6 del complejo, dan 2 550" incomglejo de _se%undos, di-
vidido por 60 da un” quebrado incomplejo de minuto, y dividido porSOX0OO0" "(.ue tiene la hora da
un incomplejo de hora. Y por decimales, 7 horas y 5' hacen 423"y 6" reducidos a decimal de minu-
to, hacen en minutos 0,1,y el incomplejo sera 425'1
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Bjemflos.
2 arrob,, 3lib., 40nz. = 852 0nz. = 8824';1“ fgiUZS
X 25
bo En decimai de libra, )
3 lib. onz. 4,0 46 onzas que tie-
3 lib. 53,25 0 g 8 "6,'2"5'19 la libra.
X
318
534
852
. . 5680 lib. 368* ar. 568*quint.
3quint., 2ar., 5lib., 4onz. = 5684o0nz. = 46' 46X25 46)(2% X *
12
14
2 lib. 16
.. 5
28 En decimai de arroba,
80
355 arrob. 142 onz. 8401410
x 16 20 020
2130
355
5684

289.

Demoslracioii. Es innecesaria después de la explicacién del

primer ejemplo, pues se opera siguiendo las reglas de multiplicacion de
complejos demostradas, y las de decimales que también lo estan.

290.

Reducir un incomplejo & complejo, si es quebrado, es lo que

aprendimos bajo el nombre de valuarlo; y si esentero, no hay mas
que proceder de una manera analoga, pero en sentido inverso a la regla
anterior, haciendo tanlts divisiones como clases de unidades de diferente
magnitud tenga el complejo que se desea, y los diferentes cocientes lo
constituiran.

En efecto; si se quiere convertir en complejo, dara 425"y 6",y
425, dard, dividido por 60, T*y 5' y serd T* 5' 6".

Y el incomplejo 700 onz. = 700 | 16 = 9lib. 16 onz.

291.

16 9

ARTICULO II1.
ADICION DE COMPLEIJOS,,

Regla. Para sumar los nimeros complejos, se colocan todos los

sumandos de manera que las unidades de magnitud semejante formen coii/m-
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fias verticales. Después, empezando por las menores, se suman las de cada
magnitud, afiadiendo & cada suma las unidades iguales-que haya producido o
contenga la suma parcial anterior, deduccién muy facil de hacer si los nime-
ros son sexagesimales.

Ejemplos. i r 55 5G" 2« 7 var. 2 pies 5 pulg.
-h 57 54 5 2
+ 8 59 5 2 9
= 16 54 49 = 17 1 2

Explicacién. Sélo diremos, para que se comprenda lo que con la PrieN'Chse eb”vlan las o
raejones de sexagesimales, que al sumar en el primer eJeme\I/o se dice. Gy 4son sO, y 9son 19 ise
noiirun 9% llevo ry 5son”~y S son 1f, y 5son 16; fJra mses, quedan 4. (Quiere decir que
16 decenas desegundo son 160 segundos, los que companen 2 minutos ( f AN ®ilba'i?de
Y éjespueas géepo%er el 4, se siguegéllc%ndo:]y ?Ievo 2, 9530n 7y7 son54 (yseP°eu" 4 de!)a?o ge
los minutos); y llevo 1, y 5son 6y 3son 9, fuera los seises, quedan 3 se escribe), g Uevo't (es
decir, que 9decenas de minuto =90. valen t horay 30 minutos): | que llevoy 7 son 8,y 8 son 10
grados, y por lo tanto, la suma es 6”34 49".

Demostracion. Es la misma que la de los cuteros, pues se suman to-
das las partes de los sumandos, y se retinen, por lo tanto, todos.
Es inatil advertir que los sumandos deben ser liomogéneos (75).

ARTICULO IV.

SUSTRACCION DE COMPLEJOS.

292, Pongase el suslruendo debajo del minuendo de manei'a que se cor-
respondan unas debajo de otras las -unidades de igual magnitud. Hallese en
seguida la diferencia entre cada parte del sustraendo y su correspondiente del
minuendo, y si alguna de ésta fuera menor que la correspondiente do aquel,
afiadansele tantas unidades como veces la unidad superior inmediata contenga
a otra de las que se consideran, afiadiendo después una de dicha magnitud
superior & las semejantes del sustraendo.

; mh 15 2.4 7 ar. 2lib. 8onz.
Ejemplos. 4 B9 _ 2 - 9
=2 5658 =2 B b

m Exolicacion Diremos solamente que en el primer ejemplo ng pudiendo restar O d le .ifiadU
. FIayi%C?Wﬁ"Oﬂ. n vpf%_s mi \?conthnepe{ 1"y sereStan ep67dlas 9 Jand%) ge t?itYe’renc{a 8.

; se res?an no8de 3 Sl d "dETDOI’ no poderse restar de .3y se halla ©de diferencia y
7P Irpva t quf con t decena de los 18, forman 2, que no pudiendo restarlas de la 1 sola decena del
minnP%o”se le agregan 6 que, como son decenas, valen 60, 6 sea las veces que V contiene ai", y
~'sS o de7las2 resultan 5. Restando, finalmente, de 7 horas, no 4. sino 5 horas, por el aumento
de' una & causa del aumento de 60 minutos del minuendo.

Demostracién. Es la misma que la de los enteros, pues se halla la di-
ferencia de todas las partes de los nUmeros dados, y debe hallarse la di-
ferencia de ellos, pues en cuanto al aumento dado & algunas del minuen-
do estd compensado con el equivalente dado a otras del sustraendo.
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ARTICULO V.

MULTIPLICACION DE COMPLEJOS.

293. Este problema general se divide en dos: 1." Multi-
plicar un complejo j)or un incomplejo. Y 2.“ Multiplicar un
complejo 6 inco.mplejo por un complejo.

294. Aunque parezca que lo mismo es multiplicar un complejo por
un incomplejo, que, un incomplejo por un complejo, porque el orden de
los factores no altera el producto, y porque si bien en los concretos el
producto debe ser de la especie del multiplicando, determinada esa espe-
cie, se puede tomar como multiplicador el mas pequefio; no sucede lo
mismo tratdndose de numeros complejos, porque la naturaleza de sus
problemas da especial importancia & una parte de uno de los factores que
no permite alterar su orden, al iiiénos mientras no se han reducido a in-
complejos, y uno de ellos déla unidad especialmente importante del pro-
blema, segun apreciaremos por los ejemplos.

295. Regla 4. Para multiplicar un nimero complejo por tm incom-
plejo, se multiplican por el multiplicador incomplejo todas las parles del mul-
tiplicando complejo, haciendo tantas multiplicaciones parciales como términos
06 porciones tiene el complejo, afiadiendo a cada producto parcial las unidades
de igual magnitud que contenga el producto parcial anterior, 6 de unidades
mas pequefias, para que el resultado sea complejo regular.

Problema 4  Si en hacer un trabajo mecénico se emplean 3 horas, 2" y 53",
cuanto tiempo se empleara en hacer 9 obras semejantes.

Resolucién. Sh 20" 55"
X 9
=50 8 45

Explicaciéon. Diremos, Fara acostumbrarse & operar abreviadamente con sexagesimales: 3 por
9son 45 (%se pone un U], y llevo 4. Después 5 For 9 son 45y 4 son 49, fuera los seises (%ue son 8,
porque 8X<» son 48), queda | [que se escribe & la izquierda del 5), Después 0 por 9es O, y 8 que_lle-
vo (de la multiplicacion de los segundos), soii 8 (que se escriben): 2 por 9 son 18, fuera los seises,
queda O 'que no se escribe), porque & la iz%L(J)ierda del 8 no valdria nada. Llevo 3, y 3 por 9 son 27
y 3son 30 horas, y se tiene el producto total 30 horas 8 15"

Problema *2“ De un género que vale & 147 rs. 13 mrs. el metro, se desea saber
el costo de 43 metros.

Resolucion. 147rs. 13 mrs.
X
31 43
447 13

4521 rs. 495 mrs.
= 4526 rs. 25mrs.
Explicacion. Hechas las dos multiplicaciones parciales, resulté un incomplejo irregular de 52t
reales y 495 mrs., porque 193 mrs. componen algunos reales. Deducidos éstos, se afiadieron & los
4521, y.dié el complejo regular 1526 rs. y 23 mrs.

Demostracién.  Es la misma que la de los enteros, pues se toman tan-
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tas veces todas las parles del multiplicando como uuidiides tiene el mul-
tiplicador. Lo L .

296. 'Regla 2" Para mulliplicar un complejo o incomplejo por un
muUiplicador complejo precisamente, lo mas sencillo es reducir el multiplica-
dor a decimal incomplejo, pero de aijuella clase de unidades & las que el pro-
blema da especial importancia, y haciendo lo mismo con el multiplicando si
también fuera complejo, pero de cualquiera clase de unidades, se estara en
el caso de la multiplicacién de decimales. Si al reducir a“incomplejo el midti-
plicador resulla entero, y el multiplicando es complejo, se estara en el caso de
La regla anterior, y si ei incomplejo en el caso de un entero concreto por otro.

297. Segundo método. Se puede reducir el multiplicador & incom-
plejo, generalmente quebrado ordinario, y multiplicarlo por todos los tér-
minos del multiplicando sucesivamente, ¢ de una vez reduciéndolo tam-
bién & incomplejo de sus unidades méas pequefias; pero de todos modos, la
operacion resulta pesada y enfadosa.

Eiemnloi  Primer método. Un obrero, ajuslado por diasde  horas de trabajo, & 19 rs. 25 ma-
rafedisMda dia de 12 horas de trabajo, se desea saber lo que le corresponde por siete diasy cua-
tro horas.

Resolucidn. \9rS-, 25mrs. = rs. 97353
7 dias 4horas=dias~. 7333
592059
692059
592059
1381474

144 rs., 2444 mrs. 1447189549 rs.

No considerando més que los centésimos de los factores, se halla un
resultado dos centésimos menor.

2® método. 19rs. 25mrs. = 19X 34 m. +25= 671 mrs.
X 7 dias, 4h. "\X'<122h . N8 horas.

Producto. O7LX 88 4920 mrs. = 144rs. 24,66 mrs.

Ucsnllado poco diferente del anterior y de mayor probable error por el mayor nimero de opera-
ciones auxiliares que se necesita.

Demostracion. Es la misma que la de los enteros concretos y la de los
quebrados.

ARTICULO VI.
MULTIPLICACION DE COMPLEJOS POR EL METODO DE LAS PARTES ALiCUOTAS.

298. Regla de partes alicuotas Se llama el método abreviado de multipli-
car numeros complejos, multiplicando las unidades superiores de ellos y dedu-
ciendo de ese producto la parte gue al mismo se ha de sumar para obtener el
producto total por la correspondiente & las unidades inferiores de los factores
gue no se multiplican.

Como este método es muy usado en el comercio, & pesar de lo que hemos dicho (283) sobre la de-

cadente importancia de los complejos, debemos aprenderlo, aunque no nos extrememos en su
practica.
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399. Regla 1* Para, multiplicar v,n complejo por incomplejo, se rnuUi- 1
plécan las unidades superiores 6 de mas importancia del multiplicando por el mul-
tiplicador, y al producto se le siman la mitad, terceraparte 6 cuarta, etc. del mul-
tiplicador, segun que las inferiores del multiplicando que se dejan sin multiplicar
compongan la mitad, terceraparte, cuarta, etc., de una de las superiores.

Ejemplo.1 arrobas de cualquier’cosa, 430 rs. y 17 mrs.

Resolucién. 30x 7= 210rs.
17mrs. =  realy|-= 3 —i?
Producto total. . . . 213 rs.17 mrs.

Demostracién. Evidentemente que si la arroba costara & 30 reales, 30X ? =
240 reales seria el costo de las 7 arrobas; pero como cuesta & 17 mrs. mas que es

z—real Y a 4real la arroba, las 7 arrobas costarian 7 rs.; a F—real costaran

3rs. 17 mrs. Y andlogamente si los maravedises del multiplicando que
componen y real, compusieran se deberia tomar ”~ de 7, 6 j-, luego la regla

es general. -

300. Regla 2® Cuando los dosfactores son complejos y lo mismo cuando lo
es solo el multiplicador, se atiende solo & sus unidades superiores 6 mas impor-
tantes por los términos del problema, y & las superiores a ellas convertidas en su
magnitud, -y se obra segun la regla anterior, y al producto resultante se le afiade
la mitad, tercera parte, etc., del multiplicando, segun que las-unidades inferio-
res del multiplicador, que no se multiplicaron, compongan la mitad, tercera
parte, cuarta, etc., de una de las superiores multiplicadas.

Demostracion.  Si en el mismo ejemplo anterior no fuera sélo 7arrobas el mul-
tiplicador, sino 7 arrobas y 5 libras, por la regla anterior las 7 arrobas costarian
213 rs. y 17 maravedises; mas como 5 libras es la quinta parte de una arroba, y
una arroba vale 30 rs. y 17 mrs., el valor de 5 libras serd la quinta parte de

30 17 = Di.yri-mrs. _ ¢ y 3mrs. que, sumados & 213 47, dan un
producto total evidentemente de 219 rs. y 20 mrs.-|-.

_ Poneamos otro ejemplo de la regla 2® suficientemente explicado para la mejor aplicacion ulte-
rior de la misma.

76 var. 2 pies de un rico género & 81 pesetasy 1 real la vara.

Resolucién. & pts. &Aptsy lreal= 325 rs.
X 76 X 2
486 660 |3
020 ¥i6,66|34
4.er producto parcial 200 126 "e"
2. s s = 19
3"~ de 8L pts. 1 = Slpts.irs X 2_ 6 12.66mrs.
Producto total.......cn 6181 12,66

Explicacion y demoslracion. 76 varas A8l pesetas, cviilentemcnte valen 81X 76= 6136 pesetas.
Al real mas, que es la cuarta parle de una peseta, como & peseta las 76 varas, valdrian 76 pesetas,

& 1real valdran = 19pesetas. Pero no son solo 76 varas, sino 2 pies m.as, que componen —
de vara, y como 1 vara vale 8l pesetas y 1 teal, los.de vara valdr& — de 8L 1 real, 6sea
2X 8. pU.y 1real™ pi-Qeu(jo serd 6181 pesetas 12,66 reales.

301. Observacién. Sila unidad principal, segun los términos del problema,
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no fuese la vara, sino el pie, habria que reducir a pies el multiplicador, y obrar
segun la regla 4 vy si el multiplicador fuese de varas, piesy pulgadas, y la uni-
dad principal fuese el pie (es decir, que & 81 pesetas y 1 real el pie se quiere
saber el valor, por ejemplo, de 76 varas, 2 piesy 5 pulgadas), se reducirian las
varas a pies, y el producto, unido a los pies del multiplicador, formaria uno de
los dos términos del mismo, cuyo otro serian las pulgadas; y con pies y pulga-
das, por la anterior regla, se obrarla anadlogamente & como se ha hecho respecto
4 varas y pies.

ARTICULO VIL
DIVISION DE COMPLEJOS.

302. Este problema general se divide en tres. 1.“ Dividir
un complejo por un incomplejo de diferente naturaleza. 2"
Dividir un complejo 6 incomplejo por un complejo de dife-
rente naturaleza también. Y 3.“ Dividir un complejo por un
incomplejo, 6 un complejo 6 incomplejo por un complejo, pero
en los dos casos dividendo y divisor de la misma naturaleza.

303. Regla 1.’ Para dividir un complejo por un incomplejo de dife-
rente naturaleza, se procede dividiendo primeramente las unidades superiores
del dividendo por el divisor, y el residuo, si lo hubiere, se reduce & unidades
de magnitud inmediata inferior, y al resultado se le afiaden las semejantes que
tenga el dividendo, y con la suma se forma el segundo dividendo parcial, que
se dividira como el primero, y su cociente sera el segundo término del complejo
del cociente. Continuandose analogamente mientras en el dividendo haya uni-
dades que considerar 6 dividir.

Ejemplo. 715rs.y 20 mrs. han costado 7 metros de género, y se desea saber
& como sale el metro..

Resolncion. 715 rs. 20 mrs. |
0151 1 102 rs., 7
54
5
Demostracion. Es la misma exactamenle que la de dividir enteros abs-
wgtgil. Regla 2® Para dividir un complejo 6 incomplejo por un comple-

jo, el método mas sencillo es reducir ambos dalos & incomplejos enteros 6 ue-
citnales, debiendo el divisor ser de la clase de unidades principales 6 a que dé
mayor importancia el problema, y ya incomplejos, se obrara por la regla cor-
respondiente. Ta7nbien se puede reducir el divisor & iticomplejo quebrado or-
idifiaria de la especie que reclama el problema; y el divideiido & incomplejo
también de unidades de su infima magnitud; y obrar después, segin la regla
de dividir un entero por un quebrado; pero como se pudo ver en la multiplica-
cidn, 1as operaciones con quebrados de términos muy grandes son pesadas, y
por lo tanto, susceptibles de equivocaciones.

Ejemplo. Un pedazo de rico género, cuyo costo es de 715rs. y 20 mrs., y
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cuyo largo es de 7 varas, \ pie, 7 pulgadas, se desea saber a como sale el pie, 6

cuauto es el valor de un pie de género que se necesita para cubrir un objeto pe-
queno. m

Resolucion. 7t5rs. 20 mrs. = reales 7-15, 588.
7 varas, A pley 7 pulgadas = pies 22, 583.
rs. 715588 12258
0

1 3169rs.

w

N o100

[oR=Yeo I

Noo®
~N o

0
8

Luego el pie valdra reales 31,69, y un poco ménos de un centesimo.

Demostracion. La conversion de complejos & incomplejos decimales
esta demostrada (288), y la division de incomplejos también (152); luego
lo estéd la regla 2.*, que se acaba de explicar.

305. Regla 5* Para dividir complejos de igual naluralesa, lo prime-
ro que iiay que hacer es determinar cual es el dividendo, pues no siempre sera
el mayor, y s6lo puede decirse que se conoce por el enunciado del problema.
Una ves determinado dividendo y divisor,.se estara en utio de los dos casos de
tas reglas anteriores, y se obrara con sujecion & la correspondiente.

Ejemplo. Existiendo en un hospicio un fondo de 2420 pesetas y 3 céntimos
para comprar prendas de vestir, que cuestan, seguin contrato, unas con otras &
7 pesetas y 3 céntimos, se desea saber cuantas prendas se van a adquirir.

Solucion. Evidentemente que tantas veces como 7 pesetas y 3 céntimos se
puedan sacar del fondo, tantos seran los vestidos que se adquieran; y por lo
tanto, el dividendo sera el fondo disponible y el divisor el costo de una prenda.
Luego reduciendo los dos datos a incomplejos decimales de peseta (aunque mejor
6 mas facilmente & reales), se tendra el resultado deseado en pesetas 6 reales.

(Preferimos en pesetas para no extrafiar casos en que alguno de los datos tenga
unidades de magnitud inferior & las inferiores del otro.)

Seréa, pues, 242075 pts. (775
00957

1825 3t2
275

Se podran, pues, adquirir 312 prendas, y quedaran 2,75 rs.
306. Observacién importante. Como se ve en el anterior ejemplo, aunque

. un cociente no varia, multiplicando ¢ dividiendo dividendo y divisor por un
mismo ndmero, el residuo si varia al tenerlo que considerar aisladamente como

resto del dividendo. EIl residuo del ejemplo es  enteramente igualal ~ que

daria la division de los decimales sin convertirlos en enteros, multiplicandoles
por -100, con la supresion del signo decimal; pero al considerar su residuo, no
como parte de prendas que es el cociente, sino como resto de pesetas, no sera
275 pesetas, sino 2,75 pesetas.

ARTICULO VIII.
EJERCICIO SOBRE COIJIPLEJOS.

307. El ejercicio sobre complejos es interesante para que el estudiante se
acostumbre & reflexionar. Ponemos a continuacién, como guia, algunos ejem-

nf-Ft oo

%
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pios; y ademas los problemas de concretos simples (169) podran servir para pro-
ponerlos, convirtiéndolos al enunciarlos en complejos.

Convertir en incomplejos los complejos siguientes.

En incomplejo de libras en quebra- k 3arrob. 4lib. Bonz. y .I3ad.

dos ordinarios y decimales......... | 3 23 4
En incomplejo de pie...rrrivinnnns 8var. 2 pies 7pulg. iSIm.

Sumar los complejos.
3ar. 8lib. tonz. + 2quint. Oar. 41i5. 174 ad. -n 1 ar. 0 lib. Tonz. 14 ad.
Restar los complejos.
117 var. 8 pies 4 pulg. X 5Ilin. — 102 var. Opies 7 pulg. » Un.
Multiplicar los complejos.
1® 17h. 15'25" X 37- 2 quint. 3arrob. 121ib. 170onz. X 37 rs.y 24 mrs.

Dividir los complejos.

2 0 617rs. 24mrs. : 79 var. 2p. 7 pulg.

@O0 S27pts 3rs 24 mrs. : 89 4" 110var.2p. 7p. : 8yar. 2 p. 3pulg.

3.° 817 p. 2var. 17 h. : 17 pulg.

El enunciado de este Gltimo problema y analogamente y mas facilmente de | .
de una pieza de 119 varas, 2 piesy 7 pulgadas, ;cuantos trajes saldran de a 8 vaias, 2 pies J 3 pul

gadas?
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CAPITOLO X.

SISTEMA DE PESOS Y MEDIDAS.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

308. Sistema de pesos y medidas Se llama el COI’IjUhtO de
unidades de distinta naturaleza y de diferente- magnitud, reales &
imaginarias, que se ha convenido emjilear para convertir en nime-
ros concretos (complejos 6 incomplejos) las cantidades continuas de
magnitud indeterminada, y las discretas cuando se prescinde del
nimero de sus partes 6 unidades naturales, y de unas y otras cuando
se atiende solo & su grado de pesadez.

309. Las unidades que constituyen e! sistema son y tienen que ser
necesariamente de diferente especie, porque diferente es la naturaleza de
las cantidades concretas; y tienen que estar divididas y subdivididas, 6
haberlas de diferente magnitud en cada especie, porque de otro modo
casi todas las mediciones y pesos producirian fracciones innecesaria-
mente.

Para convertir, pues, en cantidad determinada 6 numero la indeterminada
del tiernpo que media entre un acontecimiento y otro, se emplea la unidad de
tiempo y sus divisiones 6 unidades de igual naturaleza pero de menor mag-
nitud, meses, dias, horas, etc. Para medir lo largo de un camino, se emplea la
unidad vara 6 metro y sus multiplos legua, kilbmetro, etc.; y para extensiones
menores sus divisiones pies, pulgadas 6 decimetros, centimetros, etc. Para con-
vertir en cantidad determinada de extension la cantidad discreta de 1000 solda-
dos, se prescinde de la unidad soldado y se averigua las varas que ocupan en la
formacion que se proponga. Finalmente, para convertir en cantidad determina-
da de peso una cantidad continua de una gran barra de plomo, ¢ la discreta de
100 melones (y aunque esta no fuera determinada y fuera solo una porcion dada
de melones), se desatiende en el plomo, si es una 6 mas barras y su tamafio, y
en los melones se prescinde de la unidad melon, y s6lo en uno y otro caso se
atiende al grado de pesadez {que es la fuerza llamada cientificamente gravedad)
con que todos los cuerpos se dirigen al centro de la tierra, mas fuertemente
aquellos de materia mas compacta, porque el aire no les opone tanta resistencia
proporcionalmente.

310. Hay dos sistemas de pesos y medidas: el antiguo, cada dia mas-
en desuso, y el moderno, cada dia méas generalizado; y ambos tienen uilt
parte que es comun a los dos, porque probablemente no se sustituira
nunca por ninguna exclusiva del moderno.
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311 El sistema antigao, que no es igual en todas las naciones, m -
aun en todas las provincias de un mismo Estado, consiste en una sene
de unidades de tantas especies como reclama la diferente naturaleza de
las cosas- v dentro de cada especie otra séne de unidades de diferente
ma-"nitud gque equivalen & maltiplos y sulmuitiplos de las mayores, que
Sen 7 que, en realidad, tales no las tmne el
Ltema, ni raénos hay en él ninguna mudad que pueda Illamarse funda-
mental como la hay en el moderno.

Si se trata del peso de grandes cantidades, puede llamarse unidad

, ®-~.7 Vcnfaivisiones seran las arrobas, libras, etc.; pero si se trata del peso
niSdisneas 5 arX, yaveceslalibra, se mira como principal. Es,

in Inte arSar~fel tom como unidad principal la que se quiera, pero ge-
rerafmeme secoisSa\ mayor de las gie caben en la cantidad que se mi-
de 6 que se pesa. ) , .

312. | sistema moderno es mas regular que el antiguo;
dad principal en cada especie, y ademas unidad fnndaraental de
sistema Limase métrico, o métrico decimal. Decimal, porque cada muda
conSe diez veces & la inferior inmediata de su especie; Y métrieo, por-
que el metro ¢ extensidn de poco mas de una vara es la unidad fundamen

@

FIRIT]
1

El tiempo sélo puede medirse imaginariamente (por afios, dias,
horas etc ) por mas que sean reales y positivas las bases de sus medi-
hs pues que es el sol el que determina la duracion 6 magnitud del ano
v'deUia (aparentemente, pues en realidad es la tierra la que se mueve,
y con sus inovimientos de rotacion y traslacién produce el ano y e dia],
V no” mas que materialmente pueda apreciarse en las muestras de los
reloies por las vueltas de sus manecillas o agii]as.

314/ Los cuerpos sélidos (duros) por grandes que sean, hasta la m s-
raa tierra que habitamos, y las partes malerialmente distintas de ella
0 imaginariamente separadas, se miden por medio de otro cuerpo de
nianitnd convencionalmente determinada, y sus multiplos y sulmiulti-
nlos (que en el sistema antiguo, como ya indicamos, se consideran umda-
Ifes 6 medidas principales, legmi la magnitud del objeto o extensién de
que se trata); medidas que también son distintas si se tiata del largo de
ios cuernos, prescindiendo de sn ancho y su grueso o profundo, .o se tra-
ta lie lo largo y lo ancho solamente, 6 si se trata de lo largo, lo ancho y
lo grueso 0 profundo de los cuerpos. .

15 Las medidas para determinar lo largo de los cuerpos, prescin-
diendo de lo ancho y de lo grueso, 6 del anbhp, prescindiendo de lo lar-
mo Y -rrueso, 0 de lo grueso, prescindiendo de lo largo y de lo ancho, se
flaman 0 bngitudimles. Las (le lo largo y lo
siderado, prescindiendo de lo grueso, se llaman superficiales, y las medi-
das de los cuerpos, con relacién & su largo, ancho y grueso, se llaman

316, Los cuerpos materiales liquides se miden por la magnitud del
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espacio 0 lugar que ocupan. Esto es, por el tamafio de la vasija de iiiag-
niliul, convencionalmenle determinada que los contiene 6 puede conte-
nerlos en una 6 muchas veces. El comercio ha exceptuado el aceite que
se vende al peso.

317. La pesadez de los cuerpos, que ya indicamos que es la fuerza
con que se acercan a la tierra, se mide por la pesadez de otros cuerpos
de magnitud convencionalmente determinada, puesto el cuerpo que se
pesa en un exlronio de una balanza, y las pesas en la opuesta; é por otros
mecanismos que ofrecen igual resultado.

Los pesos y medidas materiales son pocos en namero y equivalen
pesos y medidas de pequefias cantidades, pues las grandes.se miden
pesan por los multiplos imaginarios de ellas.

En la geometria nos ocuparemos de sus ci,rcunstan_cias,c?/ solo allf, por lo tanto, completaremos
la explicacion del sistema moderno, qlue_ va a ser objeto del articulo siguiente; pues del antiguo
ple inspeccién de la Tabla auxiliar 111 n

b.asla lo dicho y lo que ofrece la sim

a
0

ARTICULO 1I.
SISTEMA METRICO DECIMAL.

318. El metro es igual & la diezmillonésinia parte del cuadrante, 6
cuarta parle del meridiano que pasa por Paris, y equivale en medidas
antiguas & 5 pies, 7 pulgadas y 0,74 lineas.

Meridiano terrestre de un lugar es un circulo maximo imaginario que pasa por los polos Norte y
Sur del mundo y por cada punto de la tierra.

319. Al metro se le di6 ese origen para que mas facilmente pudiera genera-
lizarse el sistema sobre él fundado, y fuera mas dificil variarlo con el curso de
los tiempos. Con este objeto, ademas, se procurd fuese la extension que facil-
mente puede una persona regular medir con los brazos abiertos.

Las unidades de diferente especie del sistema métrico que reclama la diferente naturaleza de los
casos y que se han establecido, son las siguientes:

320. EIl melro, cuyo origen y circiinsinncias acabamos de explicar,
sirve para las medidas longitudinales.

Metro es palabra griega j;sTpou, que significa medida.

El area para las medidas 5«pi?r/iciaiei es nn cuadrado cuyos cuatro la-
dos iguales tienen cada uno de largo diez metros. La palabra <érea es la
latina &rea, que significa campo de cultivo, y equivale la medida proxi-
mamente a 145 varas cuadradas.

Para formarse de olla una idea, consideremos lo largo y lo ancho de iin salén cii.idrado, cuyos
lados sean de fO metros, y cuyos rinconessc” de igual figura & las puntas de un pafiuelo de bol-
sillo.

El eslerio 6 metro cubico para la medida de los cuerpos, atendiendo
4 sn largo, &4 su ancho y & su altura, profiimlidad 6 grueso, es im cubo
(como si dijéramos un dado), cuyos lados iguales son de un metro.

El litro para las medidas de capacidad de &cidos y liquidos, es un vaso
o0 vasija, de cualquier figura, pero cuya capacidad interior es igual & la de
un cubo (dado), cuyos lados iguales son de la décima parle de un metro.

Litro, palabra griega X-gm que era el nombre de iina medida de liqui-
do entre los griegos.
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El gramo para las medidas de peso es lo que pesa en el vacio (o sea sin
el aire que respiramos) un volumen de agua destilada & la temperatura
de cuatro grados centigrados, igual & un cubo cuya arista (lado) sea la
centésima parle del metro. Ese nombre se deriva de la palabra griega

gue quiere decir medida de peso.

321. Estas medidas principales, que como acabamos de ver, se de-
rivan todas del metro, tienen sus multiplos y sus submultiplos ¢ divisores
arreglados, como se dijo, por el sistema decimal, y ex]::esados los indlti-
plos con palabras griegas y los submdultiplos con latinas del modo si-
guiente:

Maltiplos : Deca, Hecto, Kilo, Miria,
que dicen.. . . diez, ciento, mil, diez mil.
Divisores: deci, centi, _mil_i,
que dicen.. . . décimo, centésimo, milésimo.

El metro, pues, se divide en diez defeimelros, cien centimetrosy mil milime-
tros, y diez metros forman un decametro, cien metros un hectémetp, mil un
kilbmetroy diez mil un miriametro. Y analogamente las demas medidas tienen
sus multiplos y submultiplos con nombres semejantes & los dichos; asi el litro
se divide en diez decilitros, etc.

322. Las medidas de superficie y de volumen é cubicas no son ver-
daderos decimales, pues en las primeras las unidades de diferente mag-
nitud van aumentando en los multiplos de ciento en ciento, y disminu-
yendo analogamente en los submultiplos. Y en las segundas los multiplos
aumentan de mil en mil, y de mil en mil disminuyen los submuaUiplos*.

La hectarea y la centiarea son una excepcidon verdaderamente™” porque se ha
convenido en c(ue cien areas compongan una hectarea y cien cenliareas un area;
pero el area se llama también decametro, y tiene, sin embargo, 100 metros cua-
drados: elhectémetro cuadrado no tiene 100 metros, sino 10000 6 100 lineales en
cada uno de sus lados, y andlogamente los submultiplos.

323. De las unidades principales del sistema, hay algunas que el uso las ha
hecho pasar a la categoria de divisores de otros verdaderos multiplos que se to-
man como principales, por ser su magnitud méas a propdsito para el uso a que se
destinan. Y el uso y causas semejantes ha hecho también que no se empleen al-
gunos multiplos y submultiplos, y se hayan inventado otros no semejantes a los
admitidos en otras especies. :

Asi el gramo, medida demasiado pequefia pai'a el uso de los pesos mas fre-
cuentes, se ha sustituido por el kilogramo, y para pesos de grandes cantidades
so han establecido otros multiplos del kilégramo. como son ei quintal métrico,
igual & diez miriagramos 6 cien kilogramos, y la tonelada de peso mil kilogramos.

También para medir grandes distancias, se toma como unidad principal el
kilémetro = 1000 emetros, y han caido en completo desuso los decametros y
hectémetros, y ni aun se emplea el miridametro, por grande que sea la distancia

* Para formarse mia idea de Las medidas_superficiales y cubicas sin llegar .al complemento de
esta explicacion, que daremos en la geometria, se?nn indicamos, no hay mas gue para l.is cuadradas
considerar cuantos dados de juego cabran en el fondo de una caja cuadrada, y se conocera que
cabran tantas filas de ellos como dados tiene una fiia; asi, si son 10 seran 10 filas de & 10, 6 sea
10X 10= 100. Y para las cubicas considerar cuéntas tongadas de & 10x; 10= 100cabran en la caja,
si es tan .ilta como larga y ancha, y se vera que son tantas como dados tiene una fila, y por lo tanto,
10X 10,que es un tongada x 10:= 10 X10 X 10= 1000



n01
de que se trate. El kilémetro es lo que un hombre a paso regular anda en 12 mi-
nutos.

En las Tablas auxiliares fie la Aritmética (IV y V) se ver<an todas las medidas
del sistema métrico decimal, incluso las clbicas, que no figuran en la ley de
pesas y medidas. En la I'l se veran las medidas del sistema antiguo y la corres-
pondencia con el moderno.

ARTICULO I1I.
ESCRITURA Y LECTURA DE CONCRETOS DEL SISTEMA METRICO-DECIMAL.

324. Para escribir los minieros concretos del sislenia mélrico-deci-
mal, se signen las mismas reglas que para escribir los decimales de otra
naturaleza,'pues los mulliplos se consideran como decenas, centenas, mi-
llares, etc., y los submiultiplos como décimos, centésimos, etc., pudién-
dose dictar lambien (244) separadamente los enteros y decimales, 6 lodos
como decimales y aiin lambien como complejos, aunque no lo sean real-
mente.

Asi, cuarenta kildmetros, cinco metros y cuatro milimetros, se escribe
40.005m,004, v con.siderando el kilbmetro como unidad principal, evidentemen-
te 407005004

y cuatrocientos cuatro litros y treinta y doscentilitros, que también pueden dic-
tarse cuarenta mil cuatrociento's treinta y dos centilitros, se escribe 404,32 litros.

Y siete kilogramos y siete gramos, que se pueden dictar siete mil siete gramos,
se escribe 7007S, y tomando por unidad principal, como es costumbre, el Kil6-
gramo, 7,007\

325. Para leer los niumeros concretos del sistema métrico, se leen
como los decimales ab.slractos, dando a los enteros el nombre que cor-
responde a la unidad del sistema que se tome como principal, y & los de-
cimales el que le corresponda, segun cual sea la unidad principal, ¢ se-
gun que se quiera leerlo en dos parles como complejos 6 como un solo
namero concreto de una vez.

Asi, 347758, se lee trescientos cuarenta y siete kilémetros y cincuenta y
ocho centésimos, 6 trescientos cuarenta y siete kilometros y cincuenta y ocho
~decimetros.

326. Para escribir los nimeros de unidades cuadradas 6 clbicas, 6
sean superiiciales y de volimen, no puede hacerse por la regla general
de los decimales, pues hay que tener en cuenta que las unidades cuadra-
das van aumentando o disminuyendo de 100 en 100, y de 1000 en 1000
las clbicas. Es, pues, preciso que en las cuadradas los multiplos supe-
riores inmediatos & la unidad principal ocupen los lugares de decenas y
centenas, y analogamente los de millares y decenas de millar los multi-

' pios siguientes. Y los subnitUiplos inmediatos & las unidades principales
ocupen los lugares de los décimos y centésimos, y los siguientes los de
los milésimos y diezmilésimos. Y en las medidas cubicas los multiplos
inmediatos & las unidades principales, deben ocupar los lugares de_las
decenas, centenas y millares, y los submdaltiplos inmediatos & las unida-
des principales los lugares de los décimos, centésimos y milésimos. Y
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analogamente los demas multiplos y submultiplos, poniendo ceros en los
lugares en que convenga, para que cada cifra significaliva esté en el lu-
gar que le corresponda.

Ejemplo 4* Ocho miriametros, siete kildmetros, cinco hectémetros, cuatro
decametros, cinco metros y ocho centimétroscuadrados, se escribe 807050405,0008
metros cuadrados. i i . L

Ejemplo 2." Dos hectometros, ocho decametros, cuatro metros y seis decime-
tros cubicos, se escribira 2008004,006 metros cubicos, y tomando el hectémelro
por unidad principal. 2,008004006 hectémetros cibicos. Gomo se ve, el cambiar
la unidad principal, equivale & trasladar el signo, lo que no altera el valor del
decimal, cambiando correspondientemente el nombre de la unidad principal. En
efecto, 44,4 es diez veces mayor que 4,44; pejo evidentemente lo mismo es 44,4
metros que 4,44 decametros; pues 4 decametros son 40 metros, y 4 décimos de
decametro son 4 metros, y 4 centésimos de decametro son 4 decimetros. Analo-
gamente en decimales de concretos cuadrados 6 cubicos.

327. Para leer los concretos cuadrados 6 cubicos, se leen como los
demas del sistema, pero teniendo en cuenta que las cifras decimales de-
ben ser en los cuadrados pares, y multiplos de tres en los clubicos; y que
habra que completar con ceros los que fallen. Asi, cuadrados, se
leera siete metros y setenta decimetros cuadrados; y 8™,45 cubicos, se
leeran ocho metros y cuatrocientos cincuenta decimelros cibicos. Fin-
dase esto en que no hay cuadrado decimal de cifras decimales par, ni
cubo de cifras que no sean tres 6 sus multiplos, pues 0,4 x 0,4 = 0,16
y0,4x 0,4x 0,4 = 0,064.

328. Las operaciones sobre concretos del sistema métrico, se hacen
una vez escritos por las reglas anteriores, lo mismo que las de los deci-

males ordinarios.
ARTICULO IV

329. EJERCICIO SOBRE CONCRETOS DEL SISTEMA METRICO DECIMAL.

1. » Escribrnse los nimeros siguientes: .
Siete hectdmetros, cuatro metros y cinco_cenlimclros.
Noventa y cuatro decalitros y setenta y cinco mtlilitros.
Ocho decametros cuadrados; siete metros y ocho centimetros.
Seis decélitros cubicos, dos metros y ocho decilitros,
° Léanse los nimeros siguientes de todas maneras.

7k,875407. 207456m,45.
2007 metros cuadntdos. 700'4,4005 litros cubicos.

3.° Sumense ios nimeros siguientes, reduciéndolos previamente & una misma unidad principal.
57k ,4577-1- B0O074m,!)7 -h 874&cc.,ij76.
Réstense los numeros siguientes, reduciéndoles & una unidad principal.
578k,57607 37i.57m,857.
5.° Multipligense los nimeros siguientes:
37m,007 -I- 45m,2.

6.0 Division: litros 3027,W han cabido en 37.2 barrilc.s, 6 sea .37y uno dc 2 décimos de la magni-
tud de los grandes, y se desea saber cuanto conliene cada barril. .
Ponganse diferenites ejemplos y problemas semejantes al anterior, hasta que el estudiante los re-
suelva con facilidad.



LIBRO SEGUNDO.

aritmética superior.

CAPITOLO PRIMERO.

RECAPITULACION Y COMPLEMENTO DE LOS PRINCIPIOS TEORICOS
RELATIVOS i LAS OPERACIONES PRINCIPALES DE LA ARITMETICA.

ARTICULO primero:

PRELIMINARES. %

330. Aritmética superior llamamos & la parle de la Aritmética que
es ménos usual y.conocida y es mas elevada y dificil de entender, y que
comprende, seeun nuestro criterio (y comprendera este libro): la recapi-
tulacién Y complemento de los principios teorices de la Aritmética inle-
rior* la teoria de la divisibilidad de los nimeros y sus principales apli-
caciones, asi como la de los decimales y razones y proporciones; la ele-
vacion & potencias y extraccién de raices, y nociones sobre las progresio-
nes y logaritmos y uso préctico de estos.

ARTICULO 1I.
SOBRE LA NUMERACION DECUPLA Y LA DECIMAL.

gai El sistema de numeracion de enteros, llamado décuplo (40), para distin-
u?rlo del decimal correspondiente & los quebrados decimales, no
adera teoria, pues se compone de convenciones verdaderamente pracUca” que
ni &un admiten demostracion'(57), por lo que nos cefiiremos a f bordar de uno
y otro los principios teéricos que nacen de las convicciones que los constituyen,

no varia de valor aun,ae & su ia<,uierda

se le pongan uno 6 varios ceros. Demostracion se dio (By)» mavnr

333" Lemar. Un numero entero se hace diez, ciento, N N
afiadiéndole'a su derecha uno, dos, etc. ceros. Demostracion se dio (84).

« Atodas las verdade:s ya conocidasy que se repiten, se les pone la sefial r, y ademas se expresan
en letra de menor tamafio, aunque por su importancia requieran oira.
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334. Zetnareciproco r. Un numero entero, terminado en ceros, se hace
diez, ciento, etc., veces menor, suprimiendo de su terminaciéon uno, dos, etc.,
ceros. Demostracion se dio (55). . o .

Lema r. Un numero decimal propio 6 impropio no vana de valor aun-
que & su derecha se le pongan ceros. Demostracion se di6 (248).

3 Lema r. Un namero entero puede siempre considerarse como un de-
cimal impropio con ceros a la derecha del signo decimal. Demostracion se
dié (250).

337. Lema. Wnnudmero decimal propio, 6 sin enteros, se hace diez,
ciento, etc. veces menor, poniéndole uno, dos, etc., ceros entre el signo decimal
y la primer cifra decimal significativa,'y reciprocamente un decimal sin en-
teros y con ceros a la derecha del signo decimal, se hara diez, ciento, etc., ve-
ces tnayor, suprimiendo uno, dos, etc., cet'os de los dichos.

Porque la cifra que represente décimos en un decimal sin enteros,
representara ceiilésimos, diez veces menores que los décimos, si se le
pone entre ella y el signo decimal un cero, y semejante disminucion de
valor sufriran todas las demas partes del decimal; y andlogamente agre-
gando dos, tres 6 mas ceros a la derecha del signo, é inversamente su-
primiéndolos.

338. Lemar. Un numero decimal, con 6 sin enteros, se hace diez, cien-
to, etc., veces mayor, trasladando el signo decimal uno, dos, etc., lugares hécia
la derecha, y reciprocamente un decimal se hace diez, ciento, etc., veces menor
trasladando el signo decimal uno, dos, etc., lugares hécia la izquierda. Demos-
¢mcioit se dié (250y 251).

339. Explicados en la aritmética inferior el sistema de numeracién de ente-
ros y el de los decimales, y recordados ahora los principios tedricos de tanta
sencillez como grande apllcamon que de tales sistemas se deducen, concluire-
mos este articulo considerando lo que seria otro sistema de numeracion, por
ejemplo, el que podria llamarse docenario 6 duodecimal.

Constaria de doce cifras, y con ellas podrian escribirse evidentemente todos
los nimeros imaginables, cuya expresién oral seria cej'o, uno, dos, tres, cuatro,
cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce, doce y uno, doce y dos... docey
nueve, dos doces O veinte, U otro nombre inventado para expresar dos doce-
nas, etc.«etc,

Las ventajas de este sistema serian las consiguientes 4 la diterencia que hay
entre el 10y el 12, de ser el 10 solo divisible por 2y por 5, y el 12 serlo por 2,
por 3, por 4y por 6, la que apreciaremos mejor mas adelante. Pero como ya in-
dicamos (40), no es de esperar que hunca pueda cambiarse de sistema, por lo
que creemos completamente inGtil el aprender la relacién que hay entre el esta-
blecido y otro cualquiera, como ensefian algunos autore.s, tomando en considera-
cién hasta el binario, 6 sea el que se compondria de unidades de diferentes 6r-
denes, cada una de las que contendria sélo dos veces a la de érden inferior inme-
diato.

AETICULO III.
SOBRE LA SUMA.

340, Lema. Unasuma aumenta 6 disminuye en tantas unidades como
se suman 0 restan respectivamente & cualquier sumando, 6 como compongan las
gue se suman 0 restan d varios, 6 como tenga de exceso la suma de las que
se afiadan 6 quiten & unos sumandos sobre la suma de las que se giiiton ¢ afia-
dan respectivamente « otros.
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Porque la regla y la demostracion de la adicion (70) evidencian que

la suma apareceran como aumento o disminucién todas las unidades
que se afiadan 6 quiten & varios sumandos, 6 como excedan las que se
afiadan 6 se quiten de las que se quiten ¢ afiadan.

341. Lema. <$i d algunos 6 todos los sumandos se les suma 6 resta
igual cantidad, la suma quedara aumentada 6 disminuida respectivamente en
tantas unidades como tenga el producto de las afiadidas & cualquier sumando
por el nimcTo de sumandos aumentados.

Porque si & los sumandos 5+ 4 -h 2= 12 se les suma a todos por
ejemplo 5, 6 solamente al segundo y tercero, la suma aumentara por el
lema anterior en 5 -+ 5 -t- 5 en el primer caso y en 5 H- 5 en el segun-
do, osea 5X 3 enunoy 5x 2 en otro. Y analogamente quitando
igual cantidad & varios sumandos.

342. Teorema. Una suma queda multiplicada 6 'dividida por igual
numero por el que se multipliquen 6 dividan lodos los sumandos, y por lo
lanio lo mismo sera multiplicar 6 dividir la suma que multiplicar 6 dividir
respectivamente todos los sumandos.

Demostracién.  Si tenemos, por ejemplo, que sumar 5-h 4= 7, vy
ambos sumandos los duplicamos, en vez de cada uno, tendremos dos
iguales en valor al duplo de uno, esto es (5 H- 3) -f- (4 -t- 4), cuya su-
ma evidentemente serd 14, duplo de 7. Y como lo mismo se demostra-
ria multiplicando por cualquier nimero todos los sumandos, 6 dividién-
dolos, pues sacando, por ejemplo, la mitad de ellos, de todas sus mitades
tendriamos la mitad de )a suma, el teorema es general y queda demos-
trado.

343. Corolario. Una suma no queda'duplicada, triplicada, etc., aunque se
dupliquen 6 tripliquen uno 6 varios sumandos como no sean todos, ni dividida
por un nimero aungue por ¢l se dividan algunos sumandos; y solo si aumenta-
ra 6 disminuira en tantas unidades como compongan los aumentos 6 disminucio-
nes -que experimenten los sumandos en virtud de la multiplicacion 6 divisién

de que hayan sido objeto, porque se deduce claramente del teorema anterior y
de los lemas que le preceden.

344. Las anteriores verdades prueban la necesidad de encerrar en parénte-
sis los sumandos que sumados deban formar factores, y los factores cuyos pro-
ductos constituyan sumandos, pues (3X 2)4- ‘mno es lo mismo que 3 X (2 4- 4),
porque 64-4 = 40y3X6="18.

ARTICULO V.

SOBRE LA. RESTA.

345. Lema r. Una resta 6 diferencia entre dos nimeros, aumenta en tan-
tas unidades como se suman al minuendo 6 se restan al sustraendo; y disminuye
en tantas como se restan al minuendo 6 se suman al su.straendo; y consiguiente-
mente la resta permanece invariable si igual ndmero se suma 6 resta al mi-
nuendo y al sustraendo. Demostracion se di6 (75).

La primera parte se expresa vulgarmente diciendo que 4 la resta le sucede lo
mismo que al minuendo y lo contrario que al sustraendo, lo que no es rigorosa-
mente exacto, si no se expresa que el aumento 6 disminucién ha de ser por via
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ARTICULO V1.

SOBRE EL COCIENTE.

357. Teoremar. Un cociente queda multiplicado por igual niGmero por el
que se multiplica el dividendo 6 se divide el divisor, y queda dividido por el na-
mero por el que se divide el dividendo 6 se multiplica el divisor. Y finalmente,
el cociente no varia si por igual nimero se multiplican é dividen dividendo y
divisor. Demostracion se dio (433). B

Las dos primeras partes del teorema se expresan vulgarmente diciendo que
al cociente ie sucede lo mismo que al dividendo y lo contrario que al divisor, lo
que no es rigorosamente exacto, si no se expresa que el aumento y disminucion
deba ser por multiplicacién 6 division, y no por suma ¢ resta.

358. EI cociente de una division inexacta 6 aproximada no se altera
mullipLicando ¢ dividiendo dividendo y divisor por un mismo namero, pero_el
residuo quedara multiplicado ¢ dividido por tal nimero, aunque su valor in-
trinseco Q07110 pai'le del cociente no sera alterado.

Demostracién.  Si lefiemos 52 : 6 = y triplicamos, por ejemplo,

divideiKio y divisor, pero descomponiendo aquel antes en dos sumandos,
uno de los cuales sea igual al residuo, pues 52 = 48 -h 4, tendremos
“48x 3+ (4X 5':(6x 5} En esta division tendremos que la prime-
ra parle 6 primer término del dividendo 48 x 5, dividido por el divisor
C X 3, debe producir el mismo cociente 8 por el teorema anterior. Y la
segunda parte del dividendo 4 X 3 no puede alterar tal cociente, no sélo
porque destruiria la verdad de tal teorema, sino porque si 4 era en la di-
vision primitiva residuo por ser menor que el divisor G, residuo tendra
que seguir siendo 4 x 3, i»orque debe ser menor evidentemente también
que 6 x 3 ; pero triplicado como dice el teorema que se demuestra, aun-
que su valor, como parte del cociente, serd el mismo, pues

359. Teorema. EI cociente correspondiente a un dividendo compuesto
de vai'ios factores y a un divisor cualquiera, es igual al cociente de la division
de wio de los factores por el divisor, mulliplicado este cociente por los demas
factores del dividejido no divididos.

Demostracion.  Si tenemos, por ejemplo (4x9): 2, el cociente es
I X 9, porque éste, multiplicado por el divisor 2, da el dividendo pro-
puesto, pues

("X9)x2 = |x2x9 =fx2x9 = 4x9,

gue es el dividendo.

U 360. Teorema. BI cociente correspondiente a un dividendo cualquiera y
aun divisor compuesto de variosfactores, es igual al cociente que resulta defini-
tivamente de dividir primero el dividendo por uno de los factores del divisor’,
después el cociente de esa division por otro de losfactores del divisor propuesto,
y sucesivamente por todos ellos, si todos los cocientes son exactos, &excepcion del
primero que es indiferente.
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Demostracion. Sitenemos 745: (4X 2 X 3) haciendo las divisiones dichas,
darédn 745 {4

01 13 j por cuyas operaciones podremos decir que

745= 4X I8C-h 1y <86 = 2X 93y 93= 3X 31, y sustituyendo en la pri-
mera igualdad, en lugar de 186, su igual 2 X 93,y en lugar de 93 su igual 3 X 31,
sera745= 4 X 2X 3X 31-hi; luego 31 que, multiplicado por el divisor pro-
puesto 4 X 2 X 3, es igual al dividendo ménos el residuo 1, serd el cociente ver-
dade\ro; residuo que, para formar parte del cociente, sera evidentemente

meX2X3 ~ A

361. Lema. Vn cocienle aumenta 6 disminuye en una unidad, cuando
al dividendo se le afiaden 6 quitan tantas como tiene el divisor; y consiguien-
temente el cociente aumentara dos unidades 6 disminuira en ellas, si al divi-
dendo se le afiaden ¢ quitan el doble de las que tiene el divisor.

Porque si tenemos, por ejemplo, que dividir 12 por 4, como el co-
ciente 5 multiplicado por 4 debe dar el dividendo, si este aumenta en 4,
el cociente tendra que aumentar en 1 para lomar una vez mas al divisor,
a fin de que el producto iguale al dividendo aumentado. Y analogamente
se demuestra si al dividendo se le suman 8, 12, etc., 6 se restan 4, 8,
etcétera. Y enefecto, 12:4=5y16:4 = 4y8:4 = 2

362. Observacion. La anterior verdad es la sola de alguna importancia y
aplicacién entre las relativas a las variaciones del cociente como consecuencia
de sumar 6 restar cantidades al dividendo ¢ divisor. Tales variaciones son ade-
mas tan irregulares, que no se prestan facilmente & que sobre ellas se formule
una ley 0 regla. Pruébese, en efecto, & dividir un nimero cualquiera por otro,
y haganse después divisiones con los mismos datos, pero aumentados 6 dismi-
nuidos de 1, de 2. etc., sucesivamente, y se vera la irregularidad que hemos in-

| .

d %aéisg. Teorema. Todas las verdades demostradas sobre el cociente son apli-
cables & los quebrados.

Demostracion.  Como todo quebrado equivale & una divisién indicada de su
numerador por su denominador, es evidente que el valor del quebrado equivale
al del cociente de la divisiéon que representa, y por lo tanto, que le sucede lo
mismo, relativamente a las alteraciones del numerador 6 denominador, que &
cualquier cociente por las alteraciones del dividendo 6 divisor.

=, S .2 5. 2 i 12 12
En efecto, j «j :i Y (47N 3/ 57 3:15 'IIS —%—21 —Se
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CAPITULO n.

DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

364. Divisibilidad de los numeros se llama la posibilidad que ofre-
cen unos mas que otros de dividirse exactamente por algunos, pues aun-
gue todo nimero es ninlliplicable, digdmoslo asi, por cualquier otro, to-
do nimero no es divisible exactamente por cualquiera, y hay muchos
gue solo son divisibles por si mismos y por la unidad.

ARTICULO 1.

DEFINICIONES SOBRE hk DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS.

365. le* Namero primo ¢ factor simple se llama el que solo es divisi-
ble exactamente por si mismo y por la unidad; divisibilidad de que gozan to-
dos los nimeros imaginables.

Asi SOQ primos los nimeros 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc.

366. 2" Numero compuesto 6 factor compuesto se llama todo nimero
que es divisible exactamente por otro U otros, ademas de serlo por si mismo y
por la unidad.

Asi son compuestos 4, 6. 8, 9, tO, 12, 14, etc., porque 4 es divisible exacta-
mente por 2, ademas de serlo por 4y por 1. Y Bes divisible por 2 y por 3ademas
de serlo por 6y por 1, etc.

367. 5.“ Maltiplo de un numero se llama, como ya sabemos [87), el
que es divisible exactamente por él, y divisor é miilUiplo de un nimero es el
que lo divide exactamente.

Asi, 12 es multiplo de 4 y de 3, porque 3X 4y 4X 3dan 12, y 4 es mdltiplo
de 2, porque 2X 2= 4y 24 es multiplo de 12, etc. E inversamente 12 es submul-
tiplo 6 divisor de 24, etc.

368. 4. Numeros primos entre si Se llaman los que aunque no sean
los dos primos, ni aun ninguno de ellos, no tienen méas divisor comdn que la
unidad.

Asi 10, aunque es factor compuesto (porque es divisible por 5y por 2); pero
es primo con 9, que también es compuesto (porque es divisible por 3j, porque
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ni 9 es-divisible por 5, ni por "2 ni 10por 3, y ei Unico divisor comun que tienen
es la unidad, que esa divide a lodos los nimeros.

369. 5* Maximo coman divisor de dos 6 mas nimeros se llama al ma-
yor de los divisores comunes que lenfjan ellos.

Asi el maximo comun divisor de t8 y 24 es 6, porque t8 es divisible exacta-
mente-por 9, por 6, por 3y por 2;y 24 lo es por 12, por 8, por 6, por 4y por 2,
y por lo tanto, los niumeros propuestos 18 y 24 tienen por comunes divisores 6
o 2, pero el mayor de elloses 6. Y el maximo comun divisor de 8, 24y 36, es
4, porque tienen so6lo de comunes divisores 4 4y & 2, y el mayor es 4.

370. 6. Minimo comGn dividendo, 6 minimo comGn multiplo de dos
6 MAS NUMEROS, S6 llama el menor de los varios que haya divisibles por todos
ellos.

Asi el minimo comin mdltiplo de 2, de 4y de S, es 20, porque aunque hay
muchos nameros multiplos de 2 (la mitad de todos los imaginables), y hay mu-
chos multiplos de 4y de 5, y de ellos bastantes que son comunes & los tres nu-
meros propuestos, como, por ejemplo, 20, 40, 00, etc., el menor de ellos es 20;
pues 18, aunque es divisible por 4y por 2, no lo es por 5; y 10, aunque es divi-
sible por 5y por 2, no esdivisible por 4. ) o

Y ‘el minimo comun dividendo, 6 minimo comdn multiplo de S, de 10y de
15, es 30, porque de los muchos multiplos de ellos que son 30, 60, 90, etc., el
menor es 30; pues 20, avinque es divisible por 5y por 10, no lo es por 15, etc.

ARTICULO m.
PRINCIPIOS TEORICOS SOBRE LA DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS.

371. Lema. Si un ndmero primo no divide exaclamenle aolro cual-
quiera, ambos son primos entre si.
Porque como el primo no tiene mas divisores que & si mismo y & la
unidad (565), no dividiendo exactamente & otro no tendra con él mas di-
visor comiin que la unidad.

Asi 21 no es primo con 7, porque es divisible por él exactamente, y por lo
tanto, el comun divisor de ambos es 7; pues 27:7 = 3y 7:7 = 1 Pero 22es
primo con 7, porgue no tienen mas comun divisor que la unidad,

372- Corolario. Los ndmeros primos son primos entre si, pues por ser
primos no tienen mas divisores que a si mismos y a la unidad, y no se-
ran divisibles uno por el otro, ni tendran, por lo tanto, mas comun divi-
sor que )a unidad.'

373. Teorema. Todo ndmero que divide exaclamenle & otro, divide
también & la suma de ellos.

Demostracion.  Si, por ejemplo, 4 divide exaclamentea 8, 4 12 y & 20,
por dividir & 8, éste serd su multiplo y podrd descomponerse en suman-
dos iiiiiales & él, y sera 8 = 4 -f- 4. Por semejante razon sera 12 = 4-1-
4+ 4y20= 4-h 4-j- 4 +4-i- 4. Y si en vez de sumar los nimeros
propuestos, los sumamos descompuestos en sumandos, serd 8 -+ 12 -f-
20 = 4-f-4-f-4 + 4-i-4-1-4-f-4-i-4-f-4-f-4, suma que eviden-
temente, siendo mdltiplo de 4, sera divisible por él. Y como lo mismo
podria demostrarse cualquier otro ejemplo, el teorema es general y que-
da demostrado.
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Puede demostrarse este teorema de una manera mas cientifica, pero mas
propia del Algebra que de la Aritmética, diciendo: si 8 divide a 4, sera

8=4X2.
Por semejante razon, sera 12= 4X3,
y analogamente, 20= 4X &

Y si estas tres igualdades se suman ordenadamente, 6 sea los primeros miembros
y ios segundos, sera 8+ 12+ 20 = (44-2) -h(4X3)-f-( 4X3). Pero como
el multiplicar los sumandos equivale & multiplicar la suma (342), sera 8+ 12+
20=,4 X (2+ 3-45). igualdad en la que, existiendo en su segundo miembro el
factor 4, todo el miembro sera divisible por 4, y consiguientemente su igual el
primer miembro, que es la suma de los nUmeros propuestos.

374. Corolario. Si un numero divide & otro, dividira también & todos
sus multiplos, porque podran descomponerse en sumandos iguales & él y
divisibles todos, y su suma por el mismo nimero.

Asi, si 8divide 16. dividira 4 64= 16X 4; pues 64= 16+ 16-+ 16+ 16y
si divide & todos esos sumandos, divide a la suma.

375. Escolio. Unnumero puede dividir a otroy no dividir a sus suh-
miiUiplos 6 factores, pues no sélo pueden ser menores que él, sino que
pueden ser con él primos también.

Asi 6 divide & 24; pero ni divide a los submultiplos de 24, como 2j 3por ser
menores que él, ni tampoco & 8, que es mayor, pero que con él es primo.

376. Lema. Unnudmero que es divisiblepor otro lo sera con méas razén
por sus submultiplos; pero puede serlo por estos y no serlo por sus multiplos.
Y un ndmero que no es divisible por otro, no puede serlo por sus multiplos.

Porque si ,52 es divisible por 16, con méas razon serd por 8, jpnes
32= 16X 2y 16= 2 X 8, y consignienlemente 52 = 2 x 2 x 8,
igualdad cuyo segundo miembro, siendo divisible por 8, tiene que serlo
el primero. Pero 52 es divisible por 8 y no lo es por 24, aungue no es
primo con él, sin embargo de que 24 es multiplo de 8, pues 24 = 5X 8.

Y si 52 no es divisible por 9, tampoco puede serlo por 1 8 =2x 9,
pues 18 dividiria 4 52, y 2 y 9 también, lo que es'contra la hipétesis de
que 52 no es divisible por 9. j' e/

377. Teorema. n ndamero que divide exactamente a otros dos, divide
también & su diferencia. _ s ,

Demostracion.  Si tenemos que 8 divide exactamente &4 46 y 4 02, res-
tadndolos lino de otro, pero después de descomponerlos en sumandos
iguales &4 8, serd 8+ 84- 8 4- 8 — (8 4- 8), resta que sera 8 4- 8,
divisible evidenlemente por 8.

También podria demostrarse este teorema mas cientificamente diciendo: si 32
es divisible por 8, sera 32 = 8X 4, y si 16 divide & 8, serd también 16 = 8X2;
y restando ordenadamente esas igualdades dard 32— 16= (8X 4)— (8X2);
Y como lo mismo es multiplicar una resta que multiplicar minuendo y sustraen-
do (346?, sera 32— 16= 8X (4— 2), igualdad cuyo segundo miembro, siendo
divisible por 8, el primevo también lo sera, y como éste representa la diferencia
de los nimeros propuestos, el teorema queda demostrado.

378. Teorema. Un ndmero que divide & uno de dos sumandos, si no
divide al otro, no puede dividir & la suma de ellos.
Demostracion.  Si en 8 4- G sabemos que 4 divide & 8 y no divide & 6,
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y suponemos que pudiera dividir & la suma de 8 y 8, que es 14; como
uno de dos sumandos tiene que ser igual siempre & la suma de los dos
ménos el otro sumando (61), teiidriamos que 6 = 14 — 8, en cuya
igualdad, dividiendo 4 & 8 y & 14, dividiria por el teorema anterior a su
diferencia 6, lo que es contra la hipétesi de este teorema; luego si no di-
vide & 6, no puede dividir & 14. Y como lo mismo se demostrarla en otro
cualquier ejemplo, el teorema es general y queda demostrado.

379. Corolario. Un namero que divided varios sumandos” sino divide

Pues si 4, aunque divide & 8 y & 16, no divide & 6, no puede dividir
4dla suma 8 -h 10 + 6, porque los dos sumandos divisibles se pueden
reducir &4 uno solo y quedard 24-h G, que por el teorema anterior no
puede ser divisible por 4.

380. Teorema. Si un ndmero divide & otros dos que no se dividen
exactamente entre si, dividira al residuo de la division del mayor por el
menor.

Demostracién.  Si sabemos que 4 divide & 56 y 20, que no se dividen
exactamente, pues 56 : 20 = 2 — como todo residuo es igual al divi-

dendo, ménos el producto del cociente por el divisor, tendremos que
16 = 56 — (20 X 2), en cuya igualdad sabemos que 56 y 20 son divi-
sibles por 4 por la bipdtesi del teorema, y 20 X 2 también debe serlo-
(374); luego todo el segundo miembro es divisible por 4, y consiguiente-
mente el primero; pero este es el residuo; luego el teorema queda de-
mostrado.

381. Corolario. Siun nimero divide & un divisor y & un residuo de
una division inexacta 6 aproximada, dividira al dividendo, porque este es-
igual al cociente multiplicado por el divisor mas el residuo, y en el ejem-
plo del teorema anterior seria 56 = (20 x 2) -f- 16, igualdad en la que,
siendo todo el segundo miembro divisible por 4, tiene que serlo el pri-
mero, que es el dividendo.

382. Teorema. EI méximo comdn divisor de dos nimeros esexacta-
mente iqual al maximo comudn divisor del iiienor de ellosy del residuo corres-
pondiente & la division del mayor por el menor.

Demostracién.  Si al maximo comun de 56 y 20, por ejemplo, que es
4, no fuera también el maximo comun divisor de 20 y 16, residuo de
56 : 20, lendriamos que, como por el teorema anterior, el numero que
divide & dividendo y divisor divide al residuo, y por su corolario que el
ndmero que divide al divisor y al residuo divide al dividendo, 4 dividira
456, 420y 16, y el maximo comun divisor de 56 y 20 no podra ser
mayor que el de 20 y 16, ni el de 20 y 16 mayor que el de 56 y 20 (pues-
dos nimeros no pueden tener mayor comudn divisor que su maximo co-
mun divisor). Y no pudiendo el de 56 y 20 ser mayor que el de 20 y 16,
ni éste mayor que aquel, tendran que ser iguales, que es lo que dice el
enunciado del teorema que queda demostrado.

® ohtervaeion. L.i anterior demostracion la dan muchos autores embebida en la co”espon-
dienle & la determinacion del médximo comin divisor de dos nimeros, y sm explicarla mucho, sin
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nor lo axiomatica que verdaderamente es la verdad & que se refiere. La e”eperiencia nos ha

B une en esa “muchos principiantes no la comprendian, pues aunque claramente

g.fu mfe un ndmero que divide & dlv"ldengoal divisor divide al reS|du8 no percibian por apé el
iari qué un numeéro due Luede i ue

v

\Y ser muv Brandes, no pudiera ser mayor ma-
Smo'cotnX dhfsor de unoleeSos’y de iln residuo aau (PLhede s?r mt%lpeguliaﬁo Para.convencerl”os
Ximo comun QIvisor ue uu circunstanci icha énTa anterior demostracion de que el
S o comSfdTvisor K ) «siduo de la division de ellos,.es co-
ifnn ~MvUoe E r e s que no puede ser evidentemente mayor que el maximo comun divisor de
d~fde ellos ILs el nombre dice que es el mayor. Por eso hemos presentado la verdad

en teorema especial, y con demostracién mas amplia que muchos podran necesitar.

ARTICULO 1V.

TEORIA DEL CARACTER DE DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS.

«iabemos cual es el caracter 6 circunstancia visible facilmente de los nimeros, por el 5* ®
nocenlrson'divisibles™Ti, por 3 6 por 5 (i96); faltanos dar las correspond.en es demostraciones.

383 Teorema Un numero es divisible por 2 cuando termina en U,

Qcualquiera de las cifras pares 2, 4, 6, etc.; y «o lo sera si termina en afra

1 Demostracion. Sabemos por la numeracion, que lodo nimero termi-
nado en 0 es multiplo de 10 (54), y como 10 = 5-j- 5= 2 >< 5,y por
lo tanto divisible por 2, todo numero terminado en 0 se podra descompo-
ner en sumandos iguales &4 10, cuya suma sera también dnasible por 2
(575), y asi 70 = 10 -f- 10 + 10 -h 10 -i- 10 + 10 -h 10 es divisible
Dor 2 Si el nUmero termina en cifra par, por ejemplo 56, se podra des-
componer en sumandos 10 -h 10 -U iO -h 6, todos los que son divisibles
fior 2 Y la suma también debe serlo. Y finalmenle, si el numero termi-
na en cifra impar, por ejemplo 25, descompuesto en sumandos, sera
10 + 10 -{- 5, que no siendo uno de ellos divisible por 2, como no lo es
el 5, la suma no puede serlo (579). .

384:. Teorema. Un nimero es divisible por D cuando termina ewU O
en 5, V no lo es sino tiene esa terminacién.

Demostracién. Porque si tenemos un nimero terminado en U, por
ejemplo 50, y otro en 5, por ejemplo 25, ambos los podremos descom-

poner en sumandos divisibles por 5, y la simalo sera. Asi, 50 — 10 -n
10 + 10 Y 25 = 10 -i- 10 -1- 5; y si la terminacion fuera otra, halma
un sumando no divisible por 5, por ejemplo 29 = 10 -u 10 -f- cuya

suma no puede ser divisible por 5, porque el sumando 9 no lo es (5/9J,
Luego el teorema es general y queda demostrado.

'385. Teorema. Vn nimero es divisible por o, cuando sumadas si*

cifras como si fueran todas unidades simples componen 36 uno de sus mau i-

~ Demostracién. Como 10 = 9 -f- 1y 100= 99 -h 1, etc-, todo na-
mero se podra descomponer en sumandos, cuya mayor parte se compon-
gan de nueves, y tendremos, por ejemplo,
342 = 99 -1-99-h99-1-3-1-9-f-9 + 9-f-9-h4-+-2
y 542 = 99+ 99 -h 99 -U 9 -t- 9 -f- 9 -f- 9 -f- 3 -i- 4 -}- 2.
En la Gltima igualdad y aun en la primeta, vemos que hay siete su-
mandos multiplos evidentemente de 3 y divisibles por 5; y tres sumandos
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justamente compuestos de las cifras del nimero propuesto, que reunidas
componen 9, divisible también por 5; luego todos los sumandos lo seran,
y por lo tanto la suma; luego el caracter de divisibilidad por 5 es el que
dice el teorema que queda demostrado, pues si las cifras del nimero su-
madas dieran un nimero que no fuera multiplo de 5, el sumando que,
en virtud de la descomposicién produjesen, baria ver que la suma no po-
dia dividirse por 5 (579).

386. Corolario. La anterior demostracién evidencia que todo nime-
ro cuyas cifras sumadas como unidades produzca 9 6 un multiplo de 9,
serd divisible por 9.

387. Observacion. De una manera analoga podria haberse determinado el
caracter de divisibilidad de los nUmeros con relacién a otro divisor; pero no esta
en practica el hacer uso de otras divisiones que 2, 3y 5, por ser suficientes es-
tos para los usos ordinarios, y porque el caracter de los numeros con relacion &
otros divisores no se conoce tan facilmente.

ARTICULO V.
DETERMINACION DE SI UN NUMERO ES PRIMO O COMPUESTO.

388. Regla general. determinar si un namero es primo 6 com-
puesto, se divide sucesivamente de menor & mayor por los primos 2, 5, 5,
7, etc., hasta que algun divisor dé cociente exacto, lo que probara que el ni-
mero (lado es compuesto; 6 hasta que el cociente aproximado 6 entero sea me-
nor que el divisor, lo que es sefial de que el nimero dado es primo, pudiéndo-
se omitir la materialidad de la division por 2, por 5y por 5, porque la sim-
ple inspeccién del niimero propuesto dira si es divisible por esos primos (385,

384 y 585).

Ejemplos.
1.« 840 4® 487 7 1 13 17 19 23
07
<2° 819 4 61 4 37 28 23 A
i-7
3 377 7 1 13 03
27
g 53 34 29 97
47 6
03 147
117 u
000 107
12
027
4

Explicacion. EI ejemplo 1.“, como el nimero termina en O, es divisible por 2, y por lo tanto,
compuesto. En el ejemplo 2.°, como sumadas las cifras componen 18 m(ltiplo de 3, el ndmero es
divisible por 3, y por lo_tanto, compuesto. En el ejemplo 3.", con sujecion & la regia, se divide el
nlmero propuesto por 7, porque no es divisible por 2, por 3, ni por 5, y después por U y por 13, que
da cociente exacto, y por lo tanto el nimero propuesto es compuesto. Y en el ejemplo 4®so divide
el nimero propuesto hasta que el cociente 21 sea menor que el divisor 23



Demostracion.  Se omiten las divisiones por los nimeros compnestos
A 6 8 etc porgue si un nimero no es divisible por otro, no lo seia por

ts uitUipios (576). Se hacen las divisiones sucesivas por los primos de
Tnor GXTor paraconseguir el objeto por medio de menor numero de
Svtéonery mas faciles, coino son las que tienen menor divisor; pero se
Tindrian hacer de mavor & menor, empezando por un numero primo pio
«mamente moM mitad del producto, pues ningdn ndmero es divi-
sible por otro mayor que su mitad, ofreciendo este procedimiento el in-
conveniente tambiln de que si el nimero era
vidirlo fior urimos v compuestos menores que su mitad, pues a
via,nose corcel los nimeros mayores de dos cifras si son primos 6
finalmente se reconoce que un ndmero es primo cuando en las di
r\one” p o ru fprimo da un cociente menor que el divisor; porque, por
pipmnlo ~en el efemplo 4®, si supiéramos que continuando las Jj*smnes

dSirpor a,,n otro a mas de serlo por si mismo y por la unidad, y
por lo tanto queda demostrada.

articulo vi.

A FORMACION DE TABLAS DE LOS NUMEROS PRIMOS.

389. Los nameros primos menores de los que conviene saber de me-
moria son los siguientes:

" 5 5 7 11 13 47 19 25 29 51 57 41 45
A? 55 59 61 67 71 75 79 85 89 97

Para determinar éstos, asi como para formar tablas de ellos y otros mayores,
se emplea el procedimiento siguiente. primos, se escriben for sy,

[ZfZsTsvnfs tetyie. Usta elnd«erodine se,uie-
ra alcance la tabla, por ejemplo-.

9 71
: > V |

435 437 etc.

SiSs:-*».'sraiiS
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fras, empezando a contar despnes del 5, y pongase otra sefial alos'nimeros no se-
fialados. Hagase en seguida lo mismo de siete en siete, empezando a contar después
del 7. Y héagase lo propio con -H, con 13, con 47 ~ demas nUmeros przmos, siendo
inatil el sefalar los que ya una vez estén sefialados, y todos los que resulten sin
sefial seran nimerosprimos.

La Tabla auxiliar VI contiene todos los nimeros primos menores
de 1000.

Demostracion. Esta Tabla, para determinar los niUmeros digitos, llamada criba
de Eratosthenes, por el nombre del que la inventd, ya inventada, el procedi-
miento para formarla tiene muy facil demostracién. En efecto, como los niimeros
impares, colocados todos seglin su 6rdeb natural, difieren cada uno de su inme-
diato en dos unidades, el 3 distara de su minimo multiplo, que es 9 tres hilares,
porque 3-p(2x 3)= 9; de 45 seis lugares, porque 3-f-{2 X6) = 45, de 24
nuel lagares, porque 3-h (2 x 9)= 24, etc.; luego contando desde el 3 de tres
en tres cifras, se deben hallar todos sus multiplos. Andlogamente el 5 distara de
sus multiplos impares ciwco, aiVz, quince lugares, porque el minitno multiplo
de 5b que es 45, es igual & 5+ (2x 5)y 25= 5+ (2x 40], etc. Y como los
nameros que no resulten sefialados no serdn multiplos de 3, de 6, de  etc., ni
seran, por tanto, divisibles por ningin nimero digito primo, ni menos por un
compuesto, no siéndolo por ningtn primo (376), seran, pues, nilmeros primos.

articulo vil
DETERMINACION DEL COMUN DIVISOR DE DOS 0 MAS NUMEROS.

391. Regla. Para hallar el maximo comin divisor de dos nimeros, se
divide primeramente el mayor por el menor; en seguida éste por el residuo;
después este residuo por el que produzca la divisién por él, y asi sucesivamen-
te hasta encontrar un cociente exacto, que diva que el divisor que lo produce es
el maximo cmnun divisor de los nimeros propuestos; 6 hasta tener un cociente
inexacto correspondieyite & un divisor evidentemente primo, que sera sefial de
que los nimeros propuestos son primos entre si; y lo mismo si se liega & tener
por residuo la unidad.

392. Si la primera division, ¢ sea la del nimero mayor por el me-
nor de los dados, da cociente exacto, el maximo comun divisor seré el
mismo ndmero menor.

Ejemplos.
A4® 324 4 34 827 342443 %6 31 25 6 4
000 6 M3 2 2 2 4 4 4 6
5 # 25 6 4 0
2® 895 55 45 40 5 4® 347 57 5 2 4
45 16 3 4 2 005 6 4 2 6
45 40 5 00 02 4 00
el menor y como nn dado cociente exacto, liemos ubuuuiuv L T, VSRR -

el nimero mej.r po, el mene,, despees és.e per el resi-

duo 15: hielo este residuo por el 10, v, finalmente, el 10 por 5. obtenlendo cociente exacto y dedu-
ciendo, For lo tanto, (iue 5 es el maximo coman divisor oe los nimeros propuestos.

En el tercer ejemplo obramos de una manera analoga, pudiendo haber suspendido la operacion
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Demodra”ion. Se amiten, las division%s - )
4 6 8§ etc, porque si un numero no es divisible por otio, 1)0 lo sera por

siis multiplos”™(376). Se hacen las divisiones sucesivas por los pumos de
menor a mayor, para conseguir el objeto por medio de menor numero de
divisiones y mas faciles, como son las que tienen menor divisor, pero se
nodrian hacer de mayor & menor, empezando por un numero primo pio-
Liuente menor &la mitad del producto, pues ninglin numero es diyi-
~hirZ otToZnyov que su mitad, ofreciendo este procedimiento el in-
conveniente lambiln de que si el nimero era

vidirlo fior nrimos y compuestos menores que su mitad, pues a primera
Vk a no se conocen los nimeros mayores de dos cifras si son primos o
» 0. Y finalmente se reconoce que un ndmero es I'" 7 .

visirmes fior un primo da un cociente menor que el divisor, porque, por

cLntoTeSe la”egla es lo conveniente para saber si un numero es
divisible por algun otro & mas de serlo por si mismo y por la unida . .
por lo tanto queda demostrada.

articulo YI.

A rOKMAOION DE TABLAS DE LOS NUMEROS PRIMOS

389. Los nimeros primos menores de los que conviene saber de me-
moria son los siguientes:

a 5 5 7 11 183 17 49 ~5 29 51 o7 41 45
47 55 59 61 67 71 75 79 85 89 97

Para determinar éstos, asi como para formar tablas de ellos y otros mayores,

se emplea el procedimiento siguiente. . nii>ros Drimos, se escriben for syj

ra, alcance la tabla, por ejemplo’.
t
27 29 3 B 3B
123579ﬂ131i1719ﬂ2325 1 A
3739414345474951538557596163656769%751
! 1
9 93 95 97 99 101 103
73 75 77 79 sV 83 8 87 & | :
107 100 111 113 115 117 119 121 ib ib 127 ib 131 133
135 137 etc.
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fras, emvezmdo a contar desfues del 8, y fongase otra sefial alos nimeros no se-
flalados. Hagase en seguida lo mismo de siete en siete, empezando a contar después
del 7. Y hagase lo -prcpio con 11, con 13, con \+t y demas nimerosprimos, siendo
inatil el sefalar los que ya una vez estén sefialados, y todos los que resulten sin
sefial seran nimeros primos.
La Tabla auxiliar VI contiene todos los nimeros primos menores

de i000.

Demostracion. Esta Tabla, para determinar los nimeros digitos. llamada criba
de Eratosthenes, por el nombre del que la inventd, ya inventada, el procedi-
miento para formarla tiene muy facil demostracion. En efecto, como los nimeros
impares, colocados todos segun su 6rdeu natural, difieren cada uno de su inme-
diato en dos unidades, el 3 distara de su minimo multiplo, que es 9, lugares,
porque 3-f-(2x3) = 9; de 15 seis lugares, porque 3-1-(2 X 6)= 15, de 24
nueve lugares, porque 3+. (2x 9)= 21, etc.; luego contando fesdeel 3 de tres
en tres cifras, se deben hallar todos sus multiplos. Analogamente el 5 distara de
sus multiplos impares cinco, diez, quince lugares, porque el minimo multiplo
de 55 que es 15, es igual & 5+ (2X 5)y 25= 5-|-(2X10), etc. Y como los
nameros que no resulten sefialados no serdn multiplos de 3, de 5, de  etc., ni
serdn, por tanto, divisibles por ningin ndmero digito primo, ni menos por un
compuesto, no siéndolo por ningn primo (376), seran, pues, nUmMeros primos.

ARTICULO VII.
DETERMINACIOK DEL MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS O MAS NUMEROS.

391. Regla. Para hallar d maximo comin divisor de dos niimeros, se
divide primeramenle el mayor por el menor; en seguida éste por el residuo;
después este residuo por el que produzca la divisién por él, y asi sucesivamen-
te hasta encontrar un cociente exacto, que diva que el divisor que lo produce es
el mdrimo comwi divisor de los nimeros propuestos; 6 hasta tener un cociente
inexacto correspondiente & un divisor evidentemente primo, que sera sefial de
que los nimeros propuestos son primos entre si; y lo mismo si se liega & tener
por residuo la unidad. '

392. Si la primera division, 6 sea la del nimero mayor por el me-
nor de ios dados, da cociente exacto, el madximo comun divisor serd el
mismo ndmero menor.

Ejemplos.
N0 324 154 3.4 827 342143156 31 25 6 1
000 6 143
2® 895 55 15 10 8 4® 347187 5 2 1
345 16 3 1 2 oo5!'6 11 2 6
15 10 5 @ 103 1 @O

Exnlirnrian  Con suiccion a la regla, en el primer ejemplo hemos diviamo el numero mayor por
el minor ; como hadX¢~cienie elaclo, hemos deducido que el madximo comun divisor de los nu-

" Tn%"rs'g»n1o%TemproVvWW ei nimero mayor por el menor, después g ‘e por el resi-
duo 15; luego este reS|duo por el 10, y, finalmentCj el 10 por 5, t)Ienlendo cocmnle exacto y dedu-

cie or lo tanto, es el maximo comun divisor ae
. E ePtercer ejemp o o ramos daxuna manera analoga, pdglendo haber suspendido |a operacion
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due se vi6 aue no daba cociente exacto la divisién de 56 por 31, numero evidentemente primo.

FnircuLto esemplo hemos también he la correspondiente division, y al dividir por'5, nu-
mero evidentement” & y.no dar cociente exacto, pudimos deducir oue ios numeros dados eran
Sorenlre si, pero continuamos las divisiones para ver si lo eran rearmente.

393  Demostracion. Se empieza la operacion dividiendo el numero
mayor de los dos que se proponen por el menor, porque el maximo co-
mun divisor de dos nimeros no puede evidentemente ser mayor que el
menor de ellos; y si éste divide al mayor, serd el maximo comun di”sor
de ambos, pues que también se divide & si mismo (580). Después se divi-
de el nimero menor por el residuo de la primera division, porque el méaxi-
mo commi divisor de dos niimeros es exactamente igual al del divisor y
residuo (582) de la division del mayor porel menor. Y por razones anulo-
gas a las dadas para la primera divisién, se debe ver si el numero menor
divide al primer residuo, porque éste seria el maximo comun divisor de-
seado si dividiera exactamente al nimero menor de los propuestos. En
seguida se divide el primer residuo por el segundo, y éste por el tercero,
porque el maximo comun divisor de los nimeros que van entrando en
cada divisién debe ser igual al maximo comun divisor del que sirve de
divisor y del residuo que pueda producir. Y finalmente, se dn
nada la operacion cuando no se obtiene cociente exacto al dividii poi un
namero evidentemente primo, porque si un ndmero™ primo no divide
exactamente a otro, los dos son primos entre si (5/1), y sena mulil
continuar la operacién, como se ve por los ejemplos 0. y 4. , pues se
lle™a & hallar un residuo 1, que dividira exactamente al anterior residuo
vy I\ tras-anterior, y & los nameros propuestos, los cuales por no tener
otro comun seran primos entre si (5G8); luego la regla queda demostrada.

3Q”. Lema. Si unndmero divide a otros dos, dividira también ai ma-"
ximo comun divisor de ellos. . one

Porque, refiriéndonos al ejemplo 2.", si un numero divide a 885y n
55, dividird & 15 (581). Si divide & 15 y 55, dividira & 10, y si divide &
15y a 10, dividird & 5, que es el maximo comun divisor de los nimeros

propuestos. evidenciado en el anterior lema, se deduce clara-

mente ane para hallar el maximo comun divisor de tres 6 mas nimeros, se halla
S m&imo comun divisor de dos de ellos; después el de ese maximo comun divi-
sor hallado v otro nimero de los propuestos; en segwda el maximo comun divi-
so? del ulimo hallado y otro ndmero de los dados si'son mas de tres; y asi se
continuar hasta tomarlos en consideracién todos, y el Gltimo méximo comudn
divisor que se halle sera el deseado.

Pondremos un ejemplo, aunque esta operacién tiene poca aplicacion eu las
matematicas.

345 140 65 10 5 135 5
65 2 2 6 2 3B 27
00
10 05 00
puestos. i
E.,ini.il pone, pora

completamente a su capricho.



CAPITULO 11I.

COMPLEMENTO A LA TEORIA SOBRE LA DIVISIBILIDAD DE LOS
NUMEROS.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

396. Los principios teéricos gae hemos expuesto en el capitulo anterior sobre
la divisibilidad de los numeros, no nos han permitido todavia otra aplicacion-
que la determinacion de si un ndmero es primo 6 compuesto, y la de hallar el *
maximo comun divisor de dos 6 mas nimeros entre los varios que tengan. Ahora
tenemos que ocuparnos de la determinacion de los diferentes divisores que
tienen los niameros, de su minimo comdn dividendo, 6 minimo coman multiplo,
y para ello tenemos que demostrar nuevos principios.

ARTICULO II.

PRINCIPIOS TEORICOS FUNDAMENTALES PARA LA DESCOMPOSICION DE UN
NUMERO EN FACTORES T PARA LA DETERMINACION DEL MINIMO COMUN
MULTIPLO DE VARIOS.

397. Teorema. Si dos nimeros se multiplican por un entero, el méa-
ximo comun divisor de ambos quedard multiplicado por dicho entero. E
inversamente si dos nimeros se dividen por un entero, el maosiino coman divi-
sor de ambos quedard dividido por dicho entero.

Pero dicho entero ha de dividir exactamente a los nUmeros propues-
tos, pues eii otro caso la division seria impracticable en el sentido del
teorema.

Demostracion. Porque multiplicando 6 dividiendo los dos nimeros
propuestos por un entero, quedarda mnUiplicado 6 dividido respectiva-
mente por dicho entero el residuo correspondiente ala division del ma-
yor por el menor (580). Y mnUiplicado 6 dividido tal residuo y el niUme-
ro menor, también lo estara el residuo de la division del menor por el
primer residuo; y por razones analogas todos los residuos que vayan re-
sultando de dividir uno por otro, liasla encontrar el maximo comun di-
visor, que siendo también un residuo quedara multiplicado 6 dividido
por el nimero por el que se multipliquen 6 dividan los nimeros pro-
puestos.
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* t/Mi/iniAc sK'V 1K nivo maxiino comun divisor es 5, duplica”
=30, quo teudrau por.naxi,no comuu

divisor 5X 2

. o I-
398. Teorema. 6 dos nimeros sedividenpor su maximo comun di-

visor, los COCIENteS seran primos entre su m-"vinio ro-
Demiostracion.  Si tenemos los nameros 895 y 55, tuyo maximo co
m ,f,Tvtor es 5, y dividimos aquellos por 5, por el leorema antermr el
maximo comun divisor 5 también quedara dividido por 5. Pero - vy
los nimeros que tienen por maximo comun divisor la unidad, se llaman
entre si primos; luego f ~ 175y ? = U son entre si primos
399 Teorema Siunnudmero divide al producto de dos factores, y es
primo como uno de ellos, dividira precisamente al factor nrodiicto
~ DeMnostracion. ~Si tenemos, por ejemplo, N )
10 X 17 Y es primo con 17, el maximo comun divisoi de 5y 17 seia |
('08™, fsitimiAiplicamos 5y 17 por 10 - toT izt
dard mijiUiplicado por 10 y seia ~ Mo "U:pn lo es fior tener
Afh e gl’rl\éor Fa%lr%?esm del eorema, y 5X 108 tambl¥h 18 & por tenéer
el factor 5° liie”*0 su maximo comun divisor 10 también lo sera, y por lo
A 3 7 f) L “ H
tcﬁr%tejde% p?(%, re? qggrer%a%%%%r%%r%'%/maueda demostrado.

400 Observacion. La anterior verdad es de mucha importancia, y conv.ene fam.hanzarse

Corolario. Siun mimero primo dtj)ide al producto de tres o mas

factores, tiene que dividir precisamente & uno de ellos.
~  Porque poi el teorema anterior si, por

5x 9x 24X 14y nodivide a 5, sera pruno con 6Ly 4»™*  m

producto

dira & 14; luego tiene que dividir a alguno de los factores.
402. Olservicicn portante. ®
.sable que el divisor sea primo con uno de los lactores v

ademas primo por si mismo para /A. .. qilgy no dividir a ninguno de sus
que, en efecto, un numero puede dividir a A

pero no a sus fac-
factores si ninguno es primo con ©UJ A - ambos tienen con 12 un
tores 20 y 3, porque

U son divisibles por2y 3, y
comun divisor ademas de la nri divisor coman y otro cob 3,y
#d RN pPrivad toratityudd délosi@uE, no plieddiviuu <« otro! segln el teo-

rema anterior. . . L , i ? .
403 Lema. Si un numero es divisible por cada uno de otros dos p -
A ™ éivisiU. ,anlnen por «, producto, pu” s.
por 5y por4, sera24 = 5X 8y 7"
do~rde~dm~nte”~sta™ os “ua™ N @

(S

segundo miem-
bro, sieido divisible por 3 x 4 su igual, 24 X 24 también lo sera, y su

*™4 0 4 "MCorolfeo 2." Si un mimero primo divide & una potencia cual-
quieZ%.e un numero, dividira & este, porque toda potencia de un nuiiier
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se podra descomponer 6 considerar descompuesta en factores iguales al
mismo; y el nimero primo que divida al producto, que es la potencia,
debera dividir a alguno de los factores (411), que siendo iguales, es evi-
dente que dividira al niamero de que es potencia. Esto es, que si el nu-
mero primo 5 divide & 9, dividird 4 9* — 81, pues8l = 9X 9,ysi 5
divide 4 9 X 9, tiene que dividir 4 uno de los dos factores, 6 sea & 9.

405. Corolario 5.° Laspotencias de los nimeros primos entre si for-
man ndmeros también entre si primos.

Porque sino lo fuesen tendrian algin divisor comin ademas de la
unidad, y ese divisor comun, por el corolario anterior, dividiria & los
nameros de que son potencias, lo que es contra la hipotesi de que son
entre si primos. Esto es, que si 7 y 9 son primos entre si, 7* = 249 y
y 92— 01 también lo seran, porque sino lo fuesen, el divisor comunque
tuvieran dividiria a7y a4 9, y estos no serian primos. .

406. Teorema. Si un numero es divisible por dos 6 mas que sean pri-
mos entre si dos & dos, es divisible por el producto de todos ellos.

Demostracion. Sea el numero 1890 que se propone, por ejemplo, di-
visible por 5, por 6 y por 7, primos entre si dos a dos; esto es, 5 con G
y con 7,y 6 con 7.

Por ser el nimero dado 1890 divisible por 3, sera 1890 — 5x 378,
que es el cociente de dividir 1890 por 5. Por ser el mismo ndmero 1890
divisible por 6, su igual 5X 378 también lo serd, y como 6 es primo
con 5 por hipotesis, dividird 4 378 (599), y dara 378 == 6 X 63; valor
de 378 que podremos desde luego sustituir en la primera igualdad y da-
rd 1890 = 5x 6x 63.Y por ser 1890 divisible por 7, su igual 5 x
6 x 6 3 también lo serd; pero como 7 es por hipdtesis primo con 6 y con
5, dividira 4 65 (399),y dard 63 = 7 x 9; cuyo valor sustituido en la
igualdad anterior dard 1890 = 5x 6x 7x 9, en la que el segundo
miembro es evidentemente divisible por el producto 5 x 6 x 7 ; luego
su igual 1890 también debe serlo; luego el teorema queda demostrado.

40'a. Observacjon. Es indispensable que los divisores del nimero propuesto sean todos pri-
mos entre si como lo son los del ejemplo anterior; pues no basta que lo sean cada uno con otro, por
ejemplo, 576 que divide 48, a4y &3, los cuales son primos_entre si el 8conel 3.y eU con el 3,
pero no 8con el i\ pues aunque en este caso también se verifica la verdad esenei”st del teorema,
pues 8 X 4 X 3= 96, V576:96= 6 exactamente, pero es porque 576 también es divisible por 9y
por 64 que son primos entre si. Mas 120 que es divisible por 3, por 6y por 5, no es divisible por
90 = 3X 6X 5) porque aunque 3 es primo con5, y 6 con 5, No es 3 con 6.

408. Teorema. Un ndmero no puede considerarse compuesto, ni, por
lo tanto, descomponerse en mas factores simples que en todos aquellos nimeros
primos que lo dividan exactamente, lo que se acostumbra a expresar diciendo
que un nimero no admite dos descomposiciones distintas en factores simples.

Demostracion.  Si suponemos, por ejemplo, que el nimero 18, que es
igual a 2 X 3% que son sus factores simples, y que lodos lo dividen
exactamente, pudiera admitir otra descomposicion en la que entrara al-
gun otro factor primo 6 no entrara alguno de los expresados 6 que algu-
no de ellos estuviera elevado & diferente potencia, teudriamos, en el pri-
mer supuesto, que 18 = 5X 2 X 3% y por lo antes dicho seria 5Xx
2X 3“= 2X 5* Pero esto, no s6lo es evidentemente absurdo, sino
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que se evidencia mas considerando que el primer miembro de esa igual-
dad es multiplo de 5, y por lo tanto divisible por 5; y el segundo tendra
también que serlo; pero este es 18, que no es divisible por 5 por hipo-
tesis, luego tampoco puede 5 dividir & su igual ni figurar en la descom-
posicién supuesta.

En el segundo caso, si se supone que 18 también puede ser igual &
5% tendriamos 2 x 5* = 5%en cuyo primer miembro hay un factor 2
qguelo hace, por lo tanto, divisible por 2, ydebe serlo también el segundo
miembro; pero este se compone de ndmeros primos, luego el primo 2
tampoco puede dividirlos ni & su producto; luego 2 tiene que figurar en
un miembro de la igualdad si figura en el otro.

En el tercer caso, si suponemos que 18 sea también igual & 2 x 5,
sera 2 X 5= 2 X 5, dividiendo los dos miembros de la igualdad
por 5 resultara 2 = 2 x5, cuya igualdad tiene su segundo miembro’
divisible por 5, y no pudiendo serlo el primero porque 5es primo con 2,
resulta que el 5 debe figurar en ambos miembros con igual potencia, si
la igualdad ba de ser verdadera; luego un nimero no admite dos descom-
posiciones en factores simples, y queda demostrado el teorema.

409. Teorema. Un numero no es divisible por otro si no contiene todos
los factores simples de éste, repetidos cada uno tantas veces al menos como lo
estén en el divisor.

Demostracion.  Si suponemos que, por ejemplo, 84, que es igual a
7x5x2*, sea divisible por 15, que es iguala 5x 5, uno de cuyos
factores no entra en la composicion de 84, tendriamos que llamando «
al cociente de esa supuesta division exacta, seria 84 = 15X « vy, 84 =
5X 5X a, ycomo sea cual sea el valor del cociente a, el factor 5 no
puede desaparecer del segundo miembro de esa.igualdad, todo él seria
evidentemente divisible por 5, y el primero consiguientemente. Pero esto
es absurdo, porque si 84 fuese divisible por 5, factor simple que no en-
tra en su composicién, admitiria dos descomposiciones, lo que no puede
ser (408). Y si suponemos que el divisor fuera 18 = 2 X 5% en el que
el factor 5 tiene distinta potencia que la de la descomposicién de 84 =
7 x5x2*, tendriamos que en ese supuesto seria 84 = 2 x"5* x a,
en cuyo segundo miembro, no pudiendo desaparecer el factor o , tam-
bién tendria que figurar en la descomposicién del primero, y 84 tendria
dos descomposiciones, una en la que figurase el factor 5, y otra en la que
se hallase 5* lo que es absurdo. Luego el teorema queda demostrado.

ARTICULO m.

DESCOMPOSICION DE UN NUMERO EN FACTORES SIMPLES, Y DETERMINACION DE
SUS FACTORES SIMPLES Y COMPUESTOS.

410. D escomponer un ndmero en sus tactores simples es determi-
nar lodos l0s nimeros primos que, dividiéndolo una 6 méas veces, produ-
cen un producto igual al mismo. Y determinar sus factores simples Yy
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compuestos, es hallar todos los numeros que lo dividen exactamente.

411. Regla 1.“ Para descomponer itn nimero en sus factores simples,
se dividira por los nimeros primos 2, 5, 5, 7 por su orden natural (aunque
el orden sea indiferente}, segun que por su caracter se vea que es divisible
exactamente por ellos, y los divisores constituiran los factores simples del nu-
mero dado descompuesto en ellos, ordenafidose la Operacion como se ve en los
siguientes ejemplos:

Ejemplos, 1N 880 2 2.@ 252 2
440 2 126 2
220 2 63 3
lio 2 21 5
55 5 77
11 252 — 2% X 3* X 7

2* X 5 x 11

3. 2100 2 a 2100 5
1050 2 420 5

525 3 84 3

175 5 28 2

556 5 14 2

707 707

yserd2100 = 2“x5x5”~x7 6bien 2100= 5*x 3x 22X 7.

Explicaciéon. En el ejemplo primero, con sujecion & la regla, se dividié el nimero propuesto
?por acabar en I(-)? por 2; el cociente HIO por 2 también [por igual razén); el nuevo cociente 220 por 2
gualmente; el HO por 2 también, el 55 por 5y el 4143_0_r si_ mismo. . »

En el segundo ejemplo, el nimero propuesto se dividié por 2, el cociente por 2 también, el nue-
vo cociente por 3y por 3 el siguiente, y el cociente siguiente por si mismo. B .

En el terccrejemplo, el numero propuesto se dividio por 2, su cociente por 2 también; el cocien-
te de esta division por 3, el de este ultimo por 5,3/ por 5 también el cociente .siguiente; y, finalmen-
te, por 7. Pero también el nimero propuesto pudo dividirse, como se ve, por 5 su cociente por 5
también; y el cociente de esta division por 3; el de la siguiente por 2, y por 2 el obtenido después; y
finalmente, por 7, dando el mismo resultado.

412. Demostracion, Refiriéndonos & cualquier ejemplo, v. gr., el
segundo, diremos que por ser 252 divisible por 2, serd 252 = 2x 126,
gue es el cociente de tal division.

Por ser 126 divisible también por 2, serd 126 = 2x 63.

Por ser 65 divisible por 5, sera 63 = 3x 21.

Y por ser 21 divisible por 3, sera21 — 7x 3.

Sustituyendo en la penultima igualdad 63 = 3 x 21 por 21 su igual
7x3, dara63 = 5x 3 x 7 ; y sustituyendo este valor de 03 en la
antepenultima igualdad 126 = 2X 63, dard 126 = 2 x 3 x 3 x 7 ; Yy
sustituyendo este valor de 126 en la primera igualdad, dara 252 = 2 x
2x3x5x7 = 2®x5®x7; luego los factores simples de 252 son
los halladas por la regla, pues el nimero no puede tener dos descompo-
siciones (408); y como lo mismo se podria demostrar en cualquier otro
ejemplo, la regla queda demostrada.

413. Escolio. Todo nimero que divide & un cociente, divide con mas razén
al dividendo; verdad que, aunque se demostr6 (37.1), repetimos, porque recibe
comprobacién con la anterior regla y facilita la comprension de la siguiente;
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ndes en efecto, si en el ejemplo segundo anterior 3 divide &4 63, también debe
Sividir & 252, porque resultando después 252 = 2' X 3 X. y habiendo en esta
igualdad un factor 3 en el segundo miembro, este sera divisible por 3, y lo mis

mo su igual el miembro primero.

414 Re"la 2 “ Para (no descomponer, sino) determinar los factores
simples V coinpuesios de un ndmero, se determinan primeramente los smples
,0r la reala {. Después se multiplica cada factor simple por los que time
debajo, 7se encuenlranjos factores compuestos de dos. En seguida cada com-

vueslo de dos por los smples que tiene debajo, y se tienen los compuestos de
tres. Y asi sucesivamente hasta que la inuUiplicacion de un factor simple por

uno compufislo, produzca un producto igual al nimero propuesto.

puestos de cualquier ndmero.
Ejemplos de determinacion de los factores compuestos de un numero.

Compuestos de
tos @ dos.  Compuestos de tres. Compuestos de cuatro. €Inco.

2100 2
1050 2 4

525 3 6 :2% 2 60

175 5 10 15

B 5 » »25 » »%0 75 » 100 150 P 200 1050 2100

7 7 14 21 35 28 42 70 105 175 84 140 210 350 525
hallado jfs Jarrea sim p ~ n E T o] f Si

a,a >'do>por l.es6. «»ai “ lado o,” i0,
por cinco 20, e c.), 12,20, 28. 30. 42, 50, 70. Ny- compuestos de cinco, 300, 420,700 y

) taTmrteNiYti cireYciv™ _
jo, nos ha dado el nimero propuesto, y terminado, por lo tanto, la operacion. n

416. Demostracion.  Fundase esta regla en que si un numero es divi-
sible por olros primos entre si, es divisible por el producto de ellos (4ib),
pues eu efecto, cuanto se previene en la regla y se ha practicado en el
anterior ejemplo, no es otra cosa que determinar los diferentes productos
que forman los divisores del nimero propuesto, que son primos entre si.
Asi siemlo el mlraero propuesto divisible por 2 y por 2 (nimeros primos
entre si aiinqué sean iguales, pues- no tienen mas divisor coman que la
unidad), también tiene que serlo por 4. Siéndolo por 2 y por 5 tiene que
serlo por G, y analogamente por los demas compuestos de a dos. Te se-
mejantemenle siéndolo por 4 y por 5, tiene que serlo por 12 y por
20 ele., y no por 8, pues 2 y 4 no son primos entre si, y en efecto, 2100
no es divisible por 8. Y aunque hay productos de niUmeros que no son
ni-imosentre si que dividen al propuesto, por ejemplo, 1/0, que es igual
a5 X 55, es porque 175 es también igual & 25 X 7, nUmeros que son
mimos entre si. Y como todas las miilliplicaciones posibles entre los di-
visores primos entre si se hallan por la regla, tales productos son todos
los factores compuestos del nimero propuesto, y la regla queda demos-
trada.
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ARTICULO 1V,
DETERMINACION DEL MINIMO COMUN DIVIDENDO O MULTIPLO DE VARIOS
NUMEROS.
417. Regla. Para determinar el minimo commi dividendo 6 multiplo

de varios nimeros, se descomponen en sus factores simples todos a excepcion
de aguellos que sean evidentemente submultiplos de otros de los dados, y el
producto de todos los factores simples de todos ellos, omitiendo los que estén
repelidos en dos 6 mas descomposiciones (aunque tengan diferente exponen-
te que se conservara al de mayor), pero no los que se hallen repelidos en
una misma (que forman la correspondiente potencia); ese producto sera el
minimo comin dividendo de los nimeros propuestos.

Ejemplo. 20 45
15mp 42 2 20 2 45 3
6 2 40 2 45 3
3 3 5 5 5 5
1 4 4
®X 3 «20= X 5 45= 22X 5

Minimo comin multiplo 2 X 3®X 5= ISO.

£xi)licacion. Descompusimos en faclores simples los nimeros dados, & excepcion del IS, por
ser ci*idenlemente su__bml]ltif)lo de 45, y hallamos las igualdades %ue ofrece el ejemplo de las que,,
segun la regla,” dedujimos el minimo comin multiplo §82x 3*X 5, omitiendo el factor 3de la pri-
mera descomposicion, porque esta en la tercera, aungue con mayor exponente, y el 5 de este por-

que esta en la segunda.

418. Demostracion. EIl nimero hallado 180 es divisible por 12, por-
gue tiene todos los factores simples de éste, y repetidos tantas 6 mas veces
que él (409). Por semejante razon es divisible por 20, y también por45; y
como siendo divisible por 45 lo es por su submultiplo 15 (576), resulta que
el nimero bailado es comuin dividendo 6 multiplo de los cuatro propues-
tos. Y es ademas el minimo de los muchos que pueden tener, porgiiej™i se
supusiera que babia otro co?iun dividendo menor que 100= 2Bx 5 *x
5, tendria algun factor simple menos que él, y seria, por ejemplo, su
descomposicién 2Bx 5® por lo que seria divisible por 12, pero no por
los demas nameros propuestos que tienen im factor 5. Suponiendo que
fuera 2Bx 5 seria divisible por 20, pero no por 45 ni por 12, que tienen
el factor 5; y finalmente, suponiendo que fuera 2* x o x 5, seria divi-
sible por 12 y por 20, pero no por 45, porque tiene el factor o . Luego
para ser divisible por todos los dados, tiene que contener todos sus fac-
tores simples como el ndmero bailado; luego ese es el minimo conimi
multiplo. Y como lo mismo se podria demés.Irar sobre cualquier otro
ejemplo, la regla es general y queda demostrada.

419. observacion. NO estard demas para algunos advertir que si alguno de
los nimeros propuestos fuera primo, su descomposicion es el mismo namero,
que entrard*como factor del minimo comdn multiplo, si no se suprime su des-
composicion porque sea submultiplo de alguno de los dados. Y con.siguienlemente
si todos los nimeros dados son primos, su minimo comun maltiplo sera el pro-
ducto de ellos.

Asi, el minimo comun maltiplo de 7y 45,es7 X 3X5, Yelde7, 5y 3es7X 5 X 3
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CAPITDLO IV.

APLICACION DE LA TEORIA SOBRE LA DIVISIBILIDAD DE LOS NU-
MEROS A LOS QUEBRADOS COMUNES U ORDINARIOS.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

420. Simplificar un quebrado, sabemos lo que es (195), y también sabe-
mos (496) como se consigue la simplificacion. Pero como tal operacién en que-
brados de grandes términos es pesada y susceptible de errores, vamos a apren-
der otro metodo, basado en el mismo principio (489), aunque deducido de la an-
terior teoria sobre la divisibilidad de los nameros.

Ademas, reducir quebrados a un comin denominador, sabemos también 491)
lo que es, y como se consigue- (192); mas como el procedlmlento ordinario es pe-
sado y el abreviado (493) solo practico en ciertos casos, vamos & aprender tam-
bién otro basado en el mismo principio.

Antes de exponer uno y otro procedimiento, sentaremos algunos principios.

ARTICULO IlI.
PRINCIPIOS TEORICOS COMPLEMENTALES SOBRE LOS QUEBRADOS COMUNES.

421. Quebrado irreducible Se llama aquel que no puede simpUficoj'se y
se halla, por lo tanto, tododo sencillo que es posible.

422. Teorema. Un quebrado irreducible, propio éimpropio, no puede
ser igual a un nimero entero.

Demostracién.  Si, por ejemplo, el quebrado gue es propio y evi-
dentemente irreducible porque sus términos no pueden dividirse exacta-
mente por ningln ndmero, se supone pueda ser equivalente a un namero
entero, por ejemplo 1, el denominador dividirla al numerador exacta-
mente, pues de otro modo seria equivalente a un mixto (175); y como el
denominador se dividiria & si mismo, ambos términos lendrian un comdn
divisor, lo que es contra la hipotesis del teorema. Si el quebrado supuesto

fuese impropio, por ejemplo, J| también irreducible, aunque sea igual al
mixto 1  la demostracion seria la misma, pues si 18 dividia & 19, se-

ria 18 comun divisor de ambos términos, y el quebrado no seria irredu-
cible; luego el teorema queda demostrado.
423. Teorema. Uii quebrado cuyos dos términos son primos.entre si es

irreducible.
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Demostracion.  Si, por ejemplo, el quebrado  cuyos dos términos son
primos entre si, se supone que pueda convertirse en otro equivalente de

términos mas pequefios, por ejemplo  tendriamos que ~ = -g; y redii-
. . , . . 7X6 5XS
ciendo ambos quebrados & un comin denominador, daria 8% 6 »

quebrados que, teniendo iguales sus denominadores y siendo por supues-
to iguales, sus numeradores deberian serlo, y seria 7x 6= 5x 8&
Igualdad en la que, siendo el primer miembro multiplo de 7, seria divi-
sible por él, y lo mismo el segundo miembro. Pero 7 es primo con 8 por

que 5es menor que 7, y tiene que serlo en cualquier ejemplo, pues ma-
yor que 7, el quebrado equivalente no seria simplificacion de luego

éste, por ser sus términos primos entre si, es irreducible; luego el teo-
rema queda demostrado.

424. Teorema. 5i un quebrado irreducible es igual & otro, los dos
términos de éste seran equimultiplos de los dos términos de aquel.

Demostracién. Vamos & demostrar que, si por ejemplo, 9es
multiplo de 5y 15 de 5, y ademas que las veces que 9 contenga a 5 se-
rén tantas como el 15 contenga & 5.

En efecto, si tales quebrados los reducimos & un comin denominador,
tendremos quebrados que, siendo iguales, y teniendo evi-
dentemente'iguales sus denominadores, tendran los numeradores iguales
también, y sera5x 15= 9x 5. De esta igualdad podemos ya dedu-
cir, que puesto que el primer miembro es multiplo de 3, sera por él di-
visible, y lo mismo su igual el segundo miembro; y como 3 es'primo con
5 por hipétesis, dividira & 9 (319), y por tanto, 9 sera multiplo de 3.
Andalogamente, como el segundo miembro de la igualdad es multiplo de
5, seréa divisible por 5y su igual el primer miembro; pero como 5 por
hipoétesis es primo con 3, dividira & 15, y, por lo tanto, 15 sera multi-
plo de 5; luego los dos términos del quebrado ~ serdn multiplos délos
de Finalmente, si dividimos por los dos miembros de la igualdad una
misma cantidad 9X 15, la igualdad no desaparecera, porque los cocien-
tes deberan ser iguales, y sera quebrados que, simplifi-
cados, seran |- = j , y como acabamos de demostrar que 9 es multiplo
de 5y 15 de 5, los cocientes que esos quebrados iguales representan se-
ran enteros y también iguales, y por lo tanto el mismo nimero de veces
que O contenga a 3 contendra 15 a 5; luego los términos del quebrado
~ no s6lo son multiplos de los del |-, sino equimultiplos. Y como lo mis-
mo se podria demostrar en otro cualquier ejemplo, el teorema es general
y queda demostrado.

425. Corolario 1® Un quebrado irreducible no puede ser igual &
otro irreducible, & no ser idéntico.

Porque debiendo ser los términos del uno equimultiplos de los del
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oteo por el anterior teorema, en quebrados arabos irreducibles no cabe
tal circunstancia. Esto es, que podi'aser | = 572" pofque el segundo
quebrado, simplificado, es idéntico 4-|, pues2+ | = 3y3 + 2 — 5
pero no puede existir igualdad entre los quebrados irreducibles, por
ejemplo, j y-|, porque el 5y el 9 deberian ser equimultiplos de 3y de
4,y por lo tanto divisibles por un mismo nimero, lo que es contra la
hipotesis de que es irreducible.

ARTICULO II11.

SIMPLIFICACION DE LOS QUEBRADOS.

426. Regla. Para reducir un quebrado a su expresion mas sencilla, se
determina el maximo comun divisor de sus dos términos, y por él se dividen,
siendo los cocientes los términos del quebrado simplificado.

Ejemplo.
888 1272 888 384 120 24 888 24
1272 584 1 -2 5 5 168 57
120 24 00 000
1272 24
Quebrado simplificado 072 55
00

es 24, dividimos uno y otro termino por €l, y sus cociente 37y 53 resultaron los termi
brado simplificado.

427. Demostracion. Que el maximo comun divisor de dos name-
ros es el mayor divisor comin que pueden tener, su nombre mismo lo in-
dica y la reala para hallarlo est4 demostrada {593).Y como despnes lo que
se hace es dividir los dos términos de un quebrado por un mismo numero,
cosa que no altera su valor, sélo tenemos que demostrar que el quebrado
simplificado queda ya irreducible 6 convertido en su expresién mas sen-
cilla. Para esto bastarad que consideremos que como un cociente disminu-
ye segun aumenta el divisor, no habiendo ningun divisor comin a los
dos términos del quebrado mayor que su maximo, no puede liaber co-
cientes menores que los hallados, ni por lo tanto términos mas sencillo.s
para expresar el valor del quebrado. Ademas tenemos demostrado que si
(los nimeros se dividen por su maximo comun divisor, los cocientes son
primos entre si (598), y hemos demostrado también (423) que un quebra-
do cuyos términos son primos entre si es irreducible; luego lo prescrito
por la regla y practicado en el anterior ejemplo, produce un quebrado-
simplificado é irreducible, y tal regla queda demostrada.

‘Explicacion. Hallado el maximo coman divisor de los dos términos del ™ %ngg ol que
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ARTICULO 1V.
mREDUCCION DE QUEBRADOS A UN COMUN DENOMINADOR.

428. Regla. Para reducir quebrados & un comin denominador, el me-'
fior posible, se determina el minimo comun dividendo é multiplo de todos los
denominadores por la correspondiente regla (427), y ese sera el denominador
comin de los 7iuevos giiebrados equivalentes, cuyos numeradores seran los
productos de cada uno de los numeradoi‘'es de los quebrados propuestos por
los cacientes de las divisioiies del minimo cornuti multiplo, por cada uno de los
denominadores respectivamente.

Ejemplo. ;—; 4%*
12 2 20- 2 45 5 Minimo comun multiplo
6 2 10 2 15 5
5 3 55 55 2~AX5"n x5=180
1 1 1
180 12 180 15 180 I 20 180 45
&0 15 30 12 9 000 4
X7 00 X 9 X 5 X 5
105 108 45 12
Quebrados equivalentes & los propuestos ~ n

Explicacion Con sujecion & la regla, procedimos i determinar el minimo comin multiplo de los
denominadores, descomponiéndolos en factores simples, a excepcion del 15, por ser_submdaltiplo
de 45, y hallamos 180. Dividido éste sucesivamente por los denominadores dados, nos di6 los cocien-
tes 1512,9 y 4, que, multiplicados por los correspondientes numeradores 7, 9, 5y 3, nos di6 los de
los nuevos quebrados 105, 108, 46 y 12, cuyo denominador comun debi6 ser por la regla el minimo
comun mdltiplo 180.

429, Demostracion. Como la reduccion de los quebrados & un co-
mun denominador se funda en el principio de que el quebrado no varia,
aunque sus dos términos se multipliqguen por un mismo numero (189);
todo comin denominador hallado & varios quebrados, sea por el proce-
dimiento que sea, sera multiplo de los denominadores de los primitivos;
y es, por lo tanto, evidente, que el mas sencillo y conveniente que pue-
den tener es el minimo coniim dividendo de todos ellos. Hallado este,
como lo que se prescribe por la regla y se ba practicado en el anterior
ejemplo, es multiplicar los dos términos de cada quebrado por un mismo
namero, pues al dividir 180 por 12 y hallar por cociente 15, este nime-
ro es el que, en realidad, sirve de factor & los dos términos del quebrado

primero propuesto ~ para dar el equivalente porque 105 = 15x 7
y 180 — 15 X 12 (aunque esta Ultima multiplicacion no se haga por in-
necesaria), y analogamente el segundo hallado ™ es igual a %&x+5>Y

mismo los otros dos, resulta que los nuevos quebrados tienen que ser
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equivalentes alos propuestos, y tener por denominador comudn el menor
posible, sean cuales fueren los quebrados que se propongan si se sigue
i"ual procedimiento. Luego la regla es general y queda demostrada.

CAPITULO V.

TEORIA COMPLEMENTAL DE LOS DECIMALES.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

430. Sabemos lo que son decimales (237) propios é impropios 6 mixtos,
exactos v periédicos, y aun inconrr>ensurables (278). Sabemos expresarlos por
escrito y oralmente, sumarlos, restarlos, multiplicarlos, dividirlos y valuarlos;
convertir los quebrados comunes en decimales y éstos en aquellos; pero no sa-
bemos la demostracion de la conversion de los decimales periddicos en quebra-
dos ordinarios, ni la causa determinante de tal periodicidad; todo lo que va a ser
objeto de este capitulo, en el que repetiremos algo de lo que ya sabemos y aca-
bamos de indicar, para fijar bien las ideas.

ARTICULO II.
CONVERSION DE QUEBRADOS ORDINARIOS EN DECIMALES.
431.1” Sabemos como se convierte un quebrado ordinario en decimal (279) y
la demostracion.
Ejemplos. 4* 1 = 3015 ;luego4 =
0,6
2» ¢===7,0 1J" ; luego ¢ = 0,5833..
@00 05833..
040

040
040

3® ¥= 430 )7 ;luego = 4,8574428..
60 4,8574428..
50

40
30
20
60
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Explicacion. En el primer ejlemplo, la division del numerador por el denominador ha dado
desde luego cociente exacto. En el segundo, al ver que la cifra 3del cociente empez6 & repetirse se
di6 por terminada la operacion, obteniendo por resultado un decimal periddico mixto. Y en el ter-

cer e{emplo‘,al ver que la cifra decimal 8 volvia & aparecer, se dié por terminada la operacion, cuyo
resultado fué un decimal periddico puro con seis cifras en el periodo.

® Demostracion. Ya la sabemos (279); pero diremos, bajo otro pauto de
vista, que si al numerador del quebrado propio 6 impropio se le afiaden & su
derecha ceros, el cociente debera resultar multiplicado por la unidad con tantos
ceros como se le afiadieron al dividendo (133), y para que resulte el conveniente
no habra méas que separar en tal cociente, con el signo decimal, tantas cifras
como ceros se afiadieron al dividendo. Y como viene & ser lo mismo lo que se
prescribe en la regla y se ha practicado en los anteriores ejemplos, aquella
gueda demostrada.

Lo mismo es, pues, 30 [5 que30j 5
0,6 firzi0=1¢ =o,.

432. Lema. EI cociente de (oda aproximacion por decimales, ser
ilimilado 6 periddico desde el momento que se encuentre un residuo igual
otro anterior.

Porque tal residuo dara evidenlemente igual cifra para el cociente
que di6 el anterior y con igual exceso que él, que producira necesaria-
mente después otra cifra igual también & la que produjo el tras-ante-
rior, etc.

® Pues en efecto; en el ejemplo segundo, al tener el residuo 40 igual al anterior, su cociente sera
necesariamente 3 como el parcial anterior; y su residuo 4 igual también al otro, y asi sucesivamen-
te todos. Y analogamente en e! ejemplo tercero, al tener 4 de residuo después del 6, comoya otro
residuo 4 produjo 8 para el cociente y con resto de5 que produjo 5 al coclente, y sucesivamente 7
1,4, 2y 8 necesariamente esas mismas cifras tendran que repefirse ilimitadamerite.

433. Lema. Ehmnero de cifras del periodo de un cociente decimal
ilimilado, no puede ser igual ni mayor que el miniero de unidades de que
conste el divisor.

Porque como lodo residuo ha de ser menor que el divisor, pues
igual 6 mayor que él no seria legitimo y probaria que la cifra anterior del
cociente era menor de lo que debia ser (15d), todos los residuos menores
que el divisor diferentes necesariamente (pues al repetirse alguno ya por
el lema anterior empezaria nuevo periodo), no pueden ser mas que tantos
cuantas unidades menos una tiene el divisor, pues nimeros menores que
5, por ejemplo, no hay mas que 1, 2, 5y 4.

Asi, en el ejemplo tercero de los anteriores, los residuos son siempre nimeros menores que 7
pues un 8 6 un 9 no serian residuos legitimos, y por eso el periodo tiene seis cifras, que es lo mas
que con esc divisor puede tener. Y' en el ejemﬁ)lo segundo los residuos diferentes,pudieron ser once-
pero siendo después del 10 todos los residuos 4, el periodo es de una cifra. !

434. Escolio. Para completar un cociente inexacto 6 aproximado por deci-
males que sea ilimitado 6 periddico, se puede poner el residuo que se quiera en
forma de quebrado ordinario con el divisor por denominador, pero cuya especie
serd de la unidad decimal tultimamente hallada en el cociente.

Asi, enei ejemplo anterior segundo, si se quiere completar el cociente con cualquier objeto,
por ejeihplo, el de multip)i{arlo por el divisor para ver si dai8 dividendo, se pondra », = 05833
gesdiezmilésimos, 6 0553 7™ de milésimo, yaun lambicn0,5 "~ de décimo. Y analogamente, en el

ejemplo tercero, el cociente completo seréal,857142 y de millonésimo.

a
a

Conocer esto es conveniente, no solo para completar el cociente cuando pueda convenir, sino
para saber lo que se desprecia al considerar una parte de un decimal periédico.
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ARTICULO III.
CONVERSION DE DECIMAXES EN QUEBRADOS COMUNES.

435. Cuatro clases de decimales sabemos (272) pueden presentarse
para convertirlos en quebrados ordinarios, lo que se expresa generalmen-
te diciendo hallar la.fraccién generatriz de un decimal; aunque esta expre-
sién sea poco exacta, pues, como veremos, un decimal tiene varios que-
brados equivalentes, aunque iguales entre si, y lo més exacto seria lla-
mar generador al irreducible.

Repitamos las reglas para la conversién, a fin de darles las demostraciones
correspondientes. ) .

436. Reglal r. Para convertir un decimal exactoen quebrado, sabemos
(274) que sepone el decimal sin el signo por numerador, y por denominador la
unidad con tantos ceros como cifras decimales tenga el decimal propuesto.

Ejemplos. 1. 0,55 2. 4 155 = 24 i,

Demostracion. La definicion de los decimales (257) es la Unica que

puede darse.

437. Regla 2.* r. Para convertir un decimal periédico puro en quebrado or-
dinario, sabemos (275) que se pone por denominador el nimero dado sin el signo
decimal, y por denominador un nimero compuesto de tantos nueves como cifras
tiene elperiodo.

Ejemplo. 04D¢4.. — g H&- |,

Demostracion.  Si en el decimal propuesto trasladamos el signo deci-
mal & la derecha del periodo, lo haremos 1000 veces mayor, y sera
452,452452... (pues'es ilimitado el nimero de periodos); y si a ese nimero
mil veces mayor que el dado le restamos este, el resultado sera evidente-
mente 999 veces mayor que el nimero propuesto, pues (1000 — 1= 999),

Y tendremos 452 4524...
— 0,4524...
cuyo resultado = 452
para hacerlo 999 veces menor y que sea igual al decimal propuesto, lo
dividiremos por ese nimero y sera 0,4524.. — decimal que también

. ‘2 . 432 f 432X g 432:9g
equivaldra a los quebrados jguales al jy por ejemplo. 099X a A 499-
luego la regla queda demostrada.

438. Regla 3® r. Para convertir un decimal periédico mixto en quebrado
ordinario, sabemos (276) que sepone por numerador él ndmero que formen las ci-
fras noperiodicas, y las de un periodo, ménos el numero queformen las cifras no
periodicas, y por denominador tantos nueves como cifras tenga el periodo, segui-
dos de tantos ceros como cifras no periédicas haya en el decimal propuesto, sim-
plificdndolo si esposible para hallar el verdadero generador.

Ejemplo. 0,456767...-= = N = iS-

Demostracion. . Si trasladamos el signo decimal a la derecha del pri-
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nier periodo del decimal propuesto, lo haremos 10000 veces mayor, y
L= o T 4567,6767...
Y si trasladamos el signo a la derecha de la parte no
periddica, tendremos un nimero 100 veces mayor que el
propuesto, y sera 45,6767...
Y como la diferencia entre un nimero 10000 veces mayor que el pro-
puesto y otro 100 veces mayor, debe ser uno 9900 veces mayor, porgue
(10000 = 100 = 9900), si restamos los dos nimeros trasformados, de-
jando indicada la operacion de los enteros, dara 4567 — 45, expresion
numeérica que sera 9900 veces mayor que el namero propuesto, y que
para ser igual & él no habrd méas que dividirla por 9900; luego

0,45676...- = quebrado que se podra llamar generador del de-

cimal, aunque éste también sea producido por todos los quebrados iguales
. 4567- 45 _ (467- 45)X @ ,, (467—45) :«
A 0 'comoson  ¥OX a N 99%00:a

439. Regla complemental r. Para convertir un decimalperiddico impropio,
0 sea con enteros, en quebrado ordinario (277), se consideraran tales enteros cono
parte no periodica del decimal, Y se obrara segun la regla anterior, pero al deno-
minador del quebrado que se halle, se le suprimiran tantos ceros como cifras hu-
biere en la parte entera del nimero propuesto, 6, lo que es lo mismo, no se conta-
ran tales enteros para el aumento de ceros que deben ponerse al denominador por
las cifras no periddicas.

Ejemplo. 6,55454..

Demostracién.  Si trasladamos el signo decimal un lugar a la izquier-
da en el nimero propuesto, lo haremos 10 veces menor y serd 0,65545...,
y ronvirtiendo este decimal en quebrado por la regla anterior, dara

~> 0000 decimal que se convierte en quebrado es 10 veces
menor que el propuesto, el quebrado hallado sera también 10 veces me-
nor; y sera igual si lo hacemos 10 veces mayor, dividiendo su denomi-
nador por 10 (188), lo que conseguiremos suprimiéndole un cero, y sera

65339365; luego la regla queda demostrada.

ARTICULO IV. A

DIFERENTE CARACTER DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS COMO GENERATRI-
CES DE DECIMALES EXACTOS O DE LOS ILIMITADOS.

440. Los quebrados comunes por su caracter 6 circunstancias visibles, cuan-
do estan convertidos en irreducibles, como generadores de decimales 6 equiva-
lentes a ellos, pueden dividirse en tres clases: 1®De aquellos cuyo denominador
se componesola vexclusivamente de los factores 2 y 5, con 6 sin exponente, 6 de
uno solo de esos ‘factores. 2.* De aquellos cuyo denominador se compone exclusi-
vamente de factores|primos otros que 2 y 5. Y 3®De aquellos cuyo denominador
se compone de los factores 2y 5 6 uno de ellos, pero también de alguno 6 algunos
motros factores primos. Pero no son clasificables los quebrados reducibles. porque
al simplificarlos podran perder factores de sudenominador, sin los que pertenece-
rdn muchas veces & una clase diferente de aquella & la que parecian pertenecer
antes de simplificarlos. Sin embargo, los que tengan en su denominador sélo
los factores 2 y 5, como no podran perderlos los dos por la simplificacién, a no
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ser impropios y equivalentes a enteros, y no podran adquirir en su denominador
ningun factor nuevo, puede asegurarse desde luego que pertenecen a la primera
clase, vy, analogamente a la segunda los reducibles que no tengan en su deno-
minador ninguno de los factores 2y 5.

441, Nose da generalmente grande importancia al conocimiento del caracter de los %uebrados
E?ga) Q? ee;zmdecmal sagendocormsabennsr%todosagecmale%val un gue-

&gr 10 e considerarse como su ienco mos que

eomotlenen un caracl ry lrjgce?g?'s unolsos dl$$J ug S S terg nosﬁJgtros
chma]m rmyoonvenlenteesconocgﬁ Lfovﬁms aexp %%&Jovﬁl?omﬂ importan-
i3 Sequndara

442. Quebrados de la 1 primeraclase. Todo quebrado de esta clase es equi-
valente a un decimal exacto del que puede considerarse, generador, cuyo nime-
ro ele cifras decimales serd igual al de unidades del mayor exponento de los fac-
tores 2 'y 5, de que solay exclusivamente se compone el quebrado generador.

443. Quebrados de la segunda clase. Todo quebrado de esta clase equivale
a uu decimal periddico puro, del que podra considerarse generador, cuyo perio-
do constara precisamente de ménos cifras que unidades tenga el denominador
del generador, que tendra otros factores que 2y 5.

444, Quebrados de la bercera clase. Todo quebrado de esta clase equivale
a un decimal periddico mixto, del que puede llamarse generador, cuyo namero
de cifras no periddicas sera igual al de unidades del mayor exponente de los fac-
tores de 2 y 5de que con otros ndmeros primos se componga el denominador
del quebraao generador, y cuyo periodo tendra ménos cifras que unidades el
denominador del generador.

445. Quebrados reducibles. Seran equivalentes a decimales exactos, perio-
dicos puros 6 mixtos, segin que, convertidos en irreducibles, se vea & que clase
pertenecen; yaun sin simplificarlos, los produciran exactos si no lie.nen en su
denominador mas factores que el 2y el 5,y no son impropios equivalentes &
nameros enteros; y los produciran perlodlcos puros si no tienen en su denomi-
nador factores 2y 5. Pero no los produciran periédicos mixtos los quebrados
reducibles, aunque en su denominador tengan los factores 2y 5y otros, si al
simplificarlos pierden factores que les hagan pertenecer & la primera 6 segunda
clase, pues produciran los decimales correspondientes & ellas.

446. 1Demostracion \  Todo quebrado ele la primera clase puede conver-
tirse en otro igual, cuyo denominador sea la unidad con ceros, multiplicando sus
dos términos por 2 0 por 5, con 6 sin exponente, teniendo para ello en cuenta

ue 10= 2X y 100= 2*X bR etc. Y como teniendo por denominador la uni-
ad con ceros, seraevidentemente igual & un decimal exacto (237), también lo
serd el quebrado irreducible igual al convertido, como se ha dicho.

Luego todo quebrado de la primera clase produce necesariamente un deci-
mal exacto.

Y ese decimal tendréa tantas cifras como unidades el mayor exponente de los
factores 2y 5 del denominador del quebrado irreducible, porque como todo
guebrado con la unidad con ceros por denominador (que, segun acabamos de
demostrar, es igual a un decimal exacto), no puede tener su numerador termina-
do en cero, porque equivaldria & un cero a la derecha de un decimal que no
tiene valor ninguno (pues ~ = 0,30 = 0,3) no podria, sin terminar en 0 tal nu-
merador ser divisible por 10 (373), y no siéndolo, el quebrado no se podra sim-
plificar dividiendo sus dos términos por 10; y, por lo tanto, en la simplificacion
podréa el denominador dividirse por 56 por 2, con 6 sin exponente; pero no por
5y por 2, pues 2X 5= "fQ y uno de tales factores no podra desaparecer ni
cambiar de exponente; y como éste dice con sus unidades el nimero de cifras

del decimal equivalente (pues 0,3 = y 0,34= = aaxsv’
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lo aird como parte del denominador del quebrado; en efecto, j = 0,6, etc.; lue-
go queda demostrada la verdad sobre los quebrados de la primera clase.

:447. Demostracion, 2® Relativamente a los quebrados de la segunda clase, di-
remos que si suponemos que, por ejemplo, el quebradoy pudiera prg&iucir el de-

cimai exacto 0,54, éste seria igual & , y, consiguientemente Y = m

factores 2y 5, de que se compone el denominador de no pueden los dos des-
aparecer en la simplificacién, por lo dicho en la demostracién anterior; ni en la
simplificacion podran adquirir ningun factor nuevo; luego el quebrado  conver-
tido en irreducible con factores 2y 5, 6 uno de ellos en el denominador, seria
igual al irreducible propuestoy , cuyo denominador tiene otros factores; lo que

es absurdo, porque dos quebrados irreducibles iguales tienen que ser idénti-
cos (425), y, por lo tanto, tener los mismos factores en sus denominadores, pues

un namero no admite dos descomposiciones en factores simples (408); luego y no
puede producir un decimal exacto.
Tampocopuedey producir un decimal periédico mixto, por ejemplo, 0,5i4...

porque seria (438) 0,544... = en cuyo denominador no so6lo

hay factores 2y 5, que los dos no pueden desaparecer en la simplificacion, pues
para ello era menester que el numerador acabase en O, y para ello se necesitaba
que la cifra de la derecha (Uinica en este caso), de la parte no periodica 5, tuese
igual & la cifra de la derecha (Unica también en este caso) del periodo 4, y en-
tonces el periodo empezaria antes de lo supuesto. Y tampoco puede del dcnonii-
nador desaparecer el otro factor 3, pues desapareciendo quedaria un quebrado
de la primera clase igual a uno de la segunda, lo que, como irreducible, es ab-
surdo (135); y habiendo, por lo tanto, de conservar alguno de los factores 2 0 5

y también el 3, tendriamos que y seria igual a un quebrado irreducible, cuyo

denominador tendria factores distintos, loque.no puede ser; luego no puede
producir un decimal periddico mixto; y no “ludiendo produmr tampoco uno
exacto, es evidente que necesariamente debera producir uno periédico puro. En
cuanto al numero de cifras del periodo, esta demostrado (433).

448, Demostracion. 3® Con respecto & los quebrados de la tercera clase di-
remos, que si suponemos que el quebrado irreducible =y ~ produzca un de-
cimal exacto 0,46, seria evidentemente =N = altimo que-

brado, al simplificarlo, no puede perder los dos factores 2y 5 de su denomina-
dor, ni cambiar de exponente el que quedase, por lo dicho en la primera demos-
tracion (446), ni podra tampoco adquirir ningan factor nuevo evidentemente
(pues la simplificacién se consigue dividiendo y no multiplicando); luego resul-

taria que el quebrado irreducible seria igual aotro irreducible con deno-

minador de factores 2y 5, 6 uno de ellos, lo que ya hemos repetidamente de-
mostrado que es absurdo.
Tampoco puede el tal quebrado producir un decimal periédico puro, por

ejemplo, 0,4646..., pues sera 0,4646 = ~ (437), y como el denominador, por ter-

minar en 9, no es d|V|S|bIe por 2 ni por 5 (379), y no tiene, por lo tanto, esos fac-
tores, ni los podré adquirir en la simplificacién, y con ella nos daria un quebra-
do irreducible con otros factores que 2y 5, tendriamos que el irreducible

propuesto ~seria igual a otro, cuyo denominador no tendria el factor 7, lo

que es absurdo. Luego si no puede producir ni un decimal exacto, ni uno
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periddico puro, tendrd necesariamente que producirle peridédico mixto. Y las ci-
fras de su periodo seran en menor nimero que unidades tenga su denominador,
por lo demostrado (433); y las cifras no periddicas seran tantas como unidades
tenga el mayor exponente de los factores 2 y 5del denominador, por razones se-
mejantes & las expresadas en la demostracion primera (446). Luego queda com-
pletamente demostrada la verdad sobre los quebrados de la tercera clase.

449, Demostracion 4~ Sobre los quebrados reducibles poco tenemos que
demostrar. Evidentemente, que si un quebrado reducible no tiene en su deno-
minador mas factores que el 2y el 5 6 uno de ellos, ai simplificarlo, por lo de-
mostrado repetidamente, no podra perder los dos, si no se trata de un quebrado
impropio, igual a un entero; y como tampoco podra adquirir otro factor nuevo,
aun sin simplificar, se puede asegurar que corresponde & la primera clase.

Andlogamente, un quebrado reducible, cuyo denominador no tenga nin-
guno de los factores 2y 5, como no los podra adquirir en la simplificacion, sin
simplificarlo, se puede asegurar que corresponde a la segunda clase.

Pero evidente es también que un quebrado reducible, en cuyo denominador
haya los factores 2y b é uno dé ellos, y ademas otro i otros que no sean 2y b,
como en la simplificacion podran perder factores, s6lo después de convertido en
irreducible, podra saberse con toda seguridad & qué clase corresponde, y, por
lo tanto, qué clase-de decimal produce.

450. Observacion. Segun ya indicamos (272), se comprendera ahora mejor
que el verdadero generador de un decimal debia llamarse el quebrado irreduci-
ble equivalente, y no como se llama el reducible que tiene un denominador con
nueves solos 6 seguidos de ceros, 6 con la unidad con ellos. En efecto; el deci-

mal 0,24 lo produce , pero también Y/ ~ Y pudiendo

llamarse sus generadores, el Gnico que tiene marcadas circunstancias diferentes
de los otros, para conocerse qué ciase de decimal puede y debe producir, es

el irreducible ”~ ;y ese, por lo tanto, deberia llamarse su generador. Y, analo-
gamente, si 04545 = ||; como también 04545 = ~, y también 4" este que

produce el mismo decimal, debera llamarse el generador, siendo ademas muy
facil hallarlo, simplificando los quebrados reducibles resultantes.

CAPITULO VI.

ABREVIACION DE LOS PROBLEMAS SOBRE DECIMALES.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

451. Como hemos visto que hay decimales con nimero ilimitado de cifras,
y en las que un solo periodo puede ser muy largo da un decimal ilimitado

con 22 cifras en el periodo), y aun los decimales exactos pueden tener muchas;
y como en la mayor parte de los casos basta obtener el resultado con un error
menor que un centésimo 6 que un milésimo, 6 sea un decimal de dos 6 tres ci-
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frés; v aun en los problemas mas importantes basta obtener el resultado con
cinco 6 seis cifras decimales, siendo, OIoor lo tanto, indtiles las pesadas operacio-
nes con largos decimales, es de grande conveniencia el saber abreviarlas, aun-
gue con el conocimiento del méaximo error gue se comete con la abreviacic’m, to-
do lo que va a ser objeto de este capitulo, como ya prometimos (282).

ARTICULO 11.

ABREVLACION DE LA SUMA DE DECIMALES.

452. Re"la. Despréciense de lodos los sumandos todas las cifras deci-
males de unidades inferiores & aguellas, dentro de una de las que se giiieraque
esté el maximo error del resuUado; afiadiendo una unidad decimal a la ulti-
ma inferior que en cada sumando se conserve, si la cifra de unidades superio-
res que se desprecian es mayor de 4.

'Ejemplo. Se desea la siguiente adicién con un resultado de error menor de un milésimo.

Operacién sin abreviar. Operacion abreviada.

3,70457 3,755
-t- 756742 -I- 7,567
8,45079 -H 8451
153836 -1- 1,538
= 2131114 = 213il

— 21,31114

Error de la operacion abreviada 0,00014

453. Demostracion”™.  Se funda la anterior regla en que las unidades
decimales que se afiaden & unos sumande6s, al despreciar algunas cifras
decimales, compensan casi siempre las que se quitan & otros al despre-
ciar cifras decimales sin afiadir ninguna unidad & la allinia considera-
da, por no pasar de 4 la superior que se desprecia. Y el resultado, como
se ve en el anterior ejemplo, corresponde al objeto de la regla, pues el
error de 14 diezmilésimos es menor que un milésimo.

454. Observacion. Cuando ala mayor parte de los sumandos se les afiade
una unidad decimal, como la compensacién no se verifica, el resultado suele sa-
lir con un error mayor del que se desea. Para evitarlo, basta teu®r presente que
solo & la mitad proximamente de los sumandos conviene afiadirles una unidad
decimal, como se ha hecho en el anterior ejemplo. Lo mas acertado, si el proble-
ma es importante, es no despreciar en los sumandos tantas cifras como dice la
regla, sino una menos.

ARTICULO III.
ABREVIACION DE LA SUSTRACCION DE DECIMALES.

455. Regla. Despréciense de minuendo y sustraendo las cifras decima-
les de unidades inferiores & aquellas, dentro de una de las que se quiei'e que
esté el error maximo, no debiéndose afiadir unidad ninguna & la dltima cifra
decimal que se considera, aunque la primera despreciada sea mayor de 4.
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Ejemplo. Se desea efecluarla siguiente sustraccién con un error menor de un milésimo.

Operacion sin abreviar. Operacion abreviada.
15,456954 15,456
— 8543662 — 8543
= 6913292 = 6913
6,913292
Error de la sustraccion abreviada 0,000292

456. Demostracion. Al despreciar del minuendo las 9 diezmilésimas
y otras unidades inferiores, se hace menor en una cantidad que quedaria
exactamente compensada (75) si las cifras despreciadas del sustraendo
fueran iguales, 6 sea 9 diezmilésimos, etc.; pero como aunque no sean
iguales, su diferencia maxima con las del minuendo, sean unas y otras
cuales sean, no puede ser mayor de 9 diezmilésimos, 9 cienmilésimos,
etc., 6 sea siempre ménos de 1 milésimo, la regla conduce al resul-
tado que se desea. Y no conducirla si no prescribiera no afadir unidad
ninguna a la Gltima cifra considerada, porque un aumento, por ejemplp,
al minuendo, si no se hacia también al sustraendo, porque la primer cifra
despreciada fuera menor de 5, lejos de compensarlo liarla que el error
del resultado fuera mayor de lo que se deseara (75). Luego la regla esta

justificada.
ARTICULO V.
ABREVIACION DE LA MULTIPLICACION DE DECIMALES.

457. La costumbre de abreviar los datos en la adicion y sustraccion, supri-
miendo cifras decimales de unidades inferiores & aquellas dentro do una de las
gue se quiere que esté el error maximo del resultado, es causa de que muchos
procedan de un modo analogo en la multiplicacién y division, cuyo proceder, si
bien no tiene grande inconveniente en la divisidn, lo tiene, si, en la multiplica-
cion, porque el resultado sale muchas veces con un error mayor del que se cree,
al abreviar los datos por el indicado sistema. Para convencerse de ello, basta ob-
servar lo quesucede en cualquier sencillo ejemplo, v. gr., 0,36 x 0,43 = 0,1548

y03X 04= 012yaun04 X 04 = 0,16
Ese procedimiento puede mejorarse en virtud de la siguiente regla, suficien-
temente exacta, si los enteros de los factores son préximamente iguales.

458. Regla. Para multiplicar decimales abreviadamente con enteros
proximamente iguales, con un error maximo determinado, despréciense de los
factores las cifras decimales de unidades inferiores a aquellas, dentro de una
de las que se quiera que esté el error maximo, a excepcién de la inmediata,
aumentando una unidad decimal a uno de ellos, aunque la prima desprecia-
da sea menor de 5; y del resultado despréciense las cifras decimales inferio-
res a la determinada para el maximo error.
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Ejemplo. Se desea efectuar la siguiente multiplicacién con un error menor de un centésimo.

2fuliiplicacion sin. abreviar. Muliiplicacion abreviaba.
34538403 3453
52382 5239
69076806 31077
276307224 103b9
10361b209 6'md 0 6
69076806 1726Db
172692010b 18090267
= 1809190624946 18091906
Error de la multiplicacién abreviada. 0001639

459. Demostracion. Fundase esta regla en que al despreciar cifras
decimales de un factor se le liace menor, y el producto debe disminuir (554),
val agregarle una unidad decimal & la Gltima cifra considerada del otro
lactor se le liace mayor y el producto debe aumentar; y aunque un efec-
to no compense al otro, porque el aumento ¢ disminucién es por via de
suma y resta (557), la diferencia debe generalmente ser pequefia si los
enteros de los factores no son muy desiguales, y para que mas lo sea se
debe hacer el aumento al decimal cuya parte despreciada es mas pe-
quefia.

La razon de que los enteros de los factores deben ser préximamente
iguales, es que al despreciar, por ejemplo, 9 centésimos (cerca de un dé-
cimo) del multiplicando, se hace el J)roduclo cerca de una décima parte
menor del valor total del multiplicador (552), y al aumentar un décimo
4 éste, se hace el producto mayor una décima parte del total valor del
multiplicando, y siendo los factores casi iguales, el aumento casi com-
pensara a la disminucién; pero siendo muy desiguales, el producto su-
friré una grande alteracion. Luego la regla esta demostrada.

efecto; en 12|m||t|p||cado 13 Umporlan pooo Ios cecimales, por ueporchhos ha)ano
eﬁgglr u?t gfﬁ’é‘ enrter dec:&&agl /& Sg@cl&p L%a rie de ran casl (%m

Irn r% tlpllcac on aga({eenteros |gual$ p(r)gtgatener error
mayor que una unldad decnmaJ cualquiera, sino mayor que un entero.

460. Observacion. Por lo expuesto en la anterior regla y su demos-
tracién, se comprendera que los casos a que se reOere son pocos, pues lo
mas general es que el multiplicador sea mucho mas pequefio que el mul-
tiplicando, por lo gnela verdadera abreviacion-de la multiplicacion de
decimales se obtiene por logaritmos, y por eso no debemos dar grande
importancia al ingenioso método de que vamos & ocuparnos en seguida.

461. Regla. Para multiplicar abreviadamente dos decimales de mu-
chas cifras, con un error menor que una unidad decimal de un orden algo su-
perior (como decimos centésimos 6 milésimos, pues en otro caso no seria
grande la abreviacién), se escribe el midtiplicando tal cual es, y debajo se
pone el multiplicador invertido, de manera que la cifra de las unidades sim-
ples del mismo quede debajo de las unidades decimales del multiplicando de
especie inferior inmediata a aquellas, dentro de una de las que se quiera que



uo

esté el maximo error del resultado. En seguida se multiplica cada cifra del
miiUiphcador invertido, empezando por la derecha, por las del multiplicando,
principiando por la*correspondiente 6 que tenga encima, desatendiendo todas
las de la derecha, a excepcion de la primera que se multiplica también, pero
solo para ver si produce sa multiplicacion alguna unidad de orden superior al
sugo g sumarla al producto de la cifra inmediata. Los productos parciales asi
obtenidos se irdn colocando, no ganando cada uno un lugar hécia laizquierda,
como se hace en la multiplicacion, sino formando columna vertical las unida-
des inferiores que se obtengan, que seran todas de la especie inferior inmediata
a aquellas, dentro de una de las que se quiera que esté el maximo error. Se
sumaran en seguida todos los productos parciales, g en el total se colocara el
signo decimal debajo de el del multiplicando.

Ejermplo de multiplicanon de decimeles abreviada con uq error menor de im centesinmo.

Multiplicacion sin abreviar. Multiplicacion abreviada.

4258624345 4258624345
X 34534 43543
17034497380 12 7587
1277587303b 1 0345
21293121 725 12 93
17034497380 1277
12775873035 170
147 06 73331 30230 1470672

Explicacién. con su{eci()n 4 la regla, escribimos debajo del multiplicando (tomando como tal el
de mas cifras) el multiplicador invertido, colocando sus 3 unidades simples debajo de los milési-
mos del mulliplioando (pues que el problema pide que el error sea de ménas de un centesimo)-
los 4 décimos del muUinlicador deba{o délos centésimos del multiplicando; los 5 centésimos dei
multiplicador debajo de los décimos del multiplicando; los 3 milésimos del multiplicador débalo de
las unidades simples del multiplicando, y los 4 diezmilésimos del multiplicador debajo de las dece-
nas del muUiplicando. Ln seguida miilliplicamos la primera cifra de la derecha del multiplicador

. L . 0" fodas, las de su izquierda despreciando
las de ia derecha, a excepcion do la primera, que_muUYpﬁg;mos solo para Ver 'Sl pro&tﬁ)cto_ ?]_aga
a« superiores & las de su orden. _Dulmos,%)ues‘ 3por 4son 12y llevo 1(no éscribien-
do nada), 3 por 2son 6y 1que levo 7 (y escribimos el 7 debajo del 3 del multiplicador). Después 3
por 0 son 18 Q/d[_)_qsmos ) y llevo 1,y asi continuamos sacando el primer producto parcial. Para
sacar e( segundo, dijimos; 4 por 2son 8 éue no escribimos) y no llevo nada en realidad; pero como 8
es mayor de 4 se lleva 1 (para despreciar ménos cantidad); 4 por ¢son 24y 1son 25 (pusimos el 5) v
nevo a, y asi continuamos sacando el segundo producto parcial, que escribimos sin ganar lugares ha-
cia (a izquierda. Analogamenle obramos para sacar los demas productos parciales, y al total le
serlloaramo_s con el mgno,decnmal tres cifras, obteniendo un resultado diferente de la multlpllcamon
sin abreviar en poco mas de un milésimo.

462. Demostracion.  El procedimiento queprescribe la regla se funda
en que a causa de la colocacién en orden invertido de las cifras del multi-
plicador, todos los productos que se hallen deben ser de milésimos. Pues
en efecto, cualquier nimero de unidades simples multiplicado por milé-
simos dajuilésimos (Lx 0001 = 0001y 8x 0,009= 0,081), y por
lo tanto o, primera cifi'a de la derecha del multiplicador invertido, como
son unidades simples, multiplicadas por milésimos y otras unidades su-
periores del multiplicando, debe dar milésimos y otras unidades superio-
res. Analogamente, como cualquier nimero de décimos multiplicado por
cualquier nimero de centésimos, da milésimos (01 x 0,01 = 0,001 y
09 X 0,09 = 0,081), el producto de la segunda cifra del multiplica-
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(lor invertido, que son los décimos del verdadero multiplicador, multi-
plicada por la que tiene encima del multiplicando, da milésimos, por lo
que se colocan debajo de los milésimos del producto parcial. Y analoga-
mente, como centésimos multiplicados por décimos, y milésimos multi-
plicados por unidades simples, y diezmilésimos multiplicados por decenas,
dan siempre milésimos, todos los productos parciales, debiendo ser milé-
simos, se escriben y redinen comoprescribe la regla. Y para que seannii-
Iésimos, debera ponerse el signo decimal donde prescribe la regla. Final-
mente, todas las cifras del multiplicando que no se multiplican nunca, y
las que se van dejando de multiplicar, se desprecian, porque sus produc-
tos no producirian ningan milésimo, 6 al ménos ningln cenlésimo, pues
diezmilésimos por enteros dandiezmilésimos, y millonésimos por enteros
dan millonésimos, y décimos por milésimos, dan diezmilésimos. Y para
que la acumulacion de los productos que se desprecian nollegue &valer un
centésimo, se sacan los productos en milésimos, y se ve ademas si el pro-
ducto de la cifra de unidades superiores de las despreciadas, da 6 compo-
ne alguna de 6rden superior que se suma al producto correspondiente. Y
como lo mismo se podria demostrar sobre cualquiera otro ejemplo, aun-
que el producto hubiera de bailarse en diezmilésimos, porque el error se
quisiera menor que un milésimo, y lo mismo aun cuando los enteros del

multiplicador tuvieran mas cifras, la regla es general y queda demos-
trada.

ARTICULO V.

ABREVIACION .DE LA DIVISION DE DECIMALES.

463- La abreviacion mas usada en la division de decimales es no
sacar mas cifras para el cociente que hasta la de un drden inferioi- in-
mediato al de aquellas unidades decimales dentro de una de las que se
quiere que esté el error maximo del resultado, aparte, por supuesto, de
la operacién prévia de hacer desaparecer los decimales del divisor (270).
Este método es suficientemente exacto para la mayor parle délos casos, por
lo que s6lo por completar, digamoslo asi, el articulo anterior, expondre-
mos & continuacion el método ingenioso inverso del que acabamos de ex-
poner para la multiplicacion, y que es de aplicacion Gtil en muchos casos
cuando el divisor tiene muchas cifras.

464, Regla Para dividir abreviadamente nn decimal”™or otro, teniendo avn-
1hss mnclas cifras, y deseando el cociente con un error menor de un décimo,_ un
centésimo 6 un milésimo (pues con menor error no produce notable abreviacion),
se determinaprimeramente cuantas cifras de enteros debe tener el cociente {434),
pues el nimero de las decimales lo marcaran los términos del problema, hn
seguida se tomaran de la izquierda del divisor tantas cifras, mas dos._ como deba
tener el cociente entre enteros y decimales, sin hacer caso del signo decimal, sena-
lando todas las demas con una raya horizontal superior para desatenderlas. To-
mense después de la izquierda del dividendo, prescindiendo también del signo de-
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cimai, tantas cifras como sean necesarias para contener alguna vez al divisor,
msmmmao, como se ha dicho, y las cifras restantes sefidlense también vara des-
atenderlas por completo. Véase cuantas veces el dividendo disminuido contiene al
OAsminuido divisor, y el nGmero que exprese tal contenido, sera la cifra de uni-
o o . multiplicadas por el divisor (siempre él dis-
minuiao), pero multiplicando la primera cifra desatendida s6lopara ver si el pro®
O'UCto contiene algunas unidades superiores, y restado aquel producto del dividen-
ao, dara una resta que sera el segundo dividendo parcial. Para hacer la divisién
tinade a su derecha una cifra, no considerada antes del dividendo,
como se nace por_el método ordinario, sino que se tacha la Gltima de la derecha del
divisor que sirvié para la division parcial anterior, y si apesar de ello el segun-
aoaiviaendo parcial no contuviese ninguna vez al divisor, se disminuye mas ia-
cuandoie otra cifra, pero poniendo antes Oen el'cociente. Hallada otra cifra para
este, se mtiijiplicapor el divisor que como tal ha servido, y ademas la primera
cijra tac/iada solo para ver si su producto da alguna unidad superior, y el pro-
ducto se resta del segundo dividendo parcial, y su diferencia dara el tercer divi-
cunao parcial, con el que se obrard como con el segundo, y analogamente, mientras
uivisor, pues que encadadivision parcial se ird disminuyendo enuna cifra;
pero pudiéndose susgender la operacion en cuanto se obtenga el nimero de. decima-
les que exija el problema.

Ejemplo. Deseandose el cociente con un error menor de un milésimo.

147 06 73 3510250 42 5862 4545
1277587 54555

195086
170344

22742
212 95

1449
1277

172
170

ExiAteamon .~ Con sujecion & lareala, se determind primeramente uue las cifrasdgle enteros en
i
Sg&

el cociente debianser una, y como el problema pi fres decimales, se sej on \ dsorsaf?“\
L SUPEr-rayaron rlas. Se cansideraron Oe la jzquierda deUivi-
siete cifras, que er: 1 a formar. el primer. divi rcial, v [as resistes se Je-

ualaron ién lespreciarlas. S¢ hizo la primera’division parcial, v sé gbtuvo .

clen e3que debian ser enteros y unidades simpfes ademes. Se multiplico v resto corresnonNPrr

465. demostracion. Si se compara el ejemplo que acabamos de explicar
con el anterior de la niuUiplicacion, puestos frente a frente, de la comparacion

dleduciremos mejor la demostracion.
Sean, pues, la multiplicacién y division anteriores, sin las cifras que se des-

precian completamente en las operaciones.
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4258624x 54554 i470675]|14258624
X 45545 54555
1277587 productopor5= 1277587
195086
170544 producto por 4 = 170544
22742
2 1295 producto por-5 = 21295
1449
12 77 producto por 5= 1277
172
17 0 producto por 5 = 17 0
14706 71

Comparando los dos anteriores ejemplos, se veran en la division los produc-
tos parciales de la multiplicacion abreviada, lo que es natural, pues que por la
divisién se descompone el producto total que representa el dividendo en dife-
rentes productos parciales nacidos de la multiplicacién de las partes del cociente
por el divisor; luego la regla que se acaba de ensefiar y aplicar es una conse-
cuencia directa de la de la multiplicacién abreviada; luego queda también de-
mostrada.

Pero puede decirse ademas que el método de la division abreviada se funda
en el de la préctica de la divisién ordinaria, pues que en efecto en esta, para ob-
tener cada cifra del cociente, se atiende casi exclusivamente a las dos 6 tres pri-
meras cifras de cada dividendo parcial, para ver cudntas veces contiene el nime-
ro que forman el que componen las primeras de la izquierda del divisor; y por
lo tanto, para determinar con certeza un cociente limitado, bastar debe tener en
cuenta las primeras cifras de cada dividendo parcial, pues para que el resultado
no sea diferente del que se desea, se loman en el divisor dos cifras mas que las
que suman las de los enterosy decimales del cociente deseado; y aun se tiene
algo en cuenta el producto de las cifras de unidades superiores que se van despre-
ciando, para ver si componen alguna superior y no despreciarlas. Y casi evidente-
mente, aunque no se haya dicho en la regla, si una cifra despreciada es, por
ejemplo, 9, y la del cociente porque se multiplica es 3, del producto 27 no sélo
deben tomarse las 2 unidades superiores, sino 3, porque 27 se acerca més & 30

ue 4 20.

a Finalmente puede decirse, & semejanza de lo dicho en la demostracion de la
multiplicacién, que cuanto previene la regla de la division se funda en que todos
los dividendos parciales son milésimos, y milésimos divididos primeramente
por milésimos, deben dar de cociente unidades simples enteras; porqué
0,027: 0,009 = 27 :9 = 3.y milésimos divididos por centesimos (al despreciar la
cifra de los milésimos del divisor) dan de cociente décimos (porque 0,027 : 0,09 =
7,7 : 9= 0,3), y andlogamente milésimos, divididos por décimos, deben dar cen-
tésimos, etc. Y consiguientemente, todas las cifras que se desprecien de dividendo
y d|V|sor no produciran mas que unidades decimales en el cociente, muy infe-
riores & aquellas dentro de una de las que se quiera esté el maximo error. Luego
gueda la regla completamente demostrada.
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articulo y.

SOBRE EL ERROR ABSOLUTO Y EL RELATIVO EN LAS ABREVIACIONES DE
DECIMAL.

466. Error absoluto €S la diferencia que hay entre un decimal abrevia-
do v aquel a quien sustituye; y refiriéndose al resultado de un problema, es
evidentemente la diferencia entre el resultado que se obtiene por una operacion
abreviaday el que se obtendria por el método ordinario sin abreviar.

El error absoluto es el Gnico que hasta ahora conocemos, aunque sia darle
ese calificativo, porque no conociamos otro del que debiéramos distinguirlo.

467. Error retativo de un decimal abreviado 6 que resulta de una ope-
racion abreviada, se llama el cociente que representa la division del error ab-
soluto por el decimal sin abreviar a que sustituye el abreviado, o por el de-
cimal que debi6 resultar si la operacién de que se traia no se hubiese abre-

~ANEyidenlemente, tanto el relativo como el absoluto, pueden ser por
defecto y por exceso.

468 Para formarse una idea clara de lo que es el error absoluto y el relati-
vo la diferencia de uno a otroy la importancia de ambos, reflexionemos sobre

lurnemrqgie S ? 6cobrarla cantidad de 10. pesetas.'y por un error de
cuenta 6 por otra causa, recibimos 9 pesetas, el error absoluto sera ciertamente
4 peseta- pero su importancia serd muchisimo menor que si teniendo que recibir
400 pesetas recibiéramaos 999. En unoy en otro caso el
seta; pero su importancia es tan diferente por la cantidad con que se reIaC|0na
aue sien lugarde 4000 pesetas tuviéramos que recibir 4.000,000. el de 1
seria completamente despreciable. En el primer caso, 4 Peseta de menos hace

que se tome la décima parte ménos de lo que se debe

?e toma una milésima parte menos y en

esta sencilla consideracién, se comprendera lo exacto de

relativo; pues en los tres casos expresados el error absoluto es el mismo, y el
relativo es A, y N 00NN Pon

vo mil vec™s menor que el absoluto, y en el tercero un milléon de veces.

469  Aunque sea, como es tan grande la diferencia de |mportanC|a
entre el error absoluto y el relativo, se aprecia y atiende & éste con su-
cciente aproximacién paralos casos ordinarios, con solo lo que sabemos
sobre el error absoluto; pues evidentemente, al abreviar un decimal o0 im
problema, lo haremos buscando un resultado con un error absoluto me-
nor de un milésimo si se trata de cantidades pequefias; y de un centesi-
mo o un décimo si se trata de grandes.*

* La teoria del error relativo y su aplicacion, la hemos omitido después de preparada para la
prensa, por innecesaria, pero acaso en otra eilicion la espongamos.
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CAPITULO VI,

POTENCIAS Y RAICES

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

470. POTENCU iAS w ttiimero, sabemos (114) (pero repetiremos para
fijar las ideas en su conveniente sitio) se llama al producto que resulta de
multiplicarlo por si mismo cualquier nimero de veces; y reciprocamente raiz
de un ndmero es el que, repetido dos 6 mas veces por factor, da como pro-
ducto aquel de quien se llama rais.

Cuadrado 06 segunda potencia se llama, sabemos también, el producto
de un ndmero por si ldismo, 6 sea entrando 3 veces por factor; cubo 6
tercera potencia el producto de multiplicarlo por si mismo 2 veces, o sea
entrando 5 veces por factor; cuarta potencia el produelo de multiplicarlo
por si mismo 5 veces, 0 sea entrando 4 veces por tactor; y andlogamen-
te quinta, sexta, sétima, etc., potencias. Y reciprocamente raizcuadrada
de un ndmero se llama aquel que, multiplicado por si mismo una sola
v*ez, produce aquel de quien se llama raiz; raiz cdbica de un ndmero el
que, multiplicado por si mismo 2 veces, 6 sea entrando 5 veces como fac-
tor, produce aquel de quien se llama raiz. Y analogamente raiz tercera,
cuarta, quinta, etc., de un nimero, se llama aquel que, multiplicado
por si mismo 3, 4, 5, etc. veces, produce aquel de quien se llama raiz.

471. Se dice que un namero so eleva al cuadrado ¢ segunda poten-
cia, al cubo 0 tercera potencia, a la cuarta, quinta, etc., cuando se eje-
cuta con él la operacion necesaria para determinar su cuadrado, cubo,
tercera potencia, etc. Y reciprocamente se dice que se extrae la raiz cua-
drada, clbica, tercera, cuarta, etc. de un nimero, cuando se ltace con
él la operacion conveniente, para determinar cual es su raiz cuadrada,
cubica, tercera, cuarta, etc.

472. Elsigno para indicar la elevaciéon U potencias es, como también
sabemos (115), un nimero pequefio puesto & la derecha y un poco mas
alto de aquel a que se refiere, que se llama exponente, y se lee elevado a
0 simplemente cuadrado, cubo en esas dos potencias. Y para indicar la
raiz se usa el signo especial \VV , poniendo debajo de él el nimero
cuya raiz se debe exlraer, y entre sus brazos el del grado de la raiz, y se
llama indice de la raiz, el cual se suprime y sobreentiende en la raiz

cuadrada.
10
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Asi, 32 se lee tres cuadrado; 23 dos cubo 6 elevado & tres; 2t dos elevado & cuatro, y \/T se lee

raiz cuadrada de nueve, y * T raiz clbica de ocho, y ~16 raiz cuarta de diez y seis; y por las defini-
ciones simplemente, se conoceraque 3»= 3X3 = 9y23 = 2X2X2 =8y 2t=2X2X3X2

= 16y\/"=3yn"8'=2,y" =2

473. Raiz enlera de tal grado de un ndmero 6 aproximada, se llama G
la raiz de la mayor potencia de igual grado contenida en el numero
mismo.

Asi, la raiz cuadrada de 3S no la hay exacta, porque 6X 6= 36y 5X 5= 25; pero 5, cuyo cua-
es el mayor contenido, es 33, se llama la raiz entera de 35.

474. Residuo de la raiz de un nimero se llama la diferencia 6 exceso
que hay entre el mismo y la potencia de igual grado mayor de las que
contiene.

Asi, en el ejemplo anterior 10 es el residuo de la raiz cuadrada de 35, porque el cuadrado de su
raiz entera es 23,y 35—25= 10.

475. Obsei'vacion importante. Es de mucha importancia saber bien
desde allora, no sélo que el residuo de una raiz no puede expresarse
exactamente-ni por un entero, ni por un quebrado, ordinario ni decimal,
exacto ni periédico, como se demostrard muy luego, sino que tampoco
se puede unir & la raiz entera para completarla, & semejanza dé lo que se
practica con los residuos de la division, dejando la operacién indicada;

pues\/H = 5+ \/TO es un absurdo, porque la raiz cuadrada de 10 es
mas de 5,y 5-h 5= 8, y ni 0 aun puede ser la raiz cuadrada.de 35, pues

¢ X4766. 5Sg'llaman nGmeros irraciomles 6 inconmensurables los a?ec'tcaéos
de un radical gne no contiene exactamente una potencia de igual grado
que el indice de la raiz.

Asi, /33 es nimero irracional, porque no contiene exactamente ningln cuadrado de ningin
nuggg%rvacién. El uombre de inconmensurable se les aplica mas bien, porque
el residuo de su raiz, como se vera después, y ya se ha indicado, no puede ex-
presarse exactamente por ningln entero, ni quebrado ordinario, ni decimal
exacto 6 periddico; pues el que producen es irregular, y ya adelantamos que se
llama inconmensurable, y todos los nimeros en general que no pueden expre-
sarse por enteros 6 quebrados, se llaman inconmensurables.

477. La elevacién & potencias, como caso particular que es de la
multiplicacién en que los factores son iguales, no necesita reglas para
8U ejecucion, pues son las mismas que las de la mnUiplicacion de los
enteros, los quebrados y los decimales, segun la clase del nUmero que
ileba elevarse.

478. La extraccion de raices, aunque facil también cuando se trata
de un ndmero pequefio, en el que se ve sin trabajo, cual otro mullipli-
cado por si mismo tantas veces como unidades tiene el indice de la raiz,
produce el propuesto 6 poco ménos, es dificil tratdindose de numeros
grandes; y como es materia muy importante, constituird un capitulo
aparte, y en este sentaremos solamente las propiedades principales de
las potencias y las raices.

Por lo que de éstas ya hemos dicho, se comprenderd que la extraccion de
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raices puede, sin violencia, como ya dijimos (1Cs), considerarse como un caso
particular de la divisién en el que se conoce sé6lo el dividendo, y se busca el di-
visor y el cociente que deben ser iguales.

Observacion. La extraccién de raices se facilita mucho por logaritmos,
pues la convierten en una simple divisién; y por ello parecera inutil toda la teo-
ria si no se piensa que las matematicas dejarian de ser ciencias, si todos los pro-
blemas se resolvieran practicamente sin conocimiento de su teoria fundamental.

ARTICULO II.
PROPIEDADES CASI EVIDENTES DE LAS POTENCIAS T RAICES.

Las propiedades délas potencias y raiccs casievidentes, y que no son, por lo tanto, teoremas, son
las siguientes, las cuales podrian deducirse de la tabla Y li de las auxiliares.

480. Lema. EI cuadrado, el cubo y cualquier potencia de Oes O.

Porque en efecto0X0 = 0Oy0X0X0 = 0.

Reciproco. La raiz cuadrada, la cubica y cualquier otra raiz de O es O.

Porque evideutemente, si 0X 0= 0, Vo= 0.

481. Lema. EI cuadrado, cubo 6 cualquier potencia de I es i.

Porque -iX'lI=i y-1XIX'l = "1

Porquesi 1 X ~X *= L seray 1= 1

482. Lema. EI cuadrado de un nimero compuesto de la unidad con
1 cercs, es la unidad con doble ndmero de ellos, y con triple el cubo.

Porque [0*=10X10= 100y 10~=10X10X10 = 100 X 10 = 1000.

Reciproco. La raiz cuadrada de la unidad seguida de ceros, es la misma
unidad seguida de la mitad de ellos, y la tercera parle la raiz cubica.

Porque si 10 X 10 X 10 = 1000, y/1000 = 40.

Observacion. La unidad seguida de un nimero impar de ceros, no tiene raiz
cuadrada exacta, ni cubica la unidad con ceros que no sean tres, 6 en nimero
multiplo de tres.

483. Lema. EI cuadrado de un nimero terminado en ceros es igual al
cuadrado del mismo sin tales ceros y aumentado después con duplo ndmero de
,ellos, y triplo sise trata del cubo.

Porque 30- = 30 X 30 = 3*X 100 = 900 y 30»= 30X 30X 30= 3»X
1000 = 27000.

Reciproco. La raiz cuadrada de un ndmero terminado en cei'os es la
raiz del mismo sin ellos, aumentada conia mitad de ellos y con la tercera
parte la raiz cubica; pero es preciso que el tal mimero sin los ceros sea
un cuadrado 6 cubo perfecto, como por ejemplo, V56U0 = 60, pues
V5500, como la aproximada de 55 es 5y uu residuo de 10, éste, con
los dos ceros, forma 1000, cuya raiz cuadrada no es exacta (482}.

w84, Lema. EL cuadrado de'ies4, yd cubo 8.
Porque2*= 2 X 2= 4y 2»= 2 X 2 X 2= 8
Reciproco. La raiz cuadradade 4 2, j/ la cubica de d es también 2.
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485. Corolario. La raiz cuadrada enlerade de'S es 1, con dife-
rente residuo, y la cibicade 7, rfe 6, do 5, fe 5 j/de 2, es también 1.

486. Lema. Las potencias de los nimeros mayores que la unidad van
aumentando, y disminuyendo la de los nimeros menores que ella, 6 sean los
quebrados propios.

Porque todo nimero entero multiplicado por si mismo, tendra que
ser tomado tantas veces como unidades tiene, y cuantas mas veces se
multiplique mayor sera el producto; y todo quebrado ordinario 6 deci-
mal, multiplicado por si mismo, se habra de tomar ménos de una vez, y
por lo tanto dara un producto menor cuanto méas veces se multiplique.

Yenefecto, 3'= 9,y 3*= 27,y (L)' = | y (])' =

Reciproco. Las raices de los nimeros mayores que la unidad son me-
nores que ellos, y las de los quebrados propios son mayores giie los mis-
mos quebrados.

Porque (/27 = 9, y =

487. Lema. EI cuadrado de todo nimero consta de duplo nimero de

cifras que el mismo 6 una ménos, y el cubo de triplo 6 una 6 dos menos.

Porque el nimero menor de dos cifras que puede considerarse es 10
y 10”_ iQ X 40 = 100, que tiene de cifras una ménos que el duplo
de las de 10; y el menor nimero de tres cifras que puede considerarse,
que es 100, serd 100* = 100 X 100 = 10000; y por lo tanto, el ma-
yor de dos cifras, que es 99, debe tener un cuadrado algo menor que
10000, y por lo tanto de cuatro cifras, que es el duplo de las del 90. Y
analogamente 10®= 1000y 100®= 1000000; luego el cubo de 99 ten-
dré seis cifras, 6 sea el triplo de 99, y 10®cuatro, que es dos ménos del
triplo.

I[F){eciprocamente. La raiz cuadrada de un nimero consta de tantas cifras
como porciones de & dos tenga el nimero, contando como tal una cifra sola
si el numero de ellas es impar; y la raiz cibica de un nimero consta de tan-
tas cifras como porciones de & tres tenga el nimero, contando como tal la de
dos « una que puede haber si eLmhnero de ellas no es multiplo de tres.

Porque si no se ve claramente como verdad reciproca del lema ante-

rior, se considerara que, si por ejemplo, tenemos \/144, como 10*=100
V 100® = 10000y 444 es mayor que 100 y menor que 10000, su raiz
clebe ser mayor de 10 y menor de 100; luego tendra 2 cifras; y deduc-
cion analoga hariamos sobre la raiz cubica.

488. Lema. Los cuadrados de los nueve mimeros digitos son tres di-
gitos y seis compuestos de dos cifras, y sus cubos son dos digitos, dos com-
puestos de dos cifras, y cinco de a tres, corno lo demneslira la Tabla VII.

Reciproco. Raiz cuadrada exacta no la tienen mas que tres nameros
digitos de los nueve que liay, y seis compuestos de & dos cifras de los
noventa que existen. Y raiz clbica exacta solo la tienen dos ndmeros di-
gitos, dos compuestos de dos cifras y cinco de tres.

489. Lema. Ningun cuadrado ni cubo de mimero digito 6 de compues-
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to, terminado en cifra signijicaliva, fuede terminar en 0, y por lo tanto, ha
de $er un numero exacto de unidades simples', entendiéndose que no ha de
carecer de ellas, pues por su grande numero pueden componer decenas
y otras superiores.

Porque para que de dos nimeros terminados en cifra sigmticativa un
producto termine en 0, es menester que uno de los factores termine en 5
y el otro en 2 6 sus multiplos, cosa que no puede pceder en las poten-
cias, porque todos los factores son iguales y terminan en el mismo nu-
mero digito.

Heciproeo. La raiz cuadrada de un namero terminado en 0, o en nu-
mero impar de ceros, 6 la cubica de uno terminado en uno ¢ dos ceros,
6 en ceros en numero que no sea tres ¢ sus multiplos, no puede ser
exacta. Esta verdad se desprende también del lema (482), segin se indi-
co alli, . . e 7 »

490. Lema. EI cuadrado de un decimal, con 6 smenteros, es igual al
cuadrado del mismo considerado como entero, ¢ sea sin el signo decimal, di-
vidido el tal cuadrado por la unidad seguida de duplo nimero de ceros al de
cifras decimales que tenga elpropuesto. Y el cubo sera el del numero conside-
rado como entero, dividiéndolo después por la unidad seguida de triple nime-
ro de ceros que cifras decimales tenga el propuesto.

Porque (03)= 03X 03= 009y = 09y (03}®= 03X 03
o»x3

£ 0 = " . . .

Puede demostrarsg, como teorema, diciendo que en el primer ejemplo, al
considerar el nUmero propuesto como entero, se hace diez veces mayor, y su
cuadrado, compuesto de dos factores iguales, cada uno hecho diez veces mayor,
resullara 40X40 = 400 veces mayor; luego el resultado se debera dividir por
400 para que sea el cuadrado del nimero propuesto. Y analogamente, se demos-
traria lo correspondiente al cubo.

Reciproco. Ln raiz cuadrada de lodo decimal es igual & la raiz del nu-
mero considerado como entero, dividida por la unidad seguida de ceros en
namero ir/ual & la mitad del de cifras decimales que tenga el nimero propues-
to. y la clbicasera la del mimero co7isiderado como entero, y dividida des-
pués por la unidad con cei'os, en iilmero de la tercera parte del de cifras de-
cimales que tuviera el propuesto.

Porque 0,09 = 03. . « - .

Y ademas, porque 9 es cien veces mayor que 0,09, y la faiz de aquel, para
gue sea igual & la de éste, es menester hacerla menor v'400 que es 40 veces.

491. Lema. EI cuadrado de un decimal tiene duplo nimero de cifras
deciiiiales que ¢l y triple el cubo.

Porque la regla de la muUiplicacien de decimales (260) evidencia que el pro-
ducto debe tener tantas cifras decimales como ambos factores juntos; y como el
cuadrado es uu producto de dos factores iguales, tendra doble ndmero de cifras
decimales que uuo de ellos, que es el numero elevado al cuadrado; y como el
cubo resulta de dos multiplicaciones, tendra triple nimero de cifras decimales
mLe el elevado al cubo.

Asi (02)“= 02 X 02= 004y (03®= 03X 03X 03= 0,027.

Reciproco. Por cada dos cifras decimales que tenga tm iitinero, tendra
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una su raiz cuadrada, y una también la raiz cubica por cada tres que tenga el
ndmero propuesto.
Porque si (02)*= 0,0i, y/004 = 02y ™ 0027 = 0,3.

492. Observacion. No se sigue precisamente de la anterior verdad
gue no pueda extraerse la raiz cuadrada de un decimal que no tenga sus
cifras decimales en nimero par, ni la raiz cubica si no tiene tres 6 un
multiplo de tres, pues con ceros & la derecha se puede hacer que un de-
cimal tenga las cifras que se quiera (248).

493. Lema. Todos los nimeros enteros, quebrados ordinarios y deci-
males, tienen potencias exactas.

Porque.todo numero es multiplicable por si mismo, y el producto es en todos
casos exacto.

Reciproco. Todos los nimeros no tienen raiz exacta, y los que la tengan
entera 0 aproximada, diferiran de la verdadera en menos de una unidad sim-
ple 6 decimal, segiin que el nimero que se proponga sea entero 6 decimal.

494, Observacion. No es esta propiedad verdaderamente reciproca
de la anterior, y mas bien es un corolario, por lo directamente que se de-
duce de ella.

En efecto, si inspeccionamos la tabla VII de los cuadrados y cubos de
los nimeros més notables, veremos que, por ejemplo, desde el cuadrado
de 5, que es 9, basta el de 4, que es 46, hay seis nimeros que, no te-
niendo taiz cuadrada exacta, la tendran de raiz entera 5; y esta diferira
evidentemente de la verdadera, ménos de la unidad en que se diferencia
5 de 4. Y lo mismo tratdndose de cubos. Y es también evidente, que si el
cuadrado de 0,5 es 0,09 y el de 0,4 es 0,16, la raiz cuadrada de los ni-
meros intermedios 0,17, 0,18, etc., sera la raiz entera 0,5. y diferira
de la verdadera ménos de im décimo, que es en lo que se diferencia
05de0/4.

495, Corolario. EI residuo de una raiz inexacta vale ménos de la uni-
dad inferior del nimero & quien se extrae, sea entero ¢ sen decimal.

496. Lema. EI cuadrado ¢ el cubo de un quebrado, es igual al cua-
drado 6 cubo respectivamente del numerador, dividido por el cuadrado 6 cuba
del denominador.

T /3\2 3X3 32, /3\3 3.7 3~3 33

Porque — i N 4—4X4 Y (4 4N 4N 4 43

Reciproco. La raiz cuadrada 6 ctbica de un quebrado es igual a la raiz
cuadrada 6 cubica del numerador, dividida por la raiz cuadrada d clbica res-
pectivamente del denominador.

Porquesi (1)’ = fi, y/g= 1 y-3= \/5y 4= VA",

497. Corolario. La raiz de un quebrado que no la tenga exacta en
cualquiera de sus dos términos, no puede ser igual & un quebrado (siem-
pre se entiende ordinario sino se expresa decimal); porque elevado & la
potencia de que se trate, deberia producir aquél de quien fuera raiz, y
los términos de éste serian potencias exactas de aquel (405), y por lo



tanto tendrian raiz exacta,* lo que es contra lo supuesto.”Eslo es, que

sjy. no puede ser, por ejemplo, porque entonces (j) deberia dar
g = y 15 seria cuadrado de 4, lo que es contra la hipotesis.
498. Lema. EI cuadrado 6 cubo de un ndmero mixto es igual al

cuadrado 6 cubo respectivamente del numerador del quebrado impropio d que
pueda reducirse el mixto, dividido por el cuadrado 6 cubo del denominador.

, A 2 ANN3X5
Porque (5 =3 X 5i = X
17Xi7 n2
5X5 5.

Reciproco. Laraizdeun numero mixto es igual & la raiz del mismo
grado del numerador del quebrado impropio & que puede reducirse, dividida
por la raiz del denominador.

. Porquev/'d =\ / ~ = \/f= ~("S6)-

499. Lema. EI cuadrado 6 cubo de un nimero compuesto de factores,
es igual al producto de los cuadrados 6 cubos respectivamente de los mismos.
Porque (3Xi)" = (3X4)X(3X4) = 3X.4X3X4=3X3X4X4 =

3* X 4B pues ni los paréntesis hacen falta cuando lo que contiene son factores,
y no cabe confusion, ni después el alterar el orden de los factores puede iniluir
en el valor del producto 1349).

Reciproco. La raiz de un nimero, compuesto do factores, esigual al pro-
ducto de las raices de los mismos.

_Porquesi (6X Af = r-x.4n = 5x4y5 = \/Fy4 =
\/A\
500. Observacién. No se cofifunda la verdad del lema anterior sobre un na-

mero compuesto de factores, con el teorema que después sabremos sobre un
compuesto de sumandos.

ARTICULO III.

TEOREMAS SOBRE LAS POTENCIAS Y RAICES.

501. Teorema. EI cuadrado de un nimero compuesto de dos suman-
dos {que por cualquier motivo no se puedan é quieran reunir), es igual al
cuadrado del primer sumando, mas el duplo del primero multiplicado por el
segundo, mas el cuadrado del segundo.

Demostracion.  Si tenemos (7 -h 8)% que es ciertamente igual a Io- =
15x15 = 225, y sin reunir los sumandos queremos elevarlos al cua-
drado, sera (7 -f- 8®= (7 -f- 8 x (7 -f- 8).

Y evidentemente podremos realizar esta multiplicacion nmlliplican-
do primeramente todo el primer factor por una parte del segundo, y nos
dara un producto parcial; y multiplicado después todo el mismo primer
factor por la otra parte del otro, nos dara otro producto parcial, que su-
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mado con el anterior formara el producto total, 6 sea el cuadrado de-

seado.

Pero 74-8 X 7=: [7x 7-F-BX 7

Yy 7+ 89 X 8=i7 X 94- BX 9

luego (74-8 X (7 4-8= (@TX 74-8X 7N4- (7X 84-8X 9

ycomo7X 7= 7'y B8X 74-({7TX 8= 2X T7X 8y (@BX 8 8
sera (74-8 = ™®4-(2X 7 x 8§ 4-8"
Luego el teorema queda demostrado.

502. Corolario. Como todo nimero de dos 6 mas cifras, por grande
guesea, puede considerarse compuesto de dos sumandos, uno de decenas
y otro de unidades simples, pues 54 = 504- 4,y 545 = 340 4- 5, 6 sean
84 decenas y 4 unidades, se podré decir que el cuadrado de un ndmero
compuesto de decenas y unidades es igual al cuadrado de las decenas, mas el
duplo de las decenas multiplicado por las unidades, mas el cuadrado de las
unidades.

503. lleciproco.. Todo nimero, pudiendo considerarse compuesto del
cuadrado de su raiz, si ésta tiene dos sumandos, se compondra aquél del cua-
drado del primero, mas el duplo del primero por el segundo, mas el cuadrado
del segundo, mas el residuo, si el nmero propuesto no fuese wi cuadrado per-
fecto.

Porque en efecto = 7 y 2de residuo, porque 7x 7= 49y
51 — 49 = 2; pero si 7 se descompone en dos sumandos 5 4 -4, como
(3 4- 4% por lo demostrado antes es igual 4 5“4 -2x3x44-4® =
49, sera 51 = 3®4-2x (Bx 4) 4- 4»4- 2.

504. Corolario. Como toda raiz de mas de una cifra puede consi-
derarse compuesta de dos sumandos, uno de decenas y otro de unidades,
todo nimero podra considerarse compuesto del cuadrado de las decenas de su
raiz, mas el duplo de las decenas por las unidades de su misma raiz, mas el
cuadrado de las unidades de ella y el ?esiduo si lo hubiere.

505. Escolio. EIl duplo de las decenas, multiplicado por las unida-
des, es un namero exacto de decenas, 6 sea un nimero en el que no hay
unidades simples, aunque por ser muchas las decenas compongan algu-
nas centenas 6 unidades superiores; porque el menor nimero de dece-
nas, que es 1 = 10, duplicado da 20, y 20, multiplicado por cualquier
ndmero de unidades, dard un ndmero terminado en 0, 6 sea sin unida-
des. En cuanto al cuadrado de decenas, ya sabemos (106) que ha de ser
un namero exacto de centenas; porque 10®= 100 y O®x 8100. Y sa-
bemos también (489) que el cuadrado de unidades es un nimero justo de
unidades que compondran algunas unidades superiores, pero que no pue-
de terininar en 0.

506. _ Teorema. B cubo de %n nimero compuesto de dos sumandos (que por
cualquier motivo no se pueden 6 no se quieren reunir), se compone del cubo del
primer sumando, mas el triplo del cuadrado delprimero, multiplicado por el se-
gundo, mas el triplo del primero, multiplicado por el cuadrado del segundo, mas
el cubo del segundo.

Demostracion. Si tenemos (7 8 que es ciertamente igual a 48®= 15 x
15X 15= 3375, y sin reunir los sumandos queremos elevarlos al cubo, sera
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50y. Oirofariu rfprenas V unidades, todo numeropodra consxde-
compuesta /i i« rah, més el triplo del cuadrado de
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fulernurer?, 'stem™-e darrfn Sm eti Terminado en dos ceros; y lo mismo

®“rertrmlfaeMas t “ enl\rm®2Ip P»r el cuadrado de las unidades
dara siempre un numero exacto de decenas, pues 3X"0 = 30, que multip icado
pSrVSa 3o0!'V9decenas dara 990 X 3= 7970, que multiplicado por cualquier
SLero de unidades, dara siempre un nimero terminado f  oero-

En cuanto al cubo de las decenas, sabemos {i0O6} que debe ser un n
exacto de millares, porque el niumero de decenas acabaia en un cero,y cu

~NiSauiabem 6sVf el cubo de unidades es un numero exacto de unida-
des, 6 sea que no concluira en 0 (489).
511 Teorema. Los cuadrados de dos nimeros que difieren entre si
en una unidad, diferiran en el duplo del menor xiilmero,mas i.
Esto es, que 6 que diliere de 5 en una niiKiad, G sera mayor que o

N

Demoslrncio%. Si descomponemos el 6 en dos sumandos 5y 1, ten-
dremos, por lo demostrado (504), (5-1- )* = B®-h 2 J
& cuyos dos miembros, si le restamos 5®dara evidentemente (o -f-
5" = 2X 5-4 4, que es lo que dice el enunciado del teorema.

512. Reciproco. La raiz cuadrada dé un nimero es menor que la de
eiro enunaunidad, si el primero difiere del segundo en el duplo de este, tnas 1.

Torque 6, raiz cladfada de 3G, diliere de 5, raiz cuadrada de-

i
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25, en 1, pues 56 — 25= [1=2x5-f- 1, segin lo demostrado.
513. Corolario. EI residuo de la raiz cuadrada entera de uuniimero
que no la tenga exacta, debe sien”pre ser menor que el duplo de la raiz entera
més uno. Pues el residuo de la raiz de un numero es igual a éste menos

el cuadrado de su raiz entera, y por lo tanto si \/55 = 5-1- residuo 10,
sera10= 55— 5®)y como por el teorema anterior 2x 5H- 1= 6®— 5®))
tendremos dos igualdades, en cuyos segundos miembros hay un sustraen-
do igual 5® por lo que si el minuendo 55 del uno fuese igual al 8® del
otro, evidentemente los segundos miembros serian iguales entre si, y
consiguientemente los primeros miembros. Pero 8®tiene que ser mayor
que 55, pues si fuera igual 6 menor, en lugar de la raiz entera 5 se hu-
biese puesto G; luego el segundo miembro de la segunda igualdad sera
mayor que el segundo de la primera, y consiguientemente 10<;2
X5-1-1.

514. Teorema. Los cubos de dos nimeros que difieren en una unidad™
diferiran en el triplo del cuadrado del menor, mas su mismo triplo, mas 1.

Esto es, que 6, que difiere de 5en i, serd& B® mayor que en 3X ®
3X 3 1
( Dem)ostracién. Si descomponemos el 6 en dos sumandos b v -, tendremos,,
por lo demostrado (506), (b-t- Da= 5 @BX 3®X -t BX 33X 1+ I®
a cuyos dos miembros, si le restamos 5* dara evidentemente (514 1)* — 53 =
BX 3+ (83X 3) C quees loque dice el enunciado del teorema.

515. Reciprocamente. Za raiz cubica de un nimero es mayor que la de otro
en una unidad, si el primero dijiere del segundo en el triplo del cuadrado de éste,

mas su mismo triplo, mas \.
Porque 6, raiz cubica do 316, difiere de b, raiz clbica de 12b, en 1, pues

216 —125= 0L = 3X 3®)-1- 83X 5) 4- 1, por lo demostrado.

516' Corolario. E | residuo de la raiz cubica de un nimero que no la tenga
exacta, debe siempre ser menor que el triplo del cuadrado de su raiz, mas el triplo
de la misma, mas 1. Pues el residuo de la raiz ctbica de un ndmero es igual al

mismo nimero menos el cubo de su raiz (47.1); y porlo tanto, si tenemos v214= 5
y 89 de residuo, serd 89 =214 — b*, y como por el teorema anterior (3X 38 4
BX 3 -i- 1= 6~— 5® tendremos dos igualdades, cuyos segundos miembros
tienen un sustraendo igual b® por lo que si tos minuendos 214 y 6* fueran igua-
les, los tales miembros también lo serian, y consiguientemente iguales entre si
los primeros; pero 214 tiene que ser menor que 8®) pues si fuera igual 6 mayor,
la raiz entera no hubiera sido 5 sino 6; y siendo 214 menor que 6% todo el se-
gundo miembro de la primera igualdad serd menor que el de la segunda, y con-
siguientemente el primer miembro de la primera menor que el de la segunda;
luego el residuo 89 < (33X 89 -t- BX 3 H-1

517. Teorema. ln decimal, con ¢sin enteros, y lo mismo un quebra-
do ordinario (porque puede reducirse & decimal), elevado al cuadrado 6 al
cubo, no puede producir un nimero entero.

Demostracién.  Como ni cl cuadrado ni el cubo de ningim ndmero di-
gito puede lerminar en 0{489), debiéndose cuadrar 6 cubicarla cifra de
unidades inferiores del decimal para cuadrar o cubicar todo el nimero,
y no pudiendo tal cifra ser 0, porque a la derecha del decimal no tendra
valor ninguno, siempre resultara alguna cifra significativa decimal en el
cuadrado o cubo, y éste, por lo tanto, no podra ser entero. Y en efecto,.
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6,5f= 55x 55= 1225y (©,1¥= 0,1 x 01 = 0,02. Luego el
teorema es general y queda demoslraclo. '

518 Reciproco La raiz cuadrada 6 cubica de un numero entero no
puede ser un quebrado ordinario, ni decimal, pues cuadrado ¢ cubicado debe-
ria producir el entero propuesto contra el teorema directo.

519 Corolario EI residuo de la raiz cuadrada o cubica de un nume-
ro entero 6 quebrado’ordinario, decimal 6 mixto, no puede expresarse exac-
tamente por un quebrado ordinario, ni decimal, y es, por lo tanto, incon-

""ADemosiracion. Aunque esta verdad se deduce del teorema anterior, por
su grande importancia exige una completa y detallada demostracion co-
mo si se tratase de un teorema. e i »
Diremos, pues, que si suponemos que un decima exprese exactamente
el residuo de una raiz, tendriamos que uniendo tal decimal con la raiz
entera v elevando la suma al cuadrado 6 cubo, deberia dar el numero a
ciiiien se extrajo la raiz, si el Inl nUmero lo suponemos entero; lo que,
por el teorema anterior, veremos que es absurdo. Si suponemos que el
namero de quien se extrae la raiz sea decimal (y lo mismo
ordinario que puede reducirse & decimal), como la raiz de un decimal es
la misma que la del mismo considerado como entero, aunque dividida
por la unidad seguida de ceros (485), tropezanamos con el absur-
do- 6 mas exactamente, tendriamos un quebrado de raiz, cuyos dos tér-
minos no serian ambos mices exactas del propuesto,j todo el quebrado
no podria, por lo tanto, representar la raiz exacta o completada con el
residuo del nimero propuesto.

—1V9dcre<liduo, Y que éste pueda valer ¢ ser representado
por% reVii"lj*aTaKm fcy deUa ser igual a el teorenaa

antcrioi es absurdo. Si suponemos que el 34seaun decimal 0,34 1, Su raiz seria;; (49).y un re-

3 5 3_ 8
siduo de 9raye suponiendo valiese 4 03= . tendriamos por raiz completa - t-~ = CWO

quebrado paraque sea la raiz completa de 0,3i, uecesilaria tener sus dos térmioos raices exactas de
los del —  pero aunque el denominador lo es, el numerador 8 no'puede serlo. pues si 8 fuera raiz

un entero.
520 Escolio. Como complemento al importante corolario anterior,

V como conclusién de lo dicho sobre las propiedades de las potencias y
raices diremos que el residuo de una raiz se puede aproximar por deci-
males’ como se vera en seguida; pero el decimal que produzca, no so o
no serd exacto como va demostrado, pero m tampoco periédico; pues la
periodicidad de los decimales nace de la igualdad de divisor que es el
denominador del quebrado generador (440), y en a exlraccion de las rai-
ces, como veremos, el divisor que sirve para hallar cada cifra de la raiz

es lgg propiedades de las potencias y raices
que hemos visto invariables o seniejanles (tratese del cuadrado 6 del
cubo y las raices respectivas), convienen también a otras potencias y
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Otras raices, no habiéndonos referido a ellas, porque s6lo se usa la ope-
racion de extraer la raiz cuadrada y algo la cubica, extrayéndose las de-
mas muy facilmente por logaritmos.

CAPITULO VIII.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

522. Extraer la raiz cuadrada de un numero Sabemos (471) es cie-
ierminar el valor de otro que multiplicado por si mismo produzca el dado, ¢
tin poco menos, si no fuese éste un cuadrado perfecto. O lo que es lo mismo,
éetehni%ar el nimero cuyo cuadrado es el mayor de los contenidos en el pro-
puesto.

523. EIl problema general de la extraccion de raices se divide en dos
también generales: extraer la raiz de un nimero entero y extraerla de
un quebrado; pero como cada uno de ellos se subdivide en tres por las
diferentes clases de enteros que exijen procedimiento distinto, y las dife-
rentes clases de quebrados que pueden considerarse incluyendo los de-
cimales, y la aproximacién de un residuo, que valiendo ménos de la uni-
dad, puede considerarse como un quebrado, pues es un decimal, aunque
inconmensurable, consideraremos seis divisiones del problema general,
porque cada una tiene su correspondiente re”la, y seran las siguientes:

1.“ Extraer laraiz cuadrada de un entero compuesto de una ¢ dos ci-
fras. 2." Extraer la de un entero compuesto de tres 6 cuatro cifras. 3.“ Ex-
traerla de un entero compuesto de cinco 6 mas cifras. 4.“ Extraerla de
un decimal con ¢ sin enteros. 5." Extraerla de un quebrado ordinario
propio 6 impropio (6 sea mixto). Y 6.“ Aproximar por decimales cual-
quier residuo de la extraccion de la raiz de un entero 6 de un quebrado
de cualquiera clase.

ARTICULO 1I.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA DE UN ENTERO COMPUESTO DE UNA O
DOS CIFRAS.

524. Regla. Para extraer la raiz cuadrada de un entero compuesto
de una ¢ dos cifras, no hay mas que determinar de memoria qué ndmero



multiplicado por si mismo produce el propuesto, 6 un poco mmos si no hubiese
ninguno que lo produjese igual, en cuyo caso la diferencia entre el cuadrado
del nimero hallado como rais y el propuesto sera el residuo; gue se podra
aproximar por decimales {segun veremos en el ultimo articulo de este ca-
uituloi pero cuyo valor siempre serd menor de la unidad; residuo que se co-
nocera que es legitimo si es menor que el duplo dé la raiz mas 1, pues si es
mayor, es sefial ‘de que la raiz hallada es menor de lo que debe ser, y debera

Ejemplos. 1% v/973 2" v/sT”™ 3« V8 = 8y 16de residuo

Demostracion. No es susceptible de ella esta regla, porque se funda
claramente en las deilniciones de la raiz y de la potencia.

525 Escolio La prueba de la extraccion de raiz es elevar al cua-
drado la raiz hallada y ver si da un numero igual al propuesto, 6 difi-
riendo de él por defecto una cantidad igual al residuo, eii el caso que lo
hubiere por no ser el nUmero dado un cuadrado perfecto.

ARTICULO I11.

EXTRACCION DE LA RAIz CUADRADA DIi UN NUMERO ENTERO, COMPUESTO
DE TRES O CUATRO CIFRAS.

526 Re*Ma Para extraer laraiz cuadrada de un nimero entero, com-
puesto de tresno cuatro cifras (Ia que deberda tener precisamente dos, 6 sean
decenas y unidades), se procedera primeramente a determinar la cifra de las
decenas. Para ello se separaran con un punto las decenas y las unidades del
ndmero propuesto, y con las restantes (0 con la otra si fuesen tres), consirfe-
radas como si estuviesen solas, se vera qué nimero forman, y se extraera la
raiz cuadrada de él por la regia anterior, y el resultado sera la cifra de las
decenas que se desea 6 busca. En seguida se restara su cuadi'ado del numero
que sirvio para producirla, y al resto se le pondran & la derecha las dos ci-
fras del nimero propuesto de las decenas y las unidades; y separando esta ul-
tima con un punto, con las restantes, como si estuviesen_solas, se vera que nu-
mero forman, y se dividira por el duplo de las decenas halladas, y el cociente
seré probablemente la cifra de las unidades de la raiz que se busca. Para
comprobarla, se pondra a la derecha del duplo de las decenas halladas, y el
nlimero que compongan se multiplicara por la misma cifra que se comprueba,
V se verd si el producto cabe en todo el nimero formado por el primor resto y
las cifras de las decenas y unidades del nimero propuesto. Si no cabe, sera
sefial de que la cifra que se ensaya es mayor de lo que debe ser y se corregira
y si cabe, pero el resto 6 diferencia es igual o mayor que el duplo de todala
raiz hallada, mas i, incluso la cifra deunidades que se comprueba, sera sefial
de que ésta es menor de lo que debe ser, y se enmendara cofrespomheniemenle.
Una vez comprobada la cifra hallada para las unidades dota raiz, se tendra
estacompleta y €xacta, s entera con el correspondiente residuo.

Si al determinarlas unidades,’ el nUmero que debe servir de dividendo
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es menor que el duplo de las decenas, es sefial de que es O la cifra de las
unidades de la raiz.

Ejemplos.
i: \V784= 28 2« \/7145= 84
584 49X 9 745 163X 5
00 48 X 8 89 164X 4

prueba (48*= 48X 48= 784 prueba (84X 84)- 89= 7145

Explicacion. En el primer ejemplo, separamos flesde luego con un punto 84, y buscamos la raii
«uadrada de 7 y hallamos 3, porque 8x ' 3=: 9, y pusimos 3 para decenas de la rajz. Cuadramos el 2,
y su cuadrado 4 lo restamos del 7, y nos dié de resto 3 que, con las decenas y unidades del numero

ropuesto, nos formd el de 384. Separamos sus unidades, y dividimos ngmrlei duplo de 2, que es 4,

‘el cociente 9 ensa(?/amos 4 ver si era la cifra de las unidades de la raiz. Para ello lo escribimos a la

erecba del duplo de las decenas 4, y nos formé 49, que multiplicamos por el mismo 9y de
restarde 384; pero viendo que ésté era menor que el producto que le Ibamos restando, conoci-
inos que las unidades de la raiz eran en menor numero que 9, por lo que tachamos las cifras que es-
cribimos para su ensayo, y lo hicimos con 8que, comprobaday hallada ser la que se deseaba, nos
di6 la raiz exacta 28, que,en efecto, cuadrada, didcn la prueba 784, .

En el segundo ejemplo, obramos de una manera analoga, sa‘cando primero la raiz de 74, que nos
di6 8 para decenas de la que buscdbamos, ensayando después el 3 para cifra de las unidades, y
viendo que el resto 256 era mayor que el dtg)lo do 84 -i- 4, conocimos que las unidades de la raiz de-
bian ser mas de3dy pusimos 4, que, ensayado y hallado ser el nimero conveniente, nos di6 la raiz
entera 84, con 89 de residuo.

527. Demoslracion. Como todo numero puede considerarse com-
puesto, exacta o proximaménLe, del cuadi'ado de su raiz (501) y la del
namero dado (contrayéndonos al ejemplo i.° anterior para fijar las ideas),
debia tener decenas y unidades (487), podiamos considerarlo compuesto
del cuadrado de las decenas de su raiz, més el duplo de las decenas por
las unidades, més el cuadrado de las unidades y acaso un residuo; y para
hallar tal raiz debiamos proceder por buscar primero las decenas, por
razones analogas a las que obran para empezar la division por las unida-
des superiores. Y dijimos que como el cuadrado de decenas debe ser
un ndmero exacto de centenas (505), en las centenas y unidades supe-
riores del nimero propuesto debia estar incluido (6 considerarse asi), el
cuadrado de las decenas de la raiz que buscadbamos, aunque también hu-
biese algunas centenas y unidades superiores provinientes del duplo de
las decenas por las unidades, y por lo que separamos con un punto las
decenas y las unidades. Extrajimos, pues, la raiz cuadrada de 7 por la
regla correspondiente (524), y nos di6 2. Esta cifra, no solo era la raiz
cuadrada de 7, sino las decenas de la raiz cuadrada de lodo el nimero
propneslo, pues si estas fueran 3, como 5 decenas (= 50) cuadradas dan
9 centenas (=900), no podian estar contenidas en 7 centenas del niume-
ro d?do. Tampoco podia ser 1 la cifra de las decenas de la raiz, pues
aunque luego las unidades simples que se bailasen fueren en el mayor
namero posible, por ejemplo 9, tendriamos que 19 seria la raiz de lodo
el nimero propuesto, lo que es absurdo, porque acabadbamos de ver que
la raiz de solo 7 centenas (= 700), es 2 decenas (= 20), y una parle dél
ndmero dado no podia tener mayor raiz que el lodo. Luego 2 no sélo es
la i'aiz de 7, sino las decenas de la raiz de lodo el nimero propuesto.
Hallamos su cuadrado y lo restamos de las centenas del nimero dado,
porque lo mismo es restar 2 = 4 de 7, que (20)*= 200 de 700. Y
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nos did 5 de resto, que indudablemente eran centenas. Afiadirnosles &
ellas las decenas y las unidades del nimero dado, y a («le lo ha-
biamos restado el cuadrado de las decenas de su raiz, en o U debia que-
dar el duplo de las decenas por las unidades, el cuadrado de éstas y aca-
so un residuo. Para hallar, pues, las decenas, dijimos (6 pudimos decir
prescindiendo de la regla), como el duplo de las decenas por unidades es
un namero exacto de decenas; en 58 decenas dehia estar dicho duplo de
decenas por unidades, aunque hubiese algunas proviniendo del cuadrado
de las unidades; luego si dividiarnos ese producto 58 por uno de los fac-
tores que lo componen, 4, duplo de decenas, nos debia dar por cociente
la cifra de las unidades de la raiz que buscabamos, probablemente y no
seguramente, porque 58 decenas lo consideramos producto délas decenas
por las unidades de la raiz, y ya hemos dicho que podria haber algunas pro-
vinientes del cuadrado délas unidades. Se paramos, pues, con un pmilo las
4 unidades y dividimos la® 58 decenas por las 4, duplo,de las halladas,
y como 58 -4 = 9; porque 580 i 40 = 0, dijimos que 9 serian proba-
blemente las unidades de la raiz. Para ver si realmente lo eran temamos
que ver si en todo el nimero 584 cabia el producto del duplo de las de-
cenas halladas por las unidades que acababamos de encontrar, mas su
cuadrado; pero en vez de decir 40 (duplo de las decenas halladas) miillipli-
cado por 9 (unidades que ensayabamos), mas 9* (cuadrado de elbs), diji-
mos 49 X 9 (pues(40x 9)-h &= (40x 9)-f-(Ox 9= (40-t-9X 9=
49 X 9) y como vimos que resultaba un nimero mayor que 384, cono-
cimos que las unidades de la raiz debian ser ménos de 9. Pusimos 8, y
repetido el ensayo, nos dio O de resto, sefial que 58 era la raiz exacta del
ndmerg propuesto. . f i i
Coiilrayeéndonos al segundo ejemplo para demostrar la parle de ia re-
gla referente & la legitimidad del residuo ¢ de los restos, vemos que al
ensayar la cifra 4 de las unidades de la raiz, nos di6 un producto cuya
diferencia con 745 erade25G, que por ser mayor que 2 X 84+ 1 (515),
nos hizo comprender que las unidades de la raiz eran mas de 3, y halla-
mos efectivamente, que eran 4, y la total 84 con 89 de residuo, legitimo
por ser menor que 2x 84+ 1.Y como lodo cnanto hemos practicado
en ambos ejemplos y hemos demostrado, pudimos ejecutar sin racioci-
nar de esa manera, y solo sujetdndonos a la regla, esta queda demos-

trada.

ARTICULO 1V.

EXTRA.CCION DE LA. RAiZ CUADRADA DE UN ENTERO DE MAS DE CUATRO
CIFRAS.

528 Re”a Para extraer laraiz cuadrada de un ndmero de més de
cuatro cifras” dividase desde luego en porciones de a dos, empezando por la
derecha, y sin reparar en que la Ultima de la izquierda sea de una cifra sola.
Considérense las dos porciones de la izquierda como si estuviesen solas, y ex-
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traimse m raiz cuadrada por la regla dd articulo anterior, y se tendran dos
cifras para laraiz. Considérese en secjuida el numero propueslo como si se
compusiera de tres porciones, y las dos cifras halladas para la raiz, como de-
cenas de la misma, Lyas unidades se determinaran con la terceraporcién umda
al resto si lo hubiere en la anterior operacion. Obrese analogamente con otras
porciones del mimero propuesto si luciese mas de tres, mia haber sacado poi
lada una una cifra pam la raiz, y se tendra la total del numero dado
529. Observacion. Analogamente <4 lo que se pievino en la re® a

del articulo anterior {5261, si algun nimero que debe servir de dividendo
para hallar una cifra de la raiz fuese menor que el duplo de las unidades
Lperiores antes halladas, que debe servir de divisor, es sefial de que la
cif?rrorresi)ondiente de la raiz es 0, y todo el resto que no ha podido
servir de dividendo unido & otra porcion si la hubiere, servira paia hallar
otra cifra de las varias que puede tener la raiz.

Ejemplos, i*» v\784.45 280 \Z774.4455.62 5132?1 .
30045 50X 0 83(35.72 1685 X o
prueba 280*-i- 45= 78445 prueba 845*-i- 537= 714562

L, L nr. ci nrimpr eiemolo dividimos el nimero dado en tres
Explicacion. Con sujecién a la regla, en , Pjg"®~f;rda%allamos su raiz cuadrada 28 por la

PS4 SAERED, TR, BT SRR consiceramos lodo el niyeio dady

tuvimos por raiz total 280, X manera andloga, exlravendo la rafz cuadrada de 7145,y
halfald B9 CIETRIGLPRN 0162 como 1as JEGERS 08 1a raiz de todo el nimer bropugste nae
Tirtota™ To”lolInfo, 81.700" « ?esiduo de 537 legitimo, por ser menor que 845, y con mas razén
nue el duplo de este nimero, més 1 _ . o
530. Demostracion.  Refiriéndonos al ejemplo primero de los ante-

riores, hemos hallado la raiz cuadrada de 784 por la regla corres-
pondiente 520) ya demostrada. Después, como el numero dado debia
tener por raiz uno de tres cifras (487), 28, raiz cuadrada »le 784,
debia Uidenlemente ser considerada como las decenas de la laiz del
namero propuesto, cuyas unidades Unicamente tuvimos que buscar por
la re-la iue demostrainos. Para hallarlas dijimos que como el cuadrado
de 28 se\abia restado en dos veces del84, el resto del total, que en es-
te caso erasulo 45, debia contener el duplo de las decenas de la raiz 28,
multiplicado por las unidades de la misma raiz, mas el cuadrado de es-
tas, y mas el residuo si lo hubiere. Y como el duplo de decenas pot uni-
dades debe ser mi nimero completo de decenas, separamos las 5 unida-
des Y eii las 4 decenas debian estar los dos factores diip o de decenasy
unidades. Liieixo dividiendo 4 decenas por 50 decenas duplo de a8  ha-
lladas, nos debia dar las unidades que buscdbamos, o una cura poco
diferente a ellas, porque en 4 decenas podia haber alguna proviniente
del cuadrado de unidades. Dividimos, pues, 4 por 56; pero como el di-
videndo era menor que el divisor, correspondia O al cociente, de lo que
deduiimos ffue la cifra de las unidades de la raiz que buscabamos era U,
pues no podia ser mayor, porcine 1 daria al comprobarla como producto
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del duplo de decenas por unidades mas ei cuadrado de estos 561 x 1=
561, que no cabe en 45. Siendo, pues, 0 las unidades de la raiz, todas
las 45 debian ser el residuo, legitimo efectivamente, porque es menor que
280, y por consiguiente mucho menor que su duplo, mas 1.

I)e una manera anéloga procedimos en el segundo ejemplo, y si en
cualquiera de ellos el nimero de porciones hubiera sido mayor, después
de halladas las tres cifras de la raiz, el nmero que compusiesen lo coii-
siderariaraos como decenas de la raiz total, y buscariamos las unidades,
como va dicho, por la regla que queda demostrada.

ARTICULO V.
EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA DE UN DECIMAL.

531. Regla. Para extraer la raiz cuadrada de un decimal propio 6
impropio (con enteros), se hace primeramente que el nimero de sus cifras de-
cimales sea par, afiadiendo un cero & laderecha si fuera impai'. Se desatiende
en seguida el signo decimal, y del iimero que resulte como entero se extrae
la rais cuadrada por laregla de los articulos anteriores que le corresponda,
segun su numero de cifras; y & la raiz que resulte se le separan con el signo
decimal una cifra por cada dos que tuviera el decimal propuesto, y se tendra
su raiz exacta 6 con residuo que sera de las unidades inferiores del numero da-
do; y también se podréa poner el signo decimal tan luego como se considere del
numero propuesto alguna cifra decimal.

Ejemplos. Vo0,7 84 = 0,388 2® \] 784= 28
7840 88 784 28
1440 384 4gx 8
96 168X8 “00

prueba (0,88)* 0,0096 = 0,784 prueba (2,8) = 7,84

Explicacion. Con sujecién & la regla, como el decimal propuesto tenia sus cifras decimales en
namero impar, le afiadimos un cero;dy desatendiendo después el signo decimal, nos resultod 7840,
cuya raiz cuadrada fué 8S; &ero como debia tener dos cifras decimales, ptisimos 0,83 segun la reglé,
U or lo mismo el residuo 9S debia ser milésimos y diezmilésinios, pues que las unidades inferiores

niimero propuesto eran diezmilésimos, pues es en realidad 0,7840. N

En el ejemplo segundo, teniendo el numero propuesto sus cifras decimales en miniero par, des-
atendimos el signo decimal, y bailamos ia raiz cuadrada de 784, que fué 28, y como debia tener una
cifra decimal, pusimos 2,8 raiz exacta, porque no hubo residuo; probando no haber error en ambas
operaciones, cuadrando los resultados que dieron los niUmeros propuestos.

532. Demostracion.  Se hace que el nimero de cifras decimales sea
namero par, porque ningun cuadrado de un decimal puede tenerlas en
namero impar (260); y como la raiz de todo decimal, propio 6 impropio,
dehe ser decimal y no entero (518), cualquier nimero decimal que ten-
ga impares sus cifras decimales no sera iin cuadrado perfecto, y el exceso
que sobre el tenga le hard aparecer con cifras decimales impares por la
supresion del cero a la derecha, que es inatil en los deciniales. Asi en el
ejemplo primero anterior, los 0,0096 milésimos que resultan de residuo,
es el exce«o que 0,784 tiene sobre el mayor cuadrado que contiene, que
es 0,7744.Y en efecto, 0,784~ 0,0096 = 0,7744, cuya raiz cuadrada
exacta es 0,88; y el aparecer con tres cifras decimales es evidentemente
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a causa de ese exceso dicho, pues 0,7744 + 0,0096 = 0,7840, cuyo ul-
limo cero por inatil se suprime en los decimales y se necesita para la ex-
traccion de la raiz cuadrada, O que, por otra parte, no hace variar el va-
lor del decimal. TI .
Después al suprimir el signo decimal, se hace en dicho ejemplo eI
nimero dado 10,000 veces mayor (250), y la raiz que resulte debe ser
100 veces mayor de lo conveniente, porque ~10000 = Y
100 veces menor separando dos cifras con el signo decimal (;50).

Y analogamente, en el segundo ejemplo, la supresion del signo deci-
mal hace 100 veces mayor el nimero propuesto; luego la raiz resultara
10 veces mayor de lo que debe, y se le hara 10 veces menor con poner el
signo decimal antes de la Gltima cifra de la derecha.

Y como lo mismo se demostraria en otro cualquier ejemplo en el que
se operase segun la regla, esta es general y queda demostrada.

Escolio. Si el decimal es periédico, por ahora sélo diremos que se sacan de
raiz tantos decimales como convenga segun el problema, y duplo numero por
lo tanto se toman en cuenta del decimal periddico propuesto.

articulo vi.
KXTRA.CCION DE LA. RAiZ CUADRADA DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS.

533 Refala. Para extraer la raiz cuadrada de un quebrado propio 6
impropio (6 un mixto que equivale & un impropio), se ve si numerador y
denominador la tienen exacta, simplificandolo si es preciso, y se les extrae
ese caso, Yy el quebrado resultante serd ia raiz deseada. Poro si alguno de los
dos términos no tiene raiz exacta, aun después de simj)lificado, se convierte el
guebrado en decimal, y se obra segun la regla del articulo anterior.

Ejemplos.
v/| =1 \/i=\/?=7
prueba T * prueba = g =73
40
30 = = | = palk
v 75 [
prueba @ J = f = 5] raiz 21y residuo 3%
prueba (21)*= 441y 4,41+0,34 = 475

Explicacion.

En el primer ejemplo, & primera vista se halla que los dos It*rminos del quebrado
.son cuadrados perfectos, por lo que se les extrajo la raiz cuadrada, hallando y por resultado.
En el segundo ejemplo, el quebrado %, no tenia sus dos términos cuadrados perfectos, pero sim-

pliHcado, di6 y4 cuya raiz cuadrada es y~.

En el tercer ejemplo, reducido el mixto & quebrado impropio, se vi6 que sus términos eran cua-
drados perfectos, por lo que se hallé 2y .

Y en el ejemplo cuarto, como los dos términos del quebrado y no eran .cuadrados perfectos, se
redujo & decimal, y se hall6 por raiz 2,1, con residuo de 0,34.
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534. Demostracion. Que la raiz cuadrada de un quebrado es igual
& la raiz del numerador dividida por la del denominador, estd demostra-
do (496). Que un quebrado cuyos dos términos no son cuadrados perfec-
tos, no es tampoco cuadrado perfecto, también estd demostrado (497).
Que un quebrado puede reducirse a decimal, demostrado esta también,
y la regla para extraer la raiz cuadrada de un decimal se acaba de de-
mostrar en el articulo anterior; luego la regla para extraer la raiz cua-
drada de los quebrados ordinarios que se acaba de ver y aplicar a diferen-
tes ejemplos, es general y queda demostrada.

ARTICULO VIL

APROXIMACION POR DECIMALES DEL RESIDUO DE UNA RAIZ

535. Regla. Para aproximar por decimales el residuo provinienle de
la extraccion de la raiz cuadrada de un entero 6 un decimal, se le afiaden a
tal residuo dos ceros & la dereciia, y separando con un punto uno, el nimo'O
formado por el otroy el residuo se divide por el duplo de la raiz entera, cuyo
cociente sera otra nueva cifra para la raiz, 5 después de ensayada como se
ensaya toda cifra de unidades de una redz, se ve que es la corréspondiente. Y
su especie 0 clase serd la de unidades inmediatas inferiores & las de la dltima
cifra de la raiz entera antes hallada, 6 correspondiente al residuo que se quie-
re aproximar. En seguida, al residuo que resulte de esta operacion se te afia-
dirén oiros dos ceros; y como con los dos afiadidos antes, se buscara otra cifra
para laraiz, y asi se continuara hasta tener una raiz cuyas unidades decima-

les inferiores sean todo lo pequefas que se quieran; pei'o nunca se hallara raiz
exacta ni aun con un decimal periodico.

Slemplos. 1% V7145 84,52 2® V/475 2,179
745 164 x 4 75 a4 X 1
8900 1685 x 5 3100 427 X 7
47500 16902 X 2 41100 4349 X 9
13696 1959
prueba (84,52)* = 71436304 prueba (2,179)* = 4,748041
y 7143,63040+ 13696 ='7145 y 4,748041 +0,001959 = 475.

Explicacion. En el ejemplo primero, al nimero entero 7U5 se le exIrnjo la rafi cuadrada por la
regla correspondiente, y se hallo 84 con un residuo de 89, al que, segln ia” regla anterior, se le alia-
dieron dos ceros; y separando con un punto el de la derecha, con el otro y el residuo se form¢ el
numero 890, que se dividié por el duplo de la rair hallada 188. y di6 por cociente 5 que ensayado
correspondientemente, se vi6 que era la tercera cifra de la.raiz, y de décimos, porqueta secunda era
de enteros y unidades simples; y restado su producto por I0SI, de 8900, di6 de resta 475 ai que se le
06598 SRR iU EoeTe Foars 19 CIa Rk HTe R 13201 s S B o
Por haberla hallado buena al ens??g/.lrla, y no queriendo milésimos en la raiz, so di6 fior terminid-»
a Iteracién, siendo el residuo 1,3696.

correspondiente:
pordE ¢

mero, se nano por tercera cilia de la raiz 7 centesimos, porque la segunda era de décimos-y seme-
isnlcmenle se hall6 después otra cifra para la raiz de milésimos; dando la operacion por termina-
da, diciendo la prueba en ambos ejemplos que no habla error en las operaciones practicadas.

536  Regla complemenlal. Cuando el nimero propuesto sea un de-
cimai pleriddico, en lugar de afadir dos ceros 4 cada resto para buscar
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Otra cifra decimal de la raiz, se le afiadiran dos cifras ifias del periodo,
que es ilimitado, hasta obtener todas las cifras de la raiz que se quieran.

i N = '= 0,816 = 0816 y
Ejemplo. \J \/0,66... 66 0000810 de
2 6.6 161 X 1 residuo.
10566 1626 X 6
00810
prueba (0816) 0,665856 y 0,665856 -h 0000810 = 0,666666
_Explicacion. Con sujecion a la regla complemental, al ei raer la raiz X
riodico 0,66, para loque’ hay que conSiderar un numero par de cifras decimales, se hall6 8y 2 aere
siduo eentésimos. al que scie afiadieron dos seises, y se hallo | para secundacifra  ~ raiz, de cen-

tésimos; y analogamente después 6 milésimos, y como se ve en la prueba, la raiz haliaaa cuauraaa,
maés el residuo, da el nimero propuesto.

Demostracion. Tanto la regla general anterior cuanto la complenien-
tal, se fundan en que todo entero se puede considerar como un deci-
mal mixto, cuyas cifras decimales sean los ceros que se quieran (249);
y en que a todo decimal se le pueden considerar a la derecha los ceros que
se quieran, si el ileximal esexacto, y si es periodico todas las cifras del pe-
riodo que se necesiten, pues que es ilimitado. Y en efecto, en la aproxi-
macion del residuo del primer ejemplo se han afiadido dos ceros dos ve-
ces, U sea cuatro, y lo que se ha hecho equivale, por lo dicho, & que el
ndmero propuesto fuera 7145,0000, gque es evidentemente igual & 7145,
y ya convertido en decimal se operd por la regla demostrada (532). Y
en el segundo ejemplo, lo que se ha practicado es lo mismo que se prac-
ticarla por la regla correspondiente ya demostrada, si el nGmero pro-
puesto fuera 4,750000 = 4,75. Y finalmente, en el ejemplo de la regla
complemental, lo ejecutado es lo mismo que si se hubiera extraido la
raiz cuadrada de 0,666666... por la regla correspondiente. Y en cuanto
& que nunca se podria llegar a obtener un decimal exacto ni periodico
ni ménos entero, estd demostrado por la inconmensurabilidad de todo
residuo (535); luego cuanto previene esta regla queda también demos-

537. Observacion. Como la raiz de un residuo es inconmensurable,
en las aproximaciones de él es donde mas conviene saber hasta qué pun-
to debe llevarse la aproximacion, para tener el resultado dentro de un
error maximo relativo, pues el absoluto es indeterminable exactamente
por la dicha ilimitacion del resultado.

Para ello, como no conocemos la teoria del error relativo, diremos
simplemente que el error relativo de una raiz sera la mitad, tercera par-
te, etc., del nimero afectado del radical 2 6 3 etc., revSpeclivamente, y
por lo tanto, que si el problema, por la magnitud de los datos, hace in-
signiiicanteel error de un milésimo, el error de la raiz de tres ccnlé.simos
'0 serd igualmente, y hasta milésimos, por lo tanto, deberia,aproximarse
i'l residuo.
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CAPITULO IX.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUBICA. A

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

538. El problema general de extraer la raiz clbica de un nimero, no es ver-
daderamente préctico sin los logaritmos, pues aunque es de posnble solucion
por el método que vamos & exponer, lo dificil y pesado que es casi siempre el
ensavo 6 comprobacién de cada cifra de la raiz, hace la operacién casi imprac-
ticable, 6 al ménos muy susceptible de errores. La regla para ejecutarla es tan
semejante & la de la raiz cuadrada, y tan semejante también su demostracion,
gue todos los tratados de Aritmética superior 6 complemental, aunque formen
parte de un curso elemental de Matematicas, incluyen una y otra, sin mas obje-
to, indudablemente, que ejercitar lainteligencia de los jovenes; pues para el caso
practico de extraer la raiz cubica de un numero de muchas cifras, se recurre
siempre 4 los logaritmos, con cuya ayuda, como indicamos (479), sé extrae muy
facilmente la raiz de cualquier grado.

Diremos, por lo tanto, que extraer la raiz clbica de un nimero, segin
sabemos (474), es buscar otro que, multiplicado dos veces por si mismo, dé
el propuesto 6 poco ménos; 6 lo que es lo mismo, determinar cuél es el na-
mero cuyo cubo es el mayor de los contenidos en el nimero propuesto.

539. EI problema general de la extraccion de la raiz cubica, se divide en
seis, & semejanza del de la raiz cuadrada: -1* Extraer la raiz cabica de un nu-
mero entero de tres 6 ménos cifras. 2®Extraerla de un entero de cuatro, cinco,
0 seis cifras. 3® Extraerla de un entero de mas de seis cifras. 4® Extraer-
la de un decimal propio 6 impropio. 5® Extraerla de un quebrado ordinario pro-
pio Oimpropio, 6 sea nimero mixto. Y 6.° Aproximar por decimales el residuo de
cualquier raiz entera correspondiente & un nimero entero 6 decimal que no es un
cubo perfecto. Cada uno de los cuales problemas tiene diferente solucion 6 cor-
respondiente regla.

ARTICULO ILI.
EXTRAER LA RAIiZ CUBICA DE UN ENTERO DE TRES 6 MENOS CIFRAS.

540. Regla. Para extraer la raiz ctubica de un nimero entero de tres 6 mé-
nos cifras, no hay méas que determinar de memoria 6 por la Tabla de los cuadra-
dos y cubos de los numeros digitos (Tabla VII), qué nimero- multiplicado por si
mismo dos veces produce el propuesto 6 poco ménos, si no hubiese ninguno que lo
produjese igual. La diferencia en este caso es el residuo, que podra aproximarse
por decimales, como veremos, pero que en Ultimo caso habra que despreciar;
cuyo valor siempre sera menor que el de una unidad de la clase de las inferiores
del nimero propuesto. Residuo, finalmente, que se conocera que es legitimo si es
menor que tres veces el cuadrado de la rail aproximada, mas tres veces la misma,
mas uno.

La prueba sera cubicar la raiz, y ver si el cubo es igual al nGmero propuesto,
0 coa solo la diferencia del residuo legitimo.
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Ejemplos. 1.6 ~ 343=7 2® ~N728=8 y216 deresiduo, pues
216<5x8*+(3x8)-f-1=217
prueba 7*=7x7x7=040 prueba8’=728 y 728+216=728

Demostracion.  No es susceptible de ella esta regla, porc”ue se desprende clara
y evidentemente de las definiciones del cubo y de la raiz correspondiente, y
porque lo referente & la legitimidad del residuo esta demostrado (546); ni los
ejemplos anteriores necesitan explicacion, pues los resultados se hallan por la
Tabla VII de las auxiliares.

ARTICULO III.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUBICA DE UN ENTERO DE SEIS, CINCO O CUATRO
CIFRAS.

541, Regla. Para extraer la raiz cHhica de un entero de seis™ cinco 6 cuatro
cifrasl raiz que deherd tener precisamente dos. se separan con unpunto las tres
cifras de la derecha del Muero propuesto, y al n'&mero oue formen las restantes,
como si estuviesen solas, se le extrae laraiz cMicapor laregla anterior, y se ten-
dra la cifra de las decenas de la raiz que se busca. Cubicada esta y restado su cubo
del numero que sirvio paraproducirla, se obtendra un resto 6 aveces 0”a la dere-
cha del que se bajaran las tres cifras de la derecha separadas al numero pro-
westo-, y separando con un punto dos de ellas de la derecha, con las restantesy el
resto anterior hallado se formara un nimero que se dividira por el tripU del
cuadrado de la raiz hallada, ¢ sea de la cifra do las decenas de ella, y el cociente”
sera probablemente la cifra de las unidades de la raiz que se busea” Para  si
lo es realmente, se elevara al cubo el numero queformen la cifra hallada para las
decenas de laraiz y la délas unidades que se ensaya; y si da un cubo mayor que
iodo el nimero propuesto, sera sefial deque lacifra de_las_ur]ldades de la raiz que
se ensaya es mayor de lo que debe ser,por lo que se disminuira y repetira el ensayo.
Si en €l primero 6 en otro ensayo el cubo de la raiz total, cuyas unidades se ensa-
yan. aunque se pueda restar del nimero propuesto, da una diferenciaigual 6 ma-
yor que el triplo del cuadrado de la raiz, mas el triplo de la misma, mas uno. sera
sefial de que la cifra que se ensaya es menor de lo que debe ser, por lo que se le
aumentara en una unidad, y se repetird el ensayo. Una vez hallada buena la
cifra ensayada, con la de las decenas de la raizformard la raiz total del numero
vropuesto, exacta 6 aproximada si hubiese residuo, que se podra aproximar por
decimales, como veremos después; pero que nopudiendo nunca dar un resultado
exacto, habra alfin que despreciarlo con un valor menor que la unidad de las in-
feriores halladas para la raiz. .

Ejemplos.

10 {/4389 76 76 76
95976'7x 3= 49X 5= 147 X 76
959 : 147 = C 456

532

5776
X 76

54656
40432

prugba 76" = 438976 458976
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2/ ~4 58975 15

numero
95975 7*X 3==49X 5= 147 propuesto. 458975
959 : 147 = 6 75* = 421875
458975 .
75°"= 42 1875 residuo 17100
residuo 17 10 0O
prueba del residuo
(7Tb*x3)-f-(75x3) + I = 5625x 5+ 75x3-hl= 17101>17100.
Ch%Xp“&g.gceg(Ot?ajoElg rai u %Eaejg ’%8 que a «J. para decenas ae i " ¢

, ndmero propues-

" Efel” (?2fMeVun“ oP”eaS»

«r, vimos que el cubo de 76 era "f"]or que el numer™  del numero propuesto, dié para residuo

AT nrRegla comfUme%tal. Para ensayar la cifra de

seguir otro método que algunos encontraran preferible, y es el de (et

S a cifra que se ensaya, si dentro del nimero formado por el resto de la sus”™
traccion del cubo de las decenas de la raiz y las tres cifras de la

namero propuesto, cabe el triplo del cuadrado de lo;iccenas an

Snrpo”erctrdfde T

Sen'adas Sas partesy el exceso es un residuo legitimo por su magnitud, la

cifra ensayada sera buena. toios
5J3 OUcrvacion 1/ Este método lo creemos mas susceptible de ®'°[f®as"“nas lo seré casi
hemoT'propuesto. I*or pesada foV~ea acubicacion” Jor multiplica

A ri[L’T n“ ?ect,' en'ei'rnSANAA P - - ejemplo se tendria que ver s. cabiaen

ilfr)Ve~af~nidLdes'VienXsMAddrard1/AAnannn

puesti por"Se siendo la extraccion de la raiz cuadrada operacion aunque Practicable™

faciles V s6lo & propoésito para comprender el glro de la operacion.

Jjioi
*=4S  Demostracion

Como todo nimero puede considerarse compuesto del

B B S N *

raiz {empezando por ellas por razones analogas ~en los
mos que como el cubo de decenas es un numero
milla~s y unidades superiores del

un dades superiores
de las decenas de su raiz, aunque algunos millares y

g-~ramos las

provinieran de las deméas partes del cubo “® PJ~g L las de-
tres cifras de la derecha, porque en ellas no P ® f 2 gor la
cenas: y al ndmero formado por las restantes le extraj mos

ie~la Jr,-espondien.e v di6 ?. Esta cifra f f T

buscabamos, porque 8 decenas elevadas al cubo tian un numciu
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yor que los que tiene el nimero propuesto, que no podian contener dicho cubo;y
6 decenas, aunque después las unidades fuesen en el mayor namero posible, por
ejemplo, 9, tendriamos que 69 seria la raiz cubica de todo el nimero propuesto;
lo que es absurdo porque acabdbamos de ver que soélo los miliares y unidades su-
periores del nimero dado tienen por raiz 7 decenas, 6 sea 70, y todo el nUmero
no puede tener menor raiz que una de sus partes. Luego 7 decenas, no sélo eran
la raiz de 438 millarés, sino las decenas de la raiz de todo el niUmero propuesto.
Cubicadas las 7 decenas, restamos el cubo de los millares del nimero dado, y al
resto le afiadimos las tres cifras de la derecha separadas antes, formando un nu-
mero que debia contener todas las partes del cubo de la raiz ménos el cubo de
sus decenas que le acababamos de restar. Para hallar las unidades dijimos que
como el triplo del cuadrado de las decenas por las unidades debia ser un nimero
exacto de centenas, en las centenas y unidades superiores de 9597C debia estar
dicho producto, aunque algunas centenas y otras unidades superiores provinie-
sen de las demas partes del cubo de la raiz; por lo que separamos las dos cifras
de la derecha, y el nimero formado por los restantes 959 lo dividimos por el tri-
plo del cuadrado de las decenas halladas por la raiz, y el cociente debia ser pro-
bablemente la cifra de las unidades, y fue 6. Para comprobarla cubicamos 76, y
vimos que efectivamente el cubo era igual al nGmero propuesto, por lo que de-
dujimos que la raiz buscada era 76. Y como el ensayo de esa cifra de las unida-
des pudimos hacerlo también viendo si en 93976 cabian el triplo del cuadrado de
las decenas halladas por las unidades que ensayabamos, mas el triplo de las de-
cenas por el cuadrado de las unidades, mas el cubo de éstas; y lo mismo podria-
mos demostrar en cualquier ejemplo en que obrasemos segin lo que acabamos
de exponer, y esto es justamente lo que se hace por la regla principal y por la
complemental, estas son generales y quedan demostradas.

ARTICULO V.
EXTRAER LA RAiZ CUBICA DE UN ENTERO DE MAS DE SEIS CIFRAS.

546. Regla. Para extraer laraiz cdbica de un nimero entero, compuesto
de més de seis cifras, se divide primeramente en porciones de & tres, empezando
por la derecha, sin reparar enque la ultima porcion de la izquierda sea de dos
cifras 6de una cifra sola*Bn seguida se consideran las dos porciones de la iz-
quierda como si estuviesen solas, y se las extrae la raiz cubica por la regla ante-
rior, raiz que tendra dos cifras; y una vez halladas, se considera el nimero que
los desformen como las decenas de la raiz del.nimeroformado por tres porciones,
bajando la terceray colocandola a la derecha del residuo dé la raiz de dos. Des-
pués se busca una tercera cifra para la raiz por el mismo método que se busco la
segunda cifra; y esa tercera sera la de unidades de la raiz si_después del ensayo
correspondiente resultase buena. Si el nimero dado tuviese més de tres porciones,
se obrara con las demas como con la tercera, poniendo consiguientemente O en la
raiz, siempre que alguna cifra de ella tuviese que ser menor de 1, en virtud del
ensayo correspondiente.

34 ® Obscroacion. El ensayo de las unidades de la' raiz podra hacerse .Hinque sea para ter-
cera 6 cuarta cifra por cualquiera de los dos métodos ensefiados en el articulo anterior, aunque
seKun vavan siendo en mayor nimero las cifras, mas dificil y pesado se hara el tal ensayo, y por
esto es por lo que repetimos que la extr.icoion de la raiz cubica sin el auxilio de los logaritmos es
casi impracticable, pues los ejemplos que presentamos ya hemos dicho son buscados do intento do
facil ejecucion.
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Ejemplos.

N4 40711081 761

54-5 X 3= 147
977 : 147 = 6
9771l 76X 5= 5776X 5= 1728
(76) = 438976 17350:17328 = 1
restado del n®prop. 1735081
(761) = 440711081

2”7 440711079 760

343 r X 5= 147
97711 977 : 147 = 6
76*x 3= 5776x 5= 17328
76" = 458976 17550 : 17328 = 1
restado del n* prop. 1735079
760" = 438976000

residuo 1755079 < 3 X 760* -f- 3X 760 -i- 1 = 1735081

Explicacién. En el ejemplo primero dividimos en tres porciones de sus cifras el nimero pro-
puesto, y considerando las dos de la izquierda como si estuviesen solas, les extrajimos la raiz
cubica por la regla del articulo anterior, y nos di¢ 76 de raiz. Al residuo 1733 le afiadimos la tercera
S_or_m_on del pamero E)rty)uesto, y separando dos cifras de la derecha, quedé el nimero 17350 que lo

ividimos por el triplo del cuadrado de la raiz, antes hallada 75, que es 17328y nos di6 de cocien-
te 1 para tercera cifra de la raiz, que, cubicada efectivamente, dié6 un cubo exactamente igual al
ndmero propuesto. , . , .

En el segundo ejemplo, en que el nimero propuesto es menor que el anterior sélo en las unida-
des y las decenas, obramos como en el primer ejemplo, hasta dividir 17330 por 17328 para hallar la
tercera cifra de la raiz, y di6 también 1; pero ensayada (y sin necesidad de ensayo, pues que la raiz
de este ejemplo debia ser algo menor que la del anterior), vimos que la tal tercer cifra dcbia ser
menor de 1, 'y, por lo tanto. O, y la raiz total consiguientemente 760, con un residuo de 1735079 le-
gitimo, porque vimos que era menor que el triplo del cuadrado de la raiz, mas el triplo de la misma,
mas 1.

548. Demostracion. Demostrada la regla para la extraccion de la raiz cabica
de un namero de seis cifras 6 ménos (527), diremos que una vez hallada la raiz
de dos porciones de un numero, seran las decenas evidentemente de la raiz de
tres cifras correspondiente a tres porciones del namero dado, y, por lo tanto,
para hallar la tercera cifra, se debe proceder de una manera analoga a la que
se practica para hallar la segunda, supuesto que, v. gr., en el caso del ejem-
plo primero, si 76 es la raiz cubica de 4407tl con un residuo legitimo de 1735,
cousiderando todo el nimero propuesto con sus tres porciones, su raiz deberia
tener tres cifras (487), y las dos halladas formarian las decenas de la raiz total.
Y como su cuadrado ya en dos veces se habia restado del nimero propuesto, el
resto, unido & la tercera porcion, debia contener el triplo del cuadrado de las 76
decenas por las unidades, mas el triplo de las 76 decenas por el cuadrado de las
unidades, mas el cubo de éstas, mas un posible residuo. Luego se estaba eu
caso semejante que al determinar la cifra segunda 6. .

y como anélogamente se demostrarla lo practicado en el segundo ejemplo, y
en cualquier otro que se propusiera, fuera cual fuere el niamero de sus cifras, y
se ha obrado con sujecién & la regla, ésta es general y queda demostrada.
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ARTICULO V.
EXTEACCION DE LA RAIZ CUBICA DE UN DECIMAL.

549. Regla. Para, extraer la raiz ctbica de un decimalpropio 6 impropio, se
hace primeramente que el nimero de sus cifras decimales sea tres, 6 un ~ltiplo
de tres. En seguida se desatiende el signo decimal, y extrayendo la raiz al numero
como sifuese enteropor la regla correspondiente, segin su magnitud, se tendréd un
nimero, al que, separandole con el signo decimal una cifra por cada tres decima-
les que tuviera el propuesto, daré la raiz deseada. n

Observacién. omo desde luego se puede determinar de cuantas citras de en-
teros y decimales constara la raiz, el signo podrd ponerse antes de terminar la
operacion, y en cuanto llegue & considerarse alguna porcién en la que entre
algan decimal del nimero dado.

Ejemplos.
1% y/440716,081

76,1
2. ® \/440,7im = (/440,711090= 7,61 y 0,000009 de residuo.

5" = v/0,800 = 0,9 y 0,071 de residuo.
prLba (0,9) 0,729 y 0,729 + 0,071 ~ 0,800= 0,8
Explicacion. En el ejemplo primero extrajimos la Miz ctbica de lodo el numero dado como en-

era de cinco, afiadimos un cero
Ardauel” eun multiplo de 3, y desatendiendo el signo decimal, nos &.U 78i, que con-
vprtimos en 761 Uor la reala, y fué la raiz desdada con ud residuo do 9 nullonesinaos.® a-
Y enel tercer’\e{emglg, como el nimero propuesto no tenia mas que una cifra decani, le
moidos? e Sy ellM?efido. segun la regla, la raiz cibica de 800, nos di6 9 que deb.an ser déc-
mos, y un residuo legitimo de 0,074.

550. Demostracion. EIl hacer que el nimero de cifras decimales sean tres,
6 un nimero multiplo de tres, no sélo no altera el valor del que se propone, sino
aue es indispensable por razones analogas a las expresadas en la extraccion de la
raiz cuadrada de un decimal (532); pues todo cubo de uu decimal cons ara siem-
pre de triplo nimero de cifras decimales que tenga el nimero que se eleva (;bQOj.
Después, al desatender el signo decimal en el ejemplo primero, v. gr., hacemos
al ndmero propuesto 1000 veces mayor, y su raiz debe salir 40 veces mayor ae

lo que debe (porque 21000 = 10), pero quedara como debe, separandole con el

ANATcomoTe una manera andloga demostrariamos cualquier otro ejemplo en el
gue se operase segua la regla, esta es general y queda demostrada.

ARTICULO VI.

EXTRACCION DE LA RAIiZ CUBICA DE LOS QUEBRADOS.

551 Regla. Para extraer la raiz ctbica de un quebradopropio 6 impropio, y
por lo tanto de un mixto, si sus dos términosfuesen evidentemente cubos perfectos,
va al proponerlos, 6 ya al simplificarlos, se extraera la raiz de ellos, y el quebra-
do resultante serd la raiz deseada. Y si alguno de los términos del quebrado pro-
puesto ni aun simplificado tiene raiz exacta, se convertird en decimal y se te ex-
traerd como tal la raizpor la regla del articulo anterior.
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Ejemplos.

ysi—yZ—3 pHER@ —3X 5X 3 ¢ ®
2® = \/M — VAMOO"— 0,9 y 0,071 residuo.
prueba (09)* “+m0,071 = 0,8 =

Explicacion. En el ejemplo primero, el quebrado propuesto no tiene sus dos términos cubo
perfectos; pero simplificado y convertido en el igual ~ los tiene, por lo que se extrajo la raiz ctbi-
cade 8y la de 27, y la raiz deseada fué —.

En el segundo ejemplo, el quebrado dado era irreducible, y sus términos no tenian raiz cdbica
exacta, por lo que lo convertimos en decimal, y como tal le extrajimos la raiz cubica, que fue 0!)
con 0071 de residuo.

552. Demostracion. Si el quebrado tiene sus dos términos cubos perfectos,
esta demostrado que la raiz de un quebrado es igual & la raiz del numerador,
dividida por la raiz del denominador (496). Si alguno de ellos no la tiene exacta,
esta también demostrado (497) que no la puede tener exacta el quebrado, y para
hallar la aproximada, el convertirlo en decimal no puede alterar su valor, y la
raiz del equivalente decimal debe ser la raiz del quebrado que se propone. Lue-
go la regla queda demostrada.

ARTICULO VIL

APROXIMACION POR DECIMALES DE UN RESIDUO DE LA RAiZ DE UN ENTERO
O DECIMAL.

553. Regla. Paraaproximar por decimales un residuo de la raiz cubica de
un entero 6de un decimal,, se le affaden al tal residuo tres ceros a la derecha, que
se consideran comp una nueva porcion del nimero propuesto primitivamente, y
con ellos se determina una nueva cifra para la raiz, que sera de la clase de uni-
dades inmediatas inferiores &la Gltima de la raiz correspondiente al residuo que
se quiere aproximar. Al residuo que resulte_se le afiaden otros tres ceros, y se
procede lo mismo que con los tres primeros afiadidos, y asi se continGia hasta téner
la raiz con las cifras decimales que convenga, pues nunca se hallara una raiz
exacta, ni dun de un decimal periodico.

Ejemplos.
t/ lo,5
385 mxas s
' 155X 3= 675
IS®= 3375
restado del prop. 370000
rueba = 3723875
gasgee T S
- numero propuesto 3745000
residuo 21,125
2" V038 = /0380 = 0,72
O0n®= 0343 7*X 3= 147
370,00
numero propuesto 0380000 O72»= 0373248
072® = 0,373248 residuo 0,006752

residuo  0,006752 namero propuesto 0,380000
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Explicacion. En el ejemplo primero no la necesita. £n el segundo, extrajimos por la Tabla la
raiz clbiea de 38 que fué 7, que debia ser décimos, y un residuo de 07 milésimos, al que le afiadi-
mos tres ceros, y con 970 buscamos una cifra mas para la raiz, que fué 2, que debia ser centésimos
por ser la anterior décimos, y nos dié un residuo de 0006752 legitimo.

554. Repla complemental. Cuando el decimal propuesto sea periédico, en
lugar de afiadir tres ceros & cada residuo para aproximarlo mas, se le afiadiran
tres cifras del decimal que, como ilimitado, tendra todas las que se quieran.

555. Demostracién., Cuanto previene la regla principal y se ha practicado
en los anteriores ejemplos, se funda en que alodo decimal sele pueden conside-
rar & la derecha todos los ceros que se quieran, y todo entero se puede también
considerar como decimal impropio, cuyas cifras decimales sean ceros, pues el
agregado de tres & cada residuo que se quiere aproximar mas, equivale & conside-
rar al namero propuesto con tres ceros decimales a la derecha. Y en cuanto & la
regla complemental, evidentemente por el espiritu de lo que se acaba de decir,
se comprende que en lugar de ceros se deben agregar a los residuos las cifras
significativas que tenga, pues que son en numero ilimitado; y quedan, por lo
tanto, ambas reglas demostradas.

550. Observacion. Por cuaiUo va dicho, sobro la casi impracticabilidad de la extraccion de la
raiz clbica y ia facilidad de su ejecucion con el auxilio de los logaritmos, eSinutil y casi irrealizable
el ejercicio sobre el contenido de este cai)itulo; sin embargo, debe el discipulo adiestrarse como ejer-
cicio intelectual en la extraccion de la raiz cibica de decimales y quebrados con pocas cifras.

CAPITDLO X.

RAZONES Y PROPORCIONES.

ARTICULO PRIMERO.

e PRELIMINARES.

557. Razén se llama en general la comparacién de dos niimeros, aten
Hiendo & la diferencia que hay entre ellos, 6 al cociente que coiresponde a la
division del uno por el otro. En el primer caso la razon se llama aritmética
0 por diferencia, y en ei segundo geométrica ¢ por cociente; si bien por ser
las razones geométricas las que mas se usan en las niatemalicas, siempre
que se dice simplemente razén, se entiende que se trata de. la geométrica.

558. También se llama razén al resultado de la comparacién de dos
nameros, sea diferencia 6 cociente, aunque mas propiamente podria lla-
marse relacion *.

* No se puede, ni aungue se pueda se debe, escribiendo sobre ciencias, sobre lodo, tan viejas
como las matematicas, .siairse de una manera demasiado original de lo que estd mas admitido, aun-
que no sea muy exacto. Todo lo mas que creemos debe hacerse (yes lo que procuramos, y se vera
en estay en otras partes de nuestra obra), es, al aceptar alguna cosa algo inexacta, sefialar razona-
damente su grado limitado de exactitud, y proponer otra que la ten?a mayor. Relativamente & sa-
z6n, con tal prudencia creemos haber obrado. Afadiremos que los franceses llaman relacion {rap-
port; & lo que nosotros llamamos r,azon,E dejan el nombre de razoti {raisonj para las progresio-
nes como equivalente & raz6n comiante. Ese nombre de relacion {rapport) bace que su definicion
sea algo propia, aunque no distinguen como creemos conviene la razon' resultado, con la razén que
constituye la expresion de dos niUmeros que se comparan.
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En efecto; aunque es indudable que la razén que hay entre 8y 4 esel cocien-
te 2, es menester para que ese 2 sea razény no cociente como otro cualquiera,
que se tenga en cuenta explicitamente que proviene de la comparacion de 8 con
4, que constituye la verdadera razén, pues de otro modo todos los cocientes se-
rian razones; y como ademas todo quebrado es una division indicada del nume-
rador por el denominador (179), y su verdadero valor es el resultado 6 cociente
de tal divisién, podrian definirse el quebrado, larazén, y la misma divisién de
una misma manera, y no seria una exacta definicion (7), porque no llenarla su
objeto de marcar la diferencia entre las cosas definidas.

559. Los nimeros que se comparan se llaman términos de la razon,
distinguiéndose el primero con el nombre de antecedente, y el segundo
con el de consecuente.

560. El signo para indicar la razén 6 la comparacion de dos canti-
dades, es en la aritmética .6 — que se lee es aritméticamentea..., y en la
geométrica el signo déla division ; 6 una rayita entr™ el antecedente y el
consecuente, puesto éste debajo de aquél y que se lee es geométricamente
a... 6simplemente es a... Este signo y el — para la arimética son los
que hoy estdn mas en uso, pero los puntos presentan las razones en for-
ma mas a proposito para ver facilmente las trasformaciones de que son
susceptibles, y en esta obra les daremos siempre preferencia.

Eo efecto; es mas conveniente que las razones aparezcan siempre como lo que
son, que no en forma de quebrados, asi como los decimalesse expresan con su
signo particular, y no como se puede en forma de quebrados ordinarios.

561. La razén 6 relacion aritmética entre dos nimeros enteros lieiie
que ser precisamente un entero; pero como pueden compararse los que-
brados, su diferencia puede ser un quebrado 6 un mixto. Y la razén geo-
métrica con méas motivo puede ser un quebrado o un mixto, pues la di-
vision del antecedente por el consecuente puede dar por cociente un en-
tero y un entero con un residuo, ¢ sea un mixto.

562. Los mimero.s que se comparan y constituyen una razon arit-
mética o geométrica, deben ser abstractos 6 de una misma especie para
que formen verdadera razén. Sin embargo, pueden compararse dos na-
meros de unidades de diferente clase 6 magnitud, pero de una misma
naturaleza, y & veces de distinta, cuando se prescinde de ellay solo se
atiende & los nimeros, que por lo tanto se consideran como alistractos.

Asi,  :4esuna Mzon,y 20 hombres : 15 hombres y 2 arrobas : Hlibras, y dun 7 ~:5'"; pero
esta Ultima razon so lo es verdaderamente, pues la relaCion que hay entre 7% no es la del hombre
a lavara, sino, por ejemplo, la cantidad de varas que trabaja el hombre con 5 varas.

563. PROPORCION se llama la igualdad de dos razones, siendo proporcion
aritmética la igualdad de dos razones arilmélicas, que también se llama
equidiferencia’, y proporcion geométrica, 6 simplemente proporcion, la
igualdad de dos razones geométricas, 6 también cquicociente.

564. EIl signo para expresarla proporcion es = 0 : enla aritmética,
y ; : en la geométrica, colocado entre las razones iguales, y selee como.

565. Los cuatro términos que forman una proporcion tienen los
nombres de 1.”, 2®, 5.“ y 4® términos de ella, y de antecedentes el 1.°
y 5®, y consecuentes el 2® y 4®, de medios el 2®y S** y extremos el
4®y 4®.
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Asi, 4.2:8.6 6 4— 2= 8— 6, se lee: cuatro es aritméticamente & dos, como
ocho es 4 seis, 6 cuatro menos dos, igual 4 ocho ménosseis; y6:3::8:46-|- = -|,
se lee: seis es & tres como ocho es & cuatro, 6 seis sobre tres igual & ocho sobre
cuatro. No siendo indispensable que los antecedentes sean mayores que los con-
secuentes, como aparecen en los anteriores ejemplos, si bien en la aritmética

no consideraremos proporciones con antecedentes menores que los consecuentes,
porque no podemos realmente.festar un nimero mayor de uno menor aritmética-

mente (80).
566. La proporcion se llama continua cuando el consecuente de la

primera razon es igual al antecedente de la segunda, y discreta cuando
son desiguales.

Asi6.4:4.2 y 12:24:: 24 : 48 son continuas.
567. Las proporciones continuas pueden expresarse en esta forma:

6.4.2 y-H-12:24: 48.

568. Série de razones iguales se llama la igualdad de varias razones
en una misma expresion.

Asi, 12.10:15. 13:27.25y 6:12::15.30:: 19; 38

569. Las propiedades de las razones aritméticas son las mismas que
las de los nimeros que hacen de minuendo y sustraendo en una sustrac-
cion, por lo que no merecen articulo especial y sélo recordar como prin-
cipales y mas importantes las siguientes:

1 “ Sumando 6 restando igual~cautidad al antecedente y al consecuen-
te de una razén aritmética, su diferencia, ni por lo tanto su relacion no
variara (75).

2. * Multiplicando 6 dividiendo el antecedente y el consecuente de una
razon por un mismo ndmero, su diferencia quedara multiplicada 6 divi-
dida respectivamente por el mismo.

570. Y como la raz6n geométrica equivale a un quebrado, y consi-
guientemente a una division, todas las propiedades de los quebrados son
aplicables a las razones; y todo lo que sabemos sucede al cociente por las
alteraciones que sufran dividendo 6 divisor, sucedera a la relacion de dos
términos de una razén geométrica.

ARTICULO II.

PRINCIPALES PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES ARITMETICAS
6 EQUIDIFERENCIAS.

571. Teorema. Propiedad fundamental de las proporciones aritméti-
cas 6 equidiferencias es que la suma de extremos debe siempre ser igual & la
de medios, 6 al duplo del término medio si la proporcion es continua.

Demostracion.  Muy sencillamente se demuestra por el algebra, pero
aritméticamente también puede demostrarse. Si tenemos la proporcion
8.6 :4.2 y laconvertimos en una igualdad, con lo que no se altera,



175

pues que es otra forma que admite para expresarse, seraB—6= 4— 2.
Considerando ya esa expresion como una igualdad cualquiera, inaltera-
ble si el aumento que se’dé & un miembro se da al otro, lo que es axio-
matico (64), y afiadimos & los dos miembros la cantidad 6 -f- 2, que"
aunque valga 8, no conviene para el objeto que desaparezcan los dos su-
mandos, tendremos

0 6-f-6-f-2 = 4— 2-h6-h2
SimpliGcando esa igualdad, en virtud de que en su primer miembro si &
8 se le restan 6y se le suman 6, quedara el mismo 8; y en el segundo,
si &4 4 se le restan 2 y luego se le suman otra vez, sera lo mismo que no
haber restado ni sumado nada, se convertira en 8-h 2 = 4 6. Pero
8 y 2 son los extremos de la proporcion primitivay 4 y 6 los medios;
luego queda demostrado el enunciado del teorema, pues si la proporcion
fuera continua, v. gr., 8 : 6 : 6 . 4, daria, por lo demostrado, 8-i- 4 =
6-f-6y6-1-6 = 2x6.

572. Lema. Vn extremo de cualquier frogresion aritmética es igual a
la suma de los medios ménos el otro extremo; y un medio es igual & la swna
de los extremos ménos el otro medio; y si la proporcion es continua, un extre-
mo es igual al duplo del término medio ménos el otro extremo; y finalmente,
el término medio de una proporcion continua serd igual a la mitad de la suma'
de los extremos.

Demostraciéon. Sea la proporcién 8.6 :4 .2 en la que la suma de
extremos debe ser igual & la de medios por el teorema anterior demos-
trado, y ser&d 8 -i- 2= 6 -4- 4, y si a los dos miembros de esa igualdad
le restamos 8, se™4 8 h- | — 8 = 6-f-2 — 8; y simplificando el pri-
mer miembro, porque -I- 8 y — 8 se destruyen, sera2= 6 2 — §;
luego el extremo de una proporcién es igual & la suma de los medios mé-
nos el otro extremo.

Si & la misma igualdad 8 -i- 2 = 6 -i- 4 restamos & sus dos miem-
bros 4, serd 8-h2 — 4= 6-t-4 — 4, y simplificando el segundo miem-
bro, sera 8 -h 2 — 4 = 6; luego el medio de una proporcion aritmética
es igual & la suma de los extremos ménos el otro medio.

Si la proporcién fuese continua, por ejemplo, 8.6 :6 .4, por lo de-
mostrado seria 8 -f-4= 6X 2 (= 6 6), y si &los dos miembros de
esa igualdadjes restamos 4, sera 8 -f-4— 4= (6 X 2) — 4, y simpli-
ficando el primer miembro sera 8= (2 X 6) — 4; luego un extremo de
una proporcion continua es igual al duplo del término medio ménos el
otro extremo. Y si los dos miembros de la igualdad 8 -F 4 = CX 2 los

dividimos por 2, sera en cuyo segundo miembro 6 multi-
plicado por 2 y dividido por 2 es evidentemente igual a C, término me-
dio de la proporcion continua, y es la mitad de la suma de los ex-

tremos; luego queda también demostrada la ultima parte del teorema.

573. Corolario 1.” Por lo demostrado en el teorema anterior, co-
nociendo tres de los cuatro términos de una progresion aritmética dis-
creta y solo dos de una continua, se determina el valor del cuarto.



Eq efecto, si 8, 2y 8 16.4
ea 8, a a=e6+ 4—8= 2
y ea 8 , 2 o] 8-m2—6= 4
y ea 8, a a=%+x46—8: 4
y ea 8 4 - =6

e 574/ Corolario 2.° De la ultima parte del teorema anterior se de-
duce la verdad importante de que el medio aritmético entre dos cantida-
des es igual & la mitad de su suma, como se ha visto en el Gltimo ejem-
plo deIAcoroIario anterior, pues 6 es el medio aritmético entre 8y 4, y
6 =

ARTICULO III.

PROPIEDADES PRINCIPALES DE LAS PROPORCIONES GEOMETRICAS.

575. Teorema. Propiedad fiindamenlal de toda proporcién geométri-
ca es que el producto de extremos es igual al de medios, y al cuadrado del
término medio en la proporcién continua.

Demostracion.  Si tenemos, por ejemplo, la proporcion 24 :6 : : 28 : 7,
poniéndola en forma de igualdad, sera = f , y como los dos miembros
de esta igualdad son verdaderos quebrados, reducidos &un comudn deno-
minador y dejando las operaciones indicadas, daran = 6>\T»
denteniente iguales (189); y siéndolo, y teniendo idénticos sus denomma-
dores, sus numeradores deben ser iguales; y s«ra, por lo tanto, 24 x 7 ==
28 X 6, pero 24 x 7es el producto de extremos, y 28 x G el de me-
dios, y lo mismo podriamos ver en cualquier otro ejemplo y en la conti-
nua, porejemplo; 24 :12 ::12:6,sera24x6 = 12xl2y 12x12 =
127 luego el teorema es general, y queda demostrado.

576. Reciprocamente. Si cuatro ndmeros son tales que el producto de
dos do ellos sea igual al producto de los otros dos, con ellos se podra formar
proporcién con tal que los factores que forman un mismo producto queden de
medios 6 de extremos.

Demostracion.  Si tenemos que 20 X 3 = 4 X lo, y de esta igualdad
dividimos sus dos miembros por 5x 4, serd -3 = 3/ , ysimplifi-
cando esos quebrados por la supresion de factores comunes en sus térmi-
nos (189), seraf N ,igualdad que puesta en forma de proporcién dara
20:4 ::15:5. Y sien lugar de haber tomado por divisor 5 x 4 hu-
biéramos tomado 20 X 15, daria = 25" 77, que simplifiando da
L=;i.é5;15: :4:20.Y como lo mismo podriamos demostrar sobre
cualquier otro ejemplo, el teorema reciproco es general y queda demos-

trado. W . .
577. Corolario i."" Se desprende del teorema anterior y su recipro-

co, que estd justificado el decir, como se dice, que dos nimeros son direc-
tamente propoi‘cionales con otros dos, cliando el cociente de dividir entre si
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los linos es igual al cociente de dividir entre si los otros; v el decir nne
produ”rs”ifjaSm ern con otros dos cuando "us
Pues 24y 6 son directamente proporcionales con 28y 7 si el cociente de di
vidir 24 por 6 es igual al de dividir 28 por 7, porque se podra decir que

T xi n proporaonales a28y6 ji
n 24:28::G"7, 6 28:24:7776; 6

Toda proporcion sin alterarse, ¢ sea sin dejar de
8er vet dadera proporcion de los mismos ndmeros, puede sufrir las" tros
crS:Inté&r/ i R R A ’\code me rmane
ca ?guaT arde extremos tras-Forlnamones que se'l anlanr :ﬂlerngie cnanrﬁ1
se mudan de lugar los medios, invertir cuando se ponen por medio los ex

remos y por extremos los medios, y permutar cuLdo sHone ja
ra razon por segunda y ia segunda por primera.

Asi 8:4::6:3sera alternada 8:G::4:3

y 8 4::6:3sera invertida 4:8; :3:6
y 8:4::6:3 sera permutadaC: 3: .3 4

Vna proporcion no varia, 6, mejor dicho la im,~hiNi

579. reoremo.
'«m »*

Si tenemos 8 : 4 :: G : 5, puesta la proporcion en for-

ma de Igualdad, daray = ti Y como de multiplicar por un mismo mi-
meio los dos términos, de cualquiera de esos dos verdaderos quebrados
u valor uo puede variar, la igualdad no puede desapareced nrnor i6
tanto la pioporcion correspondiente; luego muitinlinndn nni'\in
namero 8 y 4, que son esprimer eitrefo YS ,i'm " mdlii oT v ?
que son el segundo medio y el segundo extremo, la proporcién noL s’
aparecera Y el cociente de una y otra razén no variand Y conm al
temando la proporcién primitiva darda 8 : G::4 ; 5, sera -r”™ i.
cuya igualdad se deduce que tampoco desaparece la’proporcion m ufti
pilcando o dividiendo el primer extremo y el segundo medfo, U el primer
medio y el segundo extremo por un mismo nimero; y comolo niisZ so
demostS' &™'*cral y'quedS
580. Lema. Multiplicando 6 dividiendo ordemdamenle dos nronorciV)-

nes, o sea antecedente por antecedente y conseettente por consecuente los uro-
N

duelos o cocientes forman proporcion.
Porque si 84 :: 6 5y W :5::50 : 15 puestasen fonua deigual-
aad, seran ™ _ y y _ = guebrados iguales los de una igualdad

<{ue, imiltiplicados 6 divididos por cantidades iguales, como son los de la

otra igualdad, daraii evidentemente quebrados iguales, y sera ~ x
B 5
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NN wy = |g~,queda8X 10: X 5::(6X 50:5X J5.

~ 581/ Corolario. Si en dos proporciones que se muUiplicaii orde-
nadamente hay un término igual, se le puede hacer desaparecer, hacien-
do antes de la multiplicacién, que dicho término sea, sino lo es, en la
una antecedente y en la otra consecuente, y de semejante razon primera
0 segunda de las proporciones, para lo que se alterna, invierte o permu-
ta una de ellas si es necesario.

Asi en las proporciones 12:G;:4:2y 4:3:: 8:G, s se quiere que
Unasela proporcion desaparemendo el lérmino 6, que existe en ambas, se alteiaa
la primera vsera12:4::6:2,y multlpllcandola ordenadamente con la segun-
da, darda 12X4:4X3:: 0X8:7AX6» cuya segunda razén no variara dividien-
do'por 6 sus dos términos, y, por lo tanto, haciendo desaparecer el 6.

582. Lema. Una proporcion no desaparece elevando todos sus térmi-
ms auna misma potencia, 6 extrayéndoles & lodos la raiz de if/ual grado.

Porquesi8:4 ::6:5 serdj = |i y multiplicando los dos miem-

bros de esta igualdad por los iguales de una idéntica, sera -jX x

o} consiguientemente, sip = |a

igualdad co-
nio 4*::1

como 8 es la raiz de 8y 4 la de 4% la proporcion perma-
necera extrayendo la raiz cuadrada de todos sus términos, y lo mismo se
demostraria sobre otra potencia 6 raiz cualquiera.

583. Lema. Si dos proporciones tienen una rnson comun o igual, con
las otras se podra formar proporC|on

Porque8:4::6:5y 24:12::6:5, poniendo las dos propor-

ciones en forma de igualdad, seran yS=|>y
axioma que dos cosas iguales & una tercera son iguales entre si, siendo
j y | iguaiesd | seranigualesentresi,y dara| 8:;4::24:12.

584. Corolario. Si dos proporciones tienen iguales antecedentes, con
los consc6'Mexies se podra formar proporcién, y también con los antecedentes, si
los consecuentes son iguales; pero de modo que los antecedentes o conse-
cuentes de cada una formen un medio y un extremo; pues si 8 :b; i:o0
y 8:10::4:5, alternadas daran 8:4 ::0:5y 8:4::1i :0, las
cuales, teniendo una razén igual con las otras, se podra lormar propor-
ciéon, y sera 6:5 :: 10 : 5. .

58 Teorema. En toda propormon la suma o diferencia de antece-
dente y consecuente de la primera razon, es al consecuente 6 nnlecedenle de la

misma, como la suma 6 diferencia de antecedente y consecuente de la segunda
razén es al consecuente 6 antecedente de la

Esto es, que en la proporcion 4 2 P @5
serd también 4 -2 OH-5
v 4-H2 4 b5
y también 4—2:2 b—5
y 4—2:4 C—5

Demostracion.  Si la proporcion propuesta se pone en forma de igual-
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-dad, sera Considerandola como lai if*ualdad y cada uno de sus
miembros como una division indicada, si al dividendo del primero 4 se
le afiaden lanias unidades como liene el divisor 2, anmenlara el cocien-
te, y por lo lauto el primer miembro en una unidad (190). Y si al divi-
dendo del segundo miembro U se le afiaden lanias unidades como liene
el divisor 5, el cociente, y por lo lanio el segundo miembro, aumentara
en una unidad. Y como aumentando los dos miembros en una unidad, la
igualdad subsistira, sera 64+ 2:2::fu-5:5. Sien
lugar de sumar al 4 y al 6 respeclivamenle 2 y 5, se le reslaii, el valor
de ios dos miembros disminuird en una unidad (190), y la igualdad sub-
sistird; y sera (4—2:2::6— 5:3. Y como estas pro-
porciones lieneii con la primitiva los consecuentes iguales, con los anle-
cedenles se podra formar proporcion (584), y sera, con la penultima,
4-h2;4::6-1-5:C, yconlaotra 4—2:4::0+ 5: 6; luego
gueda demostrado en todas sus partes el teorema.

586. Corolario 1® En toda proporcion la suma ¢ diferencia de ante-
cedente y consecuente de la primera razon, es a la suma 6 diferencia de ante-
cedente y consecuente de la segunda, como el anlecedmle de la primera es al
de la segunda, 6 como el consecuente de aquella es al de ésta.

Porque alternadas las cuatro proporciones resnUanles por el anterior
teorema, seran

2:3 2. fi~5 .:2
416 2:6—3::4
587. Corolario 2® En toda proporcion la suma de antecedente y con-

secuente de la primera razon es & su diferencia, como la suma de anteceden-
te y consecuente de la segunda razon es & si diferencia.

Porque por el corolario anterior 4 H-2 :0-f-3::4:6
y 4—2:6~3::4:6
luego (por tener una razon igual) 472:4 —2::0-f-3;G6_3

588. Corolario 3® En toda proporcién la suma 6 diferencia do ante-

cedentes es & la de consecuentes, como un antecedente es & su consecuente.

Porque si la proporcion 4:2:: 0:5 se alterna, dard (586)
4 :G::2:5;y por el corolario primero sera4-i-G:2-f-3::6:5,
6como4:2, y4—0:2 —3::G:5, 6 como4:2 Pero 4y 0son
los antecedentes de la proporcién sin alternar, y 2 y 3 los consecuentes;
luego el corolario es exacto.

589. Corolario 4.° En toda proporcion la suma de antecedentes es a
su diferencia, como la suma de eo7isecuenles es & su diferencia, porque las dos
proporciones resultantes en el anterior corolario, teniendo igual la se-
gunda razon, con las pi-imeras se podra formar proporcion, y alternada,
dardé 4 -h G:4— 6::2-1-5:2 — 5, que son antecedentes y con-
Zecgent%s ge la proporcién 4 : G: : 2 : 5, antes de ser alternada, que es
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Kon  Tporema En toda serie de rabones iguales, la suma de un nu-

Jfcu a u lJZ de antecedeUes, es i la de s,.s censecuenles corno un anteee-

dente cualquiera es d su . 9. a..5;6::8:16::5: 10,

Y poniendo en Uigar de \a segunda razon su igual 8:16, tendremos
2h_5 -4+ G::8:16

en cuya proporciézn +serg . 8.4+ B '&% .- g - 'Iig

r. co rtfulriT lipmostrar considerando otras razones de la

t 2z z 2

odeifiualnume~dedlo”. consecuente de 8, delera ser
Pues SI8= 5-i-0 ,JI ~ i% nues por el teorema anterior,
iguala6+ 10 --ea.entes”™ L”~euyos quebrados siendo iguales,

tISoTde*'u™: m M'quc'sm'¢gal "T+to,"detnta® ti
otro.

articulo V.

CON-SUOem-CUS PmXCmALES be BAS PBOriEDANES be las peopoeciobes
PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.

.00 . » F,, lodavronoi-eiongeo, tétrica discreta, cmocie,ido los medios
592. 1. tnlodap p .1 ,,nUr delolro cviremo multiplicando los

eEtremos debe

%-XX
miembros de esaigualdad, daru -g-
Y analoganiente pn ;4 : :a:5 9= , = 6 _ ,
Q> P, |nga 1 oronorcion conliniia, conome(rj;do eL rr\edlo . uno de
593. 2. En toda cuadramh el termino me-
los extremos. , [l extremo conocido; y si _se conocm los dos
dio, V dividiendo el ~ jUar éste muiliphcando los ex-
i:"a ~do N r«. 1 como el cuadrado
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inos 4- = 8 X i», y dividiendo por 8 los dos miembros de esa igualdad,

resultara 5= X= i.

Y por razones analogas, si tenemos N :x : :x :"i, seraa*= 8x 2,
y ~trayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, daraa, = vAO™x 2 =
\ 16 = 4.

594. 5. Cuando hay dos proporciones que tienen tin término descono-
cido comun y otro desconocido también en una de ellas solamente, se podra
determinar el valor de éste multiplicando las dos proporciones ordenadamen-
te (581) [después de trasformar si es preciso una de ellas) y haciendo desapa-
recer el término desconocido comin y procediendo después con la proporcion
resultante, como en el correspondiente caso de los anteriores.

Porque si tenemos 8:4::12:¢c
y 9:5:: s X

nuilliplicandolas ordenadamentesera 8 x 9:4 x 5::12x s :ipX i
y 8x9:4x5::12:iry a-= = lii= 2

ANQ5. 4. En tres 6 mas proporciones que tenganiin término descono-
cido comun cada dos, y uno que solo exista en una de ellas, se podra determi-
nar el valor de éste multiplicandolas todas ordenadamente, y haciendo des-
aparecer los términos desconocidos que sean comunes a dos, se tendra una

proporcién con una sola incognita, cuyo valor se determinara por las realas
anteriores.

Porque si tenemos 8:4: 12 ;S
y 9:5:; z:y
y C:3:: y:x

multiplicandolas ordenadamente seran 8 x 9 x 6 : 4 x 5 x5 ::1 2 x
ZX y:zX yX x,y simplificando 432 : 56 : : 12 : x ~ X_,\32 =

42 ~m

596. Observacién. Sise quisiera conocer el valor de z conociendo va el de
r=1, se multlpllcarlan ordenadamente 9:3::2; Vv 6e3eewei Vv daria
g)& ? 3X 3::2 (22X ti gne, S|mpI|f|cada daria 54:9::2 WZ=

Y con este valor de 2 se podra determinar el de Yy, multiplicando ordena-
damente las dos primeras proporciones, pues daria 8 X 9:4x 3:: 12X «:6
672:12;;72:0X 2y 72X 6Xy = t2 X 'i2; luego 7= 2.

Pero generalmente en nlngun problema interesa el conocer otro valor de in-
cognita que el de la no repetida

597. 5. En toda série de razones iguales en la que se conocen tres de
las cuatro cosas siguientes: suma de algunos antecedentes 6 de todos; suma de

sus correspondientes consecuentes: un antecedente cualquiera, y un consecuente
correspondiente, se puede determinar el valor de una de ellas que se desconoz-
ca, formando una proporcion con las cuatro cosas expresadas, segun el orden
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en (jue se han expresado, y poniendo x en luyan de la desconocida, cuyo valor
se determinara por la regla de las anteriores que le corresponda.

Porque si tenemos 2 : 4 :;5: 6:: a:: 16, etc., podremos decir (626)
que2-r|30§(8:4H-6::.-:16,[]5:10::3;:16,y10X a= 16 X 5,

YX= o —-D

CAPITDLO XI.

REGLA PROPORCIONAL O DE TRES.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

598. Regla de tres ¢ de proporcion S€ llama la que sirve para resolver
ciertos problemas, cuyos datos tienen relacion proporcional entre si, y con un
término desconocido, cuyo valor se determina porufia 6 varias proporciones
de tres términos conocidos. De esta Ultima circunstancia loma su nombre
la regla y los problemas que por ella se resuelven.

599. Los problemas de la regla de tres pueden resolverse sin necesidad de
proporciones, y sélo con el conocimiento de las cuatro operaciones principales
de los enteros y los quebrados por un método, boy muy usado, llamado de re-
duccién & la unidad.

Este método se tiene por mas sencillo, con lo que no estamos conformes, pues
necesita mas reilexion; pero daremos & conocer unoy otro en este capitulo, y
después del proporcional, porque es el propio de este sitio, y porque & él le
damos la preferencia.

600. La regla de tres se llama simple cuando puede hallarse el re-
sultado por medio de una sola proporcién, y compuesta cuando se necesi-
tan dos 6 mas proporciones para hallar el resultado que se desea.

601. Los dalos 6 términos conocidos de los problemas de la regia
de tres deben ser en nimero impar, tres en la simple, y cinco, siete,
nueve, etc., eii la compuesta; y ademas deben ser homogéneos (pues por
supuesto han de ser concretos) de dos en dos, y el impar de igual especie
que el resultado que se busca.

602. Los términos homogéneos de diferente especie o naturaleza que
el desconocido, se llaman generalmente ca7itidades 6 términos principales;
y el desconocido y su correspondiente conocido términos reUuivos. Y como
en la regla de tres compuesta, o*sea en sus problemas, hay mas de dos
datos diferentes al desconocido, se suelen distinguir con los nombres de
principales primeros, segundos, etc., seguii la importancia relativa que les
da el enunciado del problema.
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603. La mitad de los términos principales y los relativos, o sea uno
de cada dos honiogéneos,’ que constituyen la hipotesis 6 parte condicio-
nal del problema, se suelen Ilamar I6rminos de la hip6tesis', y los restan-
tes, entre los que debe figurar el desconocido, se suelen Ilamar corres-
pondientes & la incdgnita.

604. Se dice que la regla de tres es directa, 6 que los términos re-
lativos del problema estan en razén 0 relacion directa con los principa-
les, cuando aninenlamlo estos 6 disminuyendo por multiplicacién o divi-
sién (y no por suma 0 resta), aumentan aquellos é disminuyen respecti-
vamente en igual proporcién. Y la regla de tres se Ilama inversa cuando
al aumento 6 disminucion de los principales términos se sigue necesaria,-
mente una disminucion ¢ aumento proporcional a los términos relativos.
Pudiendo haber naturalmente en los problemas de la regla de tres com-
puesta unos términos en razon directa y otros en razon inversa.

i EJe)r(anos, i® Si 9varas de pafio costaron 162 rs., ;15 varas cuanto costa-
ran? X rs.

2. ° Si 150breros hacen una obra en 21- dias, (20 obreros en cuantos la ha-
ran? X dias.

3.  ® Si”5hombres hacen 100 metros de obra en 2i dias, ;20 hombres para 80
metros cuadntos dias necesitaran?

El primer ejemplo es de regla de tres directa, porque evidentemente cuantas
mas varas de pafo se compren mas costaran. El segundo es de regla de tres
inversa, pues cuantos mas hombres trabajen en la obra, menos dias se necesita-
ran para hacerla. Y el tercer ejemplo es de regla de tres compuesta, porque
los datos son mas de tres, y los hombres estén en razon inversa con los dias,
porque cuantos mas hombres sean, ménos dias tardaran en la obra. Y los metros
estan en razon directa con ios dias, porgue cuantos ménos metros tenga la obra,
ménos dias se necesitaran para hacerla.

Ademas, son cantidades principales en el primer ejemplo 9y tS varas; y en
el segundo, 15y 20 obreros; y en el tercero, v 20 hombres, y 100y 80 me-
tros, pudiéndose llamar éstos principales sequndos. Y-son relativas en el primer
ejemplo 102 realesy x rs.; en el segundo, 24 dias y x dias; y en el tercero, 24
dias y X dias. Términos de la hipotesis son, en el primer ejemplo, 9 varas y 162
reales; en el segundo, 13 obreros y 24 dias; y en el tercero, 15hombres*, 100
metros y 24 dias: y correspondientes a la incégnita, en el primero, 15 varas; en
el segundo, 20 obreros; y en el tercero, 20 liombres y 80 metros.

ARTICULO IL.
SOLUCION DE PROBLEMAS DE REGLA DE TRES SIMPLE.

605. Problema general. Dadas tres cantidades, dos de ellas homogé-
neas entre si y la otra de diferente especie, determinar una desconocida ho-
mogénea & ésta, y que con ella guarde igual proporcién que entre si aquellas.

Solucion general 6 regla.  Con las cantidades dadas escribase una pro-
porcion (que es lo que se llama plantear el problema), cuyo primer térmi-
no sea la cantidad principal correspondienté & la relativa cotiocida, y cuyo se-
gundo lérmiiio sea la otra cantidad principal. Por tercer término péngase la
cantidad relativa conocida y por cuarto la incégnita, si las relativas guardan
relacion directa con las principales; y, en caso contrario, péngase por tercer



término la incdgnita, y por cuarto la relativa conocida. Planteado asi el pro-
blema, resuélvase 6 determinese el valor de la incdgnita, multiplicando los
medios y dividiendo el producto por el extremo conocido, si el desconocido es
extre7iio, y si es medio rmdtipliquense los extrcinos y dividase el producto por
el medio coiiocido.

Ejemplos. Los expuestos antes se plantean y resuels'en de la manerasiguiente:

Primer emmciado. Si 9 varas de pafio costaron 462 rs., se desea saber 1bva-
ras cuanto costarian.

planteo 9 varas : 4bvaras ; ; 462 rs. : X rs.
resolucion x = % - 20rs.

Segnndo enunciado. Si 45 obreros emplean en una obra 24 dias, 20 obreros
cuantos dias empleai’an.

planteo 45 ob. : 20 ob. : : irdias : 24 dias.
resolucion X dias = = 48 dias.

606. Demostracion. Se forma la primera razon con las caiilidade."~
principales en el orden que prescribe la regla, por ser cosiumbre gene-
ral que debe hacer ley para evitar equivocaciones; pero podian lener otro
orden, si a los términos de la segunda razon también se les diera (578).
Se pone por tercer término la cantidad conocida, y por cuarto la incég-
nita, si la proporcion es directa, porque debiendo la incégnita ser mayor
6 menor que la relativa conocida, segun que sea mayor 6 menor la se-
gunda principal que la primera; si ésta es antecedente, la incognita debe
ser consecuente para que haya proporcion (575). Y por semejante razon,
si la proporcién es inversa, como la incégnita ha de ser menor que la re-
lativa conocida, si la segunda principal es mayor que la primera, la in-
cognita debe ser medio y extremo la relativa conocida, para que baya
proporcion. Luego lo que previene la regla para el planteo esta juslilica-
do, y en cuanto a la resolucion, se funda en lo ya demostrado (522);

luego queda demostrada esta regla.

Observando el érden y niagnilud de las canlidades de los ejemplos anlcriores, se vera mejor lo
demostrado, y. liHobien (iue los términos de una razén podrian tener otro 6rden si & los de la otra
razon se les diera, pueslo mismo es 15;20:: a :24, que 20:15::24;x, que 24:a;::20:15, que

a: 2i: :15: 20.

607. Regla préctica por el método de reduccion ala unidad. Si las canti-
dades relativas estan en relacion directa con las principales,_dividase la relativa
conocidapor la principal correspondiente, y el cociente multipliquesepor laprin-
cipal correspondiente a la incognita. Y si las relativas estan en relacion inversa
con las rmmﬁ)ales, multlpllguese la relativa_conocida por la principal corres-
pondiente, y el producto dividase por la principal correspondiente a la incognita,
y en uno y en otro caso se tendrael valor de ésta.

Ejemplos. 1* Si8hombres consumen en un mes Cbarriles de vino, 5 hombres ;cuantos con-

emp’
Ul ecoNicion. Como las relativas estan en relacion direct?z:\ con las'principales, pues ménos hom-
brea cousumirdn ménos vino, sera —X 5—™

2« \8 8 hombres hacen en 6 dias una obra, 5hombres ;cuantos dias necesitaran?

Resolucion. Como ménos hombres necesitaran mas dias para hacer la obra, la relacion entre

hombres y dias es inversa, y sera ~N ~® N ® horas).
608. Demostraciony regla analitica. En el primer ejemplo tenemos que si

(.
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8 hombres consumen en un mes 6 barriles de vino, 1 hombre solo (y de aqui
toma el nombre laregla de reduccién & la unidad), consumira en elmisrao tiem-

poja octava parte de 6, 6 sea y 5 hombres consumiran 5veces lo que uno

solo, 6 sea j5 X 5= R- 3y ji Y en el segundo ejemplo, si 8 hombres hacen
una obra en 6 dias, 1 hombre sélo empleard un nimero de dias 8 veces mayor
que 6, 6 sea 8 X 6.Y ®hombres tardaran, un nimero dedias cinco veces menor
que 1solo, 6 sea Luego la regla practica queda demostrada.

Observacion. Como puede conocerse, la regla practica_lo mismo puede convenir al método de
reduccion 4 la unidad que al proporcional, pues por medio de proporciones pudimos haberla de-

mostrado, y la verdadera regia del método de reduccion & la unidad es la que envuelve la demostra-
cién anterior; pues enunciado el problema y haciendo las consideraciones semejantes & las hechas
en tal demostracion, se resolverla, sin necesidad de conocer lo que son cantidades principales ni re-
lativas, sin necesidad de ta prévia investigacion de si los dalos estan 6 no en relacién directa; pero
se necesita mucha reflexiéon en ciertos problemas, por lo que no la creemos tan conveniente para
todos como la proporcional.

ARTICULO III.

REGLA DE TRES COMPUESTA.

609. Prolilenia g:eiieral. Dadas cinco 6 7nas cantidades en nimero
impar, homogéneas de dos en dos, y siéndolo la impar & una desconocida
que con ella esta en igual relacion que las cifras entre si, determinar el valor
de dicha cantidad desconocida.

Solucion 6 regla.  Cologuense en linea todos los términos hipotéticos, y
debajo los correspondientes & la incognita, cada cual bajo su homogéneo. Con-
sidérense los dos primeros principales, y el relativo, como si los cuatro estu-
vieran solos en el problema, y férmese una proporciéon por la regla de tres
simple; pero poniendo en lugar de x para incognita otra letra, por ejemplo, z
para, indicar queel resultado de esa proporcion no sera el valor do la mic69-
la del problema, sino de otra que puede llamarse provisional, y sin determi-
nar su valor, déjese planteada la proporcién. En seguida formese otra con
los segundos lénninos principales, y la incognita provisional z, considerada
como relativa conocida, y otra incognita.provisional, por ejemplo, v, y déjese
planteada también esa proporcién. Y analogamente, formense todas las pro-
porciones que se necesiten para tomar en consideracion todos los términos del
problema, debiendo en la Gltima proporcion la incégnita ser x, para indicar
que es la que se busca, segin el problema.

Planteadas las proporciones, multipliqiense todas entre si, trasformando
algunas que sea necesario para que cada dos incognitas provisionales iguales
gueden una como antecedente y otra como consecuente, con lo que, simplifican-
do, desapareceran. Y Uitimarnente, hallese el valor de x por el método de la
i'egla de tres simple.

Ejemplo. Enunciado. 15hombres hacen 100 metros de muro en 20 dias; lo hombres para hacer
80 metros, ;cuantos dias necesitaran'!

Planteo. 15 hombres : 10 hombres : : a dias : 20 dias.
100 metros : 80 metros a dias ; a:dias= 80m. : 100; : a: dias : a dia>.
Resolucion. 15X80: 10X100::a X ir:20X a.

1200 ;1000 :;j: : 20y ar= _>0<11 = 21 dias.
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610. Demoslracion. Refiriéndonos al ejemplo anterior, diremos que
si 15 hombres en 20 dias hicieran la misma cantidad de muro que deben
hacer 10, seria una regla de tres simple, y seria inversa, porque ménos
hombres deberian tardar més dias, y se plantearia 15 : 10 : : a;: 20.
Pero como la obra que los 10 hombres deben hacer no es la misma que
los 15, el valor que se hallase & la incognita por esa proporcion, no seria
el de la incognita del problema, sino de otra cuyo valor no necesitamos
saber, pues no se trata de igual cantidad de obra. Por esa razén se le
llama zé incognita provisional. Y como aun sin necesidad de conocer su
valor, represéntalos dias que lardarian los 10 hombres si tuviesen que
hacer la misma obra que los 15, podemos con ella, y con los dos térmi-
nos que expresan la diferente cantidad de obra, formar otra regla de tres
simple, que podria enunciarse, diciendo, si un nimero de hombres (10
hombres) hacen 100 metros de obra en x dias, 80 metros, el mismo
namero de hombres, cuantos dias lardaran; y como ménos. metros ménos
dias emplearan, se planteara de este modo: 100 m. : 80 m. ; : 3d. :x d.
Y como comparando esta pvoporcion con la anterior, vemos que entre
ambas no hay mas que una verdadera incégnita, que es x, pues la 3,
aun considerdndola incognita, estando en ambas se le puede liacer des-
aparecer (581), por esta razon se convierten las dos proporciones en una,
con una sola incognita, y queda la operacion reducida & la de una regla
de tres simple. Y como lo mismo podria demostrarse si el problema tu-
viese mas términos que obligasen & plantear mayor ndmero de propor-
ciones, la regla es general y queda demostrada.

Ol1 Observacion. EIl llamar incégnilagJ)rovisionales_é cantidades que ;iiin sin determinar su
valor se hacen figurar como relativas conocidas, es con objeto de simplllicar la operacion, pues el
mismo ejemplo podriamos resolverlo méas acordemente con el espiritu de la demoslracion, de la ma-

nera siguiente: at~

15h.:10h. : :idias;20dias y 2= g9 = ~ = 30dias.

Y siendo 30 los dias que 10 hombres empiearian en la obra, si fuese ipal a la de los IS hombres, po-
demos decir que si esos hombres, cuyo namero no importa expresarlo, hacen en 30 dias 100 metros,

cuantos dias tardaran también en hacer 80, y daria to0:80::30.x y X = i) EO = 2idias.

Lo que aunque parer.oa mas sencillo, y lo es efectivamente en este ejemplo, nolo es en todos, y
por eso la regla previene que no se halle el valor do las incégnitas provisionales para hacerlas des-
aparecer y hacer mas cortas las multiplicaciones, que en problemas de muchos términos se harian
pesadas.

813. Reglapractica del método de reduccion d la unidad. ~Coloquense en li-
nea todas las cantidades de la hip6tesis del problema, y debajo de ellas todas las
coi'respondientes a la incognita, incluso ella, quedando cada una de éstas debajo
de su homogénea de la hipotesis. Pbnganse mas bajo una raya como para formar
un gran quebrado, y sobre ella desde luego, como factor primero del numerador,
el término relativo conocido, 6 sea el homogéneo & la incognita. En seguida con-
sidérense todos los términos del problema dos & dos, cada uno con su homogé-
neo, y véase si estan en relacion directa 6 inversa con los relativos. Los que es-
tén en el primer caso, péngase el hipotético por factor del denominador, y el
correspondiente por factor del numerador; y ios que estén en relacion inversa,
péngase el hipotético por factor del numerador y el correspondiente por factor
del denominador. El quebrado resultante sera igual a la incognita det problema,
cuyo valor se determinara realizando las operaciones indicadas en el quebrado
que 4 ella es igual.



El mismo ejemplo anterior seré

planteo 15 h. 100 Ol. 20 dias.
10 h. 80 m. X dias.

-2 20X «5X80 _ gz _ .
resolucién ox o - {a= 24 dias.

613. Demostracion y regla analitica. Si consideramos primeramente
los hombres y prescindimos de los metros de muro, como si los 10
hombres hubieran de hacer la misma obra (jue losl5, diriamos (juesi 15
hombres hacen la obra en veinte dias, un solo hombre tardard un namero
de dias 15 veces mayor que 20, 6 sea 20 x 15, y 10 hombres tardaran
un ndmero de dias 10 veces menor que un solo hombre, o sea

Este quebrado representa, pues, los dias que emplearan 10 hombres en
hacer la misma obra que 15, 6 sean 100 metros. Pero como no son 100
metros lo que los 10 hombres deben hacer, sino 80, claro es que un solo
metro necesitara que los 10 hombres trabajen un nimero de dias 100

veces menor que para trabajar los 100, 6 sea dias; y para hacer
los 80 metros necesitaran trabajar un nimero de dias 80 veces mayor
que para un solo metro, 6 sea ' quebrado que representara el
valor de la incognita; y como este es precisamente el que se consigue por

la regla préactica anterior, ésta es genera! y queda demostrada.

614. Observacion. Como se puede observar, ia regla practica tanto puede convenir al método,
proporcional por el que se podra demostrar, como al de reauccion & la unidad, y por lo tanto la ver-
dadera regla de este método es la que envuelve la anterior demostracién, cuyas con.sideraciones
&un tratandose de un ejemplo tan sencillo como el propuesto, dejarén ver facilmente la razén por
qué preferimos el método proporcional, pues la regla practica, sencillisima ciertamente, lo mismo,
repelimos, puede convenir & un método que al otro.

615. La prueba de la i'‘egla de tres se consigue suponiendo descono-
cida cualquiera de las cantidades conocidas del problema, después de
averiguado el valor de su verdadera incégnita, y viendo si el resultado
corresponde al término cuyo valor se ha supuesto desconocido. Asi, para
probar si 24 dias son realmente los que corresponden al anterior proble-
ma, se plantea en estos términos:

15 h. 20 (lias 100 ui. = 00 metros,

10 24 X ) 15X20

Y anélogamente y con mucha més facilidad la prueba de la regla de
tres simple, sea una y otra por el método proporciona!, sea por el de re-
duccion & la unidad.

Nota. En este segundo libro de Aritmético superior 6 complemenlal no se ponen ejercicios,
norbuc habiéndose ya manifestado por los dcl libro primero el método que conviene seguir, facil-
mente los profesorés pondnm los correspoBdientes ejemplos, que deberan ser muchos, relativa-
mente & las regias proporcionales.
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CAPITULO XII.

OTRAS REGLAS PROPORCIONALES.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIimNARES.

616. Ademas de la regla de ires hay otras, que aunque no se resuel-
ven tan evidentemente como aquellas, por medio de proporciones, en las
propiedades de éstas se fundan, por ellas pueden demostrarse, y por lo
tanto se pueden llamar también proporcionales. Son, pues, las siguien-
tes: regla de interés sunple; regla de interés compuesto; regla de descuento;
regla de medios 6 de término medio; regla de partes proporcionales; regla de
compafiia simple; regla de comparia compuesta; regla de aligacién y regla
conjunta.

ARTICULO ILI..

REGLA DE INTERES SIMPLE.

617. Interés se llama lo que produce un capital 6 cantidad de dinero
prestado; y es simple si se recibe realmente por el prestamista, y com-
puesto si no se recibe y se deja acumulado al capital.

Ese interés, to paga naturalmente el que toma prestado el dinero, que puede ser un_particular
ara salir de apuros mas 6 ménos pasajeros; ya un comerciante, 6 compafia de comercio, 6 indus-
rial para acometer grandes empresas; ya el EStado para cubrir los déficits de sus presupuestos.

618. Tantopor ciento se llama el interés que producen en una unidad
de tiempo, como un afio, un mes, etc. (pero generalmente un afiO), cien
reales o cien pesetas, segun la unidad monetaria que se toma como prin-
cipal por la ley 6 por la costumbre, 6 por el contrato que se iiace. Lla-
mandose lanio por ciento legal el cinco por ciento, que se expresa 0
5 p°/,, y comercial el seis por 100, que se expresa G pY" 6

619. Regla de interés simple. Para determinar el interés quepro-
duce un capital en un afio, sabiendo cudl es el tanto por ciento, se mtdliplica
éste por el capital, y el producto se divide por 100; y si se quiere saber el
interés por mas de un afio, se multiplica el de uil afio por el niumero en-
tero o fraccionario de afios de que se trata.
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Ejemplos.
1. ° 6745 pesetas & 5 por 100, ;cuanto dan al afio?
Resolucion. = 337,2b pesetas.
2. ® 6745 pesetas al 5 por 100, ;cuanto produce en tres afios y tres meses?
Operacion auxiliar

Resolucién, °74°%® = 337,25 pesetas al afo. 33725
y 3 afios y 3 meses = 3,25 anos. 325
168625
67450
104475
Interés de los tres v 4- afios  1096,0625 4096062T

Demostracion.  Porque como sabemos por el enunciado del problema,
<[ue 100 pesetas en el afio producen 5, podemos formar la proporcion

100:5::6745? : X,y como x x 100= 5Xx 6745, seraa= “";— (592}.

Y si este es el interés de un afio, naturalmente el de 5 y ~ sera ese inte-
rés del afio, multiplicado por 5,25 afios. Y como lo mismo podriamos de-
mostrar sobre cualquier otro ejemplo, la regia es general y queda de-
mostrada.

620. Escolio. Es evidente que la anterior regla puede expresarse
por medio de la formulay = llamando y al interés, c al capital,
i al tanto por ciento, y i al tiempo de que se trate.

621. Regla complemental dé interés simple. Para determinar el
capital que se necesita para producir un interés dado, en un tiempo determi-
nado también, y con lanio por ciento marcado, se multiplica por 100 el inte-
rés, y el producto se divide por el producto del tanto por ciento, por el tiempo
seflalado, segln esta férmula: ¢ = .

y para determinar el tanto por ciento que debo ganar un capital dado,
para que en cierto tiempo produzca un interés marcado, se multiplica el inte-
rés por 100, y el producto se divide por el producto del capital, por el tiempo,

esto es, \ =

y finalmente, para determinar qué tiempo se necesitara para producir un
interés dado, con un capital determinado y un tanto por ciento sefialado, se
mullipUca el interés por 100, y el producto se divide por el del lanio por
ciento por el capital, asi i = Yeo

Ejemplo. Sobre el mismo anterior sera

1 Capital; c= —N TN——me igjas" —
n R - 400 X 1096,0625 _ 109606,25 C inn
2"  Tanto por ciento: t =  e€45><1M--—--- iaiws ~ ~

. i | = <00 X1096,0625 <09606,25 . ote
Tiempo: = —5x 65 «nos.
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Demostracion.  Las tres partes de la regla complemental se deducen de
la férmula establecida (620) sobre la regla principal (619). Pues, en efec-
to, si la dicha férmula, considerando todas sus letras como cantidades
numeéricas, pero manteniendo su expresion literal para evitar multipli-

caciones inutiles en la demosU’acion, tendremos que y — ® wo Yy Sl

suponemos que y sea, como es, igual a tendremos ~ = chlog(t Re-
duciendo estos quebrados iguales & un comun denominador, daran
1~00 —~ siendo esos quebrados iguales y sus denominado-
res idénticos, sus numeradores seran iguales y seracx ¢ X i= ?/Xi00,
y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por ix t, sera ¢ =
AT>N"y como de esa misma igualdad se puede deducir i = y
también i = resulta que para determinar el capital, el tanto por

ciento o el tiempo correspondiente & un interés dado, se puede obrar
con sujecion a las férmulas que establece la regla complemental que
gueda demostrada.

ARTICULO I1II.
REGLA. DE INTERES COMPUESTO.

622. Regla préactica. Para determinar el interés compuesto, corres-
fOiidienle & un capital dado con tanto por ciento determinado, y en un tiempo
marcado también, se determina primeramente el interés correspondietite & un
ano, el cual se suma al capital, y forma el capital correspondiente al interés
del segundo afio. Se determina éste, y se le suma analogamente al capital de
este afio, y se forma asi el capital del tercer afio; y asi sucesivamente mien-
tras no haya més afios ni fraccion de afio que considerar; y el capital resul-
tante serd el que se ha reunido en el tiempo dado, y el interés compuesto sera
la suma de los intereses anuales que se han afiadido uno por uno al capital de
cada afio, 6 mejor, la diferencia entre el capital primitivo y d obtenido.

Ejemplo. Se desea saber el interés compuesto de 7b60 pesetas al 6 por 400 en
tres afios y cuatro meses.

Resolucién. Interés del primer afio: y = = 4536.
Capital al finar el primer afio: 7560 pesetas 14 4536 = 8043,6.
Interés del segundo afio: y = n ~ 480,82.
Capital al finar el segundo afio: 8043,6 -t- 480,82 = 8494,42.
Interés del tercer afio: y = N = 509,665.

Capital al finar el tercer afio: 8494,42 -I- 509,665 = 9004,085.
Interés de los cuatro meses:

9004,085% 6 X 1 5102151 X i 18008 17

------- 00-------' = — Jjoo— = -™T- = 80,0817.
Capital al concluir el tiem])o: 9004,083 -4 480,0817 = 9484,4667
Capital Primitivo. ... 7560

Interés compuesto en los tres afios y cuatro meses.. 4624,4667
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Demostracion. Demostrada (620) la regla para determinar el interés
de un afio, es evidente que tal interés, no recibiéndolo y afiadiéndose al
capital, debe formar otro de su suma paia el interés del segundo afio, y
analogamente para los sucesivos; no siéndolo ménos que la diferencia
entre el capital resultante y el que se tenia primitivamente, debe ser el
interés compuesto de los intereses del tiempo trascurrido. Luego la regla
practica esta demostrada.

««3. oObservacion. Esta regla préactica es, como se ha visto, bien sencilla, tratdndose de po-
cos ailos; pero tratandose de muchos, las multiplicaciones son tantas y tan grandes, que la opera-
cion resulta pesadisima, y susceFllbIe'por lo tanto, de equivocaciones, por lo que mejor es recurrir
& los logaritmos, mientras por el algebra no aprendemos otro método mas conveniente.

ARTICULO 1V.

RE&LA DE DESCUENTO.

624. Descuento se llama la cantidad que se da de ménos en un pago,
que, debiendo hacerse en época determinada, se efectia antes de cumplir el
plazo.

Por ejemplo, una letra que se toma en Madrid sobre Paris 4 seis meses vista,
0 a seis meses fecha (que de ambos modos suelen comprarse las letras), si se quie-
re cobrar al raes, y en ello estd conforme el que debe pagarla en Paris (pues no
se le puede obligar a eilo), da una cantidad de ménos por el favor jque hace, y
equivalente 4lo que el dinero le produciria en su poder en los cinco meses mas
que podria tenerlo.

625. Regla usual. Se determina el interés comercial convenido, cor-
respondiente ai capital 6 cantidad que debe recibirse y al tiempo que se ade-
lanta su pago, y ese serd el descuento que debe hacerse a la cantidad que debe
abonarse.

Ejemplo. Una letra de 1500 pesetas, & seis meses vista, se desea co-
brar en el acto de presentarla.

Resolucién.

. . 4500X6Xf  0000X4 4500
Interés en seis meses y = t00 A0 1M

Descuento 45 pesetas, cantidad que debe cobrarse 1500 — 45 =
1455 pesetas.

Demostracion. Demostrada (020) la regla para determinar el interés,
es evidente que el interés que se determine corresponder de descuento al
capital, es el que arroje la operacién de esta regla, aunque no es comple-
tamente justo, como se dird en seguida.

036. observacion. No es efectivamente exacto que 45 pesetas sea el interés que proauciria
al 6 por 100 la cantidad que se “entrega, pues ésta no es 1500 sino 1455 y &ésta debia arreglarse el
calculo; pero como el comercio no considera esa diferencia, damos como regla principal la anterior,
y s6lo como oomplemental la siguiente, aunque por lo dicho no sea de aplicacion.

¢ 033. Jlegiacomplemcnlal. Para determinar el descuento que justamente debe hacerse ul

adelantar un pago, se multiplica el capital por el tanto por ciento y por el tiempo (jue se adelanta
ei pago; y el producto se divide por 100, mas cl producto del tanto por ciento por el tiempo adelanta-

do, 6 sea segun la férmula d =
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Ejemplo.
H A
ISO0XeEX 9000)(—’2 1))
1004-6x - «@0X 3 18

Demostracién. Si «00pesetas al afio producen«, en un tiempo dado t producirdn ix t porlo aue
«00+ iX i representaraen lo que se habran convertido «00 pesetas en <tiempo; luego por una can-
tidad de «CO X tX 1, se deberd descontari x i, ¥ se podra f0r81ar una proporcion que disa-si &
«004-iXi se debe descontarix T étun capital cualquiera C se le debera descontara?Vsera

e X 1Xx

«O-ftX i;ix t;;craya= «00--tX«
Luego la regla.complemental queda demostrada.

El anterior sera d = 45,08.

ARTICULO V.
REGLA DE PARTES PROPORCIONALES”

628. Regl\ de partes proporcionales €S la qIUZ ensefa 6 dividir una
cantidad dada eii parles proporcionales & otras cantidades dadas también.

Regla general. Para dividir una cantidad en partes proporcionales &
otras, se divide aquella por la suma de éstas, y el cociente se multiplica por-
cada una de estas trnsmas, con lo que se obtienen como productos las cantida-

des.proporcionales deseadas.

Ejemplo. 60000duros de contribucion impone un general & una plaza que toma por asalto con la
condicion de que la han de pagar exclusivamente los seis mayores propietarios, segun la contribu-
cion ordinaria que paguen- o

El primero paga 5000 pesetas. EI segundo 3300. El tercero 3400. El cuarto 3200. El auinio
3000. V el sexto 2.()100. ] ’

Eesolucion. iQ,000 : (I>000 -i- 3500 + 3400 -i- 3200 14 3000 -|- 2500) = 20000
Al 8y o= 32%%[’ *U563H
A2n S0 D 59497
A3E gy 300 DD 09009
Ndc 2~ X g0- 00 o039

asy . - BID  gg766
A 2y o TRy’ 728156
prueba  60000,00

629. Observagion. La cantidad repartible son duros, y las contri-
buciones pesetas, no habiendo necesidad de reducir los duros & pesetas,
pues el resultado seria el mismo, pero los operaciones mas pesadas.

Demostracion.  Si llamamos A la cantidad de GOOOO duros que se debe
repartir, y h, c, d, ?p, n, p las cantidades de contribiicioti ordinaria que
han de servir de guia para el reparto proporcional, y & las que se luiscau
X, Z, Y, V, s, r, iiuludablenienté que podremos formar la serie de razones
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lgualesh:X ::c:z::d:y:\m:V: n:s\ p:r, 6bien—= - =
jA=5==7 = ~-Y como en toda série de razones iguales la suma de

antecedentes es & la de consecuentes como un antecedente es & su conse-

cuente(590), sera =é Ni'6= ~n =

Pero el consecuente de la primera razon x -h z-h y -h v--h s+ r, es
igual & la cantidad repartible, pues que todas las resultantes la d*ben com-
poner; luego sera  SVITMTN¥P g 9= i et v considerando

las dos razones como quebrados, y siendo como son iguales, los produc-
tos de multiplicar sus términos en cruz también lo seran (194), y dara

{b-i-c-i-d-r-m-+-n~i-p)Xx—A x byx= " -
,&]ﬁ:c

y analogamente e+ d-hm+ n+p_ ~ n
A 6+ c-hd+ m+ n+p

X _6-«c-l-d +meTtT4—_s‘*

Luego tendremos los valores de x, de  de /'y de las demas incogni-
tasEJI liaciendo lo que prescribe la regla que queda, por lo tanto, demos-
trada.

630. Observacion. Se simplifica mucho la operacion hallando pri-
meramente el cociente de dividir A por b -j- ¢-h d, etc.,, y multiplican-
dolo después por cada una de las cantidades b, c, etc.

ARTICULO VI.
REGLA SIMPLE DE COMPANIA.

631. Regla de compafiia se llama la que ensefia & determinar la ganan-
cia 6 pérdida que corresponde & cada uno do varios socios que forman compa-
fila de comercio 6 empresa, proporcionalmenle al capital diferente que aporta-
ron 6 al diferente tiempo que lo tuvieron empleado.

632. La regla de compafiia se divide en simple y compuesta. Simple,
cuando la ganancia 6 pérdida se ha de repartir proporcionalmeiite &4 ca-
pitales desiguales impuestos, pero todos durante el mismo tiempo, 6 por
tiempo desigual, pero con igual capital todos. Y es compuesta cuando
los capitales impuestos son desiguales y desigual también el tiempo que
lo tuvieron en poder de la compafiia.

633. Laregla de compaiifa es un caso particular de la regla de partes propor-
cionales del articulo anterior, tanto que el mismo ejemplo puede servir para esta,
sin més que cambiar los nombres que concretan las cantidades, diciendo, 60000
duros 6 pesetas de ganancia 6 pérdida, y 0000, 3600 duros 6 pesetas, etc., de ca-
pitales impuestos que pueden ser duros para mayor verosimilitud; y los resulta-
dos seran las cantidades & repartir, que en esos negocios se llaman dividendos.

La demostracién es consiguiente la misma que la de su regla, y solo
insistiremos en hacer observar que si el capital de todos los socios fuera
igual, y el uno lo hubiera tenido dos afios, el otro tres, el otro, cinco, el
otro cuatro, el otro nueve y el otro seis, & estos nUmeros deberian ser
proporcionales las ganancias, como en el ejemplo lo son & los capitales.

. 13
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Ejemplo. 20000 pesetas de ganancia se han de repartir entro cuatro socios que imponen igual
capital, pere que el uno lo tuvo 2afios, el otro <~ . el otro 9 meses ye! otro 6 meses.

Rsofucion. - sy = Wi
+ +

AH.°
Al12.”
Al 3¢

Al 4®

634.

A

4210 2 = 8424 ;ptS. ; + S =
4210 5AX1 i = 6315 34  40_
4240 INX -1=3157~ 38738 3B
40 4 N, 40 46 , 44 3R 44 7% A
4240 jgx 9 ~ 38 49 33 W38 3B~ 3B
2,

Prueba 20000 00
El comercio usa muchos métodos practicos que ensefia la aritmética

llamada mercantil, que se comprenderan muy facilmente conociendo las reglas
y demostraciones que hemos dado. Haremos sobre ellos algunas indicaciones. Si
en el ejemplo anterior, en vez de operar como lo hemos hecho, hubiéramos de-
terminado la ganancia correspondiente al segundo, tomando las tres cuartas
partes de’la del primero, y la del tercero por la mitad de la del segundo, y la
del cuarto por la cuarta parte de la del primero, tendriaraos igual resultado, y
en muchos casos méas facilmente. En este ejemplo no lo seria tanto. Vedmoslo.

Al 4"
Al 2.*

Al 3%
Al 4"

635.

8421 i sus -| = 6315 al 2.“
634b ig su mitad 3457 g» al 3.*
3157 -

2105 N que es la cuarta parte de 8421 ~ del 1.”

ARTICULO VIL
REGLA COMPUESTA DE COMPANIA.

Rejila general. Para determinar la ganancia 6 pérdida que cor-

responde & varios socios que tienen en compafiia capitales desiguales por tiem-
po desigual impuesto, se divide la cantidad total a repartir por la suma de
los productos de los capitales de los socios, multiplicados por el tienpo que
cada capital lleva de estar impuesto, y ese cociente, multiplicado por el pro-
ducto de cada capital por el tiempo que esta impuesto, dara lo que le corres-
ponde a cada uno.

Eicmplo. Tres socios; el primero, impuso 6000 pesetas por 2 afios. E| segundo, 5000 por 3 afios,
Y el tercero, 4000 por 5 afios, y la ganancia total es de 50000

Resolucién. 6000 X 2-t-5000 X 3+ WOO X 5= 47000

AU .5 " X 6000 X 2 .., 12765,95

Al13.“S X 4000 XH....cooooniiiiiniinnne

49999,98
Por los decimales despreciados 0,02

Prueba..... s 40000,00
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Demostracion. Como la regla de compafiia simple se funda en la-pro-
porcional demostrada (628), y la Unica diferencia que hay entre la simple
y la compuesta, es que en ésta, en lugar de cada capital, se pone el pro-
ducto del mismo por el tiempo que ha estado impuesto, quedara ésta co-
mo aquella demostrada, si demostramos que las ganancias 6 pérdidas no
s6lo son proporcionales, como vimos, & los capitales impuestos, 6 & los
tiempos porque se tuvieron, sino que son proporcionales también tales
ganancias 6 pérdidas & los productos de los capitales por el tiempo que
estuviesen impuestos.

Para demostrarlo, llamaremos C & un capital, T al tiempo por que es-
t4 impuesto, é / & la ganancia 6 pérdida correspondiente, y c-& otro ca-
pital, t al tiempo porque esté impuesto, € y & la ganancia 6 pérdida cor-
respondiente, y por un raciocinio analogo al de la regla de tres compues-
ta (609), diremos; si 6 capital produce /, ¢ capital diferente, producira
z, 0 sealo que producirla el capital c si el tiempo por el que estuviere
impuesto unoy otro fuera el mismo. Y como a mayor capital corresponde
mayor ganancia ¢ pérdida, serd la regla de tres directa y la proporcion
C:c::Y :z. Después diremos: si en T tiempo, un capital (ho |mporta
cual) produce z, en t tiempo cuanto producird. T como también la razén
es directa, sera T : | : :z :y. Multiplicando ordenadamente ambas pro-
porciones (579), y haciendo de.saparecer de la resultante el término z co-
man, sera C X T:ex t:: Y :y; luego las ganancias 6 pérdidas son
proporcionales & los productos de los capitales por el tiempo que estén
impuestos, y la regla de compafia compuesta completamente acorde con
la simple demostrada, lo estara también.

636. Observacién. El comercio suele usar un método préctico exacto que
no deja de fundarse en la proporcionalidad de los datos con los resultados. Con-
siste en multiplicar los capitales por el tiempo que llevan impuestos, y & los pro-
ductos considerarlos como verdaderos capitales, resolviendo el problema por la
regla de compafiia simple; pero que, como se vera facilmente, no se hace otra
cosa que multiplicar antes cantidades, que por el método ordinario se deben

multiplicar después, sin que haya economia de trabajo en la mayor parte de los
casos.

Asi, 3000 pesetas por 2 afios. Capital supuesto 5000
2000 por 3 Id. 6000
y 5000 por 4 Id. 20000
Ganancia 10000 Suma de capital 32000
Al2."g” X 6000 = 1875
Al 3.737MX 20000 e = ti25Q

Prueba.......cinecrinnns 10000
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ARTICULO Vili.

REGLA CONJUNTA.

637. Regla co%junta se llama la que ensefia & determinar el valor de
tma cosa por el conocimiento qué se tiene de la relacién de su valor con el de

otra.

Esta Operacion, que sirve para resolver problemas muy dificiles de la banca
y del comercio, como cambios, pesos extranjeros, etc., se puede resolver por
medio de proporciones,J)ues hasta su nombre indica que varias reglas de tres
se relnen; pero aprenderemos otro medio mas sencillo, y que no deja de ser
proporcional; y lo razonaremos 6 demostraremos suficientemente sin necesidad
del auxilio del algebra, supuesto que sabemos lo que es igualdad (64), y sus axio-
maticas propiedades.

638. Regla general. Formense tantas igualdades como permitan los
términos conocidos del problema, que deben ser lo menos cinco (pues con tres
seria una regla de tres simple), poniendo por primer término de la primera
igualdad la incognita; haciendo que el segundo de ella sea de igual especie
que el primero de la segunda, y que el segundo de ésta sea igual al primero
de la tercera, etc.; y, en fin, que el segundo miembro de la dUltima igualdad
sea de la misma especie que la incognita. En seguida se multiplican entre si
todos los primeros miembros, y entre si también todos los segundos, y se ten-
dra otra igualdad, en cuyo primer miembro estard la incognita multiplicada
por todos los primeros miembros de las anteriores igualdades, y cuyo valor
serd el producto del segundo miembro, dividido por todos los primeros conoci-
dos que se multiplicaron.

Ejemplo. Si Garrobas de aceite se sabe valen 60 pesetas, ;cuanto costaran IOU kilogramos, sabién-
dose que (50 kilogramo* componen 13 arrobas?

Resolucién. icpts. = 100 Kilog.
150 kilég. = 15 arrob.
4 arrob. = 60 pts.
JIX 150x 4= 100x 15x 60 y *= - .m = 150 pts.

Demostracion.  Si multiplicamos los dos miembros de la primera igual-
dad por 150 kilégramos y por 100 los de la segunda, dejando indicadas
las multiplicaciones,serd x pts. x 150 kilég. = 100 kilég.  150kKilég.

y 150 kil6g. X 100 kilég. =  15arrob.x 100 Kilog.
Y como estas dos igualdades tienen un miembro igual; los otros dos se-
rén iguales entre si, y daran x x 150 kilég. = 13 arrob. x 100 Kkilég.,
que llamaremos cuarta igualdad, con relacion a las tres primitivas.
Comparandola en seguida con la tercera, si muitipiieamos los dos
miembros de ella por 13 arrob. x 100 kildg., y los dos de la que lla-
mamos cuarta por 4 arrob., tendremos

X X 150 kilég. X 4 arrob. = 100 kil6g. X 13 arrob. X 4 arrob.,

y 100 kil6g. X 13arrob. X 4 arrob. = 100kildg. X 15arrob. X 60 pts.
I como estas dos igualdades tienen también un miembro igual, los otros
seran iguales, y daran, como quinta igualdad, ;ex 150kiiég.x 4 arro-
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o -
bas=-= 400 kili'g.x 4 arrob. x '6/8 pts., yx = I-O-(-)-k-'{%'léﬁ%ga.rﬁbar?ogom'
= 450 reales y no kilégramos ni arrobas, porque en lo que llamamos
diaria igualdad consideramos 6 pudimos considerar los kilégramos co-
mo raiilliplicador y los reales y arrobas como multiplicando, y por lo
tanto X X 450 debia ser reales y 45 X 400 debian ser arrobas. Y analo-
gamente en la quinta igualdad podemos considerar las arrobas como
multiplicador y los reales como multiplicando, y ser los productos rea-
les. Y como lo mismo podriamos demostrar sobre cualquier otro ejemplo

en que se obre segun la regla, ésta queda demostrada.

ARTICULO IX.

REGLA. DE MEDIOS O DE PROMEDIO.

639, P romedio de varias cantidades desiguales entre si todas 6 algunas
4le ollas, se llama & la que expresa el valor que deberian tener, siendo iguales
y produciendo igual suma que con su desigualdad componen.

640. Para formarnos una idea exacta oe lo que es promedio, recurriremos & ejemplos vulgares
que_ se oyen todos los dias. . ;

Cuando preguntamos a un tenderomeuftnto gana lodos los dias, nos suele re.sponder, «n dia con
otro Irts fieselas: con lo gue quiere decir que aunque algunos dias gana cuatro 6 mas, como otros
gana tres 6 ménos, al fin del mes su ganancia es igual & que todos ios dias hubiera ganado tres pe-
seias. o
Cuando un viajero nos pondera lo mucho que hn viajado durante un verano, suele déctr que ha
andado & razon de 30 leguas por dia, con lo que quiere decir, y asi todo el mundo lo entiende, que
aunque algunos dias haya estado parado y otros andando ménos de 50 leguas, otros dias habra an-
dado mas, "y el resultado del espacio 6 distancia que ha recorrido es igual & que todos los dias hu-
biera andado 50 leguas. PRI . . .

Y en una esfera menos vulgar, 6 mas cientifica, cuando decimos que_los relojes marcan el tiempo
anedio y no el verdadero, queremos decir que, como los dias (astronomicos, 6 sea el liempo que me-
die entre un paso de sol por el meridiano y otro aparentemente, se entiende, pues, que es la tierra
Lno el sol el que se mueve), no son :guales, pues tienen unos minutos mas 6 ménos que otros,

s relojes deberan marcar las 12 6 24'lioras siempre iguales, marcan evidentemente la duracién de
los dias si fueran iguales, 6 sea su promedio.

641. La regla para hallar e! promedio no es verdaderamente proporcional, y
me trata de ella en este capitulo para completarlo con la siguiente de aligacion que
en la del promedio sefunda,, y que todos los autores ensefianjunto & las de compa-
fifa y demas explicadas.

642. Regla. Para hallar elpromedio de varias cantidades desiguales,
todas 6 algunas se suman todas sin omitir las repetidas ni las que sean 0, y
la suma se divide por el nimero de las que se han sumado.

Ejemplo. Un artesano, en los 30 dias de un mes, ha ganado 5 dias & razén dc™.” pesetas; 6 dias &
.34 pesetas; 1 dia & 7 pesetas; y otro O pesetas; 10 dias & 1— pesetas; 2 & | peseta, y 5dias na-
da 0: ;cuanto gané un dia con otro, de los 30 que tiene el mes?

Resolucion. 5dias 4 415= 4b X
id 34=34X5=1
id. 7 7
id 9 9
id. 5 = 15X 0= 15
id. 1 2
id. o 0

Suma de ganancias 72,5
Ulanan.se un dia con otro "2,5 ; 30 = 241 pesetas.
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643. Demoslracian. Como la definicion del promedio y lo ejecuta-
do en el anterior ejemplo segln la regla, y llevado al caso mas complica-
do (relativamente & la calidad de los datos, aunque por su pegnefiez la
Operacioén sea sencilla), evidencian que solo el cociente de la division de
la suma de todos los datos por el nimero de ellos puede ser el nimero
que multiplicado por el de dalos dé una suma igual & la de las cantidades
cuyo promedio se desea, la regla es general y queda demostrada.

ARTIi<:ULO X.

REGUIA DE ALIGACION.

644. Regla de aligacion S llama la que ensefia & determinar el precio
fdio de una mésela formada de varias parles de diferente valor, iy también
d determinar las partes de diferentes precios que pueden mezclarse para que
la mezcla resulte con un valor medio deseado.

Al th)s ocuparemos ahora sélo de la primera parle, pues que la segunda es mas bien del dominio del
algebra.

645. Regla. Multipligtese el precio 6 valor de cada parle por el ni-
mero de unidades de magnitud que la representan; y sumando después lodos
los productos y dividiendo la suma por el nimero de unidades de magnitud
que componen todas las parles de la mezcla, se tendrd por cociente el valor
que corresponde como térmitio medio & cada una de dichas unidades.

Ejemplo. _En un tonel se ponen 100 litros de vino que costaron 40,iS de peseta cada uno- 2 que
costaron 4 055 de peseta: 70a 0,00y 30 & 0,65, y se desea saber & como sale el litro para poder ven-
derlo con una ganancia deseada.

Resolucién 100 lils. U 045 = 45pts.
50 4 055= 275
70 a 060= 42
30 a 065= 195
Total de litros 250 Sumadel costo 134 ! 250
0 0536
lo0
000

Ellc?sto medio del litro os, pues, 54 centésimos do peseta escasos, pues le falta i milésimos nara
completar.

de 9By % a8 olY s Balea? 00T AR FLINNTE ER0r TUITREnA Se'biafd e
lo que so refieren las milésimas). ’

Jiesolucion. 3kilég. 49y0 = 3X 08 = a4
5 = 5X0,75 = 375
a 8= iX0.7 =28
Suma de kilogramos 12 Suma de valores 895 | 12

0,745833...
La ley, pues, del oro resiilindo ile la mezcla, es de 746 milésimos es-
cnso.s, pues le faltan dos diezmilésinios y 0,00005555...
Demostracion. Fundada esta regla en la anterior del promeilio, no
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podria darse otra demostracion que la dada & aquella, ofreciendo ade-
mas los anteriores ejemplos la evidencia de que llena el objeto a que se
destina.

CAPITULO X1,

PROGRESIONES Y LOGARITMOS.

ARTICULO PRIMERO.

PRELIMINARES.

646. PROGRESION ARITMETICA se llama una serie de nimeros tales, que ca-
da uno es igual al que le precede mas 6 ménos una cantidad constante, llama-
da razén de la progresidn; y progresion geometrica aquella en la que cada
numero es igual al que le precede, multiplicado porla razén; llanidudosfe as-
cendentes las progresiones cuyos términos van aumentando, y descendentes
aquellas en las que van disminuyendo.

Viene, pues, & ser una progresion lo mismo que una serio de proporciones continuas, en la que
la segunda razon de una sirve de primera a la siguiente, suprimiendo por in(til la repeticion del tér-
mino medio de cada proporcion. .

647. Sistema de logaritmos se llaman dos progresiones, una aritmética,
que empieza por 0, y otra geométrica que empieza por 1, y que se correspon-
den término & término, llamandose en particular los de la progresion aritmé-
tica 1ogaritmos (palabra que quiere decir indicador), de sus correspondientes
de la geométrica, d los cuales se les da el nombre de nameros; siendo, por lo
tanto, O logaritmo de i,y \ numero del logaritmo 0. El escocés Neper fué el
inventor de los logaritmos & principios del siglo xvii.

«49. Las importantes propiedades do las progr_esion_es y de los Io%ar_itmos, no pudiendo denios-
Irarse de una manera completa 6 general_por la Aritmetica, quedan bajo el dominio del Algebra,
por mas que SUS aplicaciones sean mas bien aritméticas que algcbraicas, por loque sélo daremos
una idea de ollas y sus principales aplicaciones, sin lo que no considerariamos completa esta Arit-
mética.

ARTICULO II.

PROGRESIONES ARmiUTICAS.

649. Las progresiones aritméticas liemos dicho que pueden ser as-
cendentes O descendentes, y afiadiremos que ascendentes son aquellas en
que cada término es igual al que le precede mas la razén, y descenden-
tes las en que cada uno de sus términos es igual al que le precede, me-
nos la razon.
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650. EI signo para expresar las progresiones aritméticas es v, co-
locado a suizquierda, y entre cada dos términos un punto. En esta forma:

N 7.9.11.15.05 .17,
7.1727 .37.47.57.
15.12. 9. 0. 5. 0.

leyéndose 7, es arilméticamenle 4 9, es &4 13, es & 15, etc. Las dos pri-
meras son ascendentes y la tercera descendente.

651. Por lo expuesto parece que las progresiones ascendentes son ilimitadas,
y limitadas las descendentes; pero ni lo uno ni lo otro es rigorosamente exacto,
pues aunque las ascendentes pueden prolongarse indefinidamente, como no son
‘realmente en conjunto cantidades, ni aun indeterminadas, como, por ejemplo, los
decimales periodicos, sino simplemente la expresién de la igual relacion que
tienen entre si varios niumeros, solo los que se necesita considerar componen la
progresiéon que puede considerarse completa. Y en cuanto & las descendentes,
aunque la Aritmética no trata de cantidades negativas, podremos desde luego
comprender, por lo que de ellas dijimos (80), que la tercer progresion podria pro-
longarse de este modo:

mM5.12.9.6.3.0. —3.—6.—8etc.

Esta progresion, para que se vea que vieng & ser una serle de gro&)omooes -continuas no hay
mas que considerar que es igual 413.12;:12.9;:9:6::6: 3::_3:—6,etc:

652. Los principales problemas que se resuelven por Ias progresio-
nes son dos: I.°, hallar «<n término cualquiera, conociendo el primero,
la raz6n y el nUmero de términos que deben preceder al que se busca;
2.°, hallar la suma de lodos los términos de una progresion de limites
determinados.

Atendiendo al objeto de este capitulo, solo nos ocuparemos del prime-
ro y de sus principales consecuencias.

653. Problema. Hallar un término cualquiera de unaprogresion arit-
mética, conociendo el primero, larazén y el nimero de términos de la progre-
sidn, considerada completa con el término que se busca.

Solucién 6 regla. Llamando a el primer término, rfla razén y m el
namero de términos que deberdn preceder al que se busca, que puede
llamarse |, ejeculanse las operaciones que indica la siguiente férmula:
¢==a-f- (mX d), y si la razén es negativa, la féormula®serd i = —
(mX d).

Ejemplo 1." Se desea saber cudl seréa el sexto lérmiDO de una pro-
gresién, cuyo primero es 7 y la razon 2.

Resolucion, x = 7 -(-(5x2)= 17.

Y en efecto, 77 :9:11 : 15: 15 : 17.

Ejemplo 2." Se desea el término octavo de una progresion, cuyo pri-
mer término es 15y la razén — 3.

Resolucién. ¥F= 15— (7x3) = 15— 21 = — G,

Y enefecto, 15.12.9.6.3.0.—5.— 6.

654. Demostracion. La misma definicidn de la progresion evidencia
gue si cada término ha de ser mayor 6 menor que el que le precede en
tantas unidades como tiene la razoén, el producto de ésta por el nimero
de Iérminos que preceden al que se busca, debe ser lo que valdra este
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mas U ménos que el primero, seglin sea positiva ¢ negativa la razén de
la progresion. «

655. Corolario. Conocidas de una progresion ariiméiica tres de estas
cuatro cosas: primer término, razén de la progresién, un iermino cualquie-
ra de ella, que puede considerarse el ultimo, ij el nimero de términos
que deben precederle (que, sera de tantos, ménos uno, como deba tener
la progresion), se podra determinar el valor de la otra, porque la formula

1= a-f- (ili X d) produce las siguientes: a ==1— (iiixa] y d= y
m= '-~ por las propiedades casi axiomaticas de las igualdades (G4), y
por un procedimiento ya demostrado (620). Y formulas semejantes para

la progre.sion descendente.

Ea efecto; si en la igualdad | a-t- restamos & sus dos miembros
(tny~d), resultaria (— (my~d) = a+ {my,d) — (myd), y simplificado el se-
gundo miembro, dard | —{myd) = a, que evidentemente es lo mismo que a =
/— (mxd).

Y si & los dos miembros de esta igualdad sumamos myd, daraa- (myd)
= ;—[my d) + (wX d), y simplificado el segundo miembro, dara a -t-{myd)
= |. Restando ahora & los dos miembros a, resultard a+ (wX ®= | —
simplificando el primer miembro, seramyd = | —a; y si ahora dividimos por

nt los dos miembro.s de estaigualdad y simplificamos el primero, dara d =

y si lo dividimos por d, daratn=
Y andlogamente, demostrariamos las formulas semejantes para las progresio-
nes descendentes que se deducen de ¢ = a— {my d).

656. Escolio. Por la formula d = se pueden interpolar lo-
dos los términos que se quieran entre dos o cada dos de una progresion;
pues tales dos términos seran ly a, y m serd el nUmero de términos que
se han de interponer, mas i y d la razén.

Asi, para interpolar tres términos entre los 7 y 17 de la progresion

7 .17 .27, etc., diremos d = = 2,5, y también d — =
2,5. Y la nueva progresion sera §-7.i),5.12.14,5.17.19,5.22,24,5.27,
etcétera.

ARTICULO III.

PRO&KESIONES G-EOMUTKICAS.

657. Las progresiones geométricas hemos dicho que pueden ser as-
cendenlesy descendentes, y afladiremos que ascendentes son aquellas en
lasque cada término es igual al que le precede multiplicado por la razén,
que debe ser mayor que la unidad; y desceiulentes las que cada uno de
sus términos, es igual al que le precede multiplicado por la razén de la
progresion, que debe ser menor que la unidad, pues multiplicada por
cualquier nimero, daréd un producto menor que él (658).

658. El signo para expresar las progresiones geométricas es k . an-
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tepuesto 4 ellas, y sus términos separados entre si por el signo de la di-
vision, en esta forma:

8:16:52 G4: 128, etc., cuya razon es 2.
52:16:8 & AviATaT " es {.
16 : 105 77:4 % etc., cuya razon esy

leyéndose 8, es geométricamente & 16, es a 52, es a 64, etc., siendo la
primera progresion ascendente y las.otras descendentes.

659. Las progresiones geométricas, lo mismo que dijimos de las aritméticas,
son ilimitadas, aun las descendentes, pues se pueden continuar con términos
guebrados; pero como no representan cantidad en conjunto, se consideran limi-
tadasg{ completas las que se componen de los nimeros cuya comparacién se
necesita.

V-®2.2;. progresiones geométricas vienen & ser una serie de_ p_rogorciones continuas, como se
?%) gftsgé); y en efecto, la primera de las anteriores equivale & la serie 8: 16:: <6:32 **32 «64 **61

661. Los principales problemas que se resuelven en las progresio-
nes geométricas, son dos como en las aritméticas (652); y por las razones
gue en aquellas dimos, no nos ocuparemos mas que del primero y de sus
principales consecuencias.

682. Problema. Hallar un término cnalquiera de una progresion geo-
métrica, conociendo el primero la razén, y el nimero de términos de la pro-
gresion, considerada completa con el término que se busca.

Solucion 6 regla. Llamando a el primer término, q la razén de la pro-
gresion, y ra el nimero de términos que deben preceder al que se busca y
la éste, ejecltense las operaciones que indica la siguiente formula 1 ==
ax q*.

Ejemplo 1" Se desea saber cual sera el término quinto- de una progresion
geométrica, cuyo primero es 8, y cuya razén es 2.

Resolucién.' (= 8X2* = 8X 'I6= 128
Y en efecto;. h-8:16:32:64: 128

Ejemplo 2.“ Se desea saber cudl es el cuarto término de una progresién des-

cendente, cuyo primero es 16 y la razén Y-

Resolucion. Nz X (F)" = 16X ¢ ™ X 4g-

663. Demostracion. La misma definicion de la progresion geomé-
trica evidencia, que si cada término lia de ser el producto del que le pre-
cede por la razén de la progresion, el que se busque debera ser producto
del primero por tantas veces la razén por factor como términos le prece-
den, 6 sea m de exponente de la razén; pues en la primera progresion
8:16 :52, etc, 16= 8X 2y52= 16X 2,0seab2= 8X 2X 2
— 8 X 2% etc.

664. Corolario. Conocidas de um progresion geométrica tres de estas
cuatro cosas, primer término, razén de la progresion, un término cualquiera
de ella (que puede considerarse ultimo), y el nimero de términos que de-
ben precederlo, que serd4 de tantos menos uno, como deba tener la progre-
sion, se podra determinar el valor del cuarto, porque la formula 1==a X q“

produce las siguientes: a = q=
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El valor de m no se puede hallar.aritméticamente.

Eq efecto; ;= oX y si dividimos los dos miembros de esa igualdad por.
f y simplificamos el segundo, nosdard — = a, que es lo mismo quea~ — *
Y si los dos miembros de la formula ;= o X los dividimos por a y simplifi-
camos el segundo, nos dard = ?ry si ahora extraemos la raiz del grado m de

ambos miembros y simplificamos el segundo, sera = qtgh=

665. Escolio. Por la formula q = se pueden interponer lodos

los términos que se quieran, entre dos 6 cada dos de una progresion geo-

métrica, pues tales dos términos seran ay i, y por el mimero de los que

se quieran interpolar se sabra el valor de m, y por lo tanto el de q.
Ejemplo. Se desea interpolar dos términos entre los dos 8y 16 de 14 progre-

sibn 8:16: 32, etc, 6 entre 16y 32, sera q = = N2 = 12y residuo de

0,272, que producira un decimal ilimitado, por lo que el valor de los términos
gue resulten con esa razén no seran exactos, y solo proponemos este ejemplo
para hacer observar que aun siendo w = 3 no se halla el valor do q exacta-
mente, por lo que mas dificil sera hallarlo, siendo migual & otro niGmero: inexac-
titud del resultado de esa férmula, que debernos considerar después.

ARTICULO IV.

PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS.

666. Primera y fundamental. Teorema. E|I logaritmo correspon-
diente d cualquier nimero, es igual a tantas veces por sumando la razén de la
progresion aritmética & que pertenece, como veces contiene por factor el tal
namero & la razon de la progresién geométrica d que corresponde.

_667. Esta propiedad fundamental de los logaritmos es lo que llam¢ la aten-
cion a su inventorJieper y le hizo comprender las grandes ventajas que para el
calculo tendria el empleo de ellos.

668. Demostracion. Sean los sistemas de logaritmos que se quie-
ran, por ejemplo, los siguientes:

1. | :10 :100 : 1000 10000 etc.
Ol » 23 « 14 etc

2. *4 1:3 : 9:27: 81 etc.
4 02 *4+6-+8 etc.
sistemas que no s6lo pueden prolongarse hacia la derecha, sino hacia la
izquierda, en esta forma:

i’ 4 0,0910» : 0,%01 :001:01:1:10 10 1000 : 10000

4 _2—-=-1".0-1" 2«3 -t
oo hakitgs Bl ete
8. —6-—4-—2 0.2 8

sistemas cuyos lénniiui.s descompuestos en los sumandos y factores de
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gue respectivamente se componen, eon relacion ala razén de sns progre-
siones, daré:

0 1 ]OiﬂOX I]O -l_fDn:lo:iOX 10:10X10X10.
4—1—1—21e —1— 1-- 1 0-1 1+ 1 1 1.

2® 44 ax3x3 3X3 3X 3 3X3X3.

—2—2—2.—2—2 <2-0 24-2 24-2 4-2,
cuya simple inspeccion demuestra la verdad del enunciado del teorema.
669. Teorema. EI logarti7io coirespotidicjite & un ndniero producto
de dos 6 més, es igual & la suma de los logaritmos de sus factores.
Demostracién. Descompuestos ios términos de un sistema cualquiera
de logaritmos, v. gr., el primero de los anteriores en los sumandos y
factores iguales & la razon de las progresiones de que se componen, como
los hemos descompuesto para el teorema anterior, se ve que cada loga-
ritmo tiene tantas unidades como factores iguales & la razon de la pro-
gresion geomeétrica tiene el ndmero correspondiente, y por lo tanto que
cada logaritmo puede considerarse, segun indica su nombre (647), como
simple indicador de los factores iguales que tiene su nimero correspon-
diente. Y como el producto de dos nimeros compuestos de factores
iguales se compondra necesariamente de tantos como tienen ambos jun-
tos (pues 10 multiplicado por 10 X 10 = 10 X 10 X 10), y ese nime-
ro de factores lo indican sumados los correspondientes logai‘itmos de los
nameros que componen el producto, queda demostrado el teorema con
relacion & este sistema; pues en efecto, 10000 = 100 X 100 sera loga-
ritmo de 10000 = 4, que es logaritmo 100 — 2-1- logaritmo 100 = 2.
Y reliriéndonos a otro sistema de logaritmos cualquiera, por ejemplo,
el segundo de los expuestos en el anterior teorema; descomponiendo sus
términos en los sumandos y factores de que se componen, se vera que si
cada logaritmo no dice con sus unidades los factores que tiene el niime-
ro correspondiente, lo indica andlogamente con los sumandos de que se
compone, y por lo tanto la suma de dos logaritmos tendra tantos suman-
dos iguales a la razén aritmética como factores iguales & la razon geomé-
trica tendréa el producto de los nimeros. Y en efecto, 81 = 27 x 5 dara
log. de81 = 8= log. de 27= 64-log. de3=2, 6 sea log. de 3 x3 x 3
X3, que es2-f-2-f-24-2 igualalog. de5x 5x 3,quees24-2 -f-2
mas log, de 3, que es 2. Y como lo mismo se demuestra por cualquier
otro sistema, y lo mismo tratandose de muebos factores, pues cada dos
se pueden convertir en uno, el teorema es general y queda demostrado.
670. Corolario 1® EI logaritmo correspondiente & un cociente de una
divisién es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.
Porque como todo dividendo es igual al producto dei divisor por el co-
ciente, y acabamos de demostrar que el logaritmo de nn producto esigual
4 la suma de los logaritmos de los factores, el logaritmo del dividendo
que represente su producto serda igual al logaritmo del divisor, més el lo-
garitmo del cociente, y consiguientemente el logaritmo del cociente igual
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al del dividendo niénos el del divisor. Y en efecto, si log. de 8i = 8 es
igual & la suma de los logaritmos de 27 y 9, que con 6 y 2, tendremos
que 8 = 6 -f- 2, y restando 6 a los dos miembros de la igualdad y sim-
plificando el segundo, sera 8 — 6 = 6-f-2 — 6y8 — 6=2.

671. Corolario 2® EI logaritmo correspondiente a la potencia de un
ndmero es igual al logaritmo de tal nmero, multiplicado por el exponenle de
la potencia.

Porgue como toda potencia se compone de tantos factores iguales al
namero de que es producto, como tiene unidades su exponente, y el
logaritmo de un producto es igual & la suma de los logaritmos délos
factores, y lo mismo es sumar factores iguales que multiplicar uno. pol-
las veces que esté repetido, resulta evidente la consecuencia del anterior
teorema.

Y en efecto, el logaritmo de 9®= 81, que es 8, es igual al logaritmo
de 9, que 4, multiplicado por 2, que es ei exponenle de la potencia, pues
lo mismo es sumar log. de 9 con log. de 9, que duplicar uno de ellos.

672. Corolario 5® EI logaritmo de la raiz de un ndmero es igual al
logaritmo de-tal nimero, dividido por el indice de la raiz.

Porque si el log. de 9®= 81, que es 8, esigu”™ al logaritmo de 9

que es 4, multiplicado por 2; el logaritmo de \/81 debe ser el de 81
que es 8, dividido por 2, que da 4 cuyo nimero es 9.

ARTICULO V.
DIFERENTES SISTEMAS DE LOGARITMOS.

673. Los sistemas de logaritmos que pueden considerarse son en nu-
mero infinito, porque aun atendiendo & la circunstancia indispensable de
que la progresion aritmética empiece por 0 y la geométrica por 1, son en
numero infinito las progresiones que pueden formarse, segun la diferente
razon que se lome en cada una; y por este motivo se llama base de un
sistema al nimero que tiene por logaritmo la unidad, porque ese deter-
mina la razén de su progresion y fija la de la correspondiente.

674. Dos sistemas de logaritmos solamente han sido hasta ahora empleados
de todos los que pueden gehan podido imaginarse y emplearse, el neperiano, lla-
mado asi por el nombre 3e su autor Neper, y también hiperbdlico (por una pro-
piedad de una linea curva llamada hipérbole, que tiene relacion con é€l), y el
vulgar 6 de Brigg, que esel que se emplea en los calculos.

675. El sistema neperiano es el siguiente:

h X\ cef : etc.
~O 24g::3a,etc.

Su base, como se demuestra en el algebra, es (1 -t-a) ~'
676. El sistema de Brigg es el siguiente, que ya hemos expuesto:
~ 1:10 : 100 : 1000 : 10000
A0 1.2 5 . 4
cuya base es evidentemente 10, raz6n ademas de la progresién geométri-
ca, siendo 1 la de la aritmética.
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677. Para que este sistema pudiera prestar alguna
hubo aue interoolar medios entre cada dos términos de el, a fin de que tos «w
iwertjs"uesen todos los enteros comprendidos entre los expresados, pues las ope-
raciones de los nimeros compuestos de la unidad con ceros son faciles sin ne
eesidad de la ayuda de los logagritmos. ,

678 Para ®sa Interpolacion, fundidndose en las formulas que conocemos
(eSi Y 665), se interpolaron entre i y 40 en gran nimero de medios
cos | igual nimero entre sus correspondientes de la progresion aritmetica O
V 4V analogamente entre 40 y |00y entre | y 2, y se obtuvo otraprogresién de
términos menos diferentes. En seguida se interpolaron otros entre los términos
hallados, y asi se consiguié que algunos de la progresiéon Seometrica fueran »
iam lesal'i, 3, 4, etc., aunque no exactamente (pues ya observamos (665) <*®
razon tiene que ser un decimal ilimitado) con lo que se obtuvo el sistema conve-
niente con todos los nimeros naturales hasta el limite que se crey6
dcanzar! desatendiendo para formar las Tablas como después veremos, 0OYW™
los términos de la progresién geométrica que no n
ros naturales, y consiguientemente sus correspondientes I0odnimos.

articulo vi.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS VULGARES.

Antes de exponer las propiedades de los logaritmos vulgares 6 de Brigg, da-
remos algunas definiciones.

679  Numeros reciprocos se llaman los que resultan de operaciones con-
trarias y regresivas de una misma cantidad yOéla unidad, pues que la multi-
plicacion y division por O da siempre O. n

Asi, 10 es reciproco de /T, porque #¥W ¥8—=10y +210= 1p= 01 % 5 es reciproco de 0,2, por-

oue 1;5= —= 0i2,y 1 X 5= 5;y ~ es reciproco de-j, porque 1: —= -j, y1X j

=y.y
. ®

ivO _A= _ 4 Pero en logaritmos solo se llaman reci-

L 4-+-1 = 0. lo que no sucede con los oiros reciprocos por muUipUcacion ¢ division.
680  Complemento logaritmico a 0 es, pues, otro loffaritmo exacta-
mente igual, pero de signo contrario, y que lo destruye, U otro equiva-

lente que lo destruga i%ualmente gse,escribe ue este modo: Cqlog.
Asi, ¢ lo«, de 24,56 = — 24,56 U olro_equivalente a este, que des-

Dues vereinos cdmo encontrarlo mas a proposito para el calculo.

681. También se llama complemento logaritmico a 10, que se escri-
be C log. & otro logaritmo que, sumado con él, produce ii.

682. Finalmente, se llama caracteristica de un logaritmo a su parle
entera, Y manitda a su parle decimal.

683 Lema. EI logaritmo de un nimero expresado por la unidad con
ceros a la derecha 6d la izquierda (es decir, entero 6 decimal, como IU,
100 1000y 0,1, 0,01, 0,001), tiene cero de mantisa y una caracteristica
con 'tantas unidades ménos una, como ceros acompafan & la unidad a la dere-
cha, d una massi los tiene & la izquierda por ser decimal, en cuyo caso dicha
caracteristica sera negativa, y reciprocamente, etc , porque lo evidencia la
simple inspeccién del sistema fundamental de Brigg

‘ 0,01 : 0,1:1:10:100
N—2 .—1 0.1.2
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684. Lema. EI logaritmo de todo nimero mayor de 1 y que no sea la
tmidad con ceros, tiene mantisa significativa y caracteristica con lanias uni-
dades menos una coma cifras el nimero;y, por lo tanto, cero de caracteristica
todos los nimeros digitos.

Perque la inspeccion del sistema videncia que lodos los nimeros
mayores de 1y menores de 10, 6 sean mdos los digitos, deben tener un
logaritmo mayor que 0 y menor que 4, y serd, por lo tanto, un decimal
propio 6 con 0 enteros; que lodos los nimeros mayores que 10 y menores
que 100,.0 sean los compuestos de dos cifras, deben tener un logaritmo
mayor que 1y menor que 2, y sera, por lo tanto, un decimal mixto cuyo
entero serd 1, y analogamente lodos los nimeros superiores.

685. Reciprocamente el nimero correspondiente & un logaritmo con
mantisa, serd un numero diferente & la unidad con ceros, y tendra tantas
cifras en su parte entera, menos una, como unidades tenga su caracte-
ristica positiva, y sera un digito si la caracteristica es 0.

686. Lema. B! logaritmo de todo mimero menor que launidad es igual, aun-

que de signo contrario, @ sea negativo, al logaritmo del ndmero reciproco, y tendra
mantisa Signijicativa, si no se compone de solo una unidad decimal, comd
. 01 6 0,01, etc.

Porque, no sélo lo evidencia la inspeccion del sistema, pues se ve que loga-
ritmo de 10 es 1y — 1 el de 0,1 sino que cualquier otro nimero, por ejemplo,
0,2 tendra el mismo logaritmo que su reciproco 5; pues siendo medios propor-
cionales respectivamente entre 1y 10y entre 1y 0,1, deben tener iogaritraos
medios proporcionales que sean también reciprocos 6 compleméntales.

687. Observacion. La anterior verdad no tiene importancia mas que en el
sentido_tedrico para formarse idea mas cabal de ios logaritmos, pero no tiene
aplicacion, porque los logaritmos negativos no se emplean en ios calculos, al me-
nos con mantisa neéativa, ni los traen las Tablas; y la razon es, no sélo por lo
embarazoso de su empleo, sino porque son completamente inatiles, como se de-
duce del mismo anterior lema, y se comprendera mejor por los siguientes:

688. Lema. Todo logaritmo negativo es igual 6 equivalente & otro de
caracteristica negativa, aumentado de una unidad, y caracteristica positiva
igual a la diferencia entre la negativa y un entero.

Demoslracioii. Porque si tenemos log. — 0,698970, y le sumamos,
— 4 H-1su valor novariara y sera— 1-i- 1— 0,698970, y verificando
la Operacién que indica el signo que separa los dos Gltimos términos-f- 1
— 0,698970, dara — 1 -f- 0,304030, expresion que es evidentemente
igual a T,301030 con el signo sobre la caracteristica para indicar que sélo
afecta a ella. Luego el teorema queda demostrado.

689. Corolario 1® Luego para convertir un logaritmo negativo en
otro que puede llamarse mixto, 6 sea de caracteristica negativa y manti-
sa positiva, se le afiadira a aquella una unidad, y todas las cifras de la
mantisa se restaran de 9 ménos la Gltima significativa de la derecha, que
se restard de 10. Asi en el ejemplo anterior dijimos 6 pudimos decir O
de caracteristica, aumentada de una unidad da — 1y de 0 4 0 va 0, de
7410van 3,de949va0,de849val, de949va0,yde64a9van5.
y por lo tanto, dara 1,301030 = «— 0,698970.

690. Corolario 2® Como los logaritmos con mantisa negativa no
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se emplean en los calculos, para iiallar el complemento logaritmico con
mantisa positiva, sea el logaritmo positivo, sea mixto, como le hemos lla-
mado, 0 elecaracteristica negativa (y no & uno sin mantisa, porque su com-
plemento es el mismo con signo contrario) (680), se le muda el signo 4la
caracteristica, agregdndole— 1, y"todas las cifras de la mantisa se restaran
de 9 menos la Gltima significativa de la derecha, que se restara de 10;
pues esta operacion equivaldra & las de cambiar el signo a todo el loga-
ritmo para que sea complemento, y & convertirlo después en mixto 6 de
mantisa positiva por el anterior corolario.

Ejemplos. I," log. 254976 2.° 0,576 45
CG,log. 345024 Cqlog. 1,42 555
prueba 000000 prueba QQ 0 QO O
37 log. 3,456 1507787
cjog. 2,54525 c,log. 0,6 9242
prueba 000000 prueba 000000

691. Teorema. La diferencia entre dos logaritmos es igual d la suma
del minuendo y el complemento aritmético logaritmico del suslraendo.

Demostracion.  Aun por lo poco que sabemos sobre cantidades positi-
vas y negativas (80), podemos decir que el suslraendo por ser tal, aun-
gue sea positivo, adquiere el caracter negativo o contrario al del minuen-
'do, al que ha de destruir total 6 parcialmente; y como el complemento
logaritmico de un logaritmo es uno igual, pero de signo contrario, claro
es que & la resta del suslraendo debe equivaler la suma de su comple-
mento logaritmico.

Y en efecto, 543274 es lo mi smo que 5,43274
— 5,52472 -h 447528
= 1,90802 = 1,90802

693. La demostracion del anterior teorema es muy facil darla algebraica-
mente; mas siendo el objeto de este capitulo el hacer comprender la esencia de
las verdades por medios aritméticos meaos abstractos que los algebraicos,
hemos dado la demostracion en términos poco cientificos y que a muchos no
pareceran convincentes.

693. Teorema. EI logaritmo de un ndmero tiene igual mantisa que
el logaritmo del mismo, muitiplicado 6 dividido por la unidad seguida de
ceros, y Lacaracterislica aumentara 6 disminuira respectivamente en una uni-
dad por cada cero que acompafie & la unidad que sirve de multiplicador ¢ di-
visor, convirtiéndose en negativa cuando el nimero por la divisién se convier-
te en quebrado.

Demostracion. Vamos & demostrar que los logaritmos de 5, de 50, de
500, etc., y los de 0,5, de 0,05 y de 0,005, etc., tienen igual mantisa
gue suponemos (pues no conocemos las Tablas todavia) que es 0,698970,
y que la caracteristica que de 5es 0, de 50 serd 1, de 500 serd 2, y de
0,5 sera— 1, de 0,05 sera — 2 y de 0,005 sera — 5.
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Para ello diremos que como 60 = ¢ x 10, logaritmo de 50 sera
igual & logaritmo de 5, mas logaritmo de dO (609), pero el logaritmo de
10 es 1 de caracteristicay O de mantisa; luego al logaritmo de 5 sélo
habra que sumar 1 & su caracteristicay 0 a su mantisa, que la dejara sin
variacion. Y analogamente como 500 = 5x 100, logaritmo de 500 =
logaritmo de 5 -h logaritmo 100, y como éste no tiene mantisa, s6lo su
caracteristica 2, habra que sumar ala de 5.

Finalmente, como 0,5 es el cociente de dividir 5 por 10, pues; =

0,5, el logaritmo de 0,5 debera ser igual al logaritmo de 5 ménos el lo-
garitmo de 10 (670); pero el de 10 no tiene mantisa, luego sélo a la ca-
racteristica del logaritmo de 5 habra que restarle la del logaritmo de dO
gue es 1, y la mantisa no variara.

Para ver esto mas claro, supuesto que restar | de O enteros y un decimal,
aun por lo poco que sabemos de cantidades negativas (80). debe ser restar el ver-
dadero minuendo del sustraendo, que dara una resta decimal negativa, diremos
gue como todo logaritmo negativo se puede convertir en otro de mantisa positiva,
y caracteristica negativa aumentada de una unidad (688), y los logaritmos con
mantisa negativa no se emplean en los calcalos (690), y la diferencia entre dos lo-
garitmos es igual & lasuma del logaritmo del minuendo, y el complemento logarit-
mico del sustraendo sera, pues, log. de 0,5= log. de 5-i- corap”™ ;de 10, que es
— | sin mantisa (680); luego la del 5 no puede variar, y sélo a la caracteristica
de 6, que es O i”abra que sumar — 1, que evidentemente darda — 1. Y como
analogamente demostrariamos que el log. de 0,05 tiene igual mantisa que el de 5
y de caracteristica — 2, 0 sea con tantas unidades como ceros acompafian a la
unidad, que debe considerarse al divisor que puede suponérsele a 5 para pro-
ducir 0,05, el teorema es general y queda demostrado.

694. Corolario. Bel anterior teorema se deduce la verdad del si-
guiente cuadro:

Numero 5000 Logaritmo 5,698970

Nam. 500 Log. 2,698970
NuUni. 50 Log. 1,698970
Nam. 5 Log. 0,698970
NUam. 0,5 Log. 1,698970
Nam. 0,05 Log. 2,698970
NUum. 0,005 Log. 5,098970

Y por lo tanto, que asi como la caracteristica positiva dice con sus uni-
dades més una, de cuantas cifras consta el niimero & que corresponde el
logarilmo de que forma ella parte, asi la caracteristica negativa dice por
serlo que el nimero correspondiente es menor que la unidad, y con sus
unidades ménos una cuantos ceros hay entre el signo decimal del nime-
ro y la primera cifra significativa de su decinial.

695. Corolario 2.° El logaritmo de un decimal es igual en mantisa
al del entero que resulte de suprimirle el signo decimal, y su caracteris-
tica serd negativa y con tantas unidades mas una como ceros haya entre
el signo decimal y la primera cifra significativa del decimal propuesto.
Y el logaritmo de un quebrado comun sera el mismo que el del decimal

u
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correspondiente a que puede reducirse, 6 al logaritmo de la suma del lo-
garitmo del numerador y el tomplemento logaritmico del denominador.

CAPITOLO XIV.

APLICA.CIONES PRINCIPALES DE LOS LOGARITMOS.

ARTICULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

«00 Lanaturaleza y principales propiedades de los logaritmos nos son ya conocidas, y falta-
nos atender sus mas importantes aplicaciones y consiguientemente la manera de obtenerlos por
las Tablas que los contienen. n

697. Tablas de logarilmos son una coleccién de cuadros que con-
tienen todos los nameros naturales desde 1 liasta cierto limite que se
estima suficiente, con'lodos los logarilmos correspondientes, dispuestos
de manera quesea posible hallar también los logaritmos de lodos los nu-
meros imaginables por grandes que sean, y aun los de los nimeros me-
nores que la unidad; aprovechando para ello, no solo las ventajas que
puede ofrecer el mecanismo de la construccion de las Tablas, sino también
las propiedades de los logarilmos que liemos considerado.

698. Las Tablas de logaritmos méas conocidas son tas espafiolas de
Vazquez-Queipo y las de Calvel y las francesas de Callel y las de Lalande.
Alas primeras debe darse Justa preferencia por su ingeniosa y sencilla
composicién y sn reducido volumen, & pesar de contener los logarilmos
de todos los nimeros enteros hasta 20,000 exclusive, con seis cifras de-
cimales en la manlisa. _ L

Las de Calvel contienen los logaritmos de los nimeros hasta IOUUUO;
las de Latoide hasta 10000, y hasta 108000 las de Callel, teniendo todas
tres las mantisas con siete cifras decimales.

699. EIl mecanismo de la construccién de las Tablas y su manejo, se,explica
en todas ellas en su introduccion, recomendandose las de Vazquez-Queipo por
lo comprensible, & pesar de emplear el n>étodo analitico tan inconveniente para
ios jovenes que no tienen su inteligencia completamente desarrollada; y porque
comprendida la explicacion de esas Tablas, facilmente se comprende la explica-
cion de cualesquiera otras. Inutil es, por lo tanto, el que ensefiemos detallada-
mente su manejo en este capitulo, por lo que expondremos solamente las reglas
para sumar, restar, multiplicar y dividir los logaritmos, y después trataremos de
la resolucion del problema general dado un nimero, buscar su logaritmo y el
reciproco; y finalmente, aprenderemos las operaciones principales por medio do
los logaritmos.
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ARTICULO I
SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION DE LOGARITMOS.

700. Los logaritmos se suman, se restan, se multiplican y dividen
como los decimales, y la sola diferencia & que hay que atender es 4 la
del caso en que lodos los dalos 6 algunos tengan la caracteristica nega-
tiva; pues si la mantisa lo fuere, ya sabemos (688) que se debe convertir
en positiva.

701. Regla 1. Para sumar logaritmos positivos, se suman como los
decimales; y cuando todos ¢ algunos tienen caracteristica negativa, se prescin-
de de ella 6 se suman aparte si son varias, y luego se deduce de la caracleris-
ca de la suma de toda la parte positiva de los sumandos, qué caracterisiica po-
sitiva 6 negativa corresponde a la suma, por la diferencia que haya entre la
caracteristica positiva de la swna efectuaday la negativa de las caractei'isticas
que no se sumaron 6 se sumaron aparte.

Ejemplo. Logaritmo 1,545789
Log. -4-2,752504
Lo?. + 5576458
Log. 2,007545

Log. = _ 5 4602294 = 1602294

Ei resultado es facil de comprender, pues —2y — 5, es 5Y
5-h 4 e — 1
702. Regla 2." Para restar un logaritmo de otro, si ambos son posi-

tivos, se restan como decimales; pero si alguno tiene la caracteristica negati-
va, 6 aunque la tengan positiva los dos, si el suslraendo es mayor que al mi-
nuendo, lo mas sencillo enla mayor parte de los casos, y, por lo tanto, lo Gni-
co que en general debe prescribirse, es sumar el logaritmo del minuendo con

el complemento logaritmico del suslraendo por la regla anterior, segin ya
vimos (695).

Ejemplo. 2567643 ] 2567645
— 3.303i53 conio  *2,696547
= 526412 5,264192

prueba 2567643

703. Regla 5. Para multiplicar un logaritmo por un nimero entero,
si el logaritmo es positivo, se obra como con un decimal cualquiera; pero si
tiene la caracteristica negativa, se multiplica separadamente la mantisa y
la caracteristica, y se suman los productos, que uno sera negativo y otro po-
sitivo.
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Ejemplo. 3750764
X 2
Producto de la mantisa.. . + 1501528
Idem de la caracteristica.. 6,00000Q
Suma de productos................ 5501528
704. Regia 4/ Para dividir un logaritmo por un entero, si tiene la

caraclerislica positiva, se divide como un declinai cualquiera; pero si la tiene
negativa, se le afiaden & ella las unidades que se necesiten para que sea divisi-
ble exactamente por el divisor, y para compensar ese aumento, & la mantisa
se le pone una caracteristica positiva con tantas unidades como se afiadieran
a la negativa. En seguida se dividen separadamente la parte negativa del di-
videndo y la positiva entera y decimal, y se suman por la regla primera los
dos'cocientes parciales, con los que se tendra el total.

Ejemplo. 5501528 : 2 =
_ 6 1501528 2
10 — 3+ 0750764 = 3750764
001?2 prueba X 2
08 — 6+ 1501528
0 0='5,501528

Observacion. La anterior division sirve de prueba del ejemplo de multiplicacion de la regla
tercera.
705. Demostracion. La de las cuatro reglas auteriorés se funda

evidentemente en lo demostrado en las cuatro reglas correspondientes
de enteros y decimales, en lo que también se ha indicado sobre cantidades
positivas y negativas que se destruyen mutuamente (80), y en la equiva-
lencia de sustraer un logaritmo a sumar su complemento (C91).

ARTICULO ni.
MANEJO DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS.

706. EIl problema general de dado un nimero buscar su logaritmo y su re-
ciproco, dado un logaritmo bailar su ndmero correspondiente, puede dividirse
en varios generales también, segln la magnitud y caracter positivo 6 negativo
del numero que se propone; 6, segin que el logaritmo, cuyo nimero se desea,
tenga mayor 6 menor caracteristica y sea positiva 6 negativa, pues cada caso
de ellos reclama su correspondiente regla, porque una general seria demasiado
confusa. Daremos, pues, varias comprensivas del enunciado del problema & que
se refieren.

707. Regla 1." Para hallar el logaritmo correspondiente & un nu-

mero entero menor de 2000, tal como se propone, o desatendidos los
ceros con que puede terminar, se pone desde luego una caracterislica
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con tantas unidades, menos una, como cifras tenga el niUmero, contando
para ello con los ceros de su terminacién, si con ceros terminase. En
seguida si el niumero es, 6 resulta sin los ceros de terminacién, menor
de 400, por la primera Tabla de Vazquez-Queipo (pues & éstas nos refe-
rimos siempre) se verd faciiisimamente el logaritmo correspomUeiile con
su correspondiente caracteristica, que sera la misma puesta si no se des-
atendieran ceros y en otro caso para nada servira. Si el nimero, después
de ponerle su caracteristica y de la posible disminucién de ceros, resulta
mayor de 400 y menor de 2,000, se buscan en la primera columna ver-
tical de las Tablas, y & su derecha se hallara inraedialamente la mantisa,
cuyas dos primeras cifras se tomaran de la parte superior de la columna,
si no estuviera en linea con las cuatro Gltimas.

Ejemplos. 1. ® Nium.-343 Log. 2537819
2. ® NUm. 3450 Log. 3,389166
3. ® Nim. 1845 Log. 3,265996
4, ® NUm. 193900 Log. 5287690

708. Demostracion. La de estos problemas se fuada evidente y oasi total-
mente en la teoria de la construccién de las Tablas y en su material composicion.
Nos limitaremos a hacer sobre los ejemplos algunas indicaciones.

En el primero de los anteriores, diremos que no hemos tenido que hacer
otra cosa que buscar en la primera Tabla, al lado del nimero dado, su logaritmo
correspondiente.

En el segundo ejemplo, hemos puesto la caracteristica correspondiente por
lo demostrado (694), y después, como la mantisa de 245 tiene que ser igual a la
de 2450 (693), aunque también la de este nimero esta en las Tablas, es mas facil
tomar la igual de la primera Tabla. »

En el ejemplo tercero no tuvimos, como en el primero, otra cosa que hacer,
después de ponerle la caracteristica correspondiente, sino buscar en la primera
columna de las Tablas el nimero y poner la mantisa, cuyas cuatro Ultimas cifras
se hallaban en la misma linea inmediata, y cuyas dos primeras (suprinidas por
ser inatil la repeticion,) se hallaban encima del claro ¢ blanco correspondiente.

En el cuarto ejemplo, buscamos del mismo modo la mantisa de 1039, que es
igual a la de 193900 que no alcanzan las Tablas, después de haber puesto la ca-
racteristica correspondiente.

709. Observacion. Para adiestrarse en el manejo de las Tablas, conviene
observar, primero, que las mantisas van aumentando hasta el nGmero 1000 de
la primera columna, 06 sea hasta 10000, contando con la columna horizontal supe-
rior, siendo la de 9999 3,999957. Que desde 1000 6 10000, cuya mantisa es O,
vuelven & aumentar hasta ser 301008 la mantisa correspondiente & 19999, limite
de las Tablas.

710. liegla'i.“ Para hallar el logaritmo correspondiente & un nime-
ro mayor de 2,000 y menor de 20,000, limile de las Tablas (siempre sin
contar los ceros con que pueda terminar), se pone desde luego la caracte-
ristica correspondiente; después se busca en los Tablas, en la primera co-
lumna, el nimero dado sin su dltima cifra, y esta se busca en la colum-
na horizontal superior, y la mantisa se compondra de las dos cifras que
tenga el niUmero (acortado como se ha dicho) a su dereclia 6 un poco méas ar-
riba, y las cuatro dltimas cifras seran las que marque la intercepciéon de
la columna horizontal correspondiente al nimero, y la vertical corres-
pondiente a su ultima cifra, que se hallaran en la segunda pagina si es
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mayor de 4. Debiendo las dos primeras cifras ser las que el nimero acor-
tado tiene un poco mas abajo de su derecha, si & la izquierda de las cua-

tro Gltimas de la mantisa hay un asterisco *.

1 Nam. 19234 Log. 4,284070
2. ° Num. 183570 Log. 5263802
3. “ NOm. 17773 Log. 4,250005
4. " NOm. 1819900 Log. 6260048

Bjemplos.

711. Demostracion. En el ejemplo primero, después de poner la caracten.s-
tica 4, buscamos en la primera columna de las paginas 6 semi-Tablas el nUmero
1923, y su ultima cifra 4 en la columna superior horizontal de la pagina de la
izquierda, donde encontramos aquél; y hallamos en la intercepcion de la colum-
na vertical de 4y la horizontal de 1923, para Gltimas cifras de la mantisa 4070 y
para primera y segunda 28, que estan a la derecha, y un poco mas arriba del

numero, 1923, ) N !j . h
En el segundo, después de poner la caracteristica correspondiente 5, desaten-

dimos el 0 con que termina el nimero dado y buscamos la mantisa de 18357 de

una_manera analoga al caso anterior. o, . ) )
En el ejemplo tercero, buscamos la mantisa del mismo modo; pero como las

cuatro cifras Gltimas de ella tenian a su izquierda un asterisco en lugar d™ poner
por dos primeras 24, que estd a la derecha, y un poco mas alto que 1777, pusi-
mos 25 que esta un poco mas bajo.

Y en el ejemplo cuarto, después de poner la caracteristica correspondiente,

V desatendiendo los dos ceros de la terminacion (inatil es repetir que por la
razén de que la mantisa de un nimero es lo mismo que la del mismo multipli-
cado por la unidad con ceros), buscamos la mantisa del mismo modo que la del
ejemplo anterior, y con la misma particularidad del asterisco.

* 712. Uegla'd” Para hallar el logaritmo correspomlieiitc & un nu-
mero mayor de 20,000, limite de las Tablas (deduciendo siempre los
ceros de su terminacién) después de poner la caracteristica correspon-
diente, se lomaran de su izquierda las cifras necesarias para componer
un ndmero menor de 20,000 (cinco cifras si las dos Jirinieras forman un
namero mayor de 19 y las cuatro si dichas dos primeras forman un na-
mero mayor de 20). En seguida, por la regla anterior, se buscara la man-
tisa que corresponde al nimero asi acortado, y & ella so le sumara la
parte proporcional correspondiente por las cifras que piimeiamente se
desatendieron del nimero dado al acortado, en vista de la diferencia que
indican las Tablas entre las ullinias cifras de una mantisa, y las de la
siguiente correspondiente & un namero con una unidad méas que el an-
terior. . : , |

Esta correccion complemental 4 la mantisa hallada, se hace con la
praclica & ojo con suficiente e.Kaclitud; sin embargo, la regla es multi-
plicar la diferencia tabular (que asi se llama) por el namero que forman
las cifras que del propuesto se desatendieron, considerado como decimos
v otras unidades inferiores, y el producto sera lo que debe afiadirse a las
Gltimas cifras de la mantisa hallada para tener la que se busca corres-
pondiente al nimero dado completo.

Todavia se Duede hacer esla correccion con mayor exactitud, s6lo necesaria_cuando el ndmero
deSrisTesa”Sas es muy grande y el problema les da grande .mporUnc.a. Tara ello se busca
«n las Tablas proporcionales, cuya explicacion se da en las mism.s labias.
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Ejemploi.
t" . 5,
Maalisa 0,584783
Idem por 55 de la diferencia tabular 113, 57
Logaritmo deSeado.....receiesseesseesesennns 5,584840
2« Num.
Mantisa de 18578 0,268999
Idem por 457 de la diferencia tabular de 23.. 1
Logaritmo deSeado.........mmieens 9,269010
Zelemmacion deolt;ldclgg‘(legcmn por el método Determmag}%%ﬁ%%ﬁ;gg las tablas
. . - Diferencia tabular 23 por 4 9,2
1:23 ;0457:&= 10511 por5 115
X son 10 millonésimos por 7 167
~371 y media, tiorque 23 correcion total........ 10511
N son millonésimos. o Ll L
10511

713. Demostracion, llefiriéndonos al segundo ejemplo (pues demostrado
éste lo estard el primero), después de poner la caracteristica correspondiente,
buscamos en las Tablas por la regla segunda la mantisa correspoaciiente ai nu-
mero 18578; pero como desatendiamos (ademas deios ceros que en nada pueoen
cambiar la mantisa) 457, y éstos componen un nUmero gque es un poco menor ae
la mitad de una unidad de la especie de 8, ultima cifra considerada, a ojo pusi-
mos por correcion de la mantisa aproximada poco ménos de la tnitad ae la n“ ®
reacia tabular 23; y como éstas son millonésimos, 6 sea lo que vanan las ulti-
mas cifras 6 inferiores de la mantisa, sumamos poco menos de la miiaa ae zd,
6 sea 11 & los millonésimos, y obtuvimos la mantisa del nimero propuesto, cuya
caracterislica es 9 v

Y este método de hacer & la mantisa la correccién a ojo, que se nace con la
préactica muy facilmente, considerando los nimeros desatendidos como una parte
decimal de la unidad de la Gltima cifra considerada, es suficiente exacto como
lo prueban los dos ejemplos anteriores, de determinar esa correccién por méto-
dos mas exactos, s6lo, por lo tanto, necesarios, tratdndose de grandes nimeros
y de problemas muv importantes y delicados.

El primer método esta evidentemente justificado, porque es una regla ae tres
simple, cuyo primer término es 1; pues si por una unidad que aumenta nu-
mero de las Tablas, aumenta su mantisa en 23 millonésimos, por 0,45/ de osa
unidad -cuantos millonésimos aumentara la mantisa?

El método de las partes proporcionales tiene fundamento seme]ante

714. 4. Para hallar el logaritmo correspondiente 4 mi deci-
mal propio & impropio (es decir, sin 6 con enteros), se pone la caracte-
ristica positiva de tantas unidades, ménos una, como cifras enteras tiene
el nimero propuesto; 6 una caracteristica negativa con tantas unidades,
mas una, corno ceros haya entre el signo decimal y la primera cifra sig-
nificativa decimal si el nUmero propuesto no tiene enteros; y en seguida,
desatendiendo el signo decimal y todos los ceros que haya & la izquierda
de las cifras significativas del nimero dado 6 & su derecha, Inisquese
por la regla correspondiente de las anteriores la manlisa correspon-
diente.
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Ejemplos.

NAM. 19,8486.........ccooocovmrrirrrnrrissrississssisesssiessionns Log. 1

Mantisa de 1984D...........ccciriinisssssessssssssssiennns 0,207681

Por 6y la diferencia tabular de 22...........ccouuuenns

Logaritmo deSeadO.....rrcecmsressisessssssssssssnnns 1,297662
2® NUra. 18,00489.........ccccoimmmmmmmmecmemmmresseressssssssssssssns 1,

Mantisa de 180045 0,256357

Correccion por 9 con la diferencia tabular 24...

Logaritmo deSead......rrermmsssesssssssessssessesens N25637"

'‘Nim. 045789...... Log. 1,

Mantisa de 457 0,660676

Correccion por 9y diferencia tabular 95..... v 85

Logaritmo deSEadO.....uvwwcemrrrreesrsnmsnsssssssssssssssssseens

NUM. 0,0045789.......ccoummiimmmiemmmesererneessesssssssssssssns Log. 3660761

715. Demostracion. La caracteristica positiva de los dos primeros ejemplos,
esta justificada (694), y analogamente la negativa de los altimos, y como igual
mantisa corresponde a un niimero cjue al mismo multiplicado por la unidad con
ceros (693); y el desatender el signo decimal en todos los anteriores ejemplos,
no se ha hecho mas que multiplicar el niamero por 10,009 en el primero, por
400,000 en el segundo y tercero y por 10.000.000 en el cuarto, y después se ha
obrado segun las reglas anteriores; y con estos ejemplos se han considerado todos
los casos que puedan presentarse, esta regla es general y queda demostrada.

716. Regias.» Para hallar el loparilnio correspondiente & un que-
brado ordinario 6 mixto, lo mas sencillo es reducirlo & decimal y obrar
segun la regla anterior; pero si por cualquier motivo, por ~jemplo, J>or
ser el quebrado inconmensurable (520) se quisiere su logaritmo sin re-
ducirlo & decimal, se bailard el logarilmo del numerador y se sumaréa
con el complemento logaritmico del denominador.

Ejemplos.

A NOM. 3|-= N = 3B Log. 0,534479
O bien log. de 17....enen . 1,230449
Lou. de 5 = 0,698970 com,, 10g.....cccuuuvrrrrverirmmrcrrrinnenns 1,301030
Log. deseado igual al del otro método.........couunr... 0531479

2® NUM.Y = 0,7142857.....coerrvvsmsssrisiiniiinienen Log. 1,

Mantisa de 7142 0,853820
Correccion por 857 de diferencia tabular 62 53

Log. deseado.........meeeinereninns 1,853873
6 bien log. de 3. 7698970

Log. de 7 1,845098 cOM,, 10Q....ccourvcermereeeermnsnsrnrennns 1,134902-

Log. deseado casi igual al del otro método.......... 1,853872
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717 Demostracion. El primer método estd demostrado (695), y el segando
se funda en que un quebrado representa la divisién del numerador por el deno-
minador. y en que para dividir un namero por otro se resta del logaritmo del
dividendo el del divisor (620), 6 se suma & aquel el complemento logaritmico de

718" '"Olseroacion imforlante. La pequefia diferencia bailada entre los re-
sultados de los dos métodos empleados en el segundo ejemplo, servird para sol-
ventar la duda 3ue_esta regla pudo haber hecho nacer sobre la anterior para el
caso de que un decimal sea ilimitado, y. periodico, ya inconmensurable; pues
sp habra comnrendido que considerando del decimal soélo las cifras que con los
fnte?Ss sX”~Ei?’ne compongan el namero limite de la Tabla y tres 6 cuatro
mas se tendra siempre un logaritmo suficientemente aproximado, pues en la
correccion la mantisa, &un haciéndola por el método.de las partes proporciona-
les, por una quinta 6 sexta cifra, no.vanan los millonésimos de la mantisa.

719 Regla 6." Para hallar el nimero correspondiente & un
ritmo dado, sea positiva 6 negativa su caracteristica, se desatiende ésta
v se busca la mantisa en las Tablas, separandole la& cifras que lenga
mas de las seis que se hallan enellas. Si no se halla niguna exactamente,
escribase la menor préxima y péngase & su izquierda el numero que le
corresponde; y ademas héllese la diferencia entre el a y la dada, y com-
parandola con la tabular, véase qué parte decimal habra que agregarle
al nimero hallado, por la diferencia entre la mhntisa dada y la hallada,
Y se tendrd un ndamero, al que se le separan como enteros los correspon-
dientes & la caracteristica positiva, 6 se le pondran los ceros decimales
que reclame la caracteristica negativa.

La correccién al numero por la diferencia de la mantisa hallada y la dada, se
hace nS? la practica muy facil y exactamente & 0jo; pero si se quiere mas exac-
titud ~se puede dividir la diferencia entre las mantisas dada y hallada por la la
b Gdar fda?a cero entero, y los decimos 6 centésimos, etc., que habra que agre-
S alliLi-o bailado para obtener el correspondiente al logaritmo propuesto.
También debe hacerse esta divisién cuando por razén del tamafio de la caracte-
ristica el nimero debe tener muchas mas cifras que las que dan las Tablas, pues
sSo por medio de la prolongacion de esa division se pueden determinar las ul-
timas cifras del namero.

Tiiinbien se pueile para esta correccién hacer uso de las Tablas de parles proporcionales.

720. Obsowvacioji importante. La mantisa del logaritmo propuesto
debe buscarse siempre en lo ultimo de las Tablas, donde se hallara si no
nasa de O 501008, aunque también puede hallarse al principio (pues las
hav casi iguales basta 501008 correspondiente & nimeros proximos a
20000 Y 4'2000). La razon es (jue aunque parezca que como regla red-
proca de las aiUeriores, debia buscarse el nimero correspondieiUe & un
logaritmo con 1 6 O de caraoderisiica en la Tabla primera, con 2 o o de
caraclerislica en la mitad de ella y con mayor caracteristica al fin, como
lio se puede preveer si el nimero que se baile sera entero o mixto de de-
cimal, Y éste podra necesitarse mas aproximado cuanto mayor sea el
numero de cirras que las Talilas ofre/xaii del nimero, mayor sera laexac-
titud del resultado, aunque la correccion de la parle docmial se haga
por las Tablas proporcionales.

DJemp]o 1.« Log. 6,280077. NUGm. 190580
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Bjeniplo 2." Log. 6255882
Mantisa proxima 255875 su num. correspondiente 48027
-Diferencia de mantisa............. 7 Diferencia tabular 24
7.0 | 24 Adicion al nUmero de la tabla 029466...
220 L —
0040 0,29466.. NUmero completo.........en 1802729466...
400 NuUm. deseado segun la carac-
400 teristica 6. 4802729466
Ejemplo 3.* Log. 3452882
Mantisa préxima 452859  Su nUumero correspondiente 2837
Diferencia............... 23  Diferencia tabular 453
(2)%0 | 453 Correccion al mismo NUMEro......, 04 5
008 045  NUMEro COMPIEtO. i 283745

NGm. deseado, segun la caracteristicas. 000283745

721. Demostracion. EIl primer ejemplo no tiene otra que la composicién de
las Tablas, pues hallada exactamente la mantisa, y estando en la intercepcion
de la columna horizontal que empieza con 4905 y la vertical de 8, el nimero es
49058 con un cero, porque la mantisa es 5.

En el segundo ejemplo, como la mantisa dada no se halla exactamente en las
Tablas, se toma la inferior préxima que se halla, que es 255882, correspondien-
te al nimero 18027; y como la mantisa dada es mayor que la encontrada, el na-
mero correspondiente & aquella debe ser algo mayor de 18027, pero sin llegar a
48028, pues éste tiene en la Tabla una mantisa mayor que la del logaritmo dado.
La comparacion de la diferencia entre la mantisa dada y la tomada, y la tabular
gue dice la diferencia de dos mantisas, cuyos nimeros difieren en una unidad,
nos debe decir, por medio de una regla de tres, la parte decimal que hay que
agregar al nimero. Diciendo, pues, si 24 millonésimos aumenta la mantisa por
una. unidad que tiene méas el numero siguiente, por los millonésimos que haya
de diferencia entre las mantisas tomaday la propuesta, cuanto debera ser mayor

el correspondiente nimero & ésta, y sera24:4 ::7:2 6seax = gue dara un

decimal que hemos aproximado todo lo posible, porque siendo la caracteristica
propuesta 6, el nimero buscado debia ser 7 cifras, y 5 solamente dan las Ta-
blas; pues en otro caso 6 se hubiera hecho la correccion & ojo, 6 no se sacarla en
el cociente de 7 por 24 mas que una 6 dos cifras. )

En el tercer ejemplo obramos analogamente al segundo; pero no necesitamos
al buscar la correccion del ndmero de las Tablas, sacar en la correspondiente
divisién mas que dos cifrasen el cociente, pues siendo la caracteristica pro-
puesta negativa, y debiendo por ella ser 0 los décimos y centésimos que busca-
bamos, con las cifras del nimero de las Tablas, habia lo suficiente para obtener
el resultado con suficiente aproximacion. Y como en estos tres ejemplos se bailan
considerados los casos diferentes que pueden encontrarse, la regla que en ellos
se ha seguido es general y queda demostrada.

722. Observacion importantisima. Como los logaritmos son decima-
les inconmensurables (078), y las Tablas de que nos ocupamos tienen seis
cifras, el error que en su caso se puede cometer (al)sohilo en méas 6 en
ménos) es menor de medio millonésimo (= 0,00000.05) circunstancia
que debe conocerse para apreciar el resultado de los calculos. Ademas se
ha supuesto en todas las reglas anteriores que los logaritmos varian en
igual proporcion que los minieros correspondientes, lo que no es exacto,
y produce otro error en el resultado, tanto mayor, cuanto menor es el
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ndmero de que se trata. Finalmente, cuando se busca un nimero corres-
pondiente & un logaritmo de grande caracteristica que reclame muchas
cifras de enteros, muchas veces hay que suplirlas con ceros a la derecha,
Y el error que tenga el nimero hallado por las Pablas sera muy gran-
de. Sin embargo de estos errores, de los que se debe tener conocimiento,
el empleo de los logaritmos es de suma utilidad, no solo para los casos
ordinarios en los que se obtiene con ellos una aproximacion suficiente,
sino en los problemas de nimeros muy grandes, pues generalmente en
ellos no tienen importancia relativa mas que las unidades superiores.

articulo IV.
OPERACIONES PRINCIPALES POR LOGARITMOS.

723 Problema 1. Dados dos 6 més «limeros hallar su produelo con
el auxilio de los logaritmos. A joooi i

Solucion. Busquense en las Tablas los logaritmos de todos los facto-
res; simense en seguida y al logaritmo suma véase en las Tablas que
ndmero corresponde, y ese sera el producto de los nimeros dados.

Ejemplo. BS8tb X 'i343 X 0.089 X 15002
Resolucién. Log. 5845=
Log. 724 3= 860874
Log. 0,0 89=2.049390
Log. 150 02= 3176149

Log. suma. 1758198

Mantisa proxima a la tabular.. 758155 Su nimero 5730
Diferencia......ccverereen 43 Dif. tab. 75.
435 75 = o
57305
Producto (leseado por la caracteristica | ... 57305

724 Bemoumeion. Fuandase la anterior regla en que el logarilnm
de un nroduclo es igual & la suma de los logantiuos de los faclores (609)
v en nue la suma de los logaritmos con caracteristicas de caracter dife-
rente, se efectlia sumando toda la parle posiU™ (mantisas y caracteristi-
rasl de los lo-"arlimos, y deduciendo la caracteristica del numero de la
diferencia entre la caracteristica positiva resnllante de la suma dicha y
la de las caracterislicas negativas (701). Luego laregla es a Jenioslrada

725 Problema 2.” Dados dos «limeros, determinar el cociente de su
division por medio de logaritmos. ] 1 R T B U

Solucién 6 regla. Réstese del logaritmo del dividendo el del divisoi,
si aquel es mayor que éste,, 6 simese con el logaritmo de aquel el com-
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plemento logaritmico del divisor, y se tendra en uno y otro caso el loga-
ritmo cuyo numero sera el cociente deseado.

Ejemplos.
W’ 3475754 : 743,56
,Resolucion. Log. de 34757,54......... = 4
Mantisa de 3475 0,540955
Mantisa por 754, diferencia tabular 425.. 9
Log. del dividendo.....ecenens 4551049
LOg. dE 745,56.....cmrriinmerriennsssssssssssssenns = 2
Mantisa de 7455 0,872448
Idem por 6, diferencia tabular 58................ 34
Log. del diVISOT....cveeieririsnssseessssenenes 2,872482
Cociente. NUM 47,704........vcnriinnns Log. 1,678567
2.« 004578 : 37,45 ' B
L0g. de 0,04578.........ccwmmmmmmmmsssssssssssssssssenes =7660771
Log. de 37,45 = -1373452 com, log.............. 2426548
Cociente. Num. 0,001222009...........cccouuvene. Log. S 087319

726. Demostracion. Flndase esta regla en que el logaritmo de un
cociente es igual al logaritmo del dividendo ménos el del divisor (670), y
en que la diferencia de dos logaritmos es igual & la suma de uno de ellos,
con el complemento logaritmico del otro (702); siguiendo este método en
el segundo ejemplo porque siendo el divisor mayor que el dividendo, la
resta seria negativa y las mantisas negativas no convienen paralos calcu-
los, y su conversidn en positivas se consigue sin alterar el valor del loga-
ritmo (689). Luego la regla est4d demostrada.

727. Problema 5.“ Elevar a cualquier potencia un nimero dado.

Solucién.  Multipliguese el logaritmo del namero por el exponente de
la potencia, y se tendra el logaritmo del nimero que se desea.

Ejemplos.
(3457,84H)"
Resolucion. Log. de 3457,84........... = 3

Mantisa de 3-457.......cioeerciineensiiensssirs 538699

Idem por 84, diferencia tabular 126. ..

Log. del nimero dado... 3,538804

Exponeute de la potencia. x 4
eProducto....cecvmeiinsiinsi 14,155216

NUmero por la mantisa de......cooe. 155215  1-429%,

Idem por 1 millonésimo. Dif. tab. 30... \ 0,033333.

Potencia deseada 142960333333333,33...
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Resolucién. Log. de 0,453......vvervveenns = 1
Mantisa de 453.......mn s, 656098
Log. del nUMero dado....... o 4,656098
Exponente de la potencia X 3
Log. de la POteNCia.......ccccccvvuvvvvnnvvncennscssssssissiisins
NUmero por mantisa de..........mmmmn. 968249 9295
POT e |
Nii0 0,957
Numero 6 potencia deseada............ 0,09295957.

728. Demostracion. Cuanto previene la regla se funda en que el lo-
garitmo de una potencia es igual al logaritmo del namero elevado a ella
multiplicado por el exponente (671); y sélo hay que advertir que en el
ejemplo 1®, como la caracteristica resulté tan grande, hubo necesidad
de prolongar la correccion del logaritmo correspondiente al nimero de-
seado todo lo posible para hallar lafe cifras necesarias; asi como en el
ejemplo segundo, como el nimero que resulta debia carecer, no sélo de
enteros sino de décimos, bastaba con cinco o seis cifras decimales. Los
ejemplos de la regla siguiente serviran de prueba a los de esta.

759. Regla 4. Extraer la rais de cualquier grado de un niimera

MSolucion.  Rasquese el logaritmo del nimero dado, y dividase por el
indice de la raiz, y se tendra el logaritmo del nimero que se desea como

raiz del dado.

Ejemplo 4.° 442960333333333,33...

Logaritmo del nimero dado. 44,
Mantisa de 44296......... 0456245
Idem por 0,033333333333.... 999

Logaritmo del nimero dado. 431355245999---
s 3538804

35
32 por 3,53880375
0049

Num. del logaritmo. 3%%35394 25
Por mantisa......... Corree. 0,833.. = 3457,8333..

46
o 08333..
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Ejemplo 2.” \/0,0929597
Logaritmo del nimero dado.

2,
Mantisa por 9295............ccccoounn. 0,968249
Idem por 97. Dif. tab. 47.... 46

Logaritmo del numero dado. 2,968294
Que esigual &....corvrmrrrrvrennnns — 3-1-4,968294 | 3
"lg  —4-+0,656098
0029
24
00
Ndra. del logaritmo 0,656098.. = 453
Idem del L656098..........curs = 0453
730. Demostracion.  Estos dos ejemplos que sirven de prueba & los

de la regla anterior, se fundan en que el logaritmo de una raiz esigual al
logaritmo de aquel & que se extrajo, dividido por el indice de la raiz
(672), y los anteriores ejemplos sirven de prueba de los del problema
anterior.

Observacion. La comparacion de unos con otros evidencia que bien
manejadas las labias, y con el conocimiento tedrico de los logaritmos,
los resultados que se hallen por el empleo de ellos, a pesar del posible
grande error en algunos casos, en general sera pequefio y siempre facil
de apreciarlo. En el algebra expondremos lo necesario para el completo
conocimiento de esas combinaciones numeéricas tan Utiles Ilamadas loga-
ritmos.



TABLAS AUXILIARES DE LA ARITMETICA

fNDIG K.

. Numeracion romana.
Il.  Para las cuatro reglas de nimeros enteros.
I1l.  Sistema antiguo de pesos y medidas.
IV.  Sistema métrico-decimal.
V. Medidas cuadradas y cubicas.
V1.  NUmeros primos menores que 1000.
VIL  Cuadrados y cubos de los nimeros digitos y de otros cuj'as po-

tencias sirven para determinar la ley de estas y de las raices.
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TABLA . 1.

NUMERACION ROMANA.

NUmeros romanos.

| \ X L G D M

«TTmr AR

Xrv 9n

.......................... 64.000
24 1V 2 [T 6.000.000
25 D S 500.000.000
26 Mo ___1.000.000.000
MDCLXIX.... v 1669
MDGGLXXXIV. s 1784
MDCCCLXXV.. s 1875
HMyyy L 30
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TABLA

PARA LAS CUATRO REGLAS DE ENTEROS.

PRIMERA PARTE.—Para la adicién y la sustraccién.

14

14

14

L%

1Q

17

17

14

<L

SEGUNDA PARTE.—Para la multiplicacion y la division.

14

24

24

24

14

e

iZ
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TABLA 111.

SISTEMA ANTIGUO DE MEDIDAS Y PESOS Y SU CORRESPONDEN'GIA.

IMCedidas itinerarias.

asos Pi(tes' Metros.

i Estadios. eométricos.  geometricos. .
Grado.  Leguas. Mg(')as s 000 . 870000 111111.111111
1 ‘ y R 2000 200%i0 5555555555
i = 1,000 5000 1588,8888'-8
. - 63 175611111
Millas marinas tiene 3 la legua, 1 3612;%{;573%;

y se dividen en 10cables de 111 bra- - !

zas de & 6 pies . .
P >lod.i<las lineales.

Vara Pies. Pulgadas. Lineas. Puntos- Metros.
1 5 = 55 = 452 = 5184 0855906
1 = 12 = 131-42 = 1128 0:023219
! - 1 12 0101955
1 0.tO0I0I
MocLldas snperflcialos 6 asrarlas.
Mgtro(?
i i cuadrados.
Celemines. Cuartillos. ;adales. Varas. Pies.
Fansga e e . sm o = o2 82944 6439574075
L 7 S T 12 556031173
' 1 - 2 = 102 1728 134,157793
' - 16 1 11179816
1 46 0,698738
1 0077636
Mediaas a© capaciaad 6 do volimon para aridos
i i Litros.
i Fanegas. Celemines. Cuartillos.
Cahllz' = 12 = 144 = 576 = 666000066
- - 12 = 48 = 55500055
1 4,625004
“ 1 = 1156251
Medidas do Ccapacidad para liguides.
4 i i Litros.
Cantaras. Cuartillas. Azumbres. Cuartillos. Copas.
MO{O' _ 00 = e = 18 = 512 = 208 = 2581294
e 1 = 4 = 8 = 52 = 128 = 16152935
z R g = 5 = 4033245
- 1 = 4 = B = 2010618
- 1 = 4 = 0504155
1 = 0126039
IriCedidas ponderales.
Libras Onzas. Dracmas. Adarmes. Granos. Kilégramos
- = 12800 2600 - 921600 1600929
1 ~ 122 = 1% = 5200 6100 B 230400 — 1150252
= 6 = 128 250 — @16 — 046009
1 = 3 B - 516 — 002875
1 7 - 0,00359
3% = 0,00179
12 S5 000059
1 = 0,00005

4 arrobas componen un jjuinlal.

La libra medicinal tiene 12 onzas; la_onza 8 dracmas; el dracma 3 escripulos, y el escrdpulo

SUT,"2StSIT?SIs s te s, 66T™, ¢'80;

zas; la onza”en 8 dracmas; el dracma en 3 escrupulos, y el escripulo en 2-t granos.
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TABLA 1V.

SISTEHVA METRICO DECIVIAL
MOLTIPIOS. Njm) lIiES SUBMULTIPLOS.
PRINCIPALES.

i MM ikm iHM idm  LONGITUDINALES.  |dM IcM imM
10.000D1 i0OOM 400m  |Om Metro. 0,|m 0,01m 0.00Im 1
HA. SUPERFICIALES. ic. A.

100 areas Area. 0,01 de area i
ID.E. 1 DB VOLUMEN. la. E. i
-I0est. A Esterio. 0,1 de estrio
IML IKL ~HL ~DLi DE CAPACIDAD. |, IdL 1oL imL !
looool 10001 1001 101 1 e Litro. '0,11 0,011 0,0011
IMG IKG  [HG  iDG PONDERALES. 1316 3G ItnG
I0000g [000g 1008  I0g (h'omo. 0O1g 0,0ig 0,00ig

La tonelada de peso tiene 1000 kilogramos y el quintal métrico 100.

Nota. Para leer esta tabla sa dice: un metro se divide en diez decime-
tros {dM)\ el decimetro en diez centimetros [cM), y este en 10 milimetros
[mMM].Y 10 metros componen un decametro (DJif); 100 un hectémetro{i3'?);
1000 un kilémetro, etc. [KM); y ya se ha dicho cuales unidades estan en des-
uso, y cuales multiplos se toman como principales (323).

MOr~EI>AS.

La unidad monetaria de Espafia, ha sido generalmente el real vellén, di-
vidido en 34 maravedises y con multiplos variables de duros de & veinte |
reales, pesos sencillos de & 15, etc. |

Después se establecié para unidad el escudo de 10 realesy mil milésimos
de escudo, y luego la peseta con cien centésimos; cuya unidad acaso preva-
lezca, por ser casi equivalente & la francesa, que es el franco, que es poco
menor que una peseta.
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TABLA V.

MEDIDAS CUADRADAS Y CUBICAS

O SUPRRFICIALES Y DE VOLUMEN DEL SISTEMA METRICO.

MEDIDAS CUADRADAS O SUPERFICIALES.

Miridmetro cuadrado.............. 10000* = 100.000.000 metros cuadrados.
Kilémetro cuadrado................. 1000~ =  1.000.000 idem.

Hectémetro cuadrado 6 hectarea,  100% = 10.000 idem.

Decametro cuadrado 6 area.... 10% = 100 idem.

Unidad metro-clbica 6centiarea. = 1met. 6 100 decimetros.
Decimetro cuadrado.. ... 01* = 001 deid. 6 100centim.c.
Centimetro cuadrado.... 0,01* = * 00001 de id. 6 100 milim. c.
Milimetrocuadrado..- 0,001* = 0,000001 de idem.

MEDIDAS CUBICAS O DE VOLUMEN.

Miridmetro clbico 10.000* = |.000.000.000.000 metros cubicos.

Kilometro clbico .. 1.000* = 1.000.000.000 idem.

Hectémetro clbico. 100* = 1.000.000 fdem.

Decémetro clbico..... 10* = 1.000 idem.

Unidad usual, metro cibico. - = 1id. 6 1000 decim.
Decimetro clbico............... 0,1* = 0001 de id. 6 1000 cent.
Centimetro clbico........ 0,01* — 0;000.001 deid. 6 1000 milim.
Milimetro cabico ... 0,001 0,000.000.001 de idem.

Nota. La lev de pesos y medidas vigente no contiene las anteriores; peio
como alguna nueva ley puede contenerlas y ademas forman parte del sistema,

las exponemos.
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TABLA VI.

NUMEROS PRIMOS MENORES DE 4000.

29 31 37 . 4 43 47 53 59Om 6l 67
T4 73 9 83 89 97 101 103 107 109
113 127 131 137 139 149 151 157 163 167
173 179 181 191 193 197 199 M 223 227
229 233 239 241 X1 257 263 269 271 277
281 283 293 307 31 313 317 3L 337 347
349 353 359 367 373 379 383 389 397 401
409 419 a1 431 433 439 443 449 457 461
463 467 479 487 491 499 503 509 521 523
541 547 557 563 569 571 577" 587 593 599
601 607 613 617 619 631 041 643 647 053
659, 661 673 677 691 701 709 719 727
733 739 743 71 757 761 769 773 787 797
809 811 821 823 827 829 839 853 857 859
863 877 881 833  .887 907 911 919 929 937

Al 947 953 967 g1 . 977 983 91 967
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TABLA VII.

CUADRADOS Y CUBOS DE LOS NUMEROS DiGITOS

Y DE OTROS, CUYAS POTENCIAS SIRVEN PARA DESCUBRIR LA LEY DE ESTAS
y DE LAS RAICES.



FE DE ERRATAS.

Pagina. Parrafo. Linea. Dice. Debe decir.
33 142 12 tomado formado

T 47 166 1 punto junto
118 393 10 divide al es divisible por el
133 438 8 10000 = 100 0000 — 100
143 465 7 producto por 3 producto por 4

. 490 2 , P

19 (4) (a)
149 490 2 (<)’ (1)
159 527 5 decenas unidades
181 595 n 3= X Ljryis =
205 670 12 con 6y 2 son 6y 2

Las erratas que no se han advertido, seran de poca monta, 6 faciles de
corregir por los mismos lectores, aun las de las operaciones numéricas.

ADVERTENCIA FINAL.

Precio de esta Aritmética’, en rustica, 15 reales en Madrid, 16 en provin-
cias, doble en Ultramar y 2 reales mas encartonada.

Se vende en Madrid en las librerias de Hernando, calle del Arenal; Lopez,
calle del CkrcaQn; Questa, calle de Carretas; Bailly-BatiUére, plaza de Santa Ana;
San Martin, Puerta del Sol; Durén, Carrera de San Jerénimo; Murillo, calle de
Alcald, é Hijos de Fe, calle de Jacoraetrezo—Barcelona, Roseli, y en las demas
provincias, en las principales librerias. Se sirven pedidos de ejemplares sueltos,
francos de porte, por 16 reales en sellos de franqueo cOn carta certificada al
autor, plaza del Cordon, bajo derecha. En pedidos de mas de diez ejemplares,
se debe enviar el importe en letras del Giro Mutuo, con la rebaja del lii por 100.
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Predo de esta Aritmeética, ea rustica, 15 reales ea Madrid, 16 en
provincias, doble en Ultramar y 2 reales mas encartonada.

Se vende en Madrid en las librerias a& Hernando, calle del Arenai.
Lopez, calle del Carmen; Cuesta, calle de Carretas; Bailly-BailUére, plaza
de Santa Ana; San Martin, Puerta del Sol; Duran, Carrera de San Jero6ni-
mo; Murillo, calle de AlcaUa, é Hijos de Fe, calle de Jacometrezo.—Bar-
celona, Roseli, y en las demas provincias, en las principales librerias. Se
sirven pedidos de ejemplares sueltos, francos de porte, por 16 reales en
sellos de franqueo con carta certificada al autor, plaza del Cordon, 4, hajo
derecha. En pedidos de mas de diez ejemplares, se debe enviar el impor-
te con la rebaja del 455 por 400, en letras del Giro Mutuo U otras de facil
cobro.

Ji-



