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traseñas.
Nota segunda. E i segundo y el tercer tratados de esta obra de Matemáticas, no se publicarán ¡nmedialaraente porque no están terminados, y su más ó ménos pronta terminación dependerá de! grado de desocupación oficial que pueda tener el autor, y de lo que deba ocuparle la urgente tirada de la segunda edición de su tratado sobre lIuTacanes, y la continuación de la Uisloria sobre la Ma

rina desde principios del siglo, que tiene empezada, Pero este primer tratado, ya dice la portada que forma curso completo preparatorio para toda clase de estudios matemáticos.Y  lo llama ensayo, porque los últimos acontecimientos políticos le han privado de darle la última mano, y algunos errores aunque de poca importancia deben habérsele escapado, y porque sólo ensayo debe llamar á su obra hasta que el público la califique con su inexorable fallo.



V ' N
' ' P R Ó tO G O .

Matemáticas al alcance de todos creo haber escrito, y este calificativo que doy á mi obra, por lo presuntuoso que podrá parecer, es lo primero que debo explicar, sin .olvidarme en lo posible de aquella verdad de que el mejor de los prólogos es el más corto.No pretendo conquistar el título de profundo matemático, ni de hombre de gran talento. Al contrario; quiero que se conozca que lo poco que sé sobre Matemáticas me ha costado mucho ti'abajo aprenderlo. Pero como el principal defecto que creo tienen los libros modernos sobre esa importante ciencia, nace del demasiado talento de sus autores y de lo vasto de sus conocimientos científicos, pues sin duda los consiguieron muy fácilmente, ó se han olvidado del trabajo que les costó el adquirirlos, aunque acaso también (y perdónenme la suposición quizás gratuita) de que al escribir sus libros lian pensado más en los hombres científicos que pudieran leerlos, que en los jóvenes, en general poco reflexivos, que debían aprovecharlos, yo, muy inferior en mérito, creo poder enseñar el camino de la ciencia más eficazmente que ellos. No es, en efecto, el mejor guia para subir á la cumbre de una escarpada montaña el más ágil y más acostumbrado á guiar personas de sus circunstancias, sino aquel que, siéndolo iiiénos y habiendo tenido que dirigir á otros torpes y pesados, se ha visto en la necesidad de observar y medir bien todos los obstáculos y calcular la mejor manera de superarlos.Pretendo, si, restablecer, ó contribuir al restablecimiento del método sintético para enseñar á los jóvenes, usado con tanto provecho por antiguos ilustres marinos, como Ciscar, y por sabios, como Vallejo; y desechado en España justamente cuando en Francia se ha reconocido ser el unico conveniente para niños y áun para adolescentes. Pues, §n e eclo, el método analítico, tan científico, tan conveniente, tan claro paia personas de inteligencia desarrollada y tan de mi predilección, como engo probado en una publicación científica *, es completamente oscuro
Tralado sobro Lot huracanes, vipnlos en genero! y corrlenles de los mares.—Madrid, 1800.



 ̂ * r.« ^v^inaivns «lino todas las Que S6 pubUqueD V coDCuerclen coti los pfo-S m k  v t a t m a  délos ‘>'= horas paraH P^señ^anza superior, dos para la segunda y una para la primera, mitad del fcm po ora^y S  escrilo" y coa notas de sobresaliente, muy bueno, bueno,m ’e S S  de’ L r m t a ' ' e S n t  ajunque no sea rigoroso en lo relativo á la enniática castellana, que se acaba de aprender con la latina, sera mucho sobie arifmética aue deberá saberse por completo. Los de segunda enseñanza podran cpr idemas de las materias principales marcadas para cada curso, que no se po- firáV S u n e a í f  de las que comS accesorias se hubieren estudiado en el ano a S e r i o T f r  c u ^  se hubiera salido suspenso; pero las matemáticas' r / ' ‘r e “ drpíímera"?nS^^^^^^^ presentar sino á los diez,
nnP^tadelfonseiodeS^^^ pública, que deberá examinar y aprobarlasK ^ - d e  exámeni pero los cerliñcados deexámen de cursos anualesy de Panera pSiñanzrioTdara^n los directores de los Institutos sobre expediente, en que cSnsre el cumplimiento de la ley en el exámen último y anteriores, Pí'estados en e^rntrno e sX e cim ie n to  ú otr'os, y las pruebas POf,rio mil» p1 examinando es el mismo que recibe el certificado.^ V "  E Consejo de Instrucción pública se compondrá de numerov o c k l e s  Y  sus cargos serán vitalicios y gratuitos, a excepción de los de conún^aAsistencia y del secretario; habiéndolos de asistencia semanaf y de asistenciasólo enCon ŝejojj^^^^  ̂ los consejeros en número de diez cada año
Sas,’ msíoria T ía  Lengua, y doctores; debiendo ser lodos precisamente de la edad de cuarenta años cumplidos. J .  M. T uero .
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CURSO DE MATEMÁTICAS.
INTRODUCCION.

P R E L IM IN A R E S  G E N E R A L E S .1 . * M a te m á tic a s  SO« ¿as cte«ci’a5 que tratan de la cantidad. Las fundamentales se llaman Aritm ética, Geometría j  Algebra. Algunas no tratan de la cantidad con relación á su magnitud, sino relativamente á su posición ó su figura.2 .  C a n t i d a d  es todo lo que está dividido ó es divisible en partes, 
real ó im aginariam ente, y  p u ed e, por lo tanto, considerarse como 
compuesto de ellas. También es cantidad cualquiera de sus partes, especialmente si no están esencialmente separadas; y aun una parte de sus mismas partes, porque será divisible en otras, siquiera sea imaginariamente._Un grupo de árboles, un moaton de monedas, un trozo de madera, la super- ficie de un jardín, el tiempo que media entre la primavera y el otoño, etc., son cantidades. Y también un árbol, una moneda, una vara, un mes. Y  áun también media pe.seta, la tercera parle de un mes, porque se componen ó pueden considerarse compuestas de partes.3 . L a  cantidad pxxQdiQ ser discreta ó continua. Discreta, es aquella cujms partes están naturalmente desunidas; y continua, cuando sus partes están unidas, aunque puedan materialmente separarse. La primera es num erable , y la segunda 
m ensurable, aunque numerable también con relación á sus medidas.Un grupo de árboles es una cantidad discreta, porque los árboles están naturalmente separados. Un trozo de madera es una cantidad continua, porque sus
Earles están esencialmente unidas, aunque puedan materialmente separarse, aciendo el trozo pedazos. El tiempo que media desde la salida hasta la puesta del so!, es una cantidad continua, cuyas partes, no sólo están unidas, sino que DO pueden separarse más que imaginariamente. La cantidad del grupo de árboles es numerable, porque los árboles pueden contarse ó numerarse (como sabre-

Ñola ■para el estudio. En letra de mayor tamailo se expresa lodo lo más importante «ie la Ciencia, y en letra menuda las aclaraciones, repeticiones, ejemplos de poca importancia y verdades no fiinaiimentales; todo aquello, en fin, de cuya lectura se puede prescindir total 6 •parcialmente, según el objeto del estudio 6 las facultades del estudiante; indicándose ademas con la señal y  los párrafos exclusivamente destinados á los más cortos de inlcligenci.i, y con la A aquellos que se escriben sólo j  )ara los más inteligentes, ó que deban dedicarse á profundos estudios matemáticos. La letra bastardilla, como de costumbre, sirve para llamar la atención sobre algunas palabras; y por lo cuando muchas seguidas aparezcan en esc género de letra, es señal de que su contenido, no sólo debe entenderse, sino también aprenderse de memoria. Los números de los párrafos sirven para marcar mas .reparación entre ellos, y para facilitar las citas.



raos mejor más adelaate). Y el trozo de madera, y el tiempo desde el salir al ponerse el sol, son cantidades mensurables, porque semideo, la primera, en Pies, pulsadas, etc., y la segunda, en horas y minutos, cuyas medidas pueden contarse: y por eso, después de medida una cantidad continua, decimos que es numerable.4 . Ciencia es una série ó conjunto de verdades, relacionadas entre sí, y encaminadas todas á producir el conocimiento más ó menos completo de una materia. Si esta es muy vasta y variada, da lugar á divisiones y áun á subdivisiones, que también se llaman ciencias, como se ha indicado a! definir las matemáticas; eiilas que la Aritmética trata de la cantidad discreta, la Geometría de la continua (no de toda, pues el tiempo es objeto de la cosmografía), y el Algebra de la cantidad en general, prescindiendo de que sea discreta ó continua.Las ciencias, ademas, se dividen en grupos por la mayor ó menor semejanza qnehay entre ellas;y asi se dice ciencias morales, ciencias físicas, etc.5 . La-s matemáticas son las ciencias exactas por excelencia , porque en ellas todo es susceptible de demostración incontestable, al paso que otras se componen de hipótesis (suposiciones) más ó menos razonables; y de experimentos más ó ménos.comprobados, y si tienen algo de exactas, lo deben casi siempre á las matemáticas qne les sirven de auxiliares.6 . Demostración es un raciocinio por el que se evidencia una verdad, llaniada cuestión en el acto de demostrarla. La demostración se llama 
directa cuando se obtiene haciendo ver la relación que hay entre la verdad que se trata de demostrar y otras evidentes por sí mismas o ya demostradas. Y  es la demostración indirecta ó ad absurdum cuando se consigue evidenciando el absurdo (lo qne se opone á una verdad conocida) que se seguiría sino fuera verdad lo que se pretende.Las verdades principales que constituyen una ciencia toman diferentes nombres, según la manera con que se presentan, demuestran ó aplican. En Matemáticas son. los siguientes:7. Definición es la explicación de la naturaleza de una cosa, por la determinación de las circunstancias esenciales ó accidentales que la constituyen y diferencian de otras. Si no se determina más que el nombre convencional de la cosa, la definición se llama nominal. *'

8 . Axiomas son verdades ó principios tan evidentes, universales y necesarios, que no necesitan demostración, ni á veces son susceptibles de ella, y constituyen los principales fundamentos de la demostración matemática.
No hav nada más difícil que definir exactamente una cosa, sobre lodo si es algo metafísica, lo que se comp?eu“  ̂se inteóita definir una tan material s sencilla como_es_̂ û ^̂ ^̂êtiene‘'r= a u ri.a v m c ra s “demáun ninguno, las colgadas, y de muy diferente figura y apl.câ ^̂ ^̂ ^̂  ̂ " S d omaiemá'Ucas miedan ser más exactas que las de ¿tras ciencias, no pretendemos haber acertado siemíre^cuan^lo nos hemos separado del criterio de otros autores por seguir el irresistible imp^so L l  propio nuestro. Para justificar este con pocas P-1 abras, diremos que hemos creído por ejemplo, qne de una vez se deseche la tan aJmilida definición de la cantidad, de *5« odo /o 5 ^  es .t,«cc¿<56fe de aumento ó disminución, pues el dolor y otras afecciones n»® «" cantidades, inatpmáticamentc al ménos; pero no hemos podido absolulamen-e aceptar corno exactas otras mu chas definiciones .antiguas v nuevas, por ejemplo, de que el numero es el lodo formado por una pluralidad de unidades, pues creemos que la singularidad, 6 sea una cosa y aun media cosa, es un número ó*canüdad de magnitud determmada, y la pluralidad de unidades sino se cuentan y determina cuántas son, formarán ciertamente una cantidad, pero de magnitud indeterminada, que, por lo tanto, no será número.



E l todo equivale á todas sus partes juntas. Dos cosas iguales á una tercera son iguales entre si ele ; son axiomas matemáticos, que no sólo no se demuestran, sino que ni áun se enuncian más <lúe al irlos necesitando para las demostraciones, considerándolos como sabidos de antemano.9 . Postulados son especie de axiomas, pero de carácler práctico, por cuanto en ellos se establece la evidente posiliilidad de hacer una cosa material, y son muy usados en Geometría.Por ejemplo, desde un punto á otro de un plano se puede trazar una línea recta.1 0 . Teorema es el enunciado de una verdad especulativa que necesita demostración y es susceptible de ella.Consta de tres parles: 1.“ Hipótesis, que contiene la condición ó circunstancia especial que ha de existir para que se verifique la verdad enunciada. 2 .“ Tésis, que es la expresión de la verdad demostrable. Y  5.* Demostración, que es el razonamiento para evid.cnciavlíi-
Ejemplo. Si se multiplican los dos términos de un quebrado por un mismo número (basta aquí da hipótesis), el valor dol quebrado no varia (que es la tesis). Sigue la domoslracion.1 1 . Teoremas reciprocos se llaman dos, en 1,05 que el uno tiene por lésis la liipólesis del otro y por hipótesis su tésis; y son nniy usados en Geometría.1 2 . Lema es un teorema auxiliar de fácil demostración. Es, pues, una verdad, no tan evidente como la del axioma, pero jio tan difícil de ver como la del teorema; por Jo que á vec.es, ni tienen bien distintas sus parles de hipótesis y lésis, ni necesitan una demostración formal, y bastan simples indicaciones de ella, á lo que valgaí’inente se llama el por 

qué de la verdad que encierran.1 3 . Probileim malomálicQ se Mama la propues4a de hallar prácticamente una cantidad desconocida (que se llama incógnita antes de conocerla, y después resultado), como consecuencia de operaciones que se hagan con cantidades conocidas que se llaman dalos.El prolilema consta de tres partes: 1.“ Propuesta, en la que se enuncia lo que se pretende hallar, y se enumeran los datos que se tienen ó suponen conocidos. 2 .” Solución, en la que se prescribe el procedimiento llamado regla, ({iie debe emplearse con los dalos para que produzca el resultado apetecido. Y  5 .“ Demostración, en la que se prueba con razones convincentes que la aplicación de la regla conduce necesariamente á encontrar el resultado deseado.La solución se llama también resolución; pero esta palabra se aplica más comunmente al acto material ilc ejecutar lo prescrito por la regla, aunque solución también se loma como sinommo de resultado._ La demostración suele preceder á la regla; pero esto es según el método analíUco, muy á propósito para los que tienen va su inteligencia completamente desarrollada; pero el método sintético por el que la regla precede ?i la demostración, es el más propio para los niños y adolescentes, que en general son poco reflexivos.1 4 . Los problenia.s pueden ser generales ó particulares. Los primeros son aquellos en los que siendo los dalos indeterminados, las reglas tienen que ser generales, y no dar resultado práctico, sino al aplicarlas á problemas particulares, que son aquellos en los que los dalos son determinados., Problema general es, por lo tanto: «Dados varios números de mucha.s cifras cada uno, hallar el numero que equivalga á lodos juntos.» Su solución es la regla general para sumar esa clase de números, y su demostración es el razonamiento por el que se prueba teóricamente que aplicando la regla a



que es el resuÛ  j.Qij|g,jias ademas se llaman insolubles, cuando sus dalos no son suficientes, por su número o por sus circunstancias, para producir el resultado que se desea, ó al que se refiere el problema, y son solublesse llama en los problemas la expresión escrita, smi- nliíicada v lacónica (comunmente es abreviatura) de una regla general. ^ 1 7  lo Z a r io s  son verdades especulativas ó prácticas que se deducen fácil é inmediatamente de otras que acaban de demostrarse o de mam
íe m T y  generalmenle consecucnmade l<i verdsd los otros. * , , •18 Escolios ü observaciones se llaman las advertencias o prevenciones cine se van intercalando en el cuerpo de una obra para facilitar las demostraciones, cuyo primer nombre les daremos cuando llenen ese objeto, y dejaremos el de observaciones cuando no tiendan mas que aaclarar ó ensanchar el ràdio de la ciencia. _ .......19 Todo el resto o demas partes de una obra científica que .irve para la trabazón y enlace de las verdades fundamentales o principales que la constituyen, se llama en general fondo de doctrina.

Ciscar.

cualquier ejemplo de las <?on ‘̂-o u e s  del problemj^ge^ C 'e je m p lo 'e r e u



CURSO DE M ATEM ÁTICAS.
TRATADO PRIMERO.A R IT M É T IC A  IN F E R IO R  Y  SU P E R IO RLIBRO PRIMERO.ARITMÉTICA INFERIOR.
CAPITULO PRIMERO.PRELIMINARES.2 0 . A r itm é tic a  es la ciencia que trata de la cantidad expresa

da en números. Llamamos inferior á la parte de ella más usual y  conocida, para distinguirla de la que lo es ménos, y que, componiéndose de materia más elevacla, le conviene e í  nombre de superior.'
2 1 . N ú m e r o  es la expresión genuina de una cantidad, con 

relación á las partes iguales ó semejantes, reales ó imaginarias,  en 
que se divide ó puede considerarse dividida.ÜQ grupo de árboles, que es una cantidad de árboles, pero de magnitud indeterminada, si se examina y se ve que consta de un árbol, otro árbol y otro árbol, cuyo conjunto, como después veremos, se llama tres, se tendrá que tres árboles es un mimero de árboles, así como antes de contarlos ó numerarlos eran sólo una cantidad indeterminada de árboles. De esta consideración se deduce que lo mismo será decir que tres árboles es uu número de árboles, que una cantidad de arboles; y en ese sentido de cantidad determinada se emplean indistintamente los nombres de número y cantidad. No puede decirse lo mismo relativamente á numero y cifra ó guarismo, pues aunque las cifras numéricas se Ilamaa vulgarmente números, ya veremos que la mayor parte de los números constan de muchas cifras. '

22 . U n id a d  es cualquier cosaú objeto que tenga iguales ó se
mejantes, considerado' sólo; y  más especialmente cada una de las 
partes iguales ó semejantes en que real ó imaginariamente se halla ó 
considera dividida una cantidad y sirve de medida al número.En el grupo dé árboles, un árbol es la unidad que sirve para contarlos y con- eriir la cantidad indeterminada de árboles en el número ó cantidad determína-  ̂ y  evidentemente uno de esos árboles constituirá también unacamiüad determinada y consiguientemente un número.2 3 . Los números pueden ser absíraclos ó concretos; y unos y otros se



dividen en enteros, quebrados, mixtos y quebrados de quebrados; y los- concretos se dividen ademas en complejos é incomplejos, o,sean simples
abstracto es aquel en el que no se determina la especie de la unidad á (lue se refiere, y concreto cuando se especiíica la unidad.

se dice tres se entiende tres cosas ^  p ,. „ ’5 «  o&ieto Duede ser, por ejemplo, el saber
gen eSiin n  l o f S u l o s  no ŝ ólo por el Algebra, ^ ^ « h a s ta j Arilmética, como podemos yacomprender por estas indicaciones sobre los números abstractos. .25 Número entero es el que se compone de unidades enteras o completas Y número quebrado 6 fracción es el qne expresa partes de la unidad 
I  que se refiere; y que en muchas ocasiones, refiriéndose a otra, el quebrado se convertiria en entero.

2 6 . Número mixto es el que se compone de entero y quebrado.Tr^s pesetas y media es un número mixto. - i  A2 7 . Quebrado de quebrado es el que expresa quietes, «o de la unidad ¿ que se refiere, sino de una parte de ella.Un tercio do media peseta es un quebrado de quebrado. •] i28 El número concreto se llama complejo, si se compone de unidades de direretíle magnitud, pero de la misma naturaleza; y se llama incom
plejo, cuando sólo consta de unidades concretas, iguales ó semejantes.Tres pesetns y  tres reales tjs un conspleio.29 El número, finalmente, con relación á la forma de su expresión escrita, se llama dígito, cuando puede expresarse con una sola cifra; y en otro caso se llama compuesto de dos, tres ó tantas cifras, según el mime (le ellas que se necesita para expresarlo, ó Indigtto, polidtgilo, etc.Í30. Aritmética no puede hacer verdaderamente con tos números más qxicWe's cóSti î bXfrcStrrlos, componerlos ^descomponerlos.



CAPÍTULO II.NUMERACION.A R T IC U L O  P R IM E R O .PRELIAm ^ARES.3 1 . N u m e ra ció n  se llama la parte de la Aritmética que enseña 
á expresar los números; como los núm eros pueden expresarse de palabra y  por escrito, hay numeración oral y  numeración 
escrita.La mimeracion enseña, pues, á hacer una de las tres cosas únicas que liemos dicho que la AritmiHica puede hacer con los números (50).ARTÍCULO II.N U M E R A C I O N  O R A L .3 2 . La numeración oral enseña a expresar de palabra los números que determinan la magnitud de las cantidades; mas como estas pueden ser sumamente grandes y sus partes numerosísimas, ha habido necesidad de inventar un sistema por el que, con pocas palabras, se»puedan expresar todos los números imaginables.3 3 . Las palabras inventadas para la numeración, son: uno, dos, tres, 
cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, veinte, ciento, mil y millón; con las que, y bien visibles modilicaciones de ellas, se lia conseguido lo que se deseaba, en virtud de las siguientes convenciones:3 4 . Se ha convenido, pues, en que el agregado de uno y uno se llame
dos. El de dos y uno, tres. El de tres y uno, cuatro. El de cuatro y uno, cinco. El de cinco y uno, seis. El de seis y uno, siete. El de siete y uno, ocho. El de ocho y uno, mteve. Y  el de 7iueve y uno, diez. ‘3 5 . Se ha convenido también en que el agregado de nueve y uno, no sólo se llame diez, sino que esas diez unidades, que primeramente se cuentan, se llamen simples, y su conjunto í/iez constituyan una unidad 
de segundo orden, llamada decena; contándose después por decenas y unidades, diez y uno, diez y dos, etc.; pero por una irregularidad de lengnajQ, á diez uno, se llama once; á diez y dos, doce; á diez y tres, trece; á diez y cuatro, catorce; á diez y cinco, quince,•continuando después regiiiarniente diciendo: diez y seis, diez y siete, diez y ochti y diez y nueve.



■Í6 Desoues por lo convenido , de que cada diez unidades simples forafeii una t o e n l  diez y nueve y uno, deberia expresarse por dos d i e c e s  ó decenas; pero se ha convenido en usar otra de las palabras n- v S a s  y se dice continuando después mas regularmenle llamando á ’tres dieces tremía, á cuatro cuarenta, a cinco ciiicueiilo, á seis 
sesenta á siete setenta, á ocho ochenta, á nueve noueiito/ conUmtlose, pollo tanto veinte y uno, veinte y dos... vemte y nueve, treinta, treinta y uno, 

nuovl cuarenta... cincuenta, noventa... y noventa

“3 7  Análo.^amente á lo convenido para consUluir las decenas con dier«nidades le  ha convenido en que níventa y nueve y uno que com- nonen diez decenas, no sólo se llamen ciento, sino que constituyan una unidad de tercer orden llamada centena, contándose por centenas, decenas vunfdrdes de una mane bastante regular, diciendo: ciento, ciento
uno^imto dos... ciento mteve, ; ' “" ‘" X ’"sin'm“ciento treinta... ciento noventa... ciento m enta y nueve, sin mas lire^u aS u r r e i a T t ' r t e ' d  r e m i t i r  para las decenas y cc„- teifa®- se c o Z r o ’ e“  q Je  cada diez centenas coii.pus e^n «»amuidad ^  cuarto orden llamada millar, y se conto mil uno, ^

y nuiwe. Y  conviniendo tambiénllirp<5 rommisiesen una decena de millar, cada diez decenas üe miiiai una
L le n a  de millar, cada diez decenas de L uL L Ines «na decena de millón, y ana oganien e f f
millón, decenas de millar de millón, eentmas de ’ i! „
ttof'Pnn'i de billón etc., se completo el sistema que, con lo expues , coinnrenderá cuán fácilmente permite que se puedan expresar todos los núnferos imaginables (no sólo basta billones, sino tnllones, cuadnllp- 
nes, etc.), con'’nuiy pocas palabras.3 9  E scolio . C o n v e n id o  en que diez u nidades sim ples co m -nono-an u n a d e ce n a , cad a  diez decenas u n a  ce n te n a , es S e n t e  co n secu en ¿ia ,q u e  eada decena " "sim ples, ca d a  cen ten a  diez decenas ocada m illa r  diez cen ten as, cien  decenas o m il unidades sim  ules- y  por lo  ta n to  y  por e je m p lo , tres mtl trescientos treinta y  íres U^puede decir que se com pone de tres m illa re s , tres cen te n a s , tres decenas y  tres unidades;y  tres cen ten as, tres decenas y  tres u n id a d e ., y  tam b ién  d trescien tas tr e in ta  y  tres decenas y  tres u nidades.4 0  Este sistema de numeración se llama decimal, ó mejor todavía

decenario p décuplo, pues aquel nombre se emplea mas comunmente para " m a  de numeración l  ciertos quebrados que después conoceremos.T fl T^niaPra décuvlo sienifica diez veces mayor, y la decimal diez veces menor, por fo^que «naTo“ S  PU  ̂ aPhearse al sistema que se acaba de explicar, pues



si, por ejemplo, cada decena es diez veces mayor que la unidad simple, cada unidad simple es diez veces menor que una decena; pero con relación á la misma unidad simple, las unidades de otros órdenes son mayores que ella y , por lo tanto, conviene al sistema explicado el nombre de décuplo, y al de unidades menores que la simple el de decimal.
Ol^ervacion. Posible seria, después de conocer la ingeniosa combinación del sistema expresado, establecer otro semejante, pero de condiciones todavía más ventajosas, por ejemplo, el de docena» en lugar de decenas, cuya superioridad apreciaremos mejor en otra parte; pero estando las matemáticas tan generalizadas, una innovación tan radical causarla gran perturbación en la república de las ciencias, que no compensaría las ventajas del cambio. Ademas, que si el cambio no lo aceptaban todas las naciones, las matemáticas perderían una de sus principales ventajas: el tener una escritura universal. ARTÍCULO III.N U M E R A .C I O N  E S C R I T A .4 1 . Numeración escrita se llama la parte de la Aritmética que enseña á escribir todos los números imaginables, por grandes que sean, con muy pocos caractères llamados cifras ó guarismos.4 2 . Las cifras de que se vale la Aritmética para expresar los números, se ha convenido sean las siguientes;1 2 3 4 5 6 7 8  0 y 0.4 3 . Las nueve primeras cifras, cuyos nombres son los asignados en la numeración oral á las unidades simples uno, dos, tres, etc., se llaman 

cifras significativas, porque se les ha dado la significación ó valor que indican sus nombres; y la última, 0, que se lee cero, se llama no significativa, porque no se le ha dado valor absoluto ninguno, y equivale á nada.4 4 . Para escribir con esas diez cifras todos los números, por grandes que sean, se ha convenido en asignarles dos valores; uno absoluto, que es el que indican sus nombres, y otro relativo al lugar que cada uno ocupa con relación á otras. La primera, pues, de la derecha de dos ó más escritas en linea, tiene el valor relativo igual al dicho absoluto de unidades simples, la segunda el valor relativo de decenas, la tercera el de centenas, la cuarta el de millares, la quinta el de decenas de millar, la sexta el de centenas de millar, la sétima el de millones, la octava el de decenas de millón, etc., etc., siempre contando de derecha á izquierda.4 5 . El cero, que, como va dicho, no tiene valor absoluto ninguno, lo tiene relativo en el sentido de que se ha establecido que diga que no hay unidades del orden correspondiente al lugar que ocupa.4 6 . Para escribir, pues, cualquier número con las diez cifras expresa
das, no hay que atender á otra cosa sino á que todas las unidades de diferente 
ordm que contenga y se expresen por el sistema establecido en la numeración 
oral, estén representadas por cifras significativas, colocadas en el lugar cor
respondiente gue se acaba de señalar; y á que el cero ocupe los lugares en que 
nopueda haber otra cifra significativa, por carecer el número propuesto de la 
clase de unidades correspondientes á aquellos lugares.Para escribir el número veinte y siete, que evidentemente se compone de dos decenas y siete unidades simples, se pone 7 en el lugar de las



iOUQidades v 2 ea el de las decenas; pero siguiendo la costumbre de escribir todo de izauierda á derecha, se pone primeramente el 2 y á su derecha el lo que, lejos de ofrecer dificultad á la práctica, la facilita, pues que al expresar los números oralmente, se nombran antes las unidades superiores que las inferiores.Para escribir trescientos veinte y siete, cuyo número consta do 3 centenas, 2 ^^en as y ?  ^ada- des se escribe 327. Para escribir tres mil cuarenta, cuyo numero consta de 3 centena i  decenas v ninffuna unidad simple, escribiremos 3040. Para escribir setenta mil ochocientos cua ?o cuvo n S ^ c o n s t i  do 7 ^  millar, ningún millar, 8 centenas, ninguna decena y 4untdades simples, escribiremos 70804. Finalmente, para escribir treinta millones treinta mil treinta, escribiremos 30030030.4 7 . Observación. Sabiendo escribir ya los números, se podra comprender mejor el escolio 59, pues, por ejemplo, 5533 veremos claramente que se compone, como allí dijimos, de 3 millares, 3 centenas, o decenas Y  3 unidades (el adjetivo simple se sobreenlieiide siempre), o de lenas, 3 decenas y 5 unidades; ó de 353 decenas y 5 unidades; o o333 unidades simples. ARTÍCULO IV.
LECTURA. DE LOS NTOfEROS.4 8 . Reala. Para leer mimeros compueslos de dos ó tres cifras, basta

tener presentes las convenciones expresadas sobre la numeración oral y escrita; 
pero cuando los 7iúmeros constan de muchas cifras, conviene, para hacer fácil 
la lectura, dividirlos con puntos en porciones de á tres, empezando por la de
recha y sin reparar en que la última porción de la izqmenla sea de dos cifraŝ  
ó de una cifra sola. Ademas, bajo el punto de la segunda división se pondrá 
de pequeño tamaño un d, bajo el punto de la cuarta división un efe. t n  
seguida se leerán cada tres cifras como si estuviesen solas, diciendo mil al lle
gar á cada punió solo (siempre que siquiera alguna cifra déla subdivisión sea 
significativa), y diciendo millones al llegar al punto que tiene debajo un 1, 
billones al 2, etc., siempre que alguna de las cifras de la división sea signifi
cativa. . . .  .

Biemplo. 7 0 9 0 0 0 4 0 0 6 7 8 0  se dividirá primeramente 7.0 9 0,0 0 4.0 0 0,7 8 0 y después como se vé 7.0 9 0,0 0 4.0 0 0,7 8 0 leyéndose 2 1siete billones, noventa mil, cuatro millones, setecientos ochenta. No expresándose la palabra mil al llegar al punto último de la derecha, porque ninguna de las tres cifras de la subdivisión es significativa,V para leer 7 0 0 0 0 0 0 7 0 0 7 0 0  se dividirá do este modo 7.0 0 0,0 0 0.7 0 0,7 0 0 y  se leerá 2 4siete billones, setecientos mil setecientas unidades simples, no diciendo millones al llegar al l porque le preceden seis ceros.4 9 . Para no equivocarse al escribir números grandes dictados, conviene, según se van escribiendo, ir poniendo las señales o divisiones expresadas parala lectura.
Hiemvío  Si Por ejemplo, se dicta ocho millones, cuarenta y cuatro mil ochocientos nueve, en se- gufdaliSe se escribe el 8 para expresar las unidades de millón, se pone á su derecha el punto y e l »



correspondiente, en esta forma; 8. Al oir que después de dictar ocho millones, se dicta cuarenta ycuatro mil sin expresar nlncuna centena, se le añaden al 8 las tres cifras correspondientes do este modo: 8,oí4, y al terminar el dictado con las palabras ochocientos nueve, se concluye de escribir el número 8.044,809, cuyas señales para la lectura habrán facilitado mucho la escritura.
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ARTICULO Y.
N U M E R A C I O N  R O M A N A .5 0 . El sistema de la numeración romana es el mismo décuplo explicado, y la oral es por lo tanto la misma expuesta; pero siendo diferente la escrita, y siendo su conocimiento conveniente, no sólo para entender ciertas inscripciones antiguas, sino también para leer números que se escriben aún por ese sistema, comason los de los capítulos de los libros, los de las páginas de los prólogos y las fechas de la construcción de los edificios inscriptas en sus fachadas; daremos de ella aquí una sucinta idea, aunque mejor cuadraría después de !a adición y sustracción, sino fuera porque suponemos sabida la Aritmética práctica; pero en caso contrario resérvese este artículo.5 1 . La numeración romana escrita se vale de las cifras siguientes, con los valores absolutos que se expresan:1 V  X  L C D M1 5 10 50. 100 500 10005 2 . Para expresar con esas siete cifras todos los números imaginables, se convino que cada una de ellas tuviera el valor absoluto expresado; pero que cuando estuvieran varias en línea, el valor de cada una fuera disminuido por el de la anterior ó el déla izquierda, sí fuera menor, laque perdería el suyo absoluto. Así, después de X  el V , forma el número 15, porque X  es mayor que V; pero X  delante de L forma el número 40, porque á las 50 de L les quila 10 de valor la X , como menor. Análogamente 

Vni vale 8, y IV vale 4. .Para expresar números muy grandes se modifican ligeramente las mismas cifras expresadas con una, dos ó tres rayitas superiores, que leshace valer mil, millón, etc. D vale 500,000 y C 100.000,000.5 3 . Los números romanos principales y sus equivalentes, son los que expresa la Tabla I de las auxiliares de la Aritmética, que aparecen al fin de este tratado, primero de Matemáticas.ARTÍCULO VI.CO N SE C U E N C IA S IM PO RTAN TES D E  LO CON VEN IDO E N  L A  NUM ERACION.5 4 . L e m a . Todú número, al que se le agrega un cero á la de
recha, se le hace diez veces mayor, cien veces si se le agregan dos 
cerosy m il veces si el aumento es de tres ceros, etc.



Porque, en el primer caso, la cifra que representaba unidades simples, pasa á representar decenas, que son diez veces mayores que las unidades (55); la que representaba decenas pasa á representar centenas, diez veces mayores que las decenas; luego lodaS, y cada una de las partes del número, se hacen diez veces mayores, y como es un axioma que lo 
que se hace con las partes, queda hecho con el todo, el número de que se trate quedará hecho diez veces mayor. Y  como de una manera análoga se demostrarla el por qué un número se hace cien, mil, etc., veces mayor agregándole dos, tres, etc., ceros á la derecha, el lema es general, y la verdad que encierra queda demostrada.55. L em a  r e c í p r o c o . Todo número terminado en ceros, al 
que se le quite uno, se hace diez veces menor; cien veces si se le qui
tan dos; m il, si son tres los ceros suprimidos, etc.Porque análogamente á lo demostrado en el anterior lema, aunque en un sentido inverso, al suprimir á un número un cero, la cifra que representaba decenas pasa a representar unidades, que son diez veces menores que las decenas; la que representaba centenas, pasa á representar decenas, diez veces menores que las centenas, etc.; y haciéndose todas las partes del número diez veces menores, el número quedará evidentemente hecho diez veces menor. Y como lo mismo se deraosiraria relativamente á la supresión de dos ó más ceros, el lema es general, como el antei’ior y queda demostrado.5 6 . L ema. Uno ó varios ceros d la izquierda de los números no les da 
ni les quita valor (tratándose de enteros, por lo que después sabremos).Porque las cifras significativas del número y los ceros intermedios que puede haber con ellas, seguirán con el mismo valor relativo, y los ceros, no teniendo valor absoluto colocados á la izquierda, no dirán más que lo que es muy innecesario que digan: que el número no tiene unidades de órden superior á las expresadas por la última cifra significativa de la izquierda.

Ejemplos. 37 es diez veces menor que 370, y viceversa, 370 diez veces mayor que 37, y este igual á 037. ARTÍCULO VII.DEMOSTRACION DE LA NUMERACION.

-12

5 7 . Aunque se dijo (5), que en las matemáticas todo es susceptible de demostración, no hay regla sin excepción; y ya desde luego .se indicó (8) la de los a.xiomas, que son indemostrables por su misma evidencia; y íiebió añadirse las de las definiciones, que tampoco se prestan fácilmente á la demostración, ó la llevan en si envuelta si son exactas, aunque la tengan aquellas que á la vez son enunciados de problemas generales. Pues semejantemente á los axiomas y a las definiciones, no admiten verdadera demostración los principios que se establecen convencionalmente, y que una vez establecidos y no oponiéndose á una verdad conocida (en cuyo caso serian absurdos), adquieren el carácter mismo de las definiciones y aun de los axiomas, porque ya son verdades evidentes é indemostrables.58. La numeración, pues, siendo un sistema combinado de convenciones



establecidas con objeto de expresar los números bien y fácilmente, no admite demostración; pues la única que podría darse, sería la explicación del sistema. Y  análogamente tampoco puede en realidad demostrarse que 2 y 3 son 5, sino diciendo que habiéndose convenido en que el agregado de 1 y 1 se llame dos, y al de 2 y 1 tres, y  al de 3 y 1 cuatro, y al de i  y 1 cinco, S se compone de 2, que es 1 y I, y  de 3 que es 1, y  1, y l .
-13

ARTICULO VIII.J3JERCICIO SOBRE LA. NUMERACION.5 9 . Escríbense los números siguientes y otros parecidos:Quince. Cuarenta y cuatro. Setenta y nueve. Ciento y uno. Setecientos nueve. Ochocientos ochenta. Cinco mil cuatrocientos veinte. Seis mil setecientos ocho. Cuatro mil cuarenta. Nueve mil nueve. Veinte y dos mil setecientos ochenta y cuatro. Treinta rail cuatrocientos. Ochenta mil ochenta. Novecientos cuarenta mil doscientos cuatro. Setecientos mil setecientos siete. Novecientos mil nuéve. Ocho millones cuatro mil ochenta. Treinta millones treinta mil treinta. Cincuenta millones y  cinco. Nueve trillones cuatro mil millones setecientos ochenta y nueve mil cuatrocientos cuarenta y cuatro.Y  en números romanos los siguientes:^Ocho. Nueve. Doce. Catorce. Diez y  siete. Diez y nueve. Veinte y cuatro. Veinte y seis. Treinta. Treinta y cinco. Cuarenta y dos. Cuarenta y nueve. Cincuenta y  cinco. Sesenta y nueve. Setenta y cuatro. Ochenta y dos. Noventa y nueve. Ciento uno. Ciento veinte y cuatro. Quinientos ochenta. Novecientos quince. Dos mil uno. Tres mil diez. Cuatro mil quince. Cinco mil ochocientos nueve. Ocho mil ocho. Un millón y  diez y ocho. Dos millones tres mil ochocientos cuarenta.Léanse, dividiéndolos prèviamente en períodos, los números siguientes y otros pareddos:Ib 80 102 770 909 24-50 7080 99009 50005 700008 900000040O0B0O 7094U4 55000070 8888888 9000009 28043057 500900700 705000080 4507840905070 10008000700040 70000004007000 50070000007000.VIV v m  X V  X IX  XX X II  x l v i  l x x x i v  m c c l ix  m d c x g  m cm  D I I D L X X  D C C D C C G X C  T d DCMVII .
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. . .ÓOÚtÜOO’'0-''":'i'Á' ■ ' . .y  yrrrif/ VI/.''V.l ’. C ¡ ; ; < 1 X  ’ - <1*..;'■ '■‘ 'n ’ti'r :>X300U. ‘ ' '-. .-u;-P'iyV.- ■•

• í-i.



i 5

CAPITULO III.
ADICION Y SUSTRACCION DE ENTEROS.

ARTÍCULO PRIMRRO.
PRELIMINARES.6 0 . A d ic ió n  d suma se llama el problema por medio del que, 

dados dos ó varios números, se quiere averiguar el valor de otro 
equivalente á todos ellos juntos.Los números dados, ó dalos, se llaman sumandos, y el resultado suma.6 1 . Sustracción ó resta se llama el problema por medio del que, 
dada una suma y uno de dos sumandos, se quiere averiguar el valor 
del otro sumando.Ó lo que es en Arilmélica lo mismo, bailar la diferencia entre dos números desiguales, ó quilar el menor del mayor de ellos.El nrimero mayor que representa la suma se llama minuendo, el menor, ti que representa el sumando conocido, sustraendo, y el resultado 
resta, exceso ó diferencia.68. La sustracción es, por lo tanto, una operación inversa y regresiva de la adición, como veremos mejor en los artículos siguientes, siendo ésta una composición de números y  aquella una descomposición; y como sólo tres cosas dijimos (30) que puede hacer la Aritmética con los números, que son expresarlos, componerlos y descomponerlos, y el expresarlos no es una verdadera operación, podemos ya sospechar que la adición y la sustracción son las dos operaciones fundamentales do los números, y que todas las demas no son más que modificación de ellas. Sin embargo, por alguna diferencia esencial que hay entre ellas, y alguna de sus modificaciones cuando no se trata de números enteros, se admiten como operaciones principales de la Aritmética las llamadas cuatro reglas, que son: adición, sustracción, multiplicación y división.6 3 . El signo para indicar la adición es que se lee más, y se llama signo positivo, el cual se coloca entre cada dos sumandos, ó sea precediendo á cada uno de ellos, á excepción del primero, que no se le pone por innecesario y sobrentenderse.El signo para indicar la sustracción es — , que se lee menos, y se llama signo negativo, el cual se coloca delante del sustraendo, ó sea entre él y el minuendo si están en linea.El signo para indicar el resultado, tanto de la adición, cuanto de la sustracción, y áun de lodos los problemas y operaciones de las malemá-



ticas, es - - ,  que se lee es igual á, y se llama signo de igualdad, y se coloca delante del resultado. . T i l6 4 . El signo de igualdad, no solo sirve para indicar el resultado de un problema ii operación, sino también para expresar la igualdad de dos expresiones numéricas, aunque no lo parezcan por no ser idénticas.2 H- 5 =  4 -t- 1 dice que las expresiones numéricas /  yf- n y 4 -f- 1 son iguales, aunque no lo parecen, como 5 =  5, que son idénticas.La expresión de dos cantidades separadas por el signo de igualdad, se llama una igualdad, y primer miembro todo lo que precede al signo, y 
segundo miembro lo restante; llamándose términos de la igualdad o de sus miembros las cantidades separadas por el signo positivo o el negativo, y no por ningún otro de los que conoceremos.La propiedad fundamental de una igualdad, y que aunque es axiomática, es de gran importancia y aplicación, es que no se altera aunque á sus dos miembros se les añada o quite una misma cantidad, o aunque con ellos y un mismo número se baga una operación cualquiera, como después apreciaremos mejor. „ . » . .Así 3 + 2  =  4 +  1 estanisualdadcofflo 3 +  2 + 1  = 4 + « +  1 y como 3 +  2 - 1  = 4  +  1 - 1 ,  yel doble de 3 +  2 es igual al de 4 + 1 .  . .Las igualdades se simpliíican verificando las operaciones que indican los s ig n o s  de sus términos, y desde luego podemos ver una muy evidente, -f-1__ 1 =  0, y por lo tanto 5H-2 — l =  4 - h l — 1, es lo mismoque 5-1-2 — 1 =  4.También hay desigualdades que se expresan con el signo >  o < ,  que se ilaina mayoría ó minoría, diciéndose 4 >  3, cuatro es mayor que 3, o 3 <  4, tres es™ T a s  Soptedades de las desigualdades no son exactamente lasmismas que las de lasi^uafiades; pues si bien una desigualdad permanece siendo tal, cualquie- Ti ítue sea la operación . igual que con un mismo número se baga con sus dos S ie m L o s , el grado de la desigualdad podrá variar si la operación no es suma oreata^ c o ^  3 e?desiguaídad, como b >  4; pero 8 >  6 ofrece una diferencia de 2 unidades, que no ofrece 4 >  3. /

a r t í c u l o  II . .ADICION D E NÚMEROS ENTEROS.65. E l problema general de la adición de números enteros se divide en dos generales también, cada uno de los cuales tiene su correspondiente solución ó regla, que, aunque suponemos saberse por la aritmética práctica, diremos que son 
sumar números dígitos y  sumar números compuestos de dos o mas66 Regla 1.” Para sumar números dígitos, puede operarse primera
mente con dos, descomponiendo el uno en las unidades que contiene, g agre
gándola una á una al otro dado como quien cuenta; y una vez leunulos dos,
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descomponer en unidadesolro, y proceder de ummanera análoga con ól: y su
cesivamente del mismo triodo con lodos los sumandos.Este método, aunque seguro, y al que se suele recurrir á veces, es pesado ó impropio de la ciencia, por lo que lo sustituyen hasta los niños de escuela, con el conocimiento de la suma de todos los números dígitos entre sí, que se aprende por medio de una tabla á propósito para grabar dichas sumas en la memoria. Y sabidas las sumas de los números dígitos entre si, con la práctica muy fácilmente se van aprendiendo las sumas de los compuestos de sumar dos ó tres dígitos con otro dígito.6 7 . La Tabla II dejas auxiliares de esta Aritmética, puede servir para el objeto; pero aunque de invención ingeniosa, no es tan á propósito como la que se usa para,niños, que dice: dos y dos, son cuatro, dos y tres, cinco, etc.La construcción de la tabla citada es muy fácil, y  se comprende con sólo inspeccionarla; y su uso también es muy sencillo, pues los números de las cuadrículas de la columna superior horizontal y los de la vertical primera de la izquierda, representan los sumandos, y los números de las cuadrículas de intercepción señalados por los sumandos ofrecen las sumas. Así 7 y 9 se ve que suman -1G, lo mismo que se tome el 7 en la columna superior, y  el 9 en la de la izquierda, que al contrario. Y y 5, aunque la suma no la da la tabla, como dice que b y 6 son L l, evidentemente IG y 5 son 24, etc.6 8 . Regla 2 .’ Vara sumar dos ó nuis números compuestos de dos ó 

más cifras, se colocan todos los sumandos, los unos debajo de los otros, de ma
nera que las unidades queden bajo las unidades, las docenas bajo las dece
nas, etc., y se lira por debajo una raya horizontal, En seguida se suman las 
unidades simples de lodos los sumandos por la regla 1 y si la suma contiene 
sólo unidades simples, se ponen debajo de las de los sumandos. S i contiene de
cenas y unidades, se ponen estas debajo de las unidades, y se guardan las de
cenas para añadirlas á la suma de las decenas. Y  si contieno decenas sola
mente, se pone coro en el lugar de las unidades, y se guardan las decenas para 
agregarlas á la suma de las decenas. Después se suman las decenas de lodos 
los swiiandüs, y d la suma se le agregan las que hubiera producido la suma de 
las unidades. S i el compuesto se compone de sólo decenas, se ponen debajo de 
las de los sumandos; si decenas y centenas, se ponen las decenas debajo de las 
do los sumandos, y so guardan las centenas para agregarlas á la suma de las 
cetüenas; y si se compone de centenas solamente, se pone cero en el lugar de las 
decenas, y las cenlems se guardan para agregarlas á las centenas. Y  análoga
mente se suman las centenas y domas unidades superiores que tengan los su
mandos, y el número que resulte debajo de la raya, será la suma de los núme
ros dados.6 9 . Observación importante. A veces la suma de las unidades de alguna columna, da, no solo unidades de órden superior inmediato, sino alguna de orden más elevado (cosa que suele aturdir al principiante); pero del mismo modo que si una suma de unidades simples produce 25, que por la numeración sabemos que se compone de 2 decenas y 5 unidades (59), si la suma fuera 123 se compondría de 42 decenas y 5 unidades, y esas 12 decenas luibria que guardarlas para sumarlas con las decenas: no habiendo ningún inconveniente en agregar á la suma de las decenas solo 2 y guardar mía centena para agregarla á la suma de las centenas; pero este proceder está más sujeto ú equivocaciones, porque la suma de



decenas producirá probaI)leniente algunas centenas, y habría que añadir á la suma de centenas dos cantidades.48

Ejemplos de adición.1.' 2 2 7 8 7 5 32 .°  569 22 •5 ."  7 0 4+  59 - h  549 - f -  5 088- h  5 5 0 - h  9 7 0 9 - f -  4 0 5 0-1- 7 4 0 9 -H  708 -1- 7 0 8 9=  8 8 0 5 =  1 1 5 5 5 = r l G 9 5 1
Explicación. Omitiendo las palabras queso usan para ejecutar las operaciones, porque suponemos que se lian aprendido por la Aritmética práctica de la primera enseñanza, diremos que en el primer ejemplo sumamos las unidades simples de lodos los sumandos y obtuvimos 25, que componen 5 unidades y 2 decenas, por lo que pusimos 5 debajo de las unidades (fe los sumandos, y guardamos las 2 decenas para añadirlas ú la suma délas decenas; escribiéndolas, desde luego, encima para no olvidarlas, y no tener que repetir todas las sumas parciales, en el caso de que nos equivocásemos en alguna. En seguida sumamos las decenas de los sumandos y obtuvimo-s 18, que con las 2 resultantes de la suma de unidades nos dió 20, que se compone de 2 centenas y ninguna decena; pusimos u en el lugar de las decenas, y guardamos las centenas para añadirlas á la suma de las centenas. Sumamos después las centenas y encontramos 18. que componen 8 centenas y l millar, por lo que pusimos ¡as 8 centcna.s en el lugar de las centenas, y guardamos un millar para agregarlo a la suma de los milla' res; y como esta solo nos dió 7, con el resultante de las centenas produjo 8 millares, que escribimos en el lugar de los miliares; obteniendo así, por suma total, 8803.De una manera igual obramos en el segando y tercer ejemplos, de inútil explicación.7 0 . Demostración. Como por las prescripciones ile la regla se reúnen todas las unidades simples de lodos los sumandos, todas las decenas, centenas y demas unidades superiores, se reúnen evidenlemenle todas las partes de todos los sumandos; y como es un axioma que lo que se hace con las partes queda hedió con el todo, el número resultante delie ser siempre la suma exacta de lodos los sumandos.La colocación de los datos, rayas, etc., en este y todas las operaciones, son para claridad y evitar equivocaciones.71. La prueba de la adición, ó sea la operación por medio de la que se comprueba la suma, o se ve si está bien liecba, es su repetición en sentido inverso, ó sea de abajo para arriba; pues seria muy raro que cualquier error de la prueba compensase otro de la suma. Así, pues, si la prueba está conforme con la suma, es señal casi segura de que esta está bien becba. Si hubiera desconformidad entre ambas, quedará la duda ilc cuál de las dos está bien becba, y no habrá otro medio, para salir de ella, que repetirlas con mucho cuidado.72. Otra prueba admite la. adición, poco ó nada usada, porque es más difícil ó pesada que ella. Consiste en sumar todos los sumandos menos uno, y esta suma restarla de la total, y ver si da por resultado el sumando que se desatendió, que será señal de que' la suma estuvo bien hecha.7 3 . Los números concretos se suman lo mismo que los abstractos, si bien es indispensable que sean homogéneos, si la suma ha de ser de la especie de ellos.Es indudable que se pueden sumar 3 soldados y-i pastores, .si lo que se pretende saber es cuántas personas componen; pues se prescinde del género soldado y del género pastor, y se atiende á una circuiislancia que les es común, y atendiendo á la que pueden considerarse homogéneos. Pero es evidente que si se desea saber cuántos soldados son los quehav on un campamento, donde se ven 2300 de ellos y 35.3 paisanos, no podrá decirse que hay 2853 soldados ni paisanos, sino personas. Hechas oslas consideraciones sobre los casos en que una suma de números concretos heterogéneos es



soluble, no nos debe quedar la menor duda en que para sumar concretos deben ser los sumandos boraogéneos, como hemos sentado; pues los casos indicados no vienen á ser más que sumandos de heterogeneidad desatendida ó sustituida por una homogeneidad verdadera. Es aquello del csUi- dianlc que dijo que 5 libras de azúcar, 2 de cacao y 1 de canela, sumaban 8 de... chocolate.
Í9

ARTICULO III.SU STRACCIO N  D E  N U M E R O S E N T ER O S.7 4 . E l problema general de la sustracción de números •enteros, se divide en dos también generales: restar un número dígito de otro dígito ó compuesto de dos cifras; y  restar un número compuesto.de dos ó más cifras de otro de ig u aló  mayor número de ellas.Antes de dar las dos correspondientes reglas, tenemos que dejar sentado el principio siguiente.7 5 . L e m a . L a  diferencia entre dos números no varía aunque 
á ambos se les añada ó quite una cantidad igual.Porque se desprende de la defínicion; pues' al agregar, por ejemplo, 3 al número mayor ó minuendo, se alejará, digámoslo así, en valor 3 unidatíes del sustraendo; y al añadir á éste 3, se acercará su valor 3 unidades al minuendo, por lo que seguirán diferenciándose lo mismo; y lo propio sucederá si á ambos se quita cualquier cantidad.7 6 . Regla l .°  La siisíraccmi ó resta de un número dígito de otro di- 
gito ó compuesto de dos cifras, se hace de memoria, por el conocimiento de 
una tabla á propósito que puede ser la de la adición (// de Jas auxiliares). Y 
también puede hacerse esta operación de una manera análoga d la expresada 
en la regla 1 de la adición, ó sea quitando al minuendo una por una todas 
las unidades que tenga el sustraendo.7 7 .  La tabla de la adición puede, como hemos dicho, servir para aprender las diferencias de lodos los números pequeños entre si. Para ello no ha^niás que buscar en las cuadriculas centrales un número igual al minuendo, si éste fuese menor de 20; y en la columna superior horizontal ó en la vertical, primera de la izquierda, un número igual al sustraendo, y el correspondiente á la otra columna será la resta. Así, si ei minuendo es, por ejemplo, 17, y el sustraendo 9, veremos que la cuadrícula que tiene el número 47, y  que corresponde á la columna vertical, cuyo número superior es í), corresponde también á la columna horizontal, cuyo primer número es 8, que es la diferencia entre 47 y  9. Cuando el minuendo es mayor de 20, la tabla no sirve tan fácilmente; pero la práctica facilita su uso, sobre el que sólo diremos que si tenemos que restar de 37 9, quitando á aquel las decenas que sea necesario, para que resulte menor que 20, quedan 17, que, por lo antes dicho, la labia da que del 9 difiere 8, al que agregando las decenas que se quitaron al 37, que fueron 2, nos dará*^8, que es la diferencia entre 37 y 9.• 7 8 . Regla 2.* Pura restar un número, compuesto de dos ó más cifras, 
(le otro de igual ó magor ?t?ímero de ellas (y lo mismo y más fácilmente si el 
sustraendo tiene una sola cifra, y más de dos el minuendo), se coloca el sus- 
Iraendo debajo del minuendo, de manera que las unidades queden bajo las



nnidades, las decenas bajo las decenas, etc. Se tira despúes por debajo ima 
.rana horizontal, y por la regla 1." se restan las unidades simples del sustraen- 
do de las del minuendo, y la diferencia se escribe debajo de las unidades. Se 
hace lo mismo con las decenas, y sucesivamente con todas las immades supe
riores. S i alguna cifra del minuendo fuera menor gue la correspondiente del 
siistraondo, se le añaden 10 unidades para verificar la resta parcial, agregai^ 
do i  á la cifra siguiente del suslraendo, ó restándola á la del minuendo. Y, 
finalmente, si el minuendo tuviera más cifras que el suslraendo, considérensele 
á éste los ceros necesarios á la izquierda , debiendo al prmero de ellos aña
dírsele una unidad, si para hacer la resta parcial anterior hubo que agregar 10 unidades á la cifra del minuendo. Y  de ese modo se obtendrá debajo de la 
rana un número que será la diferencia de los propuestos. , , , ,7 9 . La prueba de la sustracción se consigue sumando el suslraendo con la resta, y viendo si da exactamente el minuendo, que será señal de que la operación está bien beclia.A SO. Observación. Por todo lo dicho, sobre la sustracción, se com pren^ fíue el minuendo debe ser mayor que el suslraendo, no siendo^en caso contrario, Dosible la resta. Sin embargo, aunque la Aritmética no ensena a restar un numero mayor de otro menor, debemos advertir que el Algebra hace posible esa resta aunaue no se trate de.cantidades literales ó algebraicas, sino numerales o aritméticas. Para ello divide todas las cantidades en dos clases positivas, quepositivo, ynegativo, según que favorecen ó contrarían el resultado del problema. se busca la existencia que se tendrá, con tantas deudas y tantas reatas, estas serán las positivas v  aquellas las negativas, y  al contrario, si se trata de averiguar cuánta deuda^resultará. Dada esta ligera explicación, fácil sera un minuendo, por ejemplo, de 3000 rs. de renta se le podrá algebraicaraente restar un sustrLndó de 4000; pues el resultado será iOOO de deficit ó deuda,  ̂Tastando el minuendo del suslraendo. Y  fácil será también comprender que ha\ cantidades menores que 0, que son las negativas; pues, en efecto, el que no tiene nada, tiene más que el que tiene  ̂000 rs. de deuda.
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Ejemplos de sustracción.i . ' ’
prueba

780G457 —  755554^  70509257000457 prueba
50740054 —  8552455588078050740054

'' Aa I.»e O í̂ /*nfí»n.̂ Q flf* miUar Qvl rnjnUUlJUU« Icaiduiua V iu»/ •!íd  st‘su4endt ‘ a 4 l a ,  y. finalmente, pusimos los 7 millones en la resta porque
„0 i.abia millones ^  análoga, aunque con alguna mayor complica-E „  el segundo e j e m p l o ,^  que%’ñadir% unidad^, y 1 á todas las delS a f f i  induso c/^ que consideramos á la izquierda del suslraendo, y a excepción deSlm en tep có S p ro b am o s ambos resultados, según el procedimiento de la prueba.



8 1 . Demoslracion. Coíno lodo lo que prescribe la regla y se ha practicado en los ejemplos anteriores no es otra cosa que hallar la diferencia entre todas las clases, de unidades del sustraendo y las correspondientes del minuendo, pues en los casos en que á alguna cifra de éste se le añaden 10 unidades, también á la de orden superior inmediato del sustraen- do se le añade 1, que vale 10 del orden inferior inmediato (55), y por lo tanto minuendo y sustraendo son aumentados en una misma cantidad, lo que no altera la resta (75); resulta que la que se halla por la regla, representa exactamente la diferencia que hay entre todas las partes del minuendo y las del sustraendo, y por lo tanto la diferencia délos números propuestos; luego la regla es general, y queda demostrada.Relativamente á la operación de prueba, diremos que no puede por menos que servir á su objeto, pues que se funda en la principal y más general definición de la sustracción (61), pues el sustraendo que representa el sumando dado, agregado al hallado, debe dar el minuendo, que representa la suma dada.8 2 . La resta de los números concretos se ejecuta lo mismo que la de los abstractos, pero deben ser homogéneos.No se pueden restar ciertamente de 500 pesetas, 80 melones, j; ni áun á semejanza délo dicho (73) en la suma se puede prescindir tan fácilmente de la hetereogeneidad; pues de 30 caballeros sentados á la mesa, no se pueden quitar 15 señoras, aunque lo que se pretende sea que en la mesa queden 15 personas, pues no habiendo en la mesa señoras, y sí sólo caballeros, es absurdo el pretender quitar señoras.
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ARTICULO IV .
E JE R C IC IO  D E  SUM AR Y  R E S T A R  N UM EROS ENTERO S.

S S . Pueden los siguientes ejemplos considerarse concretos de la especie que se quiera, pues que en nada afecta al resultado la naturaleza de los datos, si son homogéneos.1 .‘ 7 5 4 7 8 9 1 0 . 0  0 4 . 7  9 9
- h 5 6 9 7 - h 7 4 5 6 9 8 9
- h 7 5 9 8 8 - h 7 9 5 9 4 95 6 . 7 9 9 - h 8 9 5 7 9-í- 5 7 4 9 8 - h 9 8 9 9
- h 8 4 6 9 8 -f - 9 8 9
•+ - 7 0 9  9 -t- 7 8 9 94 8 9 -f- 0 9 5  8 9+ 7 4 9  9 ■ + - 7 8 9 4 5 9H- 5 8 4 9 9 8 9 5 8 4 9 5- h 7 4 9 9 9 -f - 8 0 0 0 0 0 0-f- 8 9 9 9 9 - H 2 9 9 9 9 9 9 9-f- 9 9 4 5 0 8 0 0 9 9



7 5 4.5 6 7,4 5 4.5 7 8,9 5 G 5 6 5^4 7 5 5 4 6 5 0 5 9 7 5
22

5 4 5.4 7 8,9 0 7.0 5 6,7 8 97̂ 6 8 9 9 8 8̂ 8 8 3 8 3 85 0 0.4 0 0,7 0 0.5-0 0,5 0 5 —  7 7^8 8 8 9 9 9 6 6 6 7 4 77 0 0. 8 0 0 ,9 0  0 .0 0  0,0 0 0  9 9 8 8  8̂ 0 0 0 0 0 9
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CAPITULO IV.MULTIPLICACION. 
A R T ÍC U L O  P R IM E R O .

P R E LIM IN A R E S.8 4 . M u l t ip l ic a c ió n  en general se llama el problema por me
dio del que, dados dos números, se quiere averiguar el valor de un 
tercero que sea relativamente á uno de los dos dados lo que el otro 
es á la unidad.8 5 . El mímero que se mnlli]ilÍGa se llama multiplicando, y el otro dato por el que se miilliplica se llama multiplicador, y el resultado pro
ducto; llamándose también los números dados factores del producto.El signo para indicar la multiplicación es X ,  que se lee multiplicado 
por, y también un punto; señalándose el resultado como en lodos los problemas por el signo de igualdad.8 6 . Escolio, Como en Aritmética, y especialmente tratándose de enteros, el número que sea relativamente á uno de dos dados lo que el otro es á la unidad, deberá ser tantas veces mayor que el primero como unidades tenga el segundo (pues la relación de este con la unidad será ser tantas veces mayor que ella como unidades contenga), se puede, admitir como suficiente exacta la deOnicion, de que multiplicar es lomar tantas 
veces un íiúmero como unidades tiene otro dado; de cuya definición han nacido indudablemente los nombres de multiplicando, multiplicador y producto.8 7 . Observación. Por la definición anterior, y aun sin violencia por lo general, se ̂ comprenderá que la multiplicación es nn caso parlicular de la suma, en*el que todos los sumandos son iguales, pues que lo mismo es sumar varios niimbros iguales que tomar uno de ellos tantas veces como sumandos iguales baya.Sigue, por lo Unto, en pie la verdad de que con los números no se puede hacer más que tres cosas; expresarlos, componerlos y descomponerlos; y sigue tamlúen en pie la verdad, aunque ya indicamos que no es rigorosamente exacta (6áj, de que las fundamentales operaciones de la Aritmética son dos: la adición y la sustracción. •8 8 . Un número se llama duplo de otro, ó dos veces mayor que él, cuando es ó puede considerarse producto de multiplicarlo por 2, ó sea lomarlo dos veces por sumando; triplo cuando pudo resultar de multiplicarlo por 5; cuádriiplo, quintuplo, etc., se llama un número de otro cuan-



Sido puede considerarse como resultado de miilliplicarlo por 4, por 5, etcétera. Y  en general se llama un número múltiplo de otro, cuando el primero es ó puede ser el producto del otro por cualquier número. E inversamente, submúltiplo ó factor se llama el número del que otro es múltiplo.89. Observación. En la multiplicación entran á veces más de dos dalos ó factores; pero como ese caso en realidad, como después veremos, no es otra cosa que varias multiplicaciones en un mismo problema; pues debe efectuarse primero la de dos factores, y  después la del producto resultante de esos factores conoiro factor, y así sucesivamente, viene á ser casi lo mismo que si en la sustracción se nos dijese que al minuendo se liabian de restar dos sustraendos, pues habría que efectuar dos operaciones, ya la de restar uno de’ellos y  después el otro, ya la de sumar los dos sustraendos y restar la suma de ellos del minuendo. Pero como los problemas de muchos factores son muy frecuentes, y  por ello alpunas reglas de la multiplicación se generalizan á tres ó más factores, hemos debido explicar lo que en realidad representan.ARTICULO II. *PRINCIPIOS TEÓRICOS SOBRE LA. MULTIPLICA.CION.
Los píincipios teóricos ó verdades especulativas que no podemos reservar para la Aritmética superior, son los siguientes:9 0 . Teorema. E l orden de dos factores no altera el producto. Esto es, que lo mismo es 4 X  3 que' 3 x 4 : .
Demostración. Como- por la segunda definición de la multiplicación (86), y áiin por la principal (84), para multiplicar 4 por 5 debemos hacer el -4 tres veces mayor (porque la relación tle 5 con la unidad es ser tres veces mayor que ella), y por lo tanto equivaldría á lomarlo 5 veces por sumando, tendremos que 4 x 5  =  4 - 1 - 4 4 - 4 . Y  como lo mismo será sumar esos tres sumandos como se hallan, que sumarlos descompuestos en las unidades que contienen, podremos formar el siguiente cuadro:+  4

=  3 -h 5 H- 5 -f- -5 =  -12
En el que vemos que la suma de los sumandos, sin descomponer, da 42, y  la de los mismos, descompuestos, da .í-h  3-}- 3 h- 3 =  luego lo mismo será sumar 3 veces un 4, que cuatro veces un 3, y por lo tanto 4 X  3 =  3 X  4.9 1 . Corolario. E l orden de varios factores que deban formar 

un producto, tampoco lo alteran.Porque si tenemos 4 x 3 x 5 ,  por el teorema anterior ¡será igual á 3 X  4 X  5, y realizando provisionalmente el producto 3 x  4, ó considerándolo realizado, por el mismo teorema 12 x  ^ será igual á 5 ,x  i2 , cuyo segundo factor, volviéndolo á descomponer, dará 5 x 3 x 4 ,  cuyo
*  Este artieulo cuadrarí.i mejor despiies del siguiente, si no supusiéramos sabida la arilmétira práctica, y no nos hubiéramos propuesto seguir el método sintético con un rigor acaso excesivo. Sin embargo, el artículo anterior presta suficiente base al conlcnido de éste.



¿rden de facieres es l)ien diferente del primilivo, sin haber variado de yalor el produelo que representa.9 2 . Teorema. Vn'producto de enteros queda multiplicado por 
igual número entero, por el que se multiplica cualquiera de sus dos 
factores, y tantas veces menor, cuantas veces se hace menor cualquier 
ra de sus factores.

Demostración. Si tenemos el produelo ^2, cuyos factores son 4 y 5, y duplamos el miilliplicador 5, tendremos que lomar el muUiplicando doble número de veces, y el produelo resultará evidenlemente duplado. Y  en efecto, 4 x 6  =  24, que es duplo de 12. Si duplamos el nmltiplí- cando (aunque cualquiera de los dos factores puede lomarse por tal, según el teorema anterior, y es inútil esta parte de la demostración), diremos que como un duplo de 4 tenemos que lomarlo 5 veces, resultará un duplo de 12, y en efecto 8 x 3 =  24. Y  com'o lo mismo demostraríamos si un factor fuera triplicado ó multiplicado por cualquier número, y de una manera análoga si el factor se hiciera un número de veces menor (pues no podemos todavía nombrar la palabra dividir), el teorema es general y queda demostrado.9 3 . Corolario. E l producto de más de dos factores enteros 
queda tanihien multiplicad^) por el número entero, por el que se 
multiplica cualquiera de ellos.Porque si tenemos 4 x  3 x 5  =  00, por el teorema anterior, si duplamos el 4 o el 5 , el producto de 4 por 5 quedará duplado, y duplado este producto por el mismo teorema, quedará duplado el total al multiplicar el parcial por 5. Y  como si el que dupláramos fuera el 5, el pro- -ductode 5 por 3 quedaria duplado, y después el total, consiguientemente, y cosa análoga sucedería, multiplicando un factor por cualquier número, la  consecuencia del teorema queda evidenciada.9 4 . Teorema. Si dos factores enteros se multiplican por 
igual ó diferente número entero, el producto resultará multiplicado 
por un número igual al producto de los números diferentes por los 
que se multiplicaron ambos factores, ó al prodiicto del número por

mismo si fue igual el número multiplicador, é inversamente, si 
los factores se hacen un núanero de veces menor.

Demoslracinn. Porque, por el teorema anterior, a1 duplicar el multiplicando duplicamos el producto, y al triplicar el multiplicador triplicamos el producto; luego éste resultará duplicado por un motivo, y triplicado por otro, ó sea multiplicado por 2 y por 3 , y sea su valor cual fuere, por ejemplo, 20 (producto de 4 por 5), resultará 20 x  2 x  5 =  2 0  X  6 =  12 0 . Y , en efecto, ( 4 x 2 ) x ( 5 x 3 )  =  8 x i 5  =  120.Análogamente, si ambos factores se triplican, por ejemplo, el producto supuesto 20 resultaría, multiplicado por 3 y por 3, ó sea multiplicado por 3 X  3 =  9. Y" como lo mismo se demostraría muUiplicando los

2o



26factores por cualquier número igual ü diferente, y haciéndolos un número de veces menor, el teorema es general y queda demostrado.ARTÍCULO III.MULTIPLICACION DE NÚMEROS ENTEROS ABSTRACTOS.9 5 . E l problema general de la multiplicación de enteros se divide en tres: multiplicar un número dígito por otro; multiplicar un compuesto de dos o mas cifras por un dígito, 
y  multiplicar un número de varias cifras por otro de dos ó más.9 6 . Reíala 1.“ Para 7nuUiplicar itn número diglío por otro, se hace (w
memoria la^operacion, en virtud del conocimiento que se adquiere desde la 
primera enseñanza de los productos de todos los números dígitos entre y .9 7 . Observación. También puede efectuarse la multiplicación sumando tantas veces el factor mayor como unidades tiene el otro; pero aunifue este método sea el más seguro, y al que suele recnrrirse cuando se olvida un producto de dígitos y no se tiene libro que consultar, es pesado é impropio del matemático, y solo lo mencionamos por([ue envuelve la única demostración que puede darse de la regla d . ó problema de multiplicación de dígitos, pues está conforme con la detimcion.98 Para aprender de memoria los productos de los números dígitos, se usa una tabla en la que aparecen por su orden de menor a mayor (2 por 2 son. 4; 2 por 3 son 6, etc.), pues la tabla pitagórica, llamada asi porque Pitagoras la m- ventó ó díó á conocer, y ofrecernos entre las auxiliares (II), aunque muy ingeniosa, sólo sirve para consulta. Su construcción se c o m p r e n d e  con solo su inspección, y su uso es semejante al explicado para la tabla de la adición (6/).9 9 . Regla 2 .“ Para multiplicar un número de dos ó más cifras por 
un dígito, se toma este como multiplicador y se coloca debajo de las unidades 
del nuiltiplicando con una raya horizontal debajo. En seguida, por la regla 
primera, se multiplican las unidades del multiplicando por el multiplicador; si el producto se compone de solo unidades, se escribe debajo dehs de los fac
tores; si se compone de decenas y unidades, se ponen las iimdnilos en el lugar 
de las unidades, y se guardan las decenas para añadirlas al producto de las 
decenas del multiplicando; y si consta de solo decenas, se pone 0 en el lugar de 
las unidades, w se guardan las decenas para unirlas al producto parcial si- 
guienle. En seguida se multiplican las decenas del multiplicando por el 
■ multiplicador, y al producto se añaden las decenas que hubiesen resultado de 
la multiplicacwn parcial anterior, obrando con el segundo producto de una 
manera análoga que con el primero, y sucesivamente se multiplican todas (flí 
unidades de diferente orden del mulliplicando, y el número que resulte debajo 
de la raya será el producto total.

Observación. Algunos principiantes, á semejanza de lo que se suele hacer en la su m í aLd en  á las cifras del multiplicando, antes de multiplicarlas, las unidades de su especie resultantes de la multiplicación de las unidades inmediatas



hiferiores, creyendo que es indiferente hacerlo así ó hacer el agregado al producto, como indiferente es en la suma agregar las unidades que se llevan a un sumando ó á la suma. Para que se comprenda la diferencia, considérese la definición y prácticamente que, por ejemplo, (3 -h  2) v  4 =  5 V  4 =  20 v t'i v  +  2 =  4 2 X 2  =  24. ^  y l-í A1 0 0 . La prueba de la mnltíplicacion se hace cambiando el órden de los factores y viendo si resulta igual producto; pero como es casi impracticable siendo uno de los factores número dígito, se emplea como prueba la repetición de la multiplicación. 'También será prueba el dividir ol producto por el multiplicador, y ver si produce el muUi»l‘-  cando; pero no se entiende generalmente por prueba una operación más difícil crue la true se trata de comprobar, m el órden lógico de las ideas nos permite tratar todavía de la división ^
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Ejemplos de multiplicación.
í.^ 57455 X  7202185

900799X  98107191«I«”"!»'? .se han multiplicado las 5 unidades del multiplicando por el S o  S  *•, i  P,reduelo ó sean 3 decenas y 5 unidades, se ha«siirn pntí. Pn guardado las 3 decenas para sumarlas al producto parcial"ru’ l'Pl'®/do las adecenas del mullipiicando por el multiplicador, y al j   ̂ decenas le hemos añadido las 3 resultantes de producto parcial anterior*  ̂aue dan 18las^a p V o d u c 'ír n S lS e " ,e ^ l" ^ '^ ^ '^ ‘= ^  ^'^centenasVs guardamos p lr a \ ím S : ̂ ® ‘  -Pi'̂  ® siguiente. Y analogamente obramos con las 4 centenas, los 7 millares v las3 decenas de millar, encontrando el producto total deseado. miliares, y lasJin el ejemplo segundo obramos de una manera análoga, cuya explicación es innece.saria.1 0 1 . Demostración de la 2 . regla de la multiplicación. Como lo niieprescribe la regla no es más que multiplicar todas las unidades, decenas, etc. del mullipiicando por el multiplicador, y como lo que se hace con las partes queda hecho con el lodo, el número de debaio de la raya será el producto total. ^A Más luminosamente puede decirse que como la definición de la multiplicación es buscar un numero que sea relativamente a uno de ios dos dados lo que el otro es á la unidad y en el elemnloe l Aveces" mavor''ou^o'?‘'^í‘  relativamente á 37453, como 7 es á la unidâ d; pero ¿orno 7es 1 veces mayor que 1, el numero que so buscaba debía ser 7 vece« mayor cine 3745.5 oue evi-?odas?ifs"n'^artes"v «aL''®*'’? lomándolo ó repilióndolo 7 veces, que es lo que^se Sace al mu?tiplicarlonas sus partes, y según la regla que queda demostrada.
Observación. El lomar por multiplicador el número dítrilo, no necesita demostración por muy sabida (90).1 0 2 . ilegla 5.* Para mulliplicarunnúmcro de dos ó más cifras por 

otro do igual ó mayor número de ellas, se loma por multiplicador el que tiene 
menos, y se coloca debajo del multiplicando, de manera que se correspondan 
las unidades con las unidades, las decenas con las decenas, etc., y se tira una 
raya horizontal por debajo. En seguida, por la regla se multiplica el mul
tiplicando por las unidades simples del multiplicador, y el producto parcial 
se escribe debajo de la raya. Después se multiplica todo el multiplicando 
por las decenas del multiplicador, y el producto se pone debajo del parcial 
anterior, pero un lugar hacia la izquierda, esto es, que la primer cifra de la 
derecha del segundo quede debajo de la segunda del primero. Análogamente 
se obra con todas las cifras del multiplicador, y si alguna ó algunas fueran 
ceros, se omite su inútil multiplicación; pero el producto parcial siguiente se



coloca dos, tres, etc. lugares hácia la izquierda, según que los ceros seguidos 
del irniUiplicador fueran uno, dos, etc. En seguida se suman lodos los producios
parciales, y la suma será el producto total buscado.La priieba ya dijimos (100) que se consigue cambiando el orden de los factores.

Ejemplos de multiplicación.
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l .° 2785 X  59250658555108615
9. o 2785 X  509250G58555860565

Explicación. Con sujeción á la regla 1 en el primer ejemplo se multiplicó todo el multiplicando por las 9 unidades del mitUiplicador, cuyo producto se puso debajo de la raya, bn seguida se multiplicó todo el multiplicando por las decenas del multiplicador, cuyo producto se puso debajo del anterior, pero un lugar hácia la izquierda, sumándose después los dos productos parciales.En el segundo ejemplo se obró de una manera análoga, sin más diferencia que la de poner el segundo producto parcial dos lugares hácia la izquierda del primero, porque, según la regla, asi lo reclama el cero de las decenas del multiplicador.1 0 3 . Demostración de la multiplicación. Conlrayéndonos al ejemplo l .° , diremos que, como según la definición (86), Íbamos á tomar el muUipUcando 2885 las 59 veces que indica el multiplicador, lo lomamos primeramenLe 9 por la regla 2.% ya demostrada, y nos fallaba que tomarlo 50 veces. Pero como 50 es diez veces mayor que 5 (55), si lo tomábamos tres veces , el producto resullaria diez veces menor de lo que debia (92), y afiadiéndolc un cero, lo haríamos diez veces mayor (54), y por lo tanto cual era debido; lomamos, pues, tres veces el mulliplican- do, y al producto, en lugar de añadirle un cero (inútil porque debia ligu- rar debajo de las unidades del producto parcial primero), lo colocamos de manera (pie su primera cifra ó de unidades inferiores quedara debajo de las decenas del anterior. Y  teniendo ya el mulliplicando tomado 59 veces, evidentemente la suma de los dos resultados parciales debia ser el producto total verdadero.Y  en el ejemplo 2.°, como no son 59 lasveces qiieliabia que lomar el mnUiplicando, sino 509, si se lomaban primeramente 9, faltaría que tomarlo 500, que por ser 500 mayor 100 veces que 5, al lomarlo o veces se debia añadir al resultado dos ceros, que se suprimen también por inútiles, pero escribiendo el producto parcial segundo dos lugares bacia la izquierda.i  Esta demostración puede más luminosamente fundarse en la definición principal (84) diciendo sobre el mismo primer ejemplo que puesto que se busca un número relativamente á2783 como 39 es á la unidad, como 39 e.s 39 veces mayor que ella, el nùmero que se busca deberá ser 39 yeces mavor que 2785, y para que lo sea se deberá tomar 39 veces por sumando, 6 lomar 39 veces toda» sus'partes. 1-uego se toma primeramente 9, etc., pues la continuación es igual á la anterior.



29A im C U L O  IV .ABREVIACIONES DE LA MULTIPLICACION.La multiplicación puede abreviarse: I ." , cuando uno de los factores es la unidad seguida de ceros; 2 .°, cuando uno de los factores, sean cuales y  cuantas sean sus cifras significativas, termina en ceros; y 3 .“, cuando ambos factores tienen esa terminación.1 0 4 . Regla 1.“ Para multiplicar un número por la unidad seguida de 
ceros, no hag más que añadir á aquel tantos como acompañan á la unidad, y 
se tendrá elproduclo correspondiente.

Ejemplo. 789 x  1000 ~  789000.
Demostración. Poríjue por la numeración (54} sabemos que un número se hace 10 veces mayor añadiéndole un cero, cien veces añadiéndole dos ceros, y hacer un número 10, 100, etc. veces mayor, es multiplicarlo por 10, 100, etc. (88); luego la regla está justificada.1 0 5 . Regla 2 .“ Para multiplicar un número por otro, cuando uno de 

ellos termina en ceros, se prescinde de ellos en la multiplicación, y al producto 
se le añaden tantos como se desatendieron.

Ejemplo. 578 X  400 =  151200. X  41512
Demostración. Porque al prescindir ó desatender los dos ceros del multiplicador se hace 100 veces menor (54), y el producto tendrá que ser 100 veces menor de lo que debe ser (92); pero afiadiéndole los mi.'j- inos dos ceros se hace 100 veces mayor; luego será el producto de los factores propuestos.1 0 6 . Regla 3." Para multiplicar dos númo'os terminados en ceros, se 

desatienden todos los de su terminación, gal producto se le añaden tantos como 
teman por terminación ambos factores juntos.

Ejemplo. 55000 X  400 =  14,000,000.X  4140
Demostración. Por desatender los tres ceros dcl multiplicando, se hace 4000 veces menor; y el producto resultará 1000 veces menor de lo que debe; y por desatender los dos ceros del multiplicador, se hace 100 veces menor y el producto igualmente; luego este resultará menor de lo que debe 1000 veces por un motivo y 100 por otro, o sea 1000 x  100 veces, ó sea 100000 veces (94); luego añadiendo cinco ceros al 140, producto de 55 por 4, resultará el verdadero.1 0 7 . Lema. E l número de cifras de un producto es igual al que tie

nen ambos factores junios ó una menos, porque en cualquier ejemplo,



n;nn ' ’r^^^ eyklentemente que el producto será mayor oue si e!mjilliphcador fuera 10 (porque 45 >  10) y menor une si fniíri ínn! ' s «  i c s . ' n - í  w r . “ , =ARTÍCULO V.M ULTIPLICACION DE ,NÚMEROS CONCRETOS.1 0 8 . Regla general. Pai'^ multiplicar nilmeros concretos se eíecuta
la Operación como en (os abstractos, ó sea prescindiendo de su nah!ralezÍ\¡ el 
producto sera dé la especie del multiplicando. S i este es menor oue% muÍ(i 
phcador determinada la especie del producto, se puede imnar lor m iM pli- 
cadoi, y la operación se hace más fácilmente. ”  ^

Demostración. Como el multiplicador sólo dice (80) las veces aue se niultiphcando, aunque aquel no sea abstracto, c o L  en mucho prob emas lo es, atendidas sus funciones se puede considera? como ahs racto evidentemente; y por las mismas razones el producto d?"T r  ‘ multiplicando. Y  como en el ac^m aterial dea mu lipheacion, lo mismo que en el de la suma que viene á sustituí? (8/), e lesiiltado no puede variar, sea cual sea la naturaleza del sumando repelido, que es lo que representa el multiplicando, es evidente que ese factor puede considerarse ahst.-acto como el otro; y íinalment? 1^ 10 1  el por multiplicador (90), pues la circunstancia de qíie el pro-consigue de'te.-n.i.'.án-109 . Los problem as principales de m ultip licación de números concretos son tres ó de tres clases; 1. , cuando sim plem ente se quiere hacer un núm ero concreto cierto núm ero de veces m ayor; 2 .", cuando conociendo el valor de una unidad concreta se quiere a v e n g u a r ^ l de muchas; y  3 . “, cuando un numero de unidades concretas se quiere convertir en otro de inidades de igu aj naturaleza, pero de menor m agn itud .^■' ’“ ’«“ V de veces mayor un concreto
( aao, este se tomara como multiplicando y el otro como multiplicador; hecha
M  m ir n T ir T T  ^  i -  w  «I será de la especiede muUiphcando, pudiéndose, por la regla general (108), cambiar el órden de
los facióles, una vez determinada la especie del resultado

Resolución. HOOOO pesetas x  10 =  800000 pesetas,
Üemoslrncion. Es la mi.sma que la de los abstractos flOl] y la íreneralde los concretos (10 8). ’  y bt-nerai

r in íi^ 'i determinar el valor de muchas unidades cono
ciendo el de una, este valerse tomara como multiplicando, y de su misma es-
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pede será el producto c¡ue se hallará multiplicando como abstractos los dos 
datos ó factores dados, en el orden más conveniente.

£]emf)to. Se desea saber el valor de 1730 metros de paño, á razón de 5A rs. el metro.
Jiesotucion. Como lo que se busca son los reales que valen 730 metros, 54 será el multiplicando; pero siendo menor que el otro factor, se tomará como multiplicador, y .será1750“  íí =  145520''«- X  84

3-1

G92138414552
Demostración. La misma que la de los abstractos (101) con la general de los concretos (108).1 1 2 . Regla 3.* Para reducir unidades concretas de cualquier magni

tud á otras de magnitud inferior, pet'o de la misma naturaleza, el numero 
dado do ellas se multiplicará por el de veces que cada una contiene á la de 
inferior magnitud á que se quiere reducir.

Ejemplo. Se desea saber 3540 pesetas cuántos reales componen, ó á cuántos reales son equivalentes.Besoiucío«. Como lo que se busca son reales, y la peseta tiene 4, éste será el multiplicando; pero por ser muebo menor que el 3540, se tomará por multiplicador, y será 3540 x  4 =  14160.
Demostración. No solo es semejante á la de las reglas anteriores, sino que es evideníe que si por cada una de las 5540 pesetas se toman 4 reales, se tendrá una cantidad de reales equivalente; y como lo mismo es lomar 5540 veces 4 que 4 veces 5540, la regla está justificada.t í a .  Oóscrvacioii. Hay nroblcmas do esta regla 3.’ , en combinación con .sumas y aun sin ellas; pero que exigen muchas multiplicaciones, que por ser de verdaderos números complejos, los reservamos para el capítulo de esos números.ARTÍCULO VI.POTENCIAS COMO CASO PARTICULAR DE LA  MULTIPLICACION.1 14 . P o t e n c ia  de un n ú m e^ se llama, en general, al produc

to que resulta, de tomarlo dos ó más veces por factor. Si se toma dos veces, la potencíase llama segunda ó cuadrado; si tres veces, tercera potencia ó cubo; si cuatro veces, cuarta potencia; y análogamente quinta, sexta, etc.1 1 5 . La elevación á potencias, que así se llama el acto de multiplicar «n número por sí mismo cierto inimero de veces, se indica por medio de mía cifra iiequefia llamada exponente, colocada á la derecha del número que se debe elevar, y un poco más alta.Así 8* se lee ocho elevado á dos ú ocho cuadrado; 97̂  se lee 97 elevado á tres ó al cubo, etc., y por la defmicion evideutemente será8* =  8 X 8  =  64 y  973 =  97 X  9 ' X  97 =  9409 X  9 7 =  915673.116. Observación. Esta operación es evidentemente un caso particular de la multiplicación, en que los factores son iguales; y como la multiplicación loes de



h  smna se-uim o^ aduciom lo pruebas de 1o dicho (62), i>obre que la  Arilm éU ca sólo puede hacer con los núm eros 1res operaciones, y  aun tam bién q u e las p rm - r^î^les ó fundaiiioutalcs son dos, adición y  sustracción, siendo todas la s  dem as m odificaciones de e llas. l‘or este m otivo hem os dado una tdea de las potencias; pero es m ateria elevada que corresponde a bi antim H ica superior.A líT ÍC U L O  V i l .EJÍtUCICIOS SOBRK LA  MULTIPLICACION.117. Kjecútciise los problemas siguientes y otros semejantes:
Pt'oblouas de núniet'os (ihsív'iclos.
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i.° 78Un«4 2.“ 897Ü5G7 3.®X  9 X  87879"; 68909 5.0 57009898 6.'̂X  '589 X  8907
57Û09870X  9aS90000009 X  'Ï66X

Vrobleinus do mullipUcaciou do concrolos.I o rCuántas manzanas hay en «O canastos, conteniendo cada uno 2> tt^uáiitas perdonas Caben en un tren de 39 wagones, á j » peibonas cada
'" 'S o  IcM nlos vWrtoi so occeslUü pora S7 vonlanas, á 3» cada m,a?4." ¿Cuántos m inutos com pouen 46 horas.

Vroblemas Je  muUipUaiáoe Je  coeerctoe covM m Jm  am s„mm y reslee.

' ‘ '¿“ ’ “ ■uii padre do (aunlia sa ca  d la r ia io e c lc S  ra. y  2 5 r a r s „y g a s la  d r s .y  l í  ic r s .,^ , ' d r i ó s  ^ - n a n  ú razón do T pesólasdiarias- í " í a r o n  de 5, v ios dom as i  3 , y  so desea saEor cuán lo  se n cco s.la  p a .a
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(;AI'ÍT(:l,fl V.DIVISION.AKTICULO PRIMERO.
118. D iv is io n  o partición es el problema por el (¡ue<¡ dados un 

producto ij uno de sus dos factores^ se <¡uierc averiguar el valor del 
otro factor,1 1 9 . El minierò ([uc rcpn'Kenlsi el producto se llama d i v i d e n d o ,  cJ que representa el faelor conocido d i v i s o r ,  y el que se Im.sca c o c i e n t e .El signo con ([iic .se indica c.sle problema es : epic se Ice d i v i d i d o  p o r ,  y también para el acto malcrial de la operación se usa y eiiLiende como signo de division una linea angular I_______ encerrando al divisor. También se toma como signo de division una rayila hnri/.onlal, separando dividendo y divisor, puesto éste debajo de aquel; pero este signo, siendo e-spccial y propio de la representación de los quebrados, no debe conside- rar.se como signo de division, aunque eipiivalga por la equivalencia que sabremos existe entre un f[uelira<lo y una divi.sion indicada.1 2 0 . E s c o l i o  1.® Como según Ía dcDnicion déla división, e! cociente, mnlti[)liciido por el divisor, debe dar el dividendo, se podrá definir también la division, diciendo que es b u s c a r  u n  m ' w i t r o  q u e ,  i x u l t i j d i c / i d o  

p o r  u n o  d e  d o s  d a d o s ,  p r o d u z c a  e l  o t r o .

C o r o l a r i o .  Como el divisor se !iabrá%c lomar tantas veces como unidades tenga el cociente, para dar el dividendo (86j, puede definirse laiii- bicn la division diciemlo que e s  e l  p r o b l e m a  jwr e l  que s o  d c t e t ' i n i n a  c u á n t a s  
v e c e s  u n  n ù m e r o  l U i m a d o  d i v i d e n d o  c o n t i e n e  á  o t r o  W i m a d o  d i v i s o r ,  aunque tal definición no .sea rigorosamente exacta, sino tratándose de números enteros.Hn fiy-rto, supone c.sl:« dplinirtun i*l iliviilt-nd» hn de ser mayor quo ol ili visor, cosa ijiir no sucedí* s¡(>m|in-, por cjcraplo. tratátiáosc ilc qnehrodos, si l»icn nar.i que comprendo á estos, inm bos Autores U  c.\prcs:tn ificicnilo q t t f  f$ r l  p r o b l c r n a  p o r  f l  q u t ì t f  ( t f / t r u i i t i a  runn/nr rrccí n» mlntíro contiene ti e t l / l  c o n t e n i d o  en o t r o ;  pero como nim os» no comprende todn clase de cAnlidiiitcs, por ejemplo, los aliselir.''i¡ciis, lal derimcion no se puede lliunar jfcncral, > sólo la debemos conocer ponfuo lie clin induiiablriiicnlc h.in nacido los nombres de dividendo y divisor, y upoyarsc en ellacomodo cii la inavor paito de l:isOpor;icl<ines .-iriluióUcos.122 . O b s e r v a c i ó n .  (Íomo el divisor, por esta úllinia ilelinicion, su- íicitíiilcmcnte exacta para niimero.s enteros, tiebe estar contenido tantas veces cu el dividendo como unidades tengaci cociente, se podría también definir la tlivision diciendo iiuc e s  e l n r o b Í c m a  p o r  e l  o u c  s e  d e t e r m i n a  c i í d n -



tas veces un número se pnede restar de otro, y de ello se deduce que la sioii es un caso particular de la resta, y seguimos atírmaudo !a verdad de que las dos operaciones fundamentales de la Aritmética son la adiciónY la sustraccitin. , . . i-1 2 3 . Division exacta se llama.aquella en la que el cociente, multiplicado por el divisor, produce exactamente el dividendo, en cuyo caso el número que sirve de dividendo se dice que es divisible por el divisoi, y que éste divide á aquel o es su parte alícuota ó factor.124 . Escolio. Un número que es divisible por otro lo sera también por su cociente, pues que éste, multiplicado por el divisor, debe dar el dividendo; y tomándolo por divisor, el único número que multiplicado por él podrá dar el dividendo, es el que antes era divisor, que pasara a • ser cociente.Esto es, que si 12 : 4 =  5, también 12 : 5 =  4.1 2 5 . Division inexacta o aproximada es aquella en la que el cociente, multiplicado por el divisor, no da exactamente el dividendo, sino un poco ménos, cuya pequeña diferencia se llama residuo, y en cuyo caso se dice que el cociente es aproximado ó entero, y el divisor se llama entoncesparte o/íciíím/a del dividendo.1 2 6 . Corolario. En la division inexacta el cociente entero, multiplicado por el divisor, más el residuo, debe, dar el dividendo, pues que el residuo es la diferencia que hay entre el producto del cociente entero por el divisor y el dividendo.127 . El residuo se escribe á la derecha del cociente entero, y con el divisor debajo, separado de él por una rayita horizontal, signo de division (119), que quiere decir quela division de aquella parte del dividendo ha quedado sin efectuar por ser menor que el divisor y no haber número entero que multiplicado por este dé aquel, pues la unidad daria el mismo^^^'l28. Se lee el residuo con su nombre natural, y después el del divisor, si es menor de 10, con los nombres partitivos medios, tercios, etc., y si es 10 ó mayor cbn el nombretnatural y la palabra avos.Asi el residuo 3, siendo el divisor í ,  se escribe , y se lee tres cuartos, y si el divisor fuera 15.se escribiría A , y «e leería tres quince avos. Pero no hay inconveniente en decir 3 dividido por 4, y 3 dividido poM5, y hasta es mds propio de que así ahora nombremos los residuos hasta saber lo que son quebrados. a r t í c u l o  II.PttINCIPIO.S TEÓllICOS SOBRE LA DIVISION.Los principios que no podemos reservar para la Aritmética superior, son los signiente.s:129. Lema. Un número se hace 2 veces, 3 veces, 10 veces,100 veces, etc. menor, ó se le saca su mitad, tercera parte, décima d centésima, etc,, dividiéndolo respectivamente por 2, por 3, por 10, 
por 100, etc.
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Porque al hacerlo, por ejemplo, 2 veces menor, el luimero resultante hecho dos veces mayor dará el primitivo; y como para hacer un número 2 veces mayor se loma 2 veces por sumando, ó se multiplica por 2 (88), este será el divisor del número propuesto, y análogamente si el número se hace 5, 10, 100 veces menor.130. Lema. Todo número dividido por la unidad, da por co- ' 
dente el mismo número.Porque no hay ningún otro que multiplicado por la unidad dé tal dividendo.131. Lema.. Todo número dividido por si mismo, da por co
dente la unidad. 'Porque solo la unidad, multiplicada por un número, da de producto el mismo número.132. Lema. Todo número dividido por otro mayor, da por 
cociente 0 y un residuo igual al mismo número.Porque no hay ningún entero que, multiplicado por un número, dé. otro menor que él, y por lo lauto el cociente tiene que ser menor que 1, ú sea 0 enteros y un residuo igual al mismo número, para que el producto del cociente entero 0 por el divisor más el residuo den el dividendo (125). Así, 3 : 4  =  0 - | y ( 0 X ' Í )  +  5 =  5, pues 0 X  4 =  0, y será 5 =  5 evidentemente.133. Teorema. En toda división de números enteros, al co
ciente le sucede lo mismo que al dividendo y lo contrario que al di
visor; y , por lo tanto, multiplicando ó dividiendo (no sumando ni 
restando) dividendo y divisor por un mismo numero, el cociente 
queda el mismo.Esto es, que muUiplicanclo d  dividendo 6 dividiendo el divisor por un número, el cocienle queda muHiplicado por el mismo, y dividiendo el dividendo ó muUiplicando el divisor por un número, qucdar/i dividido el cocienle. V , por lo lanío, que si gl dividendo y el divisor se miilliplican ó dividen por un mismo número, el cociente permanecerá el mismo.

Demostración. Porque si duplicamos el dividendo siguiendo el mismo divisor, el cociente tendrá que ser duplo, para que multiplicado por el mismo divisor, dé el dividendo duplicado; y si sacamos la mitad del divisor, el cociente tendrá que ser duplo, para que, multiplicado por la mitad del divisor, dé el mismo dividendo. É inversamente, dividiendo por 2 el dividendo, el cocienle tendrá que ser la mitad para que, multiplicado por el mismo divisor, dé un dividendo mitad que el primitivo; y duplicando el divisor,‘el cociente tendrá que ser la mitad para que, multiplicado por doble divisor, dé el mismo dividendo. Luego si duplicando el dividendo el cociente duplica y duplicando el divisor disminuye en la mitad, quedará el mismo duplicando dividendo y divisor, y lo mismo se demostraria tratándose de triplicar, cuadriplicar, etc. Luego el teorema es general.
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En efecto, 8: 4 =  2 y ( 8 x 2 )  :4 =  4 y 8 : (4 : 2) =  4; y ( 8 :2 ) : .i =  f y 8 finalmente, ( 8 X 2 )  : (4 X 2 )  =16 ; 8 =  2 y ( 8 : 2) : (4 :2) =  4 : 2 =  2. [4 X 2 )  =  4; y



3.34 Teorema. E l número de cifrcis del cociente debe ser 
iqual al número de cifras del dividendo, ménos el número de cifras 
del divisor, ó una más.Esto será en el caso de que tantas de la izquierda del dividendo como tiene el divisor, formen por si solas un número igual o nmyor que este.

Demostración. Como el cociente multiplicado por el divisor debe dar el dividendo (120), y éste, por lo tanto, se considera (liO) como un producto, cuyos dos factores son el cociente y el divisor; y como todo producto debe tener tantas cifrase una ménos que sus dos factores juntos (107), las cifras del cociente y el divisor deberán componer las del dividendo ó una más; luego queda demostrada la primera parle del teorema.En cuanto á la segunda parte, diremos que, como la de muchas cifras (como después veremos), tiene que hacerse por parles y  em pLTndo por las uitdades de'^drden superior; y todoel divisor dará 0 (132) para las unidades de espeyie superior del coc em^  ̂caso en que dicho cociente tendrá una cifra más que adividendo y divisor será aquel en que tantas cifras de ¿ 1 ^ encomo tiene el divisor compongan un numero igual o mayoi otro caso dará 0 al cociente, que á la izquierda de las demas cilias de el no valen nada (36), ni podrá contarse como tal cifra del mismo.Esl.i segunda parte de la demostración se compvonderí. mejor después de conocer la de la división, por io que la completaremos en la Arimélica superior.ARTÍCULO III.

36

D IV ISIO N  D E  E N TERO S ABSTRACTO S.135, E l problema general de la división de números enteros abstractos se divide en tres también generales, cada una de los cuales tiene su correspondiente regla, y son: 1. d iv idir un número digito ó compuesto de dos cifras, por un dígito. 2.® Dividir un compuesto de más de dos cifras por un dígito. Y  3.” Dividir un compuesto de más de dos cifras por otro de dos ó más.1 3 6 . Regla 1.“ Para dividir minierò do una ó dos cifras por otro
de una, no hati más que determinar, de memoria ò por la labia de la multi- 
plicacion, qué número multiplicado por el divisor da el dividendo exactamen
te, y ese será el cociente; y si no hubiere ninqun número que multiplicado por 
el divisor dé exactamente el dividendo, se íomai'á como cociente aproximado 
ó entero el que nmUipUcado por el divisor dé un poco menos que el diyideni o, 
cuya pequeña diferencia será el residuo, que será lo que faltara al dicho pro
ducto para valer el dividendo, residuo que para ser legitimo deberá ser menot 
que el divisor. ^

Ejemplos. I.® 42 : 7 =  6. 2 .” 51 ; 6 =  3 y .
Demostración. La tlefinicion de la división exacta (125), la de la aproximada (i25) y la del residuo, componen evidentemente la demostración



de la anterior regla, pues en cuanto à que el residuo no será legítimo si es igual ó mayor que el divisor, se demuestra con solo indicar que en el segundo de los ejemplos anteriores, para que el residuo fuera igual ó mayor que el divisor, el cociente entero teudria que ser menor de 8, por ejemplo, 7, cuyo residuo seria  ̂ en efecto, 9 ó Pero para poner por cociente 7 no se habría seguido la regla, pues que 8 multiplicado por el divisor da un poco mónos que el dividendo y 7 da mucho ménos, y con igual razou que el 7 podría ponerse 6 ó 5; luego queda toda la regla demostrada.1 3 7 . Regla 2." Para dividir winiimero compuesto de más de dos ci
fras por olro de una, se coloca el divisor á la derecha del dividendo, encer
rando aquel en el que hemos llamado signo angular de la división. En seguida 
se separan con un puntò de la izquierda del dividendo lanías cifras como 
sean necesarias para formar por si solas un- nùmero igual ó mayor que el divi
sor, y con ellas, ó una sola en muchos casos, se forma el primer dividendo 
parcial. Después se divide ésle por el divisor, según la regla i y el resulta
do será la cifra de unidades superiores del cociente, de igual orden que las 
inferiores del primer dividendo parcial, y por lo que se pondrá debajo del d i
visor, y muy á la izquierda, para dejar lugar á las demas cifras del cociente. 
Después se multiplica esa cifra hallada para el cociente por el divisor, y  se 
resta del primer dividendo parcial. Con la resta, ó 0 si no la hubiese, y la 
cifra del dividendo inmediata al .primero parcial, que se marca con un punto y 
se baja y pone á la derecha de dicha resta, se forma el segundo dividerido par
cial; con el que se obra como con el primero, poniendo su cociente á la derecha 
del anterior, y análogamente se opera con todos los dividendos parciales que 
se vayan formando, mientras haya en el dividendo cifras que bajar ó conside
rar, siendo la ùltima resta, si la hubiere, el residuo, y el nùmero que produz
can todas las divisiones parciales será el cociente verdadero.1 3 8 . Si al multiplicar alguna cifra hallada para el cociente por el divisor, diera un producto mayor que el dividendo parcial correspondiente, es señal de que dicha cifra es mayor de lo que debe ser, por lo que se le rebajará una unidad, y después otra más, si á pesai* de la primera rebaja el producto de ella fuera mayor de lo conveniente. Y  si, por el contrario, el producto de una cifra del cociente por el divisor, restado del dividendo ])arcial, da una diferencia mayor ó igual que el divisor, es señal de que dicha cifra es menor de lo que debe ser, por lo que se le aumentará una o más unidades. Y  siempre que eii virtud de ese aumento, ó antes de él por el cálculo de la regla l.% se vea que alguna cifra del cociente debe ser mayor de 9, será señal de que la anterior es menor de lo que debe ser, y en ello no se reparó oportunamente como lo exige el complemento de la regla que contiene este pári*afo.1 3 9 . Finalmente, siempre que un dividendo parcial sea menor que el divisor (lo que sucede muchas veces cuando se compone de una sola cifra, por bal)er sido 0 el resto del dividendo parcial anterior), se pone 0 en el cociente y se forma otro dividendo parcial con el último, aumentado con otra cifra del dividendo.
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1 4 0 . La Operación material de la division se puede abreviar, y se abrevia, basta por los niños de escuela, multiplicando cada cifra del cociente por el divisor, y  restando el producto, sin escribirlo, del corres-pond^ente ¿vigion se consigue multiplicando el cocientepor el divisor, y viendo si da exactamente'el dividendo, o con la diferencia del residuo si lo hubiere.
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Ejemplo de division. 8.7637O 7 36 037 
1

prueba.21909 iX  487G36 
-h 187657

Exficacion. Coi. sujeción á la regla, ff 'fe g fa  l Í T e  háda del dividendo, que es 8, y formado con PF‘’5®7 JivUor á l/izciuierda, por ser las decenasdividido 8 por i,  y el coc.ente2 se dividendo. Se ha muUiplicado esa cifra 2de m illar del coc.enle, ó sea de Igual ordLn que 1 . ,  primer dividendo parcial 8. A lapor el divisor 4, y d?vidcndo?y formado así el segundo parcial que,derecha de la resta 0 se ha bajado otra cura 7 “ e . „   ̂ multiplicado I por 4, y el producto 4dividido por 4, ha dado l para los millares del coc ,g g  ]ei,a puesto á la derecha otra cifrase ha restado áel segundo dividendo parcial 7. y á la ^del dividendo, con la que se ha el divisor 4,̂ dió 36, producto que, restado del ter-para las centenas de §el dividido , y se formb el cuarto dividendo parcial 3,cer dividendo parcial, “ ‘'"a el cociente; y con tal dividendo parcial y la ultima ci-^  Í S ^ ’dMden’^^rpSc'íal I7"  quJdividido por 4, di6 9, y un residuo, por loque el cociente verdadero es, como se ve por la prueba, 21909142 Demostración da la 2." regla de la división. En términos ge- nerales'diremos que lo que prescríbela regla y se ha practicado en el an- terior eiemplo, no es otra cosa que determinar una poi una todas as partes de un ninnerò que, multiplicadas porci divisor, nartes del dividendo; pues los excesos que estas ofrezcan sobre lospio- ruems parciales de áíuellas, no se desprecian, sino que -  agregan à otras parles del mismo dividendo, ninguna de tas cuales ^dir mientras es posible, ó sea mientras no aparece en u ti no lugar un resto indivisible {q̂ ie lo es al ménos por lo '1̂  ̂do de la Aritmética}; y como es un axioma que lo que se ^tes queda hecho con el todo ó conjunto de ellas,da dividido por el divisor, y el nùmero tomado por todos losparciales, miilliplicado por el divisor, debe dar elle, é con la diferencia igual al residuo); luego será el cociente veidaí ero.A 143. Más detalladamente, y refiriéndonos aUjemplo auteríor^^^^  ̂apoyándonos en la definición (4i8) hemos podido miparsuiecion á la regla, considerando primeramente sólo las( i 80000) del dividendo; y hemos investigado que número de ® ,  d̂ ”^^dades debería tener el cociente para que, multiplicadas por el divisor laŝ  8 dichas del dividendo; y hemos fácilmente descubierto que esc numero d ^  bTa L r  feentenas de millar ¡ =  20000 ) porque 2 X  í' =  8 , y  porque 20000 X  8 -^*^* í̂lemoTpuesto, pues, 2 en el cociente, sin los cuatro ceros que le correspon



den* pero teniendo en cuenta que para ser decenas de millar debia tener á su derecha cuatro cifras, y por eso lo hemos escrito á la izquierda y podido ya determinar que de cinco cifras constaría el cociente.En seaiuida hemos multiplicado esas 2 decenas de millar ( =  20000 ) del cociente por el divisor 4, y  nos ha dado un producto de 8 decenas de millar ( 3= 80000 ) que hemos restado de las 8 del dividendo, desatendiendo de una y otras los ceros, cuya diferencia seria 0; pero.teniendo en cuenta que la resta, si lahubiera seria de decenas de millar.Hemos pasado á considerar la segunda cifra del dividendo 7 millares (— /OOO) que hemos bajado y colocado á la derecha del resto anterior, y formado el segundo dividendo parcial, y hemos averiguado qué número de millares deberíatener el cociente para que, multiplicados por el divisor, diera los del dividendo.Y  como observamos que "2 millares ( =  2000 ) en el cociente, multiplicado por í ,  dan 8 millares ( =  8000), número mayor que los 7 millares del segundo dividendo parcial, conocimos que 2 millares era número demasiado grande para el cociente, Y por lo tanto, que  ̂ debería ser el número buscado. Pusimos, pues, 4 en el lugar de los millares del cociente, ó sea á la derecha de las decenas de mular, omitiendo los tres ceros correspondientes, por las mismas razones que omitimos los cuatro de las 2 decenas de millar del mismo cociente.Multiplicamos en seguida 1 millar ( =  1000 ) del cociente por el divisor, y  el producto 4 millares ( =  4000 ) lo restamos de los 7 del dividendo, y  nos dio una resta de 3 millares. Pero esta resta no la podíamos despreciar, porque constituyendo una partedel dividendo, si no se dividia y determinaba el comente parcial que le correspondiera, al multiplicar el total por el divisor, no podría dar el dividendo. . , .  „Para conseguir, pues, la división de esa parte, pensamos que si bien à miliares no podían dividirse enteros, digámoslo asi, por 4, pues daría 0 millares, que en nada liarían variar los millares del cociente y dejarían el mismo residuo sin llevar su parte correspondiente al cociente, podían,- si, convertirse en 30 centenas (39). que con lás 6 del dividendo total, nos forniarian un tercer dividendo par- cial divisible de 36 centenas ( =  3600 ). _Averiguamos, pues, qué número de centenas debería tener el cociente para que, multiplicados por el divisor, nos diera las 36 del dividendo parcial, y  vimos que eran 9 ( =  900 ), que pusimos, por lo tanto, á la derecha de los mulares del cociente, y las multiplicamos por el divisor y restamos el producto del dividendo parcial, dándonos 0 de diferencia. J  /Pasamos en seguida á considerar las 3 decenas del dividendo ( —30) que balamos y pusimos á la derecha del 0, resultado de la resta anterior, y tonna- mos asi el cuarto dividendo parcial de 3 decenas ( =  30 ), y  como al buscar el parcial cociente vimos que no había ningún número de decenas por pequeño que fuere, que, multiplicado por el divisor 4, diera las 3 del dividendo, conocimos que el cociente no podía tener decenas, y pusimos 0 en diente, quedándonos como residuo el mismo dividendo parcial (porqúe — ® Y 3 — 0 =  3 ), el que tampoco podíamos despreciar; y por razones análOoas a las dadas para otros restos, lo convertimos ó consideramos convertido en las 30 unidades que contiene, y que sumadas á las 7 del divendo total, nos formo elquinto dividendo parcial de 39. . ,  j....Dividírnoslo semejantemente á los anteriores, y nos dio 9 para las unidad del cociente, que multiplicadas por el divisor y restado el producto del correspondiente dividendo, nos dió un resto de 4, que, siendo ya indivisible por 4, consideramos como residuo de la división que para completar el cociente s pusimos á su derecha con la división indicada como impracticable.Y  como todas las partes del dividendo las hemos dividido, y todos los coemn- tes parciales que nos han producido los hemos mulliphcado por el div sor y restado los productos de aquellas, el número total obtenido es el cociente vevúa- dero; luego el procedimiento seguido para hallarlo es el conveniente, y sienao el mismo prescrito por la regla, ésta queda demostrada. '
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40144 . Regla '5  ̂ Para dividir un niimero compuesto de más de dos ci
fras por otro de dos ó más, se coloca el divisor á la derecha del dividendo, y 
dentro de la linea angular correspondiente. En seguida se separan con un 
punto á la izquierda del dividendo tantas cifras como sean necesarias para for
mar por Sí solas un número igual o mayor que el divisor, y con ellas se forma
rá el primer dividendo parcial. Se dividirá éste por el divisor, buscando qué 
cifra, multiplicada por él, produce el tal dividendo parcial, ó poco menos, y 
esa será la primera de la izquierda del cociente ó de unidades superiores de 
él, cuyo órdeti será igual al de las inferiores del dividendo parcial, y por lo 
que desde luego se sabrá el número de cifras del cociente.

En seguida se multiplicará la cifra hallada por el divisor, y se i'estará del 
dividendo parcial, y á la  derecha de su resta se escribirá, bajándola, la cifra 
del dividendo total inmediata á las tomadas para formar el prime?' dividendo 
parcial, y con la que se formará el segundo. Se dividirá éste por el divisor, y 
el resultado será la segunda cifra del cocieiile, por lo que se pondrá á la dere
cha de la primera hallada, y se multiplicará por el divisor, y el producto se 
restará del dividendo parcial coirespondienle. Con su resta y otra cifra del 
dividendo total, se formará el tercer dividendo parcial, con el que se pro
cederá como con el segundo, y asi se continuará hasta que no haya más cifras 
que bajar ó conside¡'ar en el dividendo, y el iiúmei'o que se obtenga será el 
cociente.1 4 5 . En este problema, como en el de la regla segnnda, siempre que un dividendo parcial es menor que el divisor, produce 0 al cociente, y con el tal dividendo parcial y otra cifra del dividendo total, se forma otro parcial.1 4 6 . También se conocerá igualmente que una cifra del cociente es mayor ó menor de lo que debe ser, según que el producto de ello por el divisor no se pueda restar del dividendo parcial ó dé una resta igual ó mayor que el divisor, ó cuando la división parcial siguiente produzca más de 9 de cociente.1 4 7 . Esta operación, como la de la regla 2 .‘ , también se abrevia no e.scribiendo los productos parciales de las cifras del cociente por el divisor pora restarlos del dividendo; pero diferentemente de lo que ocurre en aquella, en ésta, para verificarlas resla.s, no basta muchas veces añadir á la cifra del dividendo parcial 10 unidades para restarle el producto correspondiente, sino que es necesario añadirle 20, 50 y hasta 90 unidades (cosa que nunca sucede en la sustracción ordinaria, ni en las correspondientes á la división de la regla 2 .“); pero en estos casos, por cada 10 que se añaden á una cifra del número que hace de minuendo, una unidad se aumenta á la siguiente cifra del número qne hace de sus- traendo.1 4 8 . Finalmente, la determinación de los cocientes parciales en los problemas de esta regla no se consigne fácilmente, como en los de la regla 2.*; al contrario, es cosa tan difícil, que son varios los métodos que para ello se emplean, y ninguno es de éxito seguro, si no se tiene mucha práctica eii su empleo. En casi todos es preciso ensayar las cifras que se



obtienen, y repetir á veces el ensayo, ciiya operación se llama tnnleo,1 4 9 . El método más seguro, pero pesado, y al que se recurre cuando se trata de una división de niimeros muy grandes, y hay, por lo tanto, ventaja en evitar el tanteo, que por este método es innecesario, consiste en i’ormar una tahiila auxiliar de todos los producios del divisor por los nueve núnieros dígitos. Así, siendo, por ejemplo, el divisor 547, se forma tal tablita con los productos siguientes en columna vertical: 547 x 4 =  547; 547 x 2  =  694; 547 x  5 =  4041; 547 x  4 =4589; 5 4 7 x  5 =  1755; 5 4 7 x  6 = 2 0 8 2 ; 5 4 7 x  7 =  2429; 547X  8 =  2776; y 547 x  9 =  5125. Y  evidentemente Lodo dividendo parcial de una división cuyo divisor sea 547, si es menor que él, dará 0 al cociente; si es mayor que 5125, dará 9, y si es menor que este nüiiicro, la tablita dará el cociente entero correspondiente.1 5 0 . El método que más se emplea, y que aunque obliga á tanteo, con la práctica se hace poco pesado, es ver las veces que la primera cifra del divisor está contenida en la primera del dividendo parcial correspondiente, ó en las dos primeras, si tuviese más que el divisor, y considerar la primera de éste aumentada de una unidad si la segunda fuera 8 ó 9 o mucho mayor que la primera. Así un dividendo parcial 547, y un divisor 112, se dice: 547 entre 112 ó 5 entre 1 á 5 y 3 será casi segiiranien- te la cifra del cociente. Y 4754 dividido por 655, se dirá: 4754enlre655, ó 47 entre 6 á 7, cuya cifra será probablemente la del cociente. Y  jinal- menle, 756 dividido por 495, se dirá: 756 entre 493, ó 7 entre 5 (en lugar de 4), á 1, etc., etc.151. El tercer método, que con la práctica se hace más fácil que lo parece en la explicación que de él puede darse, consiste en ver si tantas veces como la primera cifra de ia izquierda del divisor está contenida en la primera ó dos primeras de la izquierda del dividendo parcial, tantas veces la segunda del divisor está contenida en la correspondiente del dividendo , con el aumento de una cifra á su izquierda que repre.sente la diferencia del anterior contenido; y análogamente, la tercera, cuarta, etc., del divisor en las correspondientes parles del dividendo.Por ejemplo, con el dividendo parcial de 362í y el divisor 483, diremos: 36 entre 4 á 9, sin resto; pero como C no contiene á 8 ni 9 veces ni mucho ménos, la cifra det cociente tiene que ser mucho menor que 9, por lo que no se tantea la 8 v se ensaya la 7. Dicese, pues, 36 entre 4 a 7, que miiltipu-
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cado por 4 da 28, cuya diferencia á 36 es 8*y que, unidos á 8, forman 88 que excede á S6, producto de 7 por 8 en 32; que con 4 forman 324, cuya suma contiene 7 veces al 3 y dejaser menor que el divisor, prueba que el 7 es buena cifra para el cociente.
Ejemplo de división de la regla 5.*

leja un resto de 30t que, por
5624452 1 48524540195200000 ' 7504 X  485 prueba22512 00052 500165624452
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oa^a por este daba aquel ó poco ménos, y hallamos, por cualquiera de los tres métodos de la regla completnenlal (U8), que tal cifra era 7 millares, porque millares eran las unidades inferiores del dividendo parcial primero- Escribimos, pues, 7 en lugar del cociente, muy á la izquierda, para que á su derecha pudieran fácil y ordenadamente ponerse tres cifras más, pues que de cuatro debía componerse el cociente, según la regla. Multiplicamos 7 por el divisor 483, y sin escribir los productos parciales, los fuimos restando del dividendo parcial dicho, obteniendo de resto 2i3- A su derecha pusimos, bajándola, la cifra siguiente del dividendo, con la que formamos el segundo parcial de 2í34 que, diviiliiJo como el primero por el divisor, nos dió 5 para segunda cifra del cociente, por lo que la escribimos á la derecha de la primera. Multiplicamos dicha cifra por el divisor, y su producto lo restamos en partes del dividendo parcial segundo, dándonos de diferencia t9, A su derecha escribimos ó bajamos otra cifra del dividendo total, con la que formamos el tercer dividendo parcial de 493. Al querer dividirlo como los anteriores, observamos que era menor que el divisor, por lo que su cociente era 0 y su residuo igual al mismo dividendo (132), por lo que pusimos 0 en el cociente á la derecha de las 2 cifras antes halladas, y al tercer dividendo parcial 193, considerado como resto, le pusimos a la derecha la cifra del dividendo iiltimo, formando con ella el cuarto dividendo parcial de 1932. Dividírnoslo como los anteriores, obteniendo 4 para la ùltima cifro del cociente y 0 de residuo,
Serque i  multiplicado por el divisor nos dió un producto igual al último dividendo parcial; resuUan- 

0, pises, como cociente total 70.34, que para probar si era el verdadero ó nos hablamos equivocado en alguna multiplicación ó resta, lo multiplicamos por el divisor y nos dió, como convenia, justamente el dividendo.1 5 2 . Demostración de la regla 3.“ de la división. La demoslracion general de esta regla es la misma que la de la regla 2." (142), pero la detallada, refiriéndose á cualquier ejemplo, ofrece algunas diferencias, que es lo Vínico que tenemos que demostrar.En efecto; en el ejemplo anterior vemos que los divisores parciales son siempre de tres ó cuatro cifras, y que para determinar los cocientes parciales correspondientes se obra con sujeción á uno de tres métodos explicados (149, 150 y 151), pero no demostrados.La demostración del primero (149) es casi inútil, pues evidentemente si formamos una tablita con los productos del divisor por todos los números dígitos, lodo dividendo parcial que la operación ofrezca, como su cociente no puede ser mayor de 9 (158), nos dirá la tabla cuál es, exacto ó aproximado, pues su producto por el divisor, no pudiemioser mayor que el dividendo parcial, ni diferir de él en un número igual ó mayor que el divisor, será igual ó próximamente igual á alguno de la tabla, que por lo tanto sefialará el cociente.Los olro.s dos métodos (150 y 151) se fundan en que como cada cifra del cociente ha de decir las veces que el divisor está contenido en el dividendo parcial correspondiente, pues que el cociente total dice las veces que el divisor está contenido en el dividendo total (120), la misma cifra debe serla que exprese aproximadamente las veces que la parle de unidades superiores del dividendo parcial contiene á las superiores del divisor. Próximamente, porque el resultado no e.s seguro y obliga al tanteo, aunque lo acorta, y por eso para acortarlo más por el método .segundo (150), se considera la primera cifra de la izquierda del divisor con una unidad más si la siguiente es 8 ó 9, ó mucho mayor que la primera, por la evidente razón de que 58 ó 59 se aproximan más ó 60 que á 50; y 37 y 16 se aproximan más respectivamente á 40 y á 20 que á 30 y á 10.En los problemas de esta regla se halla ademas la diferencia con los de la primera, de que al multiplicar una cifra del cociente por todas las del divisor y restar los productos parciales sin escribirlos de las cifras del divide*)do parcial correspondiente, hay niudias veces necesidad de



añadir á las cifras de ésle, no 10 unidades, sino 20, 50 y liasta 90, cosa que nunca sucede en la sustracción ordinaria, a causa de que en ellas se lUtan sns-partes, cifra por cifra, siempre menores de 10, al paso que en la división los productos que se restan son casi siempre mayoies de lU , pero como tantas veces 10 unidades como se anaden a una cilra del dividendo parcial que hace de minuendo, tantas veces inmediato superior se añade al producto que hace de susliaendo, la resta no puede variar (75).Finalmeiile, el empezar la operación por las unidades supeiiores del dividendo tiene varias razones, de las que sólo daremos la mas acorde con la demostración de la división que hemos dado. Es, pues, 9«^-^ l o  la división se verifica por parles, y casi todas ofrecen residuos que deben añadirse á otra parte del dividendo, para que todas produzcan su paite de cociente correspondiente, empezando la división por las unidades inferiores, uo'seria posible dividir los residuos de las divisiones parciales.Y  como la operación de prueba no admite demostración, por ser la misma definición, resulta que todas las reglas dadas sobre la división quedan demostradas. ARTÍCULO III.
A B R E V IA C IO N E S  D E  L A  D IV IS IO N .1 5 3 . Las abreviaciones más usadas en la división, ademas de la enseñada de restar de los dividendos parciales, los productos del divisor, por las cifras del cociente sm escribii ios ( 1 4 7 ) , son las siguientes: 1.* Cuando el divisor es 2 o S .  2.“ Cuando el divisor es la unidad seguida de ceros. 3. Cuando el divisor es un número cualquiera, terminado en ceros. 4.^ Cuando el dividendo termina en ceros. Y  5. Cuando cii videndo y divisor terminan en ceros.1 5 4 . Regla 1." Para dmdir un número cualquiera, por grande que 

sea, por 2 ó por 3, «e ejecuta todo lo que previene la regla 2. de la división (137); pero sin escribir más que las cifras del cociente, que se van poniendo
debajo de las del dividendo. . . . .  \ ,,v,.Esta abreviación se puede hacer, aun ciiamlo el d iv is o r  sea cualquiei otro número dígito; pero no siendo tan fácil, no se usa mas que cuan el divisor es 5 ó 2.

Ejemplo. —  5479854 : 3=  1159951
Explicación. Se dice: la tercera parte de 3 es 1 (y se escribe debajo •ienlc). La de* es 1 y llevo i (que resta de miiUiplicar < PO[  ̂y tercera parte 9 ysu tercera parte 5 y llevo2. y 9 son 29; su tercera parle 9 y llevo 2, con 8 son 28, su torce parte 9̂ y llevo 1 , coa 5 son 15; su tercera parle 5 y no llevo nada. La tercera parle de * es i y q

Demostración  ̂ Es la misma que la de la regla 2.* de la división (152),
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pues lo mismo es sacar la tercera parte de un niiraero que dividirlo por 3 (129); y lodo cuanto se practica, es sacar la tercera parle de todas las parles del dividendo, y por lo lanío, ía tercera parle del lodo; y como lo mismo se denioslraria, para dividir por 2, sacando la mitad de todas las parles del dividendo, la regla es general y queda demostrada.1 5 5 . Ilegla 2.* Para dividir un número cualquiera por la unidad, 
seguida de ceros, se le quitan á la derecha del dividendo tantas cifras ó ceros 
como acompañen á la unidad del divisor, tas cuales formarán el residuo, y el 
cociente entero serán las cifras restantes.
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784975 1000 =  784Ejemplo.
Demostración. Como lodo número dividido por la unidad, da por cociente el mismo número (130), y todo luitnero, miilliplicado por 1, da el mismo número también, resulta que todas las cifras del dividendo de orden igual á la superior del divisor, deberán ser iguales á las del cociente; y las de orden inferior del dividendo-, iguales en orden á las de los ceros que acompañan á la unidad, siendo indivisibles por una de orden superior, quedarán de residuo; luego la regla es general» y queda demostrada.

Observación. Esta regla podía omilirse; pues por decimales se hace la división abreviada do este caso con la ventaja de no tener residuo ó tenerlo despreciable.1 5 6 . Regla 3.“ Para dividir un número cualquiera por otro que no 
sea la unidad con ceros, pero terminado en ceros, se prescindo de éstos y de 
tantas cifras de la derecha del dividendo como ceros tiene el divisor en su ter
minación, y hecha la división de las parles restantes de uno y otro número, 
se tendrá el cociente entero, y el residuo será el que produzca la dicha opera- 
don, teniendo á su derecha las cifras del dividendo que se desatendieron, ó 
estas solas si la división no da residuo.

Ejemplo. 5745 : 300 = :  57 | _ 3 _07 12
1

U5300
Demostración. Porque el ser ceros las cifras de la derecha del divisor, hace que al multiplicar por ellos la última de! cociente dé 0 de producto que, restado de las últimas cifras de la derecha del dividendo, dará las mismas cifras de diferencia; luego deberán figurar en el ce.siduo y es inútil dividirlas, y no dividiéndolas, queda la division^del anterior ejemplo reducida á 5700 : 500, que es lo mismo que 37 : o (159), que es Jo que prescribe la regla y queda demostrada.

Observación. También esta regla se hace inútil conociendo los decimales; pues por ellos se abrevia la operación, y se obtiene un resultado más sencillo ó cxacto-157 . Regla 4.* Para dividir un número terminado en ceros, por otro 
que termine en cifra significativa, se efectúa la división por la regla ordina
ria correspondiente; y en el momento en que algún pi'oduclo de cifra del co
ciente por el divisor, sea igual al dividendo parcial correspondiente, y no 
queden más cifras que bajar del dividendo que ceros, se da por terminada la
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opBì'dcion, ü v̂eQcmdo oX cociente Idnlos ceros como se dejaron de considerar 
en el dividendo. 55Ejemplo. 5 7 4.5 O 0,0 O O0 2 4 5 00 0 10700000

Demostración. Porc[iie 6S evidente la innülidad descíjiiirla operación, cuando en el dividendo no quedan más que ceros y ha sido 0 un residuo; pues todas las cifras que salieran para el cociente serian ceros, y cero sus producios, y la resta de éstos á los dividendos parciales tambiénceros, , • ,1 5 8 . Observación importante. No se crea que toda división en la que el dividendo termina en ceros, es susceptible de la abreviación á que se refiere esta regla ; pues aunque sean niuclios los ceros del dividendo, pueden no producir ninguno para el cociente, y aún no dallo exacto ó sin residuo. Así 57000000 \J___________67142B5|-30
20604051 5 9 . Regla 5.“ Para dividir tm número por otro, terminados ambos 

en ceros, se les suprimo á los dos igual número de ellos, y se obra después con 
sujeción á una de las reglas anteriores, según la forma en que queden  ̂ que po
drá ser ó ambos ferminados en cifra significativa, ó tino ú otro solamente ter
minado en ceros.

Ejemplos. \ 374500 : 3500 =  3745 ¡ 35■I 07374500000 0245 0003.500 =  3745000 : 35 =  Í070003.® 394500 : 35000 =  3945 [ 3500449 M I f330
Demostración. Suprimiendo igual número «le ceros á dividendo y divisor, equivale á dividir ambos por la iini«lad seguida de tantos ceros «*o- mo se suprimen á cada uno (55); y como un cociente no varía amujiie^di- videndo y divisor se mullipliqnen ó dividan por iin mismo número (153), la división quedará alireviada y susceptible todavía de otra abreviación, acaso por alguna de las reglas anteriores demostradas.En el prinií'r ejemplo, suprimiendo dos ceros á dividendo y divisor, los dividimos por y reducimos la división a la de 3745 por 35, cuyo coeienlc es evidenvemente 107, igual al que daña los números propuestos con todos sus ceros.



En el segundo ejemplo, obrando análogamente, reducimos la división 4 la de 374000 por 35, y por'■ ==», P»' =■* “dividiendo s i l  por 35, y añadiendo al residuo un cero.
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ARTÍCULO IV.DIVISION DE NÚMEROS CONCRETOS.160 La división de los números concretos se hace lo mo que la de los abstractos; pero ios problemas que a aquellos se refieren no expresan á veces bien claramente cual es el ai videndo y cuál es el divisor; por lo que sólo la reflexión sobre el enunciado del problema, y sobre todo la practica,, puedeservir para determinarlos. v .• »En "enend diremos que cuando dividendo y divisor son de dis inta naturaleza el dividendo es aquel de igual especie al cociente que se bus- c f  y d  d ¡ ; ¿ r  el otro, que sL considera como abstracto. Mas siendo dividerlo y divisor de una misma naturaleza, sólo el enunciado P™ble- ma en cada caso particular señala, más ó inéuos claramente cual es el dividendo y cuál el divisor, lo que se comprenderá mejor por los tes sencillo^ ejemplos, en los cuales vecémoslas diferentes clases de pro-bienes que eoueretos ee quiere ave-riiíuar el vaíor de un tercero que, multiplicado por uno de los dos dados,Teniendo por cualquier concepto un pesetas.

de eTte dem ploT ^ 7 2 !fstrad a^ ' fu ''e d \ "d 1 d íL ^ ^ ? c ts £tan por reglas de problema(L tu cT i'e l eSunciaTo en n ù m e ri susceptibles de operaciones matemáticasl. v para determinar la especie del resudado.162 2 ” Cuando dados dos números concretos desiguales, perohomogéneos, se quiere saber cuántas veces el uno se podra restar delTeniendo un ahorro de i 200 duros, y un déficit anual de 60 duros, se dese/saber cuántos anos pasarán antes de consumir tal ahorro. ,Evidentemente que pasarán tantos anos como veces se pueden íes



tar 60 de Í 200, y por io tanto este último nùmero es el dividendo, el otro el divisor, y  el Rocíente será de años.Será, pues, 1200 ; 60 =  120 : 6 =  20 años.1 6 3 . 5.® Cuando se quiere repartir entre cierto número de personas cierto número de cosas.
Ejemplo. Un visitante á un hospicio dió para sus 35 pobres 7000 rs., y  sequiere saber á cómo Ies toca á cada uno.
SoHcion. Como los números dados son de diferente naturaleza, y lo que se busca son reales, el dividendo será 7000, y  35 pobres, considerado coma abstracto, el divisor: porque en efecto, lo que debe darse a cada uno, multipücaao por - el número de pobres, debe dar el donativo.Y  será 7000 : 35 =  200 reales.1 6 4 . 4.® Cuando se quiere dividir una cantidad concreta en un número determinado de partes.
Ejemplo. En un cuartel entró un batallón de 810 plazas, y se_ desea saber cuántos soldados deben alojarse en cada una de las 9 cuadras del edilicio.
Solución. Dividendo y divisor son de distinta especie, y el resultado que se busca es de soldados; luego 810 es el dividendo, y 9 cuadras el divisor.Y  será 810 ; 9 =  90 soldados.1 6 5 . 5.® Cuando de un número concreto dado se quiere determinar su mitad, su 5.*, 4.*, etc., parte.
Ejemplo. Concedido un paseo extraordinario á la cuarta parte de un batallónde 1060 soldados, se desea saber cuántos deben salir. , , -j j  . i
SolucÁon. Como lo que se busca son soldados, 1060 será el dividendo, v 4 abstracto el divisor.Y será 1060 ; 4 =  265 soldados.1 6 6 . 6.® Cuando conociendo el valor en punto de un número de unidades, se quiere saber el correspondiente á cada una de ellas.
Ejemplo. Un pedazo de paño de 35 metros ha costado 700 rs., y se desea saber á cómo sale el metro. , , , , -nn c«Solución. Como lo que se busca son los reales a que sale cada metro, lOO se rá cl dividendo y 35 el divisor.Y será 700 : 3o =  20 rs. el metro.1 6 7 . 7.® Cuando lin número de unidades concretas se quiere convertir eii otro equivalente, pero de unidades de niayor magnitud y de la. misma naturaleza.
Ejemplo. Se desea saber 420 mioutos cuántas horas componen. _
SolurAon. No hay más que andato visible; pero 60 minutos que tiene la hora es el otro dato que encierra el problema. Gomo son de igual especie, el dividendo lo indica el problema, pues tantas horas corresponden a 420 minutos, como veces contengan á 60.Y  por lo tanto será 420 ; 60 =  7 horas.

Observaciones sobre un caso particular de la división.168. Hay un caso particular de la división, llamado ecctraccion de raíces, éí cual, por su mucha importancia, diücullad de ejecución y elevado de su leona, corres|)onde á la aritmética superior. Adelantaremos, sin embargo, que consiste en buscar un número que inulliplicado por sí mismo produzca otro dado; y por lo tanto raíz es lo contrario de potencia, pues si 8“ =  8 X  8 =  64, la raíz cuadrada de 64 es 8. Con sólo estas indicaciones, veremos bien claro que se da un dividendo y se basca un cociente y un divisor iguales; luego es un caso particular de la división, aun tratándose Se otras raíces, pues s i  3® =  3 X  3 X  3 =  27,
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la raíz cúbica de 27 será 3, cociente de buscar á 27 un divisor y un cociente, que el uno sea el cuadrado del otro 3̂  y 3. No vemos todavía más que casos particu- lares de las operaciones fundamentales dichas.ARTÍCULO V.EJERCICIOS SOBRE LA DIVISION.
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169.' Ejemplos de division de números abstractos.d." 8745768 : 8 2 ® 9999969 : 495.° 7940009 : 87 4." 8980898 : 7595.® 9576408 : 908 6 .“ 9987676 : 75907.“ 5700008 : 5700 8.° 6873000 : 87009.“ 9801000 : 9900 10." 90000000 : 8000
Ejemplos de division de números concretos.I.®2.03.0.t.o j.Ciiánios (lias durarán 44000 rsgastan do 4000 dí.irios?Un testamento dice que se repartan 12540 duros en dotes de 570. ¿Cuántos podrán darse?Un rico, al morir, ha legado 2.)500 pesetas á los .50 pobres de un hospicio. ¿A cómo les loca? Una deuda de 0270 duros hay obligación do pagarla en once anualidades. ¿Cuánto se debe pagar cad.i año?5.” (.Hstigiidos por un crimen á ser quinCados los 39S5 soldados de una brigada, ¿cuántos deben fusilarse?e.” En un ferro-carril se han tardado 23> minutos en recorrer 128 kilómetros. ¿Cuántos minutos se ha empleado en cada uno, ó á cómo resulta el andar por kilómetro?7. “ Eli un barato soba comprado una partida de 130 docenas de medias por 1650 rs. ¿A cómo sale la docena?8. ° ¿Cuántos quintales componen H2000onzas?9. ® ¿Cuántos duros componen 3120 rs.?10. Un recaudador de contribuciones ha recibido 78800 pesetas, y desea saber cuánto le corresponde percibir por el 1 por 100 de comisión.NoT.v. Sin necesidad de que sepamos la regla de interé.s, podemos ya decir, si por 100 le corres-

{londc I, por 1000 ( =  lOO X 10) !c corresponderán 10, que es el cociente de dividir 1000 por 100; uego dividiendo 10 recaudado por 100, se tendrá lo que se desea saber.
Fjjemplosds divisionde números complejos, combinados con adiciones, sustraccio

nes y multiplicaciones.1.® Un negociante hace un balance para ver si puede retirarse, y hall.a que tiene en metálico 178430 rs.. y en deuda cobrable 17778, y debe 47850 por un lado y por otro 3000, y desea saber, con su fortuna, para cuántos años tendrá, gastando á 15 rs. diarios.2.® Un cnmerciante ha comprado 781) objetos, de casi igual valor, por 1Í370 rs., y deseando ganar en su venta 7000 rs., desea saberá cómo debe venderlos.3.® Un general tiene á sus órdenes 18 batallones, de los cuales 5 tienen á 890 plazas, 3 á 877, 4 á 870, 5 á .320 y 1 con 496, y desea saber, no sólo la fuerza que reúne) sino cuánta podrá enviar á una comisión, quedándole la suficiente fuerza para hacer un servicio diario de 3000, relevándose cada tres dias, y cuántos de esos 1000 deberán ponerse de guardia en los 12 puntos más importantes.4.® Un propietario, ai morir, legó 5000 rs. á los hospitales, 7000 á los pobres. 4üüu á un amigo, y el resto de una f..rlima de 150000 rs. á sus siete sobrinos, mejorando á uno de ellos en el doble que a los otros, y se desea saber cuánto toca al mejorado y á los otros.5-" Un m.ieslro de obras, .al concluir la semana, tiene (fuc pagar á sus 29 trabaj''dores, de los cuales uno gana 9 rs. diarios, 2 á 7 rs., 5 á 5 y 21 á 3; pero de esos 29 hay 7 que han trabajado los seis (lias de la sem.ma, 3 sólo han trabajado tres dias y los demás cinco dias, y (lesea saber (manto importa (1 pago total (ic ellos, y cuánto debe él recibir por el 2 por 100 de comisión (dabie que es 1 por 100) (10®).6.® Un tendero compró 70 arrobas de patatas á 7 rs., y vendió 39 arrobas á 9 rs ; pero al remover el resto, vió (jue tenia podridas 3 arrobas, y desea saber á cómo debe vender el resto para ganar en cada arroba de las que compró 2 rs.7.® Un recaudador de conlribuciones'ha recibido, en el primer trimestre del .año, 7845 rs.; en el segundo, .3T8; en el tercero, .5930, y en el cuarto, 98.37: y sus entregas al Tesoro h.an sido rcspecllva- menio de 5780 rs. la primera; de 7000 la segunda; de 6000 la tercera; y de 7000 ¡a cuarta, y desea sabor cuánto deb í tener en caja, y cu.áles el 1 por lOO de comisión que le corresponde por lo cobrado, y cuánto ie falla que recibir de la contribución de 42578 rs., y cuánto el tanto por ciento de lo que le falto por cobrar.8.0 Í5na casa comprada en 25.300 duros ha ocasionado de gastos de reparación 4900, y gastándose anualmente en contribuciones y otros gastos ordinarios 240 pesetas, .se aesea saber á cuánto se ha de alquilar para sacar al capital un 5 por 400 (5 veces mayor que 4 por 100).
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CAPITULO VI.
Q U E B R A D O S  C O M U N E S .

a r t í c u l o  p r i m e r o .

rR E L Q IIN A R E S .170. Q u e b r a d o  co m ú n  o  fracción ordinaria se llama (25) el 
número que expresa una ó varias partes iguales de la unidad abs
tracta ó á que se refiere.

La mitad, de una peseta, dos terceras'partes de un año, tres cuartas partes de una vara de cinta y dos quintas fartes de \ abstracto ó de una cosa cualquiera, sin determinar su especie, son quebrados.1 7 1 . Para expresar los quebrados se necesitan dos números, uno que se llama denominador, y  dice las partes iguales en que se considera dividida la unidad; y otro que se llama numerador, y dice de cuantas de aquellas partes ó divisiones consta el número que representa el quebrado; llamándose ambos puntos términos ^e\ quebrado, y escribiéndose el denominador debajo del numerador con una rayita horizontal intermedia, o sea el signo de la division (119), semejantemente á como se escriben los residuos para completar los cocientes de las divisiones inexactas ó aproximadas.En los ejemplos anteriores, para expresar medía peseta, se pone por denominador 2, que dice que la peseta se considera dividida en dos partos iguales ó mitades, y por numerador \, que dice quede dichas dos mitades, sólo de una consta el número que representa el quebrado, en esta forma: j  de peseta; y análogamente, ^  X  cinta y — abstracto.1 7 2 . Para leer los quebrados se da al numerador el nombre absoluto que le corresponde por la numeración; y al denominador, sino llega á diez, los nombres partitivos, medios, tercios, cuartos, quintos, sextos, sé
timos, octavos y novenosi y si llega ó pasa de diez, se le da el nombre absoluto correspondiente, añadiéndole la palabra avos. Todo según dijimos (128).Los ejemplos anteriores ya dijimos que se dictaban, y por así: media peseta, dos tercios de afio, tres cuartos de vara de cinta y dos quintos.173. Cuando el denominadores i O, en lugar de diez avos se dice décimos; cuando es 100, centésimas, etc.; pero siendo estos quebrados de circunstancias especiales, por tener la unidad con ceros por denominador, y no habiendo llegado á ellos, hemos debido incluirlos en los que se leen sus denominadores con los nombres partitivos aunque así no sea.



1 7 4 . Número mixto ó fraccionario se llama (26) el que se compone de 
un entero y un quebrado.Cincuenta pesetas y media, que se escribe 50 -1 pesetas, es un número mixto.1 7 5 . El quebrado se llama propio cuando su numerador es menor que su denominador, y por lo tanto representa un valor menor que la unidad á que se refiere; y se llama impropio cuando su numerador es igual ó mayor que su denominador, y por lo tanto el quebrado vale tanto ó más que una unidad entera.Asi, — es un quebrado propio, porque dividida la unidad en 5 partes, sólo de 3 consta el número que representa el quebrado; pero -r  y "S" quebrados impropios, porque constan de tantas ó más partes que las que componen una unidad dividida en quintos.

Quebrado de quebrado es, dijimos (27), aquel en que él denominador dice 
las partes en que está divida, no la unidad á que se refiere, sino una parte de ella.

1 4La tercera parte de media manzana, que se escribe v  "a manzana, es un quebrado de3 A2 3 5quebrado, pudiendo ser mucho más complicado, como — de — de tina cosa cualquiera.1 7 7 . El origen de todo quebrado es en realidad, y puede así considerarse, ó la indivisibilidad exacta de los números por algunos, que produce un cociente entero ó aproximado, y un residuo que lo completa (126), ó la inconmensurabilidad ó innumerabilidad exacta de algunas cantidades indeterminadas, que al convertirlas en determinadas ó números (2 1 ), de una unidad dada, producen un entero y una parte de la unidad de medida; y también ésta solamente sin entero.A 178. Ea efecto, en el primer caso, no sólo el residuo se expresa bajo la misma forma que se ha asignado al quebrado, sino que es realmente un quebrado y  quebrado propio, porque su verdadero valor, para completar el cociente, es de ménos de una unidad dcl mismo, sea de la especie que fuere. Y  en el segundo caso, el pico de la medición ó cuenta es menor que la unidad de medida, y  sólo puede expresarse exactamente por una ó varias partes iguales de tal unidad, siendo dada, ó en la que se quiere el resultado; pues en otra clase de unidades inferiores, ya sabremos que la expresión sería un número entero.

BO

ARTICULO II.PRINCIPALES PROPIEDADES DE LOS QUEBRADOS.179. Teorema fundamental. Todo quebrado es equivalente 
á una division de su numerador por su denominador., y por lo tanto 
al cociente que corresponda á tal division más ó ménos practicable 
en una ó en otra forma; y toda division equivale á un quebrado 
cuyo numerador será el dividendo y cuyo denominador será el di
visor.

Demostración. Todo quebrado es equivalente por su origen (177), ó á un residuo de una division inexacta, 6 á una parte de una unidad de me



51dida ó cuenta que no está contenida un niimei’o exacto de veces en una cantidad continua ó discreta que se ha medido ó contado. En el primer caso, como lodo residuo es una parte del dividendo, que no se ha podido dividir, su verdadero valor será el cociente que le corresponda al conseguir su división en una o en otra forma; por lo que, si tenemos, por ejemplo, un residuo de 3 manzanas, que no hemos podido dividir entre 4 niños, y averiguamos de algún modo el cociente correspondiente á esa división, ese será el valor del residuo. Mas para dividir 5 manzanas entre 4 niños, lo mismo será dividir cada una de las 3 manzanas en 4 partes, y dar á cada uno una cuarta parle de la primera, otra cuarta parle de la segunda, y otra de la tercera, que dar á cada uno tres cuartas partes de cualquiera de ellas, pues se deben suponer iguales; luego el cociente de dividir 3 manzanas por 4 niños es ^ de manzana, y por lo tanto j  equivale á 3 : 4, y á su cociente, que es el mismo j  .En el segundo caso, como al contar un monton de monedas con la unidad peseta, y lo mismo al medir el largo de un ijardin con la unidad 
vara, la parte que pueda hallarse de pico no puede expresarse en pesetas ó varas, sino considerando la peseta o vara dividida en parles, y viendo cuántas de dichas partes caben exactamente en el resto del monton de pesetas que se cuenta, ó del jardín que se mide; si se halla, por ejemplo, que es — de peseta 6 de vara, como por lo dicho sobre el caso pri- - =  5 : 4 , y el valor del quebrado no puede evidentemente variarmerosea cual sea su origen, queda demostrada la primera parte del teorema.En cuanto á la segunda, también lo estaría con lo dicho, si fuera verdadera recíproca déla primera, pero no lo es rigorosamente, porque aun siendo todo quebrado una división indicada del numerador por el denominador, podían no ser todas las divisiones iguales ó equivalentes á quebrados, aunque algunas lo fueran. Diremos, por lo tanto, que si tenemos que dividir 26 por 3, lo que en realidad buscamos como cociente es la tercera parte de 20 (165); pero la tercera parle de 1 es j  ; luego la tercera parte de 26 será f , y lo mismo se deraostraria que 52 : 5 =  f  y 5 : 8 =  - | ; luego el teorema es general, y queda demostrado.^  Observación. No solamente es evidente que un quebrado vale lo mismo, sea cual fuere su origen,' sino que en realidad puede decirse que el origen de todo quebrado es un residuo; pues áun en el caso del pico de medición ó cuenta, el tal pico es un verdadero residuo. En efecto, si medimos el largo de un jardin con Ift unidad vara y hallamos que es de 70 varas, no hacemos otra cosa que dividm el largo 6 magnitud indeterminada por 1 vara, cuyo cociente es 70, igual al dividendo, porque el divisor es la unidad. , , . íMas si encontramos que el largo es de un poco más de 70 varas, ese poco más o pico sera un verdadero residuo, que para valorar habrá que dividir. Si le llamamos x ,  su expresión para completar el cociente entero de 70 varas, será . Considerando ahora que x  es una cantidad demagnitud indeterminada, y que para convertirla en número tenemos que dividirla feomo el total largo del jardin), por una unidad que quepa dentro de ella un número exacto de veces, tendremos que acaso será el conveniente divisor un cuarto de vara; y dividiendo x  por esa nueva unidad, si nos da 3 de cociente, lo tendremos que expresar por 3 cuartos de vara; como el anterior cocientelo expresamos por 70 varas, y conociendo ya el valor de x ,  lo sustituiremos en la expresióny será i  de vara , lo que evidentemente es igual á y  de vara; luego todo quebrado puede conside-1 varararse sin violencia equivalente à un residuo.



1 8 0 . Corolario. Todo enlevo se puede poner en forma de quebrado con 
la unidad por denominador, porque según el teorema anterior 25 : 1 =  
Y » y como 25 : 1 =  25, será 25 =  ^  . -Y lo mismo 87 =  y  , etc.Lema. Todo quebrado cuyo denominador es igual al numerador, equivale 
á la unidad.Porque no sólo por el teorema anterior | - =  5 : 5  =  1, sino que podemos decir que si la unidad se considera dividida en 5 partes y se toman todas 5, se tendrá toda Ja unidad.1 8 1 . Corolario. Para poner la unidad en forma de quebrado, con un 
denominador dado, se lo pondrá á este un numerador igual á él. A si, si se 
quiere poner en forma de quebrado con denominador 8 , será , etc.182. L e m a . Todo quebrado impropio cuyo denominador divi
de exactamente al num erador, equivale á un entero.Porque si, por ejemplo, en el quebrado impropio, 24 es divisil>le exactamente por 8 , dará un cociente sin residuo, y por lo tanto un número entero será el valor del quebrado.1 8 3 . Corolario. Para poner un entero en forma de quebrado de un de
nominador dado, se multiplica el entero por tal denominador, y el producto será 
el numerador del quebrado deseado. Pues si 7 lo queremos en forma de quebrado con denominador 5, será=^-^ =  y ,  pues =  (5 x  7) : 5 =  7.1 8 4 . L e m a . Todo quebrado impropio cuyo denominador no 
divide exactamente al num erador, equivale á un número m ixto .Porque si el numerador no es divisible exactamente por el denominador, dividiéndolo dará un cociente entero y un residuo que originará un quebrado, que con el entero formará un número mixto.Pues en efecto y  =  51 : 7 =  7 1-.1 8 5 . Corolario. Para reducir un número mixto á quebrado, que in
dispensablemente será impropio, se multiplica el entero por el denominador 
del quebrado; al producto se le suma el numerador, y á la suma se le pone 
por denominador el mismo del quebrado.A  3 9 X 5 - I - 3  48 „ . . „ „ 4 8  í O  .  K O  ^Asi 9 j, — g j , pues g 48 . 5  ̂ 5 •

Inversamente para reducir un quebrado impropio á mixto, ó sea deducir 
los enteros que contiene, se divide el numerador por el denominador.1 8 6 . L e m a . Dos quebrados que tienen igual denominador es 
m ayor el que tiene m ayor numerador; y  dos quebrados que tienen 
igual numerador es m ayor el que tiene menor denominador.Porque no expresando los denominadores otra cosa que el número de partes en que se considera dividida la unidad, y los numeradores las partes ó divisiones de que consta el quebrado, es evidente que si de partes iguales se toma mayor número de ellas, más cantidad se habrá tomado; y si se toma igual número, pero de partes desiguales, el número de las
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mayores {î ue serán las de un denominador menor), será el más grande. Esto es, que es mayor que y menor que y .1 8 7 . Lema. Todoquebrado aumentaatmentando su numerador ó dis
minuyendo su denominador, y disminuye disminuyendo su numerador ó aw- 
mentando su denominador; y si el aumento ó disminución es .por via de multi
plicación ó división, el quebrado quedará multiplicado por igual número por̂  
el que se multiplique su numerador ó se divida su denominador, y quedam 
dividido por igual número por el que se divida su numerador ò se multiplique
su denominador. . , , jPorque siendo el quebrado equivalente á una división del numerador por el denominador (175), como aumentando el dividendo ó disminuyon- do el divisor aumenta el cociente, y disminuye éste disminuyendo el dividendo ó aumentando el divisor, etc. (153), lo mismo debe sucederle alquebrado. ,1 8 8 . Corolario. Para duplicar, triplicar, etc., el valor de un quebra
do, se multiplica el numerador ó divide el denominador por 'i, por 3, etc., y  
para sacar la mitad, tercera parle, etc., de un quebrado, se divide su numera
dor ó se multiplica su denominador por 2, por 5, etc. , . j-  •1 8 9 . Lema. Vn quebrado no se altera en valor multiplicando ó divi
diendo sus dos términos por un mismo número.Porque al duplicar, por ejemplo, el numerador, se duplica el valor del quebrado, y al duplicar el denominador se saca la mitad del mismo y l'J®" dará como estaba; y análogamente triplicando, cuadruplicando, etc., é inversamente dividiendo los dos términos ppr un mismo número.1 9 0 . Lema. Vn quebrado cuyo numerador aumenta ó disminuye por 
via de suma ó resta en tantas unidades como tiene su denominador, aumenta 
ó disminuye en i ' , y  análogamente en 2 , si el aumento ó disminución es de du
plo número de unidades que tiene el denominador.Porque si el dividendo, por ejemplo, 12, contiene el divisor o exactamente 4 veces, aumentado el 12 en 4, lo contendrá una vez más, y dos veces más si aumenta en 8, y una vez ménos si disminuye en 4.

Observación. Esta última propiedad de los quebrados es la única que que se refieren á sus alteraciones por aumento ó disminución, por yianos; y la única susceptible de ser expuesta como observando una ley ^ Diremos, sm e^go, que sumando una misma cantidad á los dos términos de un quebrado^rece el propio y mengua «1 impropio, y lo contrario se verifica restando igual cantidad á los dos términos.ARTÍCULO III.
R E D U CCIO N  D E  QUEBRADOS Á  U N  COM UN  D EN O M IN ADOR.1 9 1 . Reducir quebrados á un común denominador, es conver

tirlos en otros equivalentes, pero de igual denominador.Esta circunstancia es indispensable para ejecutar con ellos muchas operaciones, porque es la que los hace verdaderamente homogéneos, pues el denominador sólo expresa la especie ó magnitud de las partes de la unidad á que se refiere el quebrado, y esta homogeneidad partitiva, diga-
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moslo así, a lodos los quebrados se le puede dar, reduciéndolos por subdivisión de sus denominadores á un común denominador.Un montón de medias manzanas, y otro de terceras partes de la misma fruta, son ciertamente cantidades homogéneas, porque ambas son manzanas; pero evidentemente no se pueden contar exactamente si se mezclan, como se contarían si todos los pedazos fueran mitades ó tercios de manzana. JEn efecfo, 7 medias manzanas y 8 medias compondrán 15 medias, y 7 terceras partes y 8 terceras parles, compondrán 15 terceras parles; poro 7 medias y 8 terceras partes, no compondrán ni 15 medias, ni 15 terceras partes, sino 15 pedazos desiguales, cuyo valor en junto no hay número que lo pueda expresar, como no se puede el de dos cantidades verdaderamente heterogéneas, por ejemplo, soldados y carneros, ó varas y libras. Pero la especial heterogeneidad dicha de los quebrados, se puede hacer desaparecer siempre por la regla que vamos á ver, cuya esencia podemos apreciar desde ahora materialmente, con sólo considerar que todos esos pedazos de manzana se pueden subdividir, las mitades en tres parles cada una y serán las 7 medias', 21 sextas partes; y las 8 terceras partes en dos cada una, y compondrán 16 sextas partes, y se tendrá que 7 medias y 8 tercias  ̂ 7 8 lí>equivaldrán á 2 1  sextas y 10 sextas.Pues análogamente ~  ^ Y  ~  'g ^ quebrados reducidos á un común denominador.192. R egla general. Para reducir dos ó más quebrados á un 
común denominador, se multiplica el numerador de cada uno por el 
denominador del otro si son dos, ó por el producto de los denomina
dores de los otros si son varios, y se tendrán los numeradores de los 
nuevos quebrados equivalentes, cuyo denominador común se hallará 
multiplicando los denominadores entre si.
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Ejemplos. 1 “ 1  V  ̂ — 3X5 ̂ • 4 J  5 ---- 4 X 5 2>0 _  «  „  1  J 5 X  4 20 J  20*-  Y -5 J 7 3 X 5 X 74 X 5 X 7
5 X Í 2 X 4 X 75 X 4 X 7 y

'206 X 5 X 4  123 „  ^  m7 X 5 X 4  140 J 140 y  140*
Demostración. Los quebrados resultanles en el primer ejemplo pro- Yienen de multiplicar los primitivos ó propuestos, el primero sus dos términos por 5, y el segundo |  sus dos términos por 4; luego los nuevos quebrados serán equivalentes á ellos (188). Y  en el segundo ejemplo el primer quebrado resultante proviene de multiplicar los dos términos del primero propuesto p o r S x  7, y el segundo resultante de multiplicar los dos términos del segundo propuesto por4 x  7, y el tercero resultante de multiplicar los dos términos del tercero dado por 4 x 5 ;  luego los tres nuevos quebrados serán de igual valor que los propuestos. Y  como lo mismo se demostraría en cualquier ejemplo en el que se obrase según la regla, ésta es general y queda demostrada.1 9 3 . Kegla complemental. Se puede abreviar la operación de reducir 

los quebrados á un común denominador y obtener nuevos quebrados equivalen
tes coii términos ínás pequeños que los que produce la aplicación de la regla 
general, siempre que á primera vista ó fácilménle se vea que alguno de los de
nominadores es múltiplo de lodos los otros, ó que lo es duplicándolo, tripli- 
cáiidolo, ole. Pues en el ptimer caso, el denominador que sea mtUíiplo de los 
oli'os podrá ser el común. Para ello no habrá más que midtiplicar los dos tér
minos de los demas por el minierò que se vea conviene para que su producto 
por el denominador dé el que se quiere sea el común; y en el segundo caso, el 
duplo, triplo, etc., del denominador, que duplado, triplicado, etc., sea múl
tiplo de los demas, será el denominador común, para lo que no habrá más que
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duplicar, íriplicar, etc., su numerador, y hacer con los dos temimos de los 
demas quebrados una cosa análoga á la del caso primero.3X3 2X5

Ejemplos. 1.® -g-’ T ’ «  ~  5>T3’ 3 X 5 ’ 9_ 45 ’ 10 £ 4 5 ’  45*4 X  42 5 X *  7 X 3  ____—  2 X 4 2 ’ 6 X 4 ’  8 X 3 24' 5224' 512.f
;S « S é 5 S f= 'S S ffe ^42*̂ los dos términos del primero, por 4 los del segundo, y por 3 ó triplicamos los del tercero.

Demostración. Corao cuanto se practica, según la regla coraplementaJ, no es más que multiplicar los dos términos de cada quebrado por un mismo número, y esto no altera su valor, los nuevos quebrados serán siempre equivalentes á los primitivos, y queda la regla demostrada.En la Aritmética superior aprenderemos otro método mas científico y conTeniente p a r ^ ^  dos de términos muy grandes; pero en los que la reg a general sena de ™«y pesfdaresultados muy embarazosos, pues la regla complcmental anterior no tiene fócil api o ^ m «aué para quebrados de términos pequeños, pues en los grandes no es posible ver si un deno'’yfi^élodo^á quc°nos*'tef¿nmos, se funda en el mismo Principio que las regidas el valor de un quebrado no varía, aunque sus dos términos se npues se reduce a determinar el menor dividendo común á todos los ® ®común múltiplo, que es lo qiie viene á hacerse por la regla eomplemcntal anterior.1 9 4 . Escolio. En dos quebrados iguales los productos de sus términos multiplicados en cruz ó sea el numerador deí uno por el denominador del otro, son iguales; poique si, por ejemplo, f  =  ¿  reducidos á un común denominador, serán quebrados que, por ser iguales y tener sus denominadores iguales, sus numeradores tienen evidentemente que serlo. ARTÍCULO IV . •SIM P LIFICA CIO N  D E  QtTEBRADOS.195. SiM PLiFiCAE. UN QUEBRADO es convertirlo en otro equiva
lente, pero de términos más pequeños.

196. K e ^ la . D ivídanse los dos términos del quebrado que se 
trata de sim plificar, primeramente por 2 todas las veces que se pue
da; y  se conocerá que se puede, s i terminan en 0 , ó cualquiera cifra  
par  2 , 4 , 6 , etc. Después se d ividirán ambos términos por 3 todas 
las veces que se pueda; y  se conocerá que se puede, s i sumadas como 
si fueran unidades simples todas sus cifras componen 3 , ó cualquiera  
de sus múltiplos 6 , 9 , 12, 15, etc. Y  por últim o, divídanse sus 
dos términos por 5 todas las veces que se pueda, que se conocerá que 
se puede si terminan en 0 ó 5 .



Pudiéndose, sin embargo, observar cualquier otro orden en las divisiones, y hacerlas, por cualquier otro divisor que no sea 2 , 5 ó 5, si se conoce que los dos términos son divisibles por él. Si el quebrado es impropio, debe convertirse en mixto, si el objeto del problema lo permite, que es lo que se llama sacarle los enteros que contiene, y que es una verdadera simplificación (185). Finalmente, se puede abreviar la simplificación, cuando fácilmente se ve que los dos términos pueden descomponerse en factores, alguno de los que sea común ó ambos, pues bastará suprimirlos.
Ejemplos. ó también
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7 ’ _  2 “  7 •. í®5 _  ■ 216 “m  _' 246 “
$37272

2424’' 24'
Explicación. En el primer ejemplo dividimos los dos términos del quebrado, primeramente P®*" 3 dos Teces, y luego por 2, ó primeramente dos veces por 3, y luego dos recesT  en el segundo ejemplo dividimos el quebrado por 2, después por 5 dos veces, v lueco dos veces por 3, o primero dos veces por 5, después por 3, luego por 2, y últímameate otra vez por 3.
Demostración. Todo cuanto se prescribe por la regla no es otra cosa que dividir los dos términos de un quebrado por un mismo número, lo que no altera su valor (189), pues aun en el caso de la descomposición de los términos en factores, y suprimir uno común, equivale á dividirlos por el factor suprimido; luego la regla es general, y queda demostrada.197. Observación. Los ejemplos evidencian que el resultado es el mismo, sea cual sea el órden en que se elijan los divisores, y que también después de haber dividido por 5 puede a veces dividirse por 3 y  por 2, y finalmente, que hay números divisibles por 3 y por S, y  es más breve el preferir siempre el mayor divisor. ^ '■
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CAPÍTULO VILO PERACIONES PRINCIPALES DE LOS QUEBRADOS Y  M IXTOS.
AUTÍOüLO PEIMERO.PRELIMINARES.1 9 8 . Las operaciones principales que pueden hacerse con los quebrados, ademas de las auxiliares que hemos enseñado en el capitulo anterior, de simplificarlos y reducirlos á un común denominador, y de otra que después sabremos que es la de valuarlos, son cuatro: adición, sustracción, multiplicación y división, cuyas definiciones son las mismas dadas para los enteros como principales, pues la segunda de la multiplicación (86) y la tercera de la división (121) no serian rigorosamente exactas aplicadas á los quebrados.Eli efecto, multiplicar un quebrado por otro, no es rigorosamente tomar uno tantas veces como unidades tiene otro; pues que si el multiplicador es quebrado propio, no valdrá ni una unidad, y aunque yaliendo media unidad, por ejemplo, sería tomarlo media vez ó su mitad, tal definición no sena completamente exacta. , ,   ̂ jt- • ar.^a^Tampoco dividir un quebrado por otro es' buscar las veces que el dividendo contiene ni divisor; pues aquel puede ser menor que éste, y  aunque esa dehni- cion, con poca variación, sería aceptable, no puede tampoco convenir a ios quebrados exactamente como conviene á los enteros.Fundándonos en lo expuesto, ya dijimos aceptamos (62J las llamadas cuatro reglas, como opera- eionM fundamentales de la Aritmética, aunque ya hemos visto que la multiplicación es un caso parlicula^r de la suma (87), la elevación á Dolencias de la multiplicación (H6), la división de la sustracción (122), y la extracción de raíces déla división (loo).ARTÍCULO II.ADICION D E QUEBRADOS Y  M IXTOS.1 9 9 . E l problema general de la adición délos quebrados y  mixtos, se divide en tres también generales, cada uno de los cuales tiene su correspondiente regla: 1.® Sumar dos quebrados. 2.** Sumar un entero con un quebrado. Y  3. bu- mar dos ó más números m ixtos, aunque alguno de los sumandos sea entero ó simple quebrado.2 0 0 . Regla 1 Para sumar dos ó más quebrados, se reducen prime

ramente á un común denominador si no lo tienen,' después se suman los nume-
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mdores, y  d esta suma se le pone por denominador el común, simplificándose 
si se puede el quebrado resultante.

Ejemplos. - f - 4  = 2 X 4 X 35 X 4 X 3 3 X 5 X 34 X 5 X 3 2 X 4 X 53 X 4 X 5
60 4560 60 24 45 +  40 40960 60 =  ̂ 60*

Explicación. Con sujeción á la regla, se han reducido á un común denominador los quebrados propuestos para sumarlos; se han sumado después los numeradores, y á la suma se ha puesto por denominador el común; y como el quebrado resultante era impropio, so redujo a mixto, única simplificación que admitía.
Demostración. El reducir los quebrados a un común denominador, es para que sean verdaderamente iioniogéneos (191), y puedan sumarse. El sumar después los numeradores es porque ellos representan el valor de los quebrados (171). El poner á la suma el denominador común, es porque el denominador solo dice á qué partes de la unidad se refiere el quebrado (171). Y  finalmente, el simplificar el quebrado resultante es porque los resultados deben expresarse siempre de la manera más sencilla posible.2 0 1 . Reglad." Para s u m a r  un entero con un quebrado, ó un quebrado 

con un ewíero"(Operación que suele llamarse reducir un entero á la especie del quebrado que le acompaña), se multiplica el entero por el denomina
dor del quebrado, y al producto se le suma el numerador, poniendo á la suma 
por denominador el del quebrado.

Ejemplo. o  . 3 _ ( 8 X 5 , . - H  3 40 -H 3 438 - h 4  =
Obtervacion. No se da al quebrado la siroplilícacion única que admite, porque rolveria á dar los mismos dos sumandos, pero si cualquiera otra simplificación que admita.

Demostración. Aunque esta regla se funda en la propiedad del quebrado impropio, cuyo denominador no divide exactamente al numerador, que equivale á un mixto (175), diremos, sin embargo, que si al entero se le pone por denominador la unidad y se suman los dos quebrados sumandos, tendremos en el ejemplo anterior8 X 6 3 X 4 8x64-3 6 »4 ^ 6  4 X 6  ' < X 6cuyo Último quebrado dicelo que prescribe la regla.2 0 2 . Regla 5.' Para sumar dos ó más mixtos, aunque algún sumando 
no lo sea, se suman todos los quebrados por la regla 1.% y los enteros por la 
correspondiente, agregando d La suma de estos los que pudiera contener la su
ma de los quebrados. 3 4 , _8 ____ ^  _ i _  í® ■ 80 » 89T ' l ' T " ’"  9 90 “ *“ 90Ejemplo. 4 2 -f745

8

__  17« 1 yj90 —  DO *  90*

=  797 g
Demostración. Sumados los quebrados de los sumandos por la re-



già 1 .* demostrada, y los enteros por la que les es propia, y añadiendo á la suma de estos los enteros de aquella, se reúnen evidentemente todas las partes de los sumandos, y por lo tanto deben quedar reunidos todos ellos.2 0 3 . La adición de los quebrados concretos se ejecuta como la de los abstractos, pues sólo se atiende á su valor numérico para efectuarla; pero los quebrados deben ser homogéneos si la suma no ha de ser de especie indeterminada ó considerada en abstracto.ARTÍCULO III.

59

SU ST R A C CIO N  D E  LO S QUEBRAD O S Y  M IXTO S.204. E l problema general de la sustracción de los quebrados se divide en cuatro: l .°  Restar un quebrado de otro. 2." Restar un mixto de otro. 3.® Restar un quebrado de un m ixto. Y  4." Restar un quebrado ó un mixto dé un entero.2 0 5 . Regla I.* Para restar un quebrado de oíro, se reducen ambos á 
un común denominador si no le tienen igual; se restan en seguida los numera- 
dot'es, y á la diferencia se le pone por denominador el común.,  5 3 20 18 ___  20 — 18

Ejemplo. 1 — t  =  2Í  — 24 — 24 112*
Demostración. Se reducen á un común denominador minuendo y sus- traendo, para que sean verdaderamente homogéneos y puedan restarse (82). Se restan los numeradores, porque en ellos está representado el valor de los quebrados, y  se le poneá la resta por denominador el común, porque ese dice solo á qué clase de partes de la unidad se refieren los quebrados.2 0 6 . Regla 2 ." ' Para restar un número mixto de otro mixtOy se resta 

el quebrado del sustraendo del quebrado del minuendo, y se restan también Í05 
enteros; y si el quebrado del minuendo, después que tenga igual denominador 
que el del sustraendo, se ve que es menor que é l, para que pueda hacerse la 
resta se le agrega una mudad en forma de quebrado, y otra al entero del sus
traendo.

Ejemplo. 57 4 —  1 2 4
28 28

— 2 4 ^  ----  28 /2i _i_ ___H i___ —____Hi =  —VM  28/ 28 —  28 28 28
1prueba 1 2 424 i Hi28 — i2 — lH ! — t i .28 ----  28 28 4 ■

=  5 7 4
Sxplicacion. Con sujeción ala  regla, se iban à restar los quebrados reducidos á un común de- 28 ---------------  ■ ’ ^Dominador; pero como <  |§  . se le unió al primero 1 en forma de quebrado -  . y siendo posible
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25ya la resta, se obtuvo — restándose después los enteros; pero con una unidad más elsustracndo, porla  que se abadió al quebrado minuendo. £ n  la prueba se obró con sujeción á la regla de la suma, y

2‘idando el resultado ó suma un quebrado ^  , cuyos dos términos evidentemente eran divisibles por7, se obtuvo exactamente el minuendo.
Demostración. Efectuada la resta de los quebrados por la regla 1 ya demostrada, y la de los enteros por la correspondiente, evidentemente que se halla la diferencia de todas las partes del sustraendo á las correspondientes del minuendo, y por lo tanto la diferencia de ambos todos.2 0 7 . llegla 5." Para restar un quebrado de un mixto, se resta el que

brado sustraendo de el del minuendo 'por la regla 1.®, añadiéndole á aquel 
una unidad en forma de quebrado si fuera menor, y poniendo por entero de la 
resta el del minuendo con una unidad ménos si se le añadió al quebrado que le 
acompañe. £  ___^    JQ   ^5 6 30 30Ejemplo. 5 7  I-

=  36 Ì3 , 30\ ____p  W _____25 . ^V.30 30/ 30 ' 30 30 30
prueba -f- -¡r II30 25 _  ^  _  J 1? _ _  S 1  30 • 30 —  30 —  ^ 557

Demostración. Uestados los quebrados, según la regla 1.* demostrada, y aumentado el del minuendo con una unidad cuando es menor que el uel sustraendo, es evidente que el entero que deberá acompañar á la resta de los quebrados, será en el primer caso el mismo del minuendo, pues que no hay ningún entero que restarle en el sustraendo; y que tendrá una unidad ménos cuando al quebrado que le acompañe se le añada, única manera de que la resta no sufra alteración portal aumento.2 0 8 . Se puede abreviar la operación en el caso de que el quebrado del minuendo sea menor que el del sustraendo, añadiéndole simplemente á su numerador tantas unidades como tiene su denominador, pues equivale á la suma de una unidad en forma de quebrado.En efecto; lo mismo es |- ^- |- que .2 0 9 . Regla 4 .“ Para restar un quebrado ó un mixto de un entero, se 
considera éste con una unidad ménos, y á su derecha tal unidad en forma de 
quebrado con igual denominador que eLdel sustraendo; verificando después la 
operación por la regla 2 .“ ó por la 3 .‘ , según que el sustraendo sea mixto ó 
quebrado.

Ejemplo 1.‘ 5 7 l  =  3 6 |
2

prueba =  3 6 |5 6  i  +  I  =  3 6  I  =  S 7



Ejemplo 2/
prueba

6158 —  15 -i- 57 í  154-
1 5 | 4 - 4 2 | — 42 -— ^ - 457 ±  == 58

E xplicación. Con sujeción á la  regla, el minuendo entero se convierte quebrado de un mixto en el primer ejemplo, y un mixto de otro mixto en el segundo. ^
Demostración. El considerar el entero del minuendo con una unidad ménos y ponérsela á su derecha en forma de quebrado, evidentemente no altera su valor; y como después se obra con sujeción á la 2. o o. reglas ya demostradas, ésta lo queda igualmente.2 1 0 . La sustracción de los quebrados ó mixtos concretos se hace como la de los abstractos, pues se atiende al hacerla á su valor numérico; pero ambos datos deben ser homogéneos, pues lo mismo que los enteros, no se pueden restar partes de unidad de una naturaleza de partes de unidad de otra. AKTÍCULO IV .M U LT IP LIC A C IO N  D E  QUEBRAD O S Y  M IX T O S .211. E l  problema general de la multiplicación de los quebrados ym ixtos, se divide en cuatro: 1."' Multiplicar un entero por un quebrado. 2.° Multiplicar dos ó más quebrados entre sí. S.** Multiplicar dos ó varios números mixtos. Y  4. Multiplicar un quebrado ó mixto por un entero, ó al contrario, un entero por un quebrado ó un mixto.2 1 2 . Regla 1.‘  Para mulliplicar un entero por un quebrado, ó un 

quebrado por un entero, se multiplica el entero por el numerador del quebra
do y al producto se le pone por denominador el del mismo quebrado, simpli
ficándose el resultado si se puede. Y  también puede hacerse la multiplicaoion 
dividiendo el denominador del quebrado por el entero, y al producto ponién
dole por numerador el del quebrado; pero es menester, para obrar asi, que el 
denominador sea divisible exactamente por el entero.

j & n 5X3 _ i 5  o l  — 2 -LEjemplo. -q X o — -g ------ q- — — ^ 2 »ó bien 5. ^  í _____ L .  =  =  2 4 -.g X a  — e-3 2 a
Demostración. Esta regla se funda en la propiedad de los quebrados (187 , por la que multiplicando su numerador o dividiendo su denominador por un nùmero, queda el quebrado hecho tantas como uniaades tiene esendmero, y porlo tanto multiplicado por el Y  evidentemente que si el denominador del quebrado no es divisible exactamente por el entero, la multiplicación no deberá hacerse por el se-



62gundo método, pues el resultado sería un quebrado cuyo denominador conveñie„",r“ °  ̂ ‘»O» I» <^enorque esEn efecto; |  x  5 =  f  ; pero 4  x  5 =  =  -5_'  ̂ 2 A ’
J '  /'cEía mwíííp/ícar dos o vanos quebrados entre s i, se 

2^rfTf T ¡  numeradores, y  el resultado será el numerador del pro
ducto total, cuyo denominador será el producto de todos los denominadores.

Ejemplo. 4- X  — X  — —  ^ x a x ?   42 u  7 ̂ ® 9 4X SX 9 i80 — 60 ~“ 30‘J  ^egla en la propiedad de los quebrados (187). Porque, en efecto, si tuviéramos que multiplicar 4  por 2 , según dicha propiedad, seria pero como el segundo factor no es 2 s m o ^ , que es 5 veces menor que 2 (129), el producto ^  seria 5 veces mayor de lo que debía ser para representar el de |  por 4; luego tendríamos que hacerlo 5 veces menor, lo que por la misma propiedad de los quebrados conseguiríamos multiplicando su denominad^ por 5 , y r^Ts i ŷ P4»r consideración análoga, este quebrado multiplicadopor j  daría ^  lo mismo sedeniostraria sobre cualquier■ejemplo, la reglajes general y queda demostrada.2 1 4 . Regla 5. Para multiplicar dos ó varios mixtos entre si, se re
ducen a quebrados (185), y se estará en el caso de la regla 2/ anterior mi- diendose, cuando sean dos los factores y los quebrados muy pequeffos multiplicar el quebrado del que se tome por miiUiplicador por el del multiplicando, y después por el entero de éste; y en seguida,^el entero de multiplicador por el quebrado del multiplicando, y después por su entero y sumando todos los productos parciales.  ̂ ^  ^

Ejemplo. ó bien | x 32<5-4-2 3 X 4 + 3  17 . .
5 X  ------4------ —  T X 20 26 -  ^  20»

1 — 1  i R — 20 X 5  =  44 x-N 5que dará 
1 . _L. 1  I ___ 6 , 45
2 0 -f“  4

y  7 ^ 2  ___ 14
X a  —  5 y 7 x 5  =  21,

2 1  =  5 ^  +  2 1 :26-^
.  ’’educción de los mixtos á quebrados está demostrada (185), y convertidos en quebrados se obra por la regla 2 “ también demostrada. En cuanto al segundo método, como lo que se hace no es otra cosa que multiplicar todas las partes del multiplicador por todas i S  del multiplicando, la suma de los productos parciales de tolas esas par- ilL a d o r .'" ' multiplicando por lodo e rn u ilí-



632 1 5 . Regla 4 .“ Para multiplicar un mixto por un quebrado, ó por un 
entero, ó al contrario, se reduce el mixto á quebrado, y se estará en el caso 
de la regla 4 .“ ó de la 2 .'. Pudiéndose también, cuando el quebrado del mixto sea pequeño y su entero muy grande, multiplicar el multiplicador por el quebrado del multiplicando, y después por su entero sumando los dos productos parciales para obtener el total.7 | - X 5  =Ejemplo l . °  ó bien T  X  5 =  j 7<Xi X  5 = 31 X 5 155 ____  ITO 34 4y 7 X  5 =  55, que da 35 -f- ^  — 586 X 3 + 2 _ 2 0 ^ Í . _ 8 0  __—  5 ----- 15 -----  *^15 5 — ^ T IEjemplo 2.®  ̂ i" X  ^  3 “ Xü bien

A R 4 2* j  8 . 24 8 . 72 80 ir 1T = é  y < 5 X 5 - =  yqueda5|g-f--5- — — -a  3 .4 x
Explicación. Como puede observarse, el método segundo no es mucho más pesado que el primero, y es preferible cuando el entero de! mixto es muy grande, pues se ahorra una multiplicación pesada.

Demostración. La reducción del mixto à quebrado está demostrada, y lo mismo los procedimientos del primer método, y la demostración del segundo es semejante á la de la regla 5 .“2 1 6 . Escolio. Por lodo lo expuesto se comprenderá mejor que la definición de la multiplicación (86), aplicada á los quebrados, como dijimos, no es rigorosamente exacta, y por ello nos conviene dejar sentado que cuando el multiplicador es un quebrado propio, lo que en realidad se halla en el producto es la mitad, tercera ó cuarta parte, según que el multiplicador es i ,  T ’ Y análogamente las partes, siendo el multiplicador, por lo que el multiplicador viene á hacer las veces de divisor (129), sin embargo que por la definición de multiplicar, si el multiplicador es 2 , se toma 2 veces el multiplicando, y si -  debe tomarse media vez. ARTÍCULO V.
4D IV ISIO N ' D E  QUEBRADO S Y  M IX T O S .2 1 7 . E l  p rob lem a g en eral de la  d iv isió n  de los quebrados y  de lo s  m ix to s  se divide en seis: 1 D iv id ir  un  quebrado por un  e n te ro . 2.*’ D iv id ir  u n  m ix to  por u n  en tero . 3 .°  D iv id ir  un quebrado por o tro . 4 .” D iv id ir  u n  entero  por im  quebrado. 5.® D iv id ir  u n  entero  por un  m ix to . Y  6." D iv id ir  un  m ixto  por o tro  m ix to .2 1 8 . Regla 1.“ Para dividir un quebrado por un eidero se multiplica 

el entero por el denominador del quebrado, y al producto se le pone por nu
merador el mismo del quebrado. Y  también se puede dividir el numerador del 
quebrado por el entero, y al cociente ponerle por denominador el del que-



brado dado; pero para elio es preciso que el numerador del quebrado sea divi
sible exactamente por el entero.

6 _ s 27 X  3 21 7
64

Ejemplo.

0 bien o ,  2  ____6 : 3 ____  Ïprueba y  X  3 ~  y .
Demostración. Fúndase esta regla en la propiedad de los quebrados (187), por la que dividiendo el numerador ó multiplicando el denominador de un quebrado por un número, el quebrado queda hecho tantas veces menor como unidades tiene dicho número, y por lo tanto (129), dividido por el mismo. Y  en cuanto á ser impracticable el segundo método cuando el numerador del quebrado no es divisible exactamente por el entero, es porque el cociente seria un número mixto para numerador del resultado, el que no se presentaría con la sencillez conveniente.2 1 9 . Regla 2 .“ Para dividir un mixto por un entero., se reduce el 

mixto á quebrado, y se está en el caso de la regla 1 . “
Ejemplo. = a  ____  < 7 . 9  ____  ____ i<7prueba f . x 2

34fO
Demoslracmn. Porque la reducción del mixto á quebrado no altera el dividendo, y como después se obra según la regla l.% ya demostrada,ésta lo está igualmente.
Ejemplo.

2 2 0 . Regla 3.“ Para dividir un quebrado por otro, se multiplican 
ambos en cruz, esto es, el numerador del dividendo por el denominador del 
divisor, y el producto será el numerador del cociente, cuyo denominador será 
el producto del denominador del dividendo por el numer^or del divisor.3 . 5  3 X 6  Í8 9*  *• G ■ 4 X 5  20 <0nrueb', . 2 - ^ 5 - —  15 —  15—  1  prueba ^  6 —  eo 20 4 *

Demostración. Se funda esta regla en la propiedad de los quebrados (187). En efecto; si tuviéramos que dividir y  por 5, por la regla 1.“ seria ; pero como 5 es 6 veces mayor que ~ , el cociente de dividir por 5 será 6 veces menor de lo que debe ser (153), y para hacerlo 8 veces piayor, se deberá multiplicar su numerador por 6 , y será , que es lo que se obtiene según la regla.2 2 1 . Regla 4." Para dividir un entero por un quebrado, se multipli
ca el entero por el denominador del quebrado, y al producto se le pone por 
denominador el numerador del mismo.

Ejemplo. 8 X 5 =  T =  -10prueba 1 0 x 4  =  v = 8 .



Demostración. Porque poniendo al dividendo la unidad por denomina- dor (180), será el ejemplo anterior-j- : y  =  =  t  ~  según la regla 5.® ya demostrada.'223. Observación. Los principiantes suelen confundir este problema con el de la reala \ y obran con arreglo á ella, por razón de la costumbre que han adauirido de multiplicar lo mismo un entero por un quebrado, que un quebrado por un entero Para no equivocarse, conviene que tanto en los problemas de esta regla cuanto en los de la primera, consideren, siquiera sea mentalmente, al entero con la unidad por denominador, y obren, con sujeción a la regla 3. , hasta acostumbrarse á distinguir los dos casos.2 2 3 . Regla 5.® Para dividir un entero por un número mixto, se redur' 
ce éste á quebrado, y se obra según la 7'egla anterior.
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Ejemplo. 5 : 2  Y  =  5 : 2X 4--4 -3  4 — K . — i

prueba 20 ^  15 __  ^0H  ^  4 —  44 5.
Demostración. La reducción del mixto á quebrado está demostrada, y no altera el valor del divisor; y como después se obra según la regla anterior que se acaba de demostrar, éste lo está igualmente.2 2 4 . Re^la 6 .® Para dividir un número mixto por otro mixto, se re

ducen ambos á quebrados, y se obra según la regla 5.
Ejemplo. prueba

- 2 . 9  1 ___I Z - i .  ___  34
^ ^ i ----- 5 ’ 2 S

34 5 ___ 170 __  IZ _  125 50
Demostración. Como la reducción de los mixtos á quebrados no altera su valor, y después se obra con sujeción á la regla 3.®, ya demostrada,ésta lo estará igualmente. r . i •2 2 5 . La división de los quebrados concretos se efectúa lo mismo que la de los abstractos, y sólo para el planteo del problema es preciso tener presente cuanto se dijo en la división de los enteros concretos (160), para distinguir cual es el dividendo y cual el divisor.228. Observación. Eu los ejemplos de las reglas anteriores, se habrá visto claramente aue las defiuicíones de la división de números enteros son aplicables á los quebrados, á excepción de una (U l) , que no sena rigorosamente exacta, como va se indicó (62); pues el cociente no dice smmpre, al menos con claridad, las veces que el divisor está contenido en el dividendo, ni menos pqede decirse- que el cociente sea menos que él. Sin embargo, en cuanto a lo primero, observaremos que en el ejemplo de la regla 4.®, 8 : y  =  10: este número dice evidentemente que el 4  está 10 veces contenido en 8, y  áun en el ejemplo de la regla 4.» -  : 3 =  ~  , este quebrado, valiendo como vale menos de 4, dice también que el 3 está contido en y  menos de una vez, esto es, y  de una vez. Y  en el segundo, debemos también observar que el cociente debe ser mayor que el dividendo y que el divisor, porque multiplicado por el segundo, debe dar el primero, y ya vemos que el producto de dos quebrados propios es menor que cualquiera de ellos. Estas observaciones nos permitirán comprender que la divi-



66sion de ios quebrados viene á ser un caso de la adición, más bien que de la sustracción, asi como vimos lo contrario en la multiplicación.
ARTÍCULO V I.QUEBRADOS DE QUEBRADOS.2 2 7 . Sabemos lo que son estos números menores que la unidad en los que no es sino una parte de ella la que se considera dividida, de los cuales apenas se ocupan las matemáticas, porque rara vez se presentan en los cálculos; al ménos como tales quebrados de quebrados, aunque muchas veces como quebrados multiplicados por quebrados, que es á lo que equivalen, como vamos á demostrar seguidamente.2 2 8 . Teorema. 2'odo quebrado de quebrado es equivalente al producto 

de todos los quebrados ordinarios que lo compoiien.3 X 2 X 4 2 X 47X5Esto es, que ^  de ^  de ^  =  ^ ^ 3 ^ 5

Demostración. Si consideramos un quebrado de quebrado todavía más sencillo y concreto para ayudar á la  inteligencia, por ejemplo, -i de j  manzana, tendremos que deberemos dividir una manzana en 2  partes ó mitades, y tomando una .de ellas subdividirla en otras dos y tomar una de las subdivisiones, que será evidentemente un cuarto de manzana, ó1 X  í 4sea 2̂ ^  ^ ., ,  t 4 j  4 ' 4  2  4 2 X 4  8Y  análogamente ^  de ^  sera 7  y y  de -5- =  33^  =  :f3 .Bajo otro punto de vista, como la definición de la multiplicación es tomar un número tantas veces como unidades tiene otro (86), cuando uno de ellos sea quebrado propio (como ya dijimos (216), áun cuando para desvirtuar la exactitud de tal definición, pero no más que hasta cierto punto), será tomar del otro factor la mitad, tercera parte, etc., el multiplicarlo por y  d j ,  etc., y por lo tanto, ^  de 2será 4- X 2 = 4 = L y 4 d e 6 será X  6 =  ^  =  3 = 4, luego f  de - i  será
2  —  38 3 J ,  4 . 8 3 " 3 32 w  4 w  6 2 X 4 X 6 4Sf X |  =  f s y - H « y d e -^ s e r á Í8 u a lá fX y X y  =  3 ^ $ i $ i - , , , -2 2 9 . Corolario. Luego todo quebrado de quebrado que se nos presente, podremos desde luego sustituirlo por uno ordinario, cuyo numerador se componga del producto de todos los numeradores del quebrado de quebrado, y cuyo denominador sea el producto de todos los denominadores; pudiéndose simplificar el quebrado resultante con la simple supresión de los factores comunes que pueda haber en sus términos, como los hay, por ejemplo, en el de f  de y  de y  =  j x s x 2 X 7 =  T* porque la supresión del factor 2  de sus términos equivale á dividirlos por 2, y análogamente la supresión del factor 5 y la del 5 (196).
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ARTÍCULO VIL
VAI.ÜACION DE LOS QUEBRADOS.2 3 0 . Valuar un quebrado (que indispensablemente debe ser concreto), es determinar cuántas unidades enteras de magnitud inferior á la del 

quebrado contiene ò equivale éste.Valuar, pues, el quebrado j  de vara, es convertirlo en 2 pies; por lo que no es exacta la definición que suele darse de la valuación de un quebrado, diciendo que es convertirlo en un complejo equivalente; pues como ŝ e ve en el ejemplo anterior, 2 pies no es complejo, y sin embargo, el quebrado -g de vara equivale á 2 nies V la determinación de esa equivalencia es la valuación del quebrado nronuesto Se funda esa definición en que generalmente al evaluar un quebrado se obtienen unidades de diferente magnitud, ó sea un conjplejo. como veremos luego. La Tabla 111 nos servirá para comprender mejor las operaciones siguientes.2 3 1 . Regla. Para valuar un quebrado, se multiplica su numerador 
por el número de veces que la unidad concreta, de magnitud inmediata infe
rior á la del quebrado, esté contenida en ella, y el producto se divide por el 
denominador. S i el cociente es exacto, representará el valor del quebrado en 
unidades enteras; y si fuese inexacto, el residuo constituirá con el divisor un 
nuevo quebrado, que se valuará del mismo inodo que el primero; y se irán 
asi determinando las diferentes unidades de un complejo, equivalente al que
brado propuesto, pudiendo ser el último término un quebrado invaluable, ó 
sea de unidad de magnitud injimu.Si el quebrado que debe valuarse es propio, deberá empezarse por sacarle los enteros que contenga (184), y constituirán el primer término <lel complejo.

Ejemplo, ^arrob. =  17 arrob. |_7_______________________________________63 =X  5̂75 lib. 05X  16
2 arrob., 10 lib ., 11 onz., 6 ad.

80 onz. 
10346

Explicación. Como ol quebrado propuesto es impropio, se determinó primeramente las arrobas que conlenia, y hallamos 2. En seguida el residuo S, como numerador del quebrado y  complemento del cociente 2, lo valuamos, segan la reglo, multiplicando 3 por 25 libras que tiene la arro



ba V el producto 75 libras lo dividimos por el denominador 7, y nos di6 10 libras y mi residuo 5, due^lo multiplicamos por 16 onias que tiene la libra, y  nos (lió 80 onzas. Las dividimos por el m iL o  7?y nos dió H onzas y un residdo 3, que lo multiplicamos por 16 adarmes que tiene la onza,y nos dió 48. Los dividimos por 7, y nos dió 6 adarmes y un residuo y  de adarme invaluable porqueno se usan unidades de inferior magnitud al adarme. -
Bemoslmcion. La regla anterior se funda en que asi como un núrnero entero concreto se reduce á unidades de magnitud inferior, multiplicándolo por el número de veces que una unidad del mismo contiene á la unidad á que se quiere reducir (1 1 2 ), si el número concreto dado es un quebrado, se reducirá también multiplicándolo análogamente; pero un quebrado se multiplica por un entero multiplicando su numerador por el entero y dividiendo el producto por su denominador (2 1 2 ), y eso justamente es lo que se hace con cada uno de los quebrados que van apareciendo según la regla; luego esta es general, y queda demostrada.Refiriéndonos al ejemplo, si los y  de (trroba (residuo de sacar á y  de arrobabas arrobas enteras que contiene) queremos reducirlo á libras, será 3 veces 25( 6 3 X  25, y como y  de arroba es 7veces menor que 3 arrobas (186), dividiremos por 7 tres veces 25, y seráde libra. Análogamente, y  ae iiora sera iguai a y  vntaa, -  ^a a 3 X 18 ,  5onza. T  finalmente, y  de onza será igual á y ' X  16 adarmes _  ^ — 6 adarmes ~  que estodo lo que prescribe la regla.2 3 2 . Regla complemental. S i los términos del enunciado del proble

ma fueran tales, (¡ue el número equivalente al quebrado que se quiere valuar 
debe ser un incomplejo de magnitud señalada (aunque también fuera quebrado posiblemente impropio, y por lo tanto equivalente á un mixto), se multiplica el numerador del quebrado propuesto por el número de 
veces que una de sus unidades contiene á una de la magnitud á que se quiere 
reducir, dejándote el- mismo denominador, y convirliéndolo en mixto si fue
ra impropio.

Ejemplo, y  arroba, se desea-saber cuántas onzas contiene.

68

3 X 2 5 =  10 libras y y5 1 5 X  6 80 . .  3 j  ’de libra será igual á — X  16 onzas, — — — =  l i  onzas y y  de

Resolución.1 7 a r r o b .X ‘Í00oüz. ___  6800 onz.—  '7 ■ 7 971 onz. y y .17 arrob. X  (25 lib. X  16 onz.;7
Demostración. Porque si la arroba tiene 25 libras y la libra 16 onzas, una arroba tendrá 25 x  16 =  400 onzas; y para reducir 17 arrobas á onzas, nuiltiplicaríamos 17 por 400; luego para reducir y  á onzas, multiplicaremos 17 por 400 y lo dividiremos por 7, y dará las onzas y pico de onzas equivalentes á y  de arroba.

S33. Observación. Nos hemos referido, al tratar de complejos é incomplejos, á pesos y medidas de un sistema ya'anticuado, porque se presta mejor á las operaciones que nos han ocupado, pues las del sistema moáerno son susceptibles de métodos más abreviados, t u  las tablas auxiliares del fin de la Aritmética se hallarán lodos los pesos y medidas de ambos sistemas, y como adelantamos (230) ia Tabla II I , nos puede servir para la valuación de los quebrados, porque expresa las veces que cada unidad concreta q̂ ue so nos puede presentar, contiene ó está contenida en otras de la misma naturaleza, aunque de diferente magnitud.
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AETÍCÜLO V III.
QUEBRADO S CON QUEBRADO S.

9 ^ 4  OUEBRADOS CON QUEBRADOS podemos llamar á oquellos cuyos dos 
• • iMirt rip pilos sea otro quebradd; números doblemente quebra-¿ r i Ä m o “ lo a s i. e’ i “ setlndose á v’eoes eo los cálculos (aunque de ä : ’ i C y 1 ie™ pVe\ciuv.nesepa™ ^^ .»s pnuclplosyreg^sS rapneatas CT asignadas d los quebrados cor-

respond.. á í ' ‘* “ f»” rosTnV,¡a “propiedad cualquiera, por ejemplo, la I C ' S p l i c a Ä ™ »  Se un q u e b r U  por un número,p1 niielirado auede dividido por el mismo número (187), veamos si tratándose de un quebrado con quebrado tal propiedad severiGca. Sea, pues.• £  Y vamos ä demostrar que ^
i 7  ’  J -r“  — 5Para ello diremos que el primer miembro de esa igualdad puede ex-T  ftiQ\ a ■ * x o — ^ > ^ ^ ^ .yelsegundom iem - presarsepor¿3^(119)= 3 • 05X7 3 X * X 6 ’ 3 X 5 X 7bro de aquella igualdad por (2 2 0 ) *• 7 s x ^ x e -  _Siendo estos dos resultados evidentemente iguales, los dos miembros de núrproceden lo son también, y la lal igualdad exacta y verdadera. \  c o u l lo mismoS T t o l a ? " : : p r I p S a L s T e “ s que’l/rados y soluciones de problema fundados en ellas. ARTÍCULO IX .

E JE R C IC IO S  SOBRE LO S Q U E BR A D O S.
,  - j  V  A , , n  r o m á n  d e n o m i n a d o r  p o r  e l  p r i m e r  m é -2 3 6 .  R e d u c c i ó n  d e  q u e b r a d o s  a  u n  c o m ú n

P r o b l e m a s .  1 .® 57 ’ i9 2 . “  ' 70 '  7
46 * 
4

G715 18
K  0 5 4 0 7_ 4 .® V  ’ ■ 7 » i ö ’ 19
O  • 6 ’ 5 ’ 10 ’ 8

t 7 80 15f-1 ® 7 45 15 6 . “ T  ’ 9 ’ 9 6 ’ 37'«.* * 1 9 ’ 21 ’ 18 ’ 30
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Problemas.

Problemas.

1 .®3.®5.®
Idem por el segando método (íOS).

8 * 2  9 0  1. L  —T »  Í 8 » T  <2’ 24’ «3 5  41 ¿ o  ü ü i 2
6 ’  12 ’  48 * 43 ’  2S ’ 524 2 7  f i o A Z i .■5 ’  T ’  45 5 ’  45’  40-

Simplificación de quebrados', p'imer método (496).
1 .*4.® 56402405

C) O 402 5 0408tr O «   ̂ O
Idem por el segando método (497).

6395405'
Problemas. \

Problemas. 1.®5.'
3?40 9 0  2449*

8 «
Adición de quebrados: y mixtos.^  ■ 4 , 45

47 -t- 9 -t- jj347 . 40 . f  3 '  . í» 45 , .  rr 7Í . + A  +  i . ̂ -i- jj - r  79 g - í - 5 | 2 .®4.“ 19 27 H- 17 g 90
Problemas.

Problemas.

Problemas.

l A4.”
1 .“4."
1 .“4.®

Sustracción de quebrados y mixtos.
3 o  o o 4 ir <
4 44 5 '  *

8 ip-3 k o o i 5 w 819-1— 1 5 , 18 —5.o 2 1 |  —  7-| 6 .® "" ^
Multiplicación de quebrados y mixtos.f x 4  2.« | x | -  3.“5.“ 3 2 7 - 1 x 6  6 .® 528 x  4 15 í x 7 f

7 7 | - 1 7 f
8 | x 9

Division de quebrados y mixtos.4 2.® •I-:-! 3 .“ 7 ' -
‘  9

4 A - A
^  5  • 9

5.« 1 : 7 6.‘ 1 5 1 9 | -
Problemas de quebrados concretos.

1. ® ¿Cuánto componen 2 pedazos de lela, uno de 47 — de vara, y otro de 45 ~ ‘t2. ® En lugar de 5 varas y -Z  se ha lomado 5 y ¿qué error ha habido?3. ° ¿Cuántos minutos componen 48 horas y -r?■ 4 ^4. ® ¿Cuánto valen 78 — varas, á 7 pulgadas y y ?5. ® ¿Cuántas horas componen 785 minutos —?
6.® ¿Á cómo sale la vara de una pieza de 75 i  I~  aue ha costado 873 - r  5  ̂ 44 *7. ® ¿Cuántas unidades inferiores enteras contiene el quebrado ^ ?
8. ® ¡Cuántas unidades enteras componen — de vara?

** • i79.0 ¿Cuántas pulgadas tienen ~  de vara?
pesetas?

49 47¿Cuántas libras contieno ~  de arroba?



CAPITULO VIII.
q u e b r a d o s  d e c i m a l e s .

AltTÍCULO PRIMERO.
P R E L IM IN A R E S .237 Q u e b r a d o s  d e c i m a l e s  se llaman aquellos que

denominador la unidad seguida de ceros, como 10, 100, ^llamándose así porque las partes en que se considerala unidad son tales, que cada una equivale a 10 de ma^mtud inferior inmediata, justamente lo mismolas unidades de diferente orden que componen los númerosenteros.Y  evidentemente, si la unidad se divide en 10 partes y en 100, una de las primeras se expresará por d  , y una de las segundas por , quees 1 0  veces menor que ^  (186). - * n»ra2 3 8  Las partes de la unidad dividida en 10 se llaman c/ectmos, las de la unidad dividida en m  cenUsimos, y
milésimos, cien milésimos, millonésiinos, diez millonesimosy etc., Uamanuose T a m S  unidades decimales de primer árden á los décimos, de segundo a‘ “ V s a  '  W .iL ™  se llama generalmente todo el qne se comp™^de partes decimales, aunque tenga enteros y sea, por lo tanto, nume ro L x t o  ó decimal impropio, nombre que le daremos casi siempre.

a r t í c u l o  II.
N U M ERACIO N  D E C IM A L .240. Numeración decimal se llama el sistenaa por medio del que 'se pueden expresar todos los quebrados áecim^es imaginables, con el menor número posible de palabras o de cifras, análogamente á la numeración de los números enteros.



2 4 1 . Para expresar oralmente los quebrados decimales, no se necesitan más palabras que las usadas para la numeración de enteros y las que acabamos de ver en el artículo anterior; y la manera de servirse de unas y otras se comprenderá al tratar en seguida de escribir y leer estos aiúmeros, pues siendo inverso el sentido, pero semejante, en que varían de niagnitud sus unidades comparadas con los enteros, la explicación del sistema de números enteros conviene al de los quebrados decimales.2 4 2 . Para escribir los quebrados decimales podría procederse como para escribirlos quebrados comunes; pero la regularidad de sus denominadores lia permitido suprimirlos, ó mejor diclio, sustituirlos con una coma, llamada signo decimal^ puesta entre la primera y segunda cifra de la derecha si el denominador es 1 0 ; entre la segunda y la tercera si el denominador es 1 0 0 , etc., poniendo ceros si las cifras significativas son en menor número que se necesiten para que el signo esté donde es debido, y por lo tanto, la coma ó signo decimal equivale al 1 del denominador suprimido, y el número de cifras que hay á la derecha del tal signo dice el de ceros de dicho denominador. Debiéndose á la izquierda del signo decimal escribir los enteros que puede tener el nùmero si es mixto, o 0 en lugar de ellos si fuera decimal propio.Así. à  =  0.3; ®  =  0,07; =  4,57.Estos sencillos ejemplos, y lo anteriormente expuesto, bastará para que comprendiéndose desde luego la semejanza que hay entre el sisle-ina de numeración de los enteros y el de decimales, podamos establecer la siguiente.2 4 3 . Regla. Para escribir decimales, se marcará desde luego qae lo 
son con el signo correspondiente, puesto á la derecha de los enteros, si los hu
biere, y, en caso contrario, á la derecha de 0 enteros. En seguida se colocarán 
los décimos en.el primer lugar decimal, contando desde el signo hácia là úe- 
récha, los céntésimos en el segundo lugar, etc., poniendo 0 eii todo lugar en 
que falten unidades decimales del orden correspondiente.

Ejcmploí. Para escribir mintc y Ira  centéiimot, que desde luego veremos que equivalen á decir dos décimos y tres eenlésimos, escribiremos 0,23 =  ^ . Para escribir cuarenta y cinco milési- TQos, que debemos ver que equivalen á cuatro eenlésimos, cinco milésimos y ningún décimo, escribiremos 0,OiS =  , Y  para escribir 4 enteros y 23 milésimos, escribiremos análogamenté '5,023 =
4 _EL — í2?3tooo 4000'2 4 4 . Escolio. Como del mismo modo que un décimo tiene diez céntésimos y cien milésimos, y un centésinio diez milésimos y cien diez- milésimos, un entero tiene diez décimos y cien céntésimos, y diez enteros tienen cien décimos y mil céntésimos, se pueden dictar los decimales (y así se hace con frecuencia) sin marcar la separación de los enteros. En este caso no habrá más que escribir todo el número como si fuese entero, y poner después el signo decimal donde corresponda por la regla aúteriór. Sentado esto, se puede ya establecer una regla más general para escribir decimales al dictado.2 4 5 . Regla general. Para escribir un número decimal al dictado, ya
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se manitm la separación de enteros y decimales, ya deje de indicarse, se es- 
cribirdi, seam se van dictando, por la regla d c U  numeración enteros, 
hasta oir la palabra enteros, en cuyo caso se pondrá el signo decimal, y 
en seguida se escribirá la parle decimal, teniendo en cuenta que el numero de 
sus cifras deberá ser de tantas como ceros deban considerarse al denominador 
del decimal, supliendo con ceros las que faltasen; y conociendo el deiiomma- 
dor que debe considerarse al decimal per la terminación, decimos, cenlest- 
m osU lc., con que se termine el dictado. Y  su »  se oye la palabra enteros, es
crito todo el número como si fuera entero, al mr la terminación decimal, esta 
dirá cuántas cifras de la derecha deben separarse con el signo decimal.■el signo aecimal a su aerecna, com oia reclaman tres cifras dec males, no teniendodeben .crlb irse  dos cerosentre el signo decimal y el 7 para que sean milésimos, en esta forma: 7,007 — •

Eiemplo,.- íl'den.minador debe eupepíreele al ,debra- do, es t.000,000, tendremos que escribir 0,001808 -
r c e 'r  s T e 'S i K? líc r d '’e“cfn ctp o 1 ?rq u e1 o n d S ^ ^ ^  s’igno^ecimal de’spues de 30. que serán los enteros, en SOOS'iOS•esta forma: 30,08508 — -jQoóoo"'Para leer loa nümcroa decimales, puede procederse de d leyendo aparle los enteros, y separadamente los decimales ó todos unidos, sin distinguir los enteros, á semejanza de los dos modos de dictar une acaban de enseñarse, según la regla siguiente.

9 4 -ft Re- l̂a "eiieral. Para leer un numero mixto de enteros y deci- 
m d ^  por qrandeque sea, lo más usual es leer primeramente los enteros por 
las reqfas correspondientes, y después los decimales como si fueran enteros, 
pero añadiéndoles después el nombre de las unidades decimales, correspon
dientes á un denominador con la unidad seguida de tantos ceros como cifi as 
decimales lenqa el número propuesto; cuya lectura se facihtura con las divi
siones de tresnen iros cifras que se emplean en la lectura de los eniei os (j 8). y  si se Quiere leer todo el mixto, sin distinción de enteros, se prescindirá del

de la Uclura, y se hará ésta como si iodo el 
S e i  o fZ lle e n le i 'O S , añadiendo después el adjetivo correspondiente a las 
unidades decimales que exija la situación del signo decimal por el denomina
dor que deba suponérsele. . . . . .  n .  ____ „¡r,,, «e

E jem plo . S i tenemos 3«70,04568 no teniend^^^^  ̂ cuaíro^m™ qwmieníos *eíení«’e «-
in ú til hacer 3'visiones de á tres, y  por lo tanto a ¿ porque el denominador, que debe su -
teroe y c u a t r o  mil Y  ,1 L  n u ie rn e ^ r t o X e l ’ si n distinguir los enteros, sec u m p l o ,  cincuenta , . c t e  malones.
c.a,ro  „ «  . . . . « I .  V o,ko cien también, porque el denominador, qne debosuponérsele al quebrado, es siempre el mismo lüü.uuu.
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ARTICULO III.PROPIEDADES PRINCIPALES DE LOS DECIMALES.247 . Los ni’imeros decimales tienen propiedades particulares, pocas en níimero, pero de variada aplicación y de utilidad grande, y que por ser hijas de la manera de expresarlos y del órden especial que entre sí guardan los denominadores que pueden suponérseles, no son aplicables á. los quebrados ordinarios. No sucede lo mismo relativamente á las propiedades de estos, pues son aplicables á los decimales, si bien para ello es menester considerarlos como quebrados comunes, y hasta tomar la forma de tales, la cual casi nunca pueden perder después de cualquier trasformacion que experimentan en virtud de la aplicación de algunas de tales propiedades.Por ejemplo, la propiedad de los quebrados comunes, de que multiplicando sus dos términos por un mismo número no varía su valor, es aplicable á los que- cjuebrados decimales; pero es menester ponerlos en forma de ordinarios, yserá V . gr. 0,2 =  ^ , y multiplicando sus dos términos por 3, su valor no variará (189), pero dará quebrado que ya no es decimal. Y  lo mismo 4,5 =45 _  4 5 X 2  ÍO ~ 90
20'10X 2Hechas estas consideraciones, ocupémonos únicamente de las propiedades particulares de los decimales.2 4 8 . L e m a . A  todo decimal se le pueden poner á su  derecha 

todos los ceros que quiera, sin  que varíe de valor.Así 0,2 =  0,20 =  0,200, y 4,5 =  4,50 =  4,500.Porque como se dijo en la numeración decimal (258), 1 décimo vale 
1 0  centésimos y 10 0  milésimos, y consiguientemente 2  décimos valdrán 20 centésimos y 200 milésimos, y  4 enteros y 5 décimos valdrán 45 décimos y 450 centésimos y 4500 níilésimos.2 4 9 . L e m a . Todo entero puede considerarse como un m ixto  
de entero y  decim al, compuesto éste de los ceros que se quieran.Así 54 =  54,0 — 54,00, etc.Porque no sólo es evidente que 54 enteros es igual á 54 enteros y O décimos y 0 centésimos, etc., sino que 54 enteros es igual á 540 décimos y á 5400 centésimos, etc. (248).250. L e m a . Ün número decimal, tenga ó no tenga enteros, 
se hace diez veces m ayor s i el signo decimal se traslada un lugar há- 
cia la derecha; cien ueces m ayor si se traslada dos lugares; m il s i  
tres, etc. Asi 5 4,4 5 es 10 veces menor que 5 4 4,5 y 100 veces menor que 5 4 4 5 y 1000 veces menor que 5 4  4 5 0



Porque trasladando el signo un lugar hacia la derecha, los decimos se convierten en unidades simples diez veces mayores que los decimos; los centésimos en décimos, diez veces mayores que los décimos, etc., y las unidades simples se convierten en decenas, etc.; luego todas las partes del niimero se hacen diez veces mayores, y el total también debe ha- cerse. La supresión del signo á la derecha en los dos últimos ejemplos, es por inútil, pero debe considerarse como trasladado.251 Lem a. Un número decimal se hace diez veces menor 
trasladando el signo un lugar hácia la izquierda; cien veces trasla- 
dándolo dos lugares; mil si se traslada tres, etc.Así 5 4,4 5 es 10 veces mayor que 3,4 4 5 y 100 veces mayor que 0,3 4 4 5 y 1000 veces mayor que 

0 ,0  5 4 4  5Porque trasladando el signo un lugar hácia la izquierda, las unidades simples se convierten en décimos, que son diez veces los décimos en centésimos, etc., y por lo anto todas mero se hacen 10  veces mayores, y al total dehe sacederle lo niisn o, análogamente 10 0  veces trasladando el signo dos lugares hacia la izqiiier-cIq etc2 5 8 .  Observación. Como se ha 'v isto  en e l ejemplo anterior, e U i g o o ^  mal nuede trasladarse todos los lugares á la izquierda que se quiera, poniendo S s  ce C s correspondientes, pues Evidentemente 0 3 es diez veces 0 03 etc., y , en el caso contrario, el signo decimal también todos los lugares hácia la derecha que se quiera, aunque se suprime por como se indicó 2S0); pues evidentemente 3, 3 es diez veces menoi que 33,0 y mS^veoL menor quE 330,0 y 33,0 =  33 y 330,0 =  330; pero decimos que se coLidere eUigno como existente por la conveniencia de que se vea generalizado el lema. ARTÍCULO IV .
AD ICIO N  DE D E C IM A LE S.253 E l problema general de la adición ó suma de los decimales no se divide en otros, pues sean los sumandos todos ó algunos decimales ó mixtos, sean unos enteros y otros de- oimiles, sean todos ó algunos decimales propios, se opera siempre según la siguiente.2 5 4  Ke'^la Coloqúense todos los sumandos, los unos debajo de los 

otros, de manera que formen columna vertical los signos decimales, con la que 
cnmlarán las unidades enteras y decimales de igual orden formando columnas 
verticales. Súmense después los sumandos como si fuesen enteros, g a la  suma 
póngase el signo decimal debajo de los signos de los sumandos.
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E je m p lo s . 1.' 37,04 +  9,7 H- 45,577=  92,3H
2 .' 5784,6 +  745.0 +  0,7=  6530,2

üemoslracion. Es la misma que la de los números enteros (70), pues no se hace otra cosa que reunir todas las unidades de igual orden, tanto decimales como enteras, y reuniendo todas las ]>artes de los sumandos-, deben'quedar reunidos éstos y el número que se halle dehe ser la suma.
O bservación. Desde luego si los sumandos son concretos, se operan del mismo modo, pero deben ser homogéneos (73),ARTICULO V.SU S T R A C CIO N  D E  D E C IM A L E S .255. E l problema general de la sustracción de decimales es también uno solo, pues todos los casos se resuelven por la siguiente regla.2 5 6 . Regla. Para sustraer decimales, se coloca el sustraendo debajo 

del minuendo, de manera que los signos decimales formen columna, con lo 
que las unidades de cada órden quedarán debajo de sus semejantes. Si el ini- iiuendo tiene ménos cifras decimales que el sustraendo, ó no tiene nin- giuia, se igualarán escrihiendo los ceros que sean necesarios. Después se hará la sustracción como si los números fueran enteros, y-á la resta se pondrá el signo decimal debajo de los del minuendo y sustraendo.

E jem p lo s. 537,4 =  537,40346,57 =  —  346,57 2.“ 7567 =  7567,00— 898,45 = —  898,45=  481,03 =  6668,55prueba 527,40 . prueba 7567,00
Demostración. Es la misma que la de los enteros (81), pues se halla la diferencia de todas las partes de los datos, y debe, por lo tanto, hallarse la diferencia de ellos.La sustracciou de decimales coaoretos se efectúa lo mismo, pero deben ser homogéneos (83). ARTÍCULO VI.M U LT IP LIC A C IO N  D E  D E CIM A LE S.257. E l problema general de la multiplicación de decimales se divide -en tres: 1." Multiplicar un decimal por la unidad con ceros. 2.’’ Multiplicar un entero por un decimal, ó al contrario. Y  3.® Multiplicar un decimal por otro.



Ejemplos.

2 5 8 . Ren-la 1.® Para mulUplicar wi decimal por la unidad, seguida 
de ceros, se co°rre simplemente el signo decimal tantos lugares hacia la dere
cha como ceros acompañen á la tmidad, supliendo con ceros a la derecha tas 
cifras que puedan faltar al multiplicando.

1 “ 57,457 X  dOO =  5 7 4 5,7.2 . ® 578,459 X  1000 =  5 7 8 4 5 9.3, ® 575,406 X  10000 =  3 7 5 4 0  6 0.
Demostración. Es la misma que la de la propiedad de los decimalesensenada ^ multiplicar un decimal por un entero, ó al con-

Irario, ¿  hacekt nmUipUcacion, prescindiendo del signo decimal, por h  regla 
de multiplicar enteros (99), y al producto se separan con el signo decimal tan
tas cifras á la derecha como decimales hihiere en el factor decimal Y  si el factor entero terminase en ceros, se prescinde fse agregan al producto antes de la dicha colocación del signo decimal

77

correspondiente.
1 .” 3 8,7 1X  5 27 7 4 21 1 6  131 2 3 8,7 2

2 .' Ejemplos.0,0045 X  14180■ 450,0630
3.“ 7,5 7X  5 2 0 0 01 5  1 45 7 8,5

6 9 3 6 4 0 ,0  0
Demostración. Al prescindir del signo decimal del ranltiplicando en el primer ejemplo, se hace 100 veces mayor (250), 'f f j f o d u c lo  por lo tanto, 10 0  veces mayor de lo que debe ser (loo); y como al separarle con el signo decimal dos cifras se le hace 10 0  veces menor, quedara como es debido. Y  análogamente en el segundo ejemplo se hace el multiplicando 10 00 0  mayor y el producto igual numero ^en el tercer ejemplo se sigue la misma regla, pero se de los enteros (105). Y  como lo mismo podríamos demosUar cualquier otro eiemplo, la regla es general y queda demostrada. • ; j »2 6 0  Re"la 3 “ Para midtipHcar un decimal por otro, se prescinde del 

signo decimal en ambos factores, y al producto se le separan con tal signo 
tantas cifras á la derecha como decimales tienen ambos factores juntos.

Ejemplos. l .° 5 4,7X  5,51 7 5 5  10 4 1
1 2  1 ,45

2." 2,5 9X  0,0 3 51 2 9  5 7 7 70,0 8 9 6 5
Demostración. Al prescindir del signo decimal del multiplicando, se



le hace 10 veces mayor (250), y el produelo deberá, por lo tanto, resultar 10 veces mayor de lo que debe ser. Al prescindir del signo decimal del multiplicador, se le hace también 10  veces mayor, y lo mismo al producto, por lo que éste resultará mayor de lo que debe 10  veces por un motivo y 10 veces por otro, ó sea 10 x  10 =  100 veces (94), y no 20 veces como acaso aparezca (pues, por ejemplo, la tercera parte de un número, tomada la tercera parte de veces, no es su sexta, sino su novena parte). Y  como lo mismo análogamente podremos demostrar sobre el segundo ejemplo y sobre cualquier otro, pues la regla de multiplicación de enteros está demostrada (103), la regla que nos ocupa es general y queda -también demostrada.La multiplicación de los decimales concretos se hace lo mismo que la de los abstractos, ateniéndose ademas á cuanto se dijo sobre estos cuando son concretos y deben multiplicarse (108). 0La misma regla dada y practicada ^  ejemplos de dos factores puede seguirse cuando sean tres ó más, pues que las multiplicaciones son sucesivas.
ARTICULO V II.

D IV ISIO N  D E  D E C IM A LE S.
261. E l problema general de la  division de decimales se divide en cinco: 1.” Dividir un decimal por la unidad seguida de ceros. 2.° Dividir un decimal por un entero. 3." Dividir un decimal por un entero (diferente de la unidad) terminado en ceros. 4.  ̂ Dividir un entero por un decimal. Y  5.° Dividir un decimal por otro decimal.2 6 2 . Regla 1.“ Para dividir un decimal por la unidad seguida de ce

ros, se traslada simplemente en él dividendo el signo decimal tantos lugares 
hácia la izquierda como ceros acompañen á la unidad, supliendo con ceros á 
la izquierda las cifras que pueden faltar al decimal propuesto.

Ejemplos. i .°  374,56 : 100 =  3,74562 .“ 78,67 : 1000 == 0,07867.
Demostración. Es la misma que la de la propiedad de los decimales (251) de hacerse 10, 100, etc. veces menores cuando el signo se traslada uno, dos, etc. lugares hácia la izquierda, pues hacer un número 

1 0 , 10 0 , etc. veces menor, es lo mismo que dividirlo por 1 0 , 1 0 0 , etcétera (129).2 6 3 . Regla 2 .“ Para dividir un número decimal por un entero, se ha
ce la division como si ambos fuesen enteros, teniendo únicamente cuidado de 
poner el signo decimal en el cociente tan luego como la cifra de los decimos del 
dividendo forme parte de algún dividendo parcial, y si hubiere residuo será 
inferior á las unidades decimales inferiores del cociente.
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Ejemplo. 7442,8710408218828751
522 5 2,5 8 gl de ceatésimo X  32 prueba.4 6 5 1 6
6 9 7 7 47 4 4 2 ,5  6 +  0.5 17 4 4 2 ,8  7

Demostración. Es exaclamente la misma que la de la división de números enteros (152), pues se determinan todas las partes enteras y decimales de un número, que multiplicadas por el divisor den todas las del dividendo: y por lo tanto el número total de tales partes halladas, multiplicadas por el divisor, que dan el dividendo, es el cociente verdadero. Y  en cuanto á que el residuo vale siempre ménos de una unidad decimal de las inferiores del cociente, basta considerar que si valiera tanto ó mas que una de ellas, seria igual ó mayor que el divisor, y la cifra anterior del cociente debería aumentarse en una unidad (146).2 6 4 . Escolio. Com o á todo decimal se le pueden suponer a la derecha todos los ceros que se quieran (248), y todo entero se puede suponer mixto de entero y decimal, se comprenderá fácilmente que todo dividendo decimal ó entero podrá producir al cociente todas las cifras decimales que se quieran, pues en vez de dividir, por ejemplo, 3,4 por 3 podremos dividir 3,400000; verdad tan importante y de tanta aplicación, que, aunque la" señalamos á continuación de la regla y demostración de que es consecuencia, reservamos su esplanacion y variada aplicación para un artículo separado.265. Reela 3.® Para dividir un decimal por un entero cualquiera termina
do en ceros, se suprimen éstos, y en el dividendo se corre el signo
lugares Mcia la izquierda como ceros sê  supriman al divisor, efectuándose des
pués la división por la regla anterior 2 .*

Ejemplo. 578,92 : 600 =  3.7894 | 6 ______38 29 54 00
0,9649-(- 6 prueba5,7894

Demostración. Suprimiendo dos ceros en el divisor, lo hacemos veces menor (250). ó lo dividiremos por m  (i 29), y  corriendo el signo decimal del dividendo dos lugares bácia la izquierda, lo hacemos 100 veces menor también, luego el cociente no debe alterarse; y como después se opera con sujeción a laregla 2 .®, esta es general, y queda demostrada. ¿ j  t,266. Escolio Como á todo entero se le puede suponer á su derecha el signo decimal, la división de un entero por otro terminado en ceros, puede abreviarse suprimiendo los ceros y separando con el signo decimal en el dividendo tantas cifras como sean los ceros suprimidos al divisor, lo que ya esplanaremos después convenientemente.



267. Re^la 4.® Para, d ivid ir %n entero por un decimal, se suprime á éste el 
siano decimal, y  se agregan al dividendo tantos ceros a la derecha como cyra s de
cimales tenia el divisor, quedando la operación reducida a la división de un en
tero por otro.

Ejemplo. M  =  374500 í 352
80

3,52 =  374500 2250 •1380 324 <063^
demostración. Suprimiendo el signo decimal en el divisor, lo hacemos (m el eiemplo anterior 100 veces mayor (250), y como agregando dos ceros a dividendo lo hacemos 100 veces mayor también (104), el cociente no puede alterarse. Y como lo misYno podría demostrarse cualquier otro ejemplo, la regla es general^ 268. Reela 3.“ Para dividir un decimal por otro, si el dividendo tiene ma

yor número de ci fras decimales que el divisor, se le suprime á éste el signo deci
mal, V en el dividendo se corre el signo decimal tantos lugares hacia la derecha 
como cifras decimales tenia el divisor; y s i  éste tuviera mayor numero de eLas 
aue el dividendo, se le agregan á éste tantos ceros como sean necesarios para tener 
tantas cifras decimales como el divisor, suprimiendo después de uno y otro el signo 
decimal. En el primer caso, el problema quedara convertido en una división de 
enteros, d de un decimal por un entero, y en el segundo caso, á la de un entero 
por otro.

Ejemplos.9.315 : 0.45 =  9 3 1,5 \ 4 5 0 0 0 ^prueba X  0.4 51 0,3 6 
8 2 89,3 1 5

2.” 150.5 : 0,43 =  15050 ¡ 4 3“ áTó"000 o » U0,4 3prueba 1 0  3 0 14 0 01 5 0,5 0
Demostración. Al suprimir en el primer ejemplo el signo decimal del diysor, lo hacemos 100 veces mayor (250), y 100 veces mayor al dividendo al trasladar dicho signo dos lugares hacia la izquierda; luego el cociente no debe variar (133). Y  en el segundo ejemplo, análogamente, se hace el dividendo y divisor 100 veces mavor suprimiendo el signo decimal, después do igualar con ceros el número de cifras decimales de ambos. Y como lo mismo podría demostrarse sobre cualquiereiemplo. la regla es general y queda demostrada. ̂269. Observación. La primera parte de la anterior regla parece que debiera suprimirse, pues que en todo caso, igualando el número de cifras decimales de dividendo v divisor, y suprimiendo el signo decimal de ambos, la operación que-- daba reducida á la división de un entero por otro. Mas si se considera que en el caso de que el número de cifras decimales del divisor sea menor que el del dividendo, para igualarlo habria que agregar á aquel ceros, los que obligarían después para abreviar á recurrir a la regla 3.% lo que esta previene es lo que viene á hacerse desde luego.2 7 0 . Escolio. Las reglas anteriores 5.“, 4 .“ y 5.*, pueden reducirse á una sola, y por eso se lian puesto en letra menuda, y es la siguiente: 

Siempre que el divisor tenga decimales ó termine en ceros, sea cual sea el di- 
videndo, considérense el signo decimal d los ceros de tal divisor como un in
conveniente para hacer fácilmente la 'división, g háganse desaparecer, propor
cionando al dividendo un aumento ó disminución igual por medio de la tras-



lacion de su signo decimal ó por el agregado ó supresión de ceros correspon
diente.Véanse los mismos ejemplos de las reglas anteriores.Nota En estas reglas, como en muchas partes de la Aritmética, se ha mirado más á la conve- niencia'de que el eslu3ianle se familiarizase con las propiedades de los números, que- a la conveniencia también indudable de darle el menor número posible de reglas.ARTÍCULO VIII.
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• A PR O XIM A CIO N  D E  LO S R E S ID U O S POR D E C IM A LE S.2 7 1 . líenla general. A todo residuo de una división inexacta ó apro
ximada, ya sea ésta de números enteros, ya sea de decimales, se podrá detet- 
miiiar su valor en decimales, exactamente, ó con toda la aproximación gue se 
í/uiera, continuando la división gue lo produjo con el aumento de ceros deci
males en el dividendo, ó sea añadiendo uno á cada residuo indivisible ó rnenor 
que el divisor, por cada cifra decimal que se quiera encontrar en el.cociente; 
cifi^ que será del orden inferior inmediato al de la última antes hallada; pu
diéndose segidr la operación hasta obtener un cociente exacto, ó hasta que se 
vea que las cifras del cociente se repiten bajo un mismo orden, que será señal 
de que lá división no tiene limite y que hay; por lo tanto, que tener siempre nn 
residuo.

Ejemplos.37, io1425
102000

9,3025 39,,-457 j.344537
10

6,57616666...
40 40 ' -tO 403.* 37,37 [232700 5,338571-428571-425...

4050
10.30206040

FrMcacion Con stiiccion á la regla, se ha continuado la division en el primer ejemplo hasta nhfpY/r S i i l e  e x a c ^ ^  segundo, hasta ver que se repite la cifra 6 ilurntadamentc; y en d  írcT ro  hasta v e r c i f r a s  se repiten en el úrde.i de 571128. y, por lo tanto, sm limites.
Demostración. Esta regla se funda, según ya iiulicamos (2G4), en que á todo decimal se le pueden añadir todos los ceros á su dereclia.que se quieran (248) sin alterarlo; y que todo entero se puede considerar como un mixto de entero y decimal de ceros (249)̂  y , por lo tanto, á lodo di-



videiiclo se le puede añadir á la derecha los ceros decimales que se quiera, y efectuar la división por la regla (144) de dividir un decimal por un entero; pues lo mismo es añadir cierto número de ceros al dividendo que uno á ’ cada residuo. Y  evidenlemenle los decimales que vayan saliendo para el cociente, serán del orden que el cero añadido debia ocupar en el dividendo.Ksto es aue en el ejemplo pTinwro, al hallar el cociente aproximado 9,38 y un residuo 1, gue será cenléhmos si se le agrega un 0, que puede considerarse en el dividendo en el lugar de mile* sfmos f o S á  un dividendo parcial de 10 milésimos, que da por cociente 2 milésimos, y 2 de resi- áue “ on olVcer^^^  ̂ como bajado del dividendo del lugar de los diezmilés.mos, formara otro dividendo parcial de.20 diezmilésiraos que da para el cociente 5 diezmilésimos y 0 de residuo.ARTÍCULO IX .CONVERSION DE DECIMALES Á QUEBRADOS COMUNES, Y  DE ÉSTOS Á AQUELLOS.Por los anteriores ejemplos, debemos haber empezado á conocer que bay decimales ilimitados, y aunque su teoría la reservamos para la aritmética superior, adelantaremos lo indispensable para llenar el objeto que expresa el titulo de este artículo.2 7 2 . Decimal exacto se llama el que consta de un número limitado de cifras decimales, y decimal inexacto ó periódico, aquel que tiene un número ilimitado de cifras; dividiéndose los periódicos en periódicos puros cuando las cifras que se repiten empiezan desde los décimos inclusive, y 
periódicos mixtos cuando las cifras que se repiten y forman el periodo (ó cifras repelidas de igual orden) empiezan desde una de las unidades inferiores á los décimos.373 El origen de los decimales es el mismo que el de los quebrados comunes Y como el de estos, aunque de dos especies, siempre puede considerarse como de una división (178), por lo que los decimales podemos también decir que equivalen á quebrados ordinarios ó divisiones indicadas, llamándose fracción ge
neratriz de un decimal el quebrado que la produjo ó pudo producirla por ser equivalente á ella, aunque un decimal puede ser producido por vanos quebrados iguales entre sí, y el verdadero generador es el irreducible.Para determinar la fracción generatriz de un decimal, ó sea un quebrado equivalente á ella, pueden ocurrir tres casos: Que el decimal sea exacto.2.'» Que sea periódico puro. Y  3.® Que sea periódico mixto; y hay, por lo. tanto, tres reglas2 7 4 . Regla 1 Para hallar la fracción generatriz de un decimal exac
to, se le suprimirá el signo decimal y se le pondrá por denominador la uni
dad con tantos ceros como cifras decimales tenia el número y  se simplifica si 
se puede.
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Ejemplos. 1.® 0,745 = _7451000 2 .' 5,07 = 100

Demostración. Es la convención expresada en la numeración decimal (240), pero ademas, si se divide 745 por 1000, según la regla correspondiente (271), dará 0,745. , ‘ /2 7 5 . Regla 2 .“ Para determinar la fracción generatriz de un decimal 
periódico puro., se pondrá por numerador el periodo y por denominador laníos 
nueves como cifras tiene el periodo.

Ejemplo. 0,575757. . .  =



D em o stra ció n . En la Aritmética superior se demostrará teóricamente, y  p o r  ahora sólo diremos que 37 : 99 =  0,5737...2 7 6 . Regla 5.° Para h a lla r  la fra cc ió n  g en era triz  d e  u n  d ecim a l p e 
riódico m ix to , se p o n d rá  p o r  num ei'ador la  d ife re n c ia  entre la  p a rte  no p er ió 
d ica  d e l d e c im a l y  e l  n úm ero qu e ella  fo rm e  con e l  p e r io d o , y  p o r den om ina
d o r  tantos n ueves corno c ifr a s  tenga el p e r io d o , seg u id o s d e  tantos ceros como  
c ifr a s  no p e r ió d ic a s h a y a .

E je m p lo .  0 ,4 5 7 5 7 .. .  ---- ggg ggg.
D e m o stra ció n . Prácticamente, por ahora, diremos que 151 : 330 =  

0 ,4 5 7 5 7 . . .  como puede verse efectuando la division, y lo mismo si se divide 453 por 990.2 77 . Observación. Si el decimal que se quiere convertir es mixto, ó sea con enteros, éstos formarán con el quebrado ordinario el mixto equivalente, ó se con-» siderarán como parte no periódica de un decimal m ixto, y  se obrará, según la anterior regla, pero poniendo al denominador sólo los ceros que correspondan por el verdadero período.Así 5,45737 == prácticamente puede verse.2 78 . O b servación . Con las tres reglas anteriores, se puede evidentemente convertir en quebrados comunes cualesquiera decimales que se presenten. Hay, sin embargo, decimales que no son exactos, ni son periódicos, y  no es, por lo tanto, rigorosamente exacto lo que dijimos (273) de que todos equivalen á divisiones indicadas *ó quebrados. Nos referimos á los producidos por la extracción de raíces, que, como veremos en la aritmética superior, se llaman inconm ensu
ra b les , y  no equivaliendo á quebrados, no pueden convertirse en tales. Son ilimitados, y  sus cifras se repiten sin ningún órden; pero de ellos no podemos aún ocuparnos. Pasemos, pues, á la conversion de quebrados comunes en decimales.2 7 9 . Regla. P a r a  con vei'tir u n  qu ebrado o rd in a rio  en d e c im a l, se d i
v id e  su  n u m era d o r p o r  su  d en o m in a do r, a p ro x im a n d o  la  d iv is io n  p o r  decim a 
le s , según la  reg la  correspon dien te  (271).
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E jem p lo s. 
2 .'T  =  3,0 1 i2 0 0,750 0 3.- i =  3,0 12060

f  = 2,020
20

0,666...

0.42857U...40SOJO30
D em o stra ció n . Esta regla se funda en que lodo quebrado equivale á una división indicada (179), y á que toda división se puede aproximar por decimales (271). Y  en cuanto al resultado, muchas veces inexacto, como en los ejemplos segundo y tercero, siempre es legitimo, como puede comprobarse prácticamente, pues por las reglas anteriores 0 ,666 . . .  = -̂  que evidentemente es igual á-|-



9 S O . £scolio. Como las aproximaciones por decimales, de las divisiones, y muchas otras opc- raciones de decimales se hacen muy pesadas innecesariamente, porque rara vez se necesita un resultado en el que sea de importancia el error de algunos milésimos, puede, por lo pronto, establecerse la abreviación siguiente {mientras no aprendemos en la aritmética superior á abreviar las operaciones de decimales, no operando más que con ios necesarios para obtener un resultado con un error máximo de una unidad decimal determitwda). En las sumas y en las restas no se opera con más cifras decimales que aquellas que se conozca tienen importancia para el resultado. Tratándose, pues de restar pesetas, los centesimos son muy suficientes, y áun tratándose de sumar; pero si los ŝ uma’ndos fueran muchos, como diez milésimos valen un centésimo, pueden los milésimos considerarse importantes. Y , análogamente, en las multiplicaciones y divisiones, pues para dividir pesetas entre varias personas, sólo los cenlésimos deben considerarse; pero para hacer una multiplicación, si los factores son muy grandes, pueden tener importancia hasta los cienmilésimos. Y  siempre que en virtud de estas consideracione.s se abrevien los dalos de un problema ó su resultado, despreciando algunas cifras decimales, añádase una unidad decimal á la última considerada, si la primera despreciada vale más de i, porque 5, y sobre todo 6, 7,8 ó 9 milésimos, por ejemplo, despreciados, producen más error que si por ellos se loma un centésimo.
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. ARTICULO X .
VA LU A CIO N  D E  D E C IM A L E S .2 8 1 . Para valuar un decimal, que naturalmente debe ser concreto, se 

multiplica por el número de veces que una de sus unidades contiene á la do 
magnitud inferior inmediata, y la parle de enteros del producto dirá las uni
dades de dicha magnitud que contiene el decimal propuesto. S i ademas tiene 
el tal produóto cifras decimales, considerándolas solas, se iruiUiplican por el 
número de veces que una de ellas contieno á la de magnitud inferior inmedia
ta, y asi se continiia hasta obtener un resultado sin decimales, ó hasta que no 
haya unidades inferiores por que midtiplicar los decimales.

E je m p lo . 0,43 var. =  l pie, 3 p u lg ., ¡5,78 )in;X  3I 9QX ‘ l2 pulg.b8293,48X  ^2 lía.96485,76
Demostración. Si tuviéramos que reducir 45 varas á pies, muHiplica- ríamo's por 5, y el resuUado seria 120 pies; pero como 0,45 varas es 100 veces menor que 43 varas (262), 129 pies será 100.veces mayor délo que debe ser para representar el decimal propuesto convertido en pies; luego será 1,29 pies (262). Y  como análogamente puede decirse que 0,29 pies es igual á 3,48 pulgadas y 0,48 pulgadas =  5,78 libras,|evidente- menle que el decimal propuesto equivale al complejo hallado por la regla, y ésta queda demostrada.
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ARTÍCULO XI.EJERCICIOS SOBRE DECIMALES.
Numeración.* » * .  Escríbensc los decimales siguientes: . . , , . . .■1.® Cuatro enteros y quinientos cuatro mil ochocientos cinco millonésimos. ■2.® Treinta enteros y tres mil cuatrocientos cuarenta y cuatro oienmilesimo.s.3. ® Cuatrocientos enteros y cuatrocientos seis diezmillonésimos. _4. ® Ochocientos millones cuatro mil quinientos treinta y tres millonésimos.5. ® Ocho mil millones ochocientos ocho diezmillonésimos.<6.® Ochocientos cuatro millones cuarenta mil cuarenta y dos billonésimos. Léanse los números siguientes por los dos métodos:■1 .* 7 4 5 6 ,7  8 9 0 5 2 .“  7 0 0 0,0  0 0 4 0 0 5 3.® 7 0 0 1,0 0 0 4 b 0 0 7 4.® 1 4 1 1,0  0 0 0 4 0 4 5.® 0 ,0  0 0 8 4 5 0 0 7 6.® 7 0 7 ,0  0 0 0 0 0 0 0 5 0 2

Adición.1.® 504,975 H- 40,097 H- 8,0078 H- 50,09
2 .® 7400,847 -4- 809,57 +  89,5 +  782,48

Sustracción. ■
=

1 . 7450,089 —  479,988 2  0 757,845 —  888,88888

1." 745,7845 • X  509 Multiplicación.2_o 7,4987009 X  0,89
5." 5 4 5 7 ,5 4  : 5 4 5 

5 7 8 4 5 7 : 4,5 7 Division.2 .” 5 7 3,4 5 7 1 0,0 0 0 5 7 8
5 7 0 0 0 0  0,0 0 5 5.

Convertir los decimales siguientes en quebrados ordinat'ios.2 .“ 5,50047 5 .“ 0,005785.« 0,75454... 6 .° 7,85757...1.“ 0,87450 4.® 0,854854...
Convertir en decimales ios quebrados ordinarios siguientes.. o 2"g 18 49'AnvERTESciA. Se suprimen ejemplos de decimales concretos, porque pueden servir los cjem- Dios dei cicrcicio do enteros, poniendo el signo decimal donde se creaconvemenle; pues en estos ejercicios no pretendemos más que indicar al profesor la clase de los que creemos convenientes, ampliándolos 6 acortándolos, según la disposición del discípulo.
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CAPÍTULO IX.
N Ú M E R O S  C O M P L E J O S

ARTÍCULO PRIMERO.
PRE LIM IN A R ES.283 . Números complejos salemos (28) se llaman ¿os que en una 

misma expresión contienen unidades de diferente magnitud  ̂pero de 
una misma naturaleza.Las operaciones con estos números constitnian antes una de las partes más importantes y difíciles de la Aritmética; pero la aplicación del sistema decimal á los pesos y medidas les ha quitado mucno de su importancia. Sin embargo, los números complejos no han desaparecido, ni pueden desaparecer de la ciencia, no sólo porque pasarán muchos años sin que en muchas provincias se adopte por completo el sistema métrico decimal, sino porque las divisiones del tiempo en siglos, años, meses, dias, horas, minutos y segundos; y las de la circunferencia en grados, minutos y segundos, son complejos, que probablemente no se sustituirán nunca por unidades decimales.2 8 4 . Los complejos, que son medidas del tiempo y de la circunferencia, únicos verdaderamente hoy existentes, son susceptibles de algunas abreviaciones en sus operaciones, porque tienen una circunstancia que les asemeja algo á los decimales, y por lo que en la ciencia que más se sirve de ellos, que es la cosmografía, se llaman sexagesimales. Esa circunstancia es la de que cada unidad contiene sesenta de la magnitud inferior inmediata; pues la hora tiene sesenta minutos, el minuto sesenta segundos y el segundo sesenta terceros; y el grado tiene divisiones análogas, y aunque las unidades superiores no guarden el mismo orden, las inferiores dichas son las que más entran en los cálculos'de la cosmografía y de la náutica.Por lo expuesto sobre estos números complejos, y porque las medidas antiguas no están completamente desterradas, tenemos que aprender á operar con ellos, aunque por métodos sencillos; no extremándonos en la practica de problemas complicados, pues rara vez podrán presentársenos en layula. Los grados se expresan con un 0, y los minutos, segundos, etc,, con una, dos o tres comas á la derecha, y un poco más alto del número á que afectan. , . , •En las Tablas auxiliares III, IV y V, al fin déla Aritmética, se verá lodo el sistema de pesos y medidas, antiguo y moderno, y ia correspondencia de uno con otro, de los cuales desde luego debemos aprender algo para efectuar las operaciones ele que vamos á ocuparnos.



2 8 5 . El ori{,̂ en de los complejos puede decirse que es el mismo que el de los quebrados. Es decir, la medición ó cuenta de una cantidad, que no conteniendo un número exacto de unidades de magnitud importante, se mide el exceso por otras de menor magnitud.
A R T Í C U L O  I I .
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REDUCCION DE COMPLEJOS Á. INCOMPLEJOS, Y  AL CONTRARIO.2 8 6 . Regla. Para reducir un complejo á incomplejo, se reducen todas 
sus unidades á la infima, multiplicando primero las superiores por las veces 
(¡lie una de ellas contiene á la de magnitud inferior inmediata, y añadiéndole 
al producto las unidades de dicha magnitud cjue tenga el complejo. Reduciendo 
después el conjunto á unidades de magnitud inferior inmediata, y (isi sucesiva
mente hasta tener sólo unidades de la magnitud infima del complejo, las cuales 
formarán un incomplejo equivalente al co7itplejo pi'opuesto.2 8 7 . Si el incomplejo se quisiere de unidades de una magnitud superior á las más pequeñas’ del complejo, se dividirá el incomplejo hallado por la regla anterior, por las veces que una unidad de las más pequeñas esté contenida en otra de las que se quiere sea el incomplejo; pero se dejará indicada la,división, porque efectuándola dará un mixto que, aunque incomplejo, no se presta tan bien al cálculo como un quebrado ordinario.2 8 8 . Si se quiere en forma decimal, en lugar de quebrado común, se reducen á unidades de la magnitud que se quiere el incomplejo todas las superiores á ellas, y todas las inferiores o unidades de las más pequeñas del complejo, dividiendo este segundo resultado por las veces que la unidad más pequeña está contenida en una de la magnitud que se desea, aproximando la división por decimales y juntando el cociente decimal á las unidades enteras resultantes de la reducción délas unidades superiores á las deseadas.

P roblem a. Reducir primero á incomplejo de segundos, después á incomplejo de minuto, y  últimamente, á incomplejo de hora, el complejo sexagesimal si-•guiente. 255 ee' 25.566 h.
Ih . 8' 6" =  2556G" =X  60 60 6 0X 6042o X  602550625506El incomplejo de minuto por decim ales, será7 X 6 0 - f - 5 '- h | í= A 2 5 '1 .7 X 6 0 - f - 5'

Explicación. Las 7 horas, reducidas á minutos y sumados los 5 que tiene el complejo, dan 425' flue reducidos á segundos y sumados los 6 del complejo, dan 2 ,5.506'̂ ' incomplejo de segundos, y dividido por 60 da un quebrado incomplejo de minuto, y dividido porSOXOO" (j_ue tiene la hora da un incomplejo de hora. Y por decimales, 7 horas y 5' hacen 423'. y 6" reducidos a decimal de minuto, hacen en minutos 0,1, y el incomplejo será 425'1
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Bjem flos.2 arrob., 3 lib ., 4 onz. =  852 onz. = 882 lib . 46X  25bO3 lib.33X

En decimai de libra, lib. 53,25 onz. 4,0 0 8 0 0 0

852 UI-. 46 X  25
4 6 onzas que tie---------ne la libra.0,2 53185348523quint., 2 ar., 5 lib., 4onz. =  5684onz. =12 5680 lib. 46 368* ar. 568*quint.

142528355 X  1621303555684

En decimai de arroba, arrob. 14,2

4 6 X 2 5  4 6 X 2 3  X *
lib. 1 65

8 0onz. 8 4,0 I 4 1 0 2 0 0.2 0
2 8 9 . Demoslracioii. Es innecesaria después de la explicación del primer ejemplo, pues se opera siguiendo las reglas de multiplicación de complejos demostradas, y las de decimales que también lo están.2 9 0 . Reducir un incomplejo á complejo, si es quebrado, es lo que aprendimos bajo el nombre de valuarlo; y si esenterò, no hay más que proceder de una manera análoga, pero en sentido inverso á la regla anterior, haciendo tanlts divisiones como clases de unidades de diferente magnitud tenga el complejo que se desea, y los diferentes cocientes lo constituirán.En efecto; si se quiere convertir en complejo, dará 425' y 6", y 425, dará, dividido por 60, T**- y 5', y será T“*-, 5', 6” .Y  el incomplejo 700 onz. =  700 | 16 =  9 lib. 16 onz.16 9ARTÍCULO III.

AD ICIO N  DE C O M P LE JO S.,2 9 1 . Regla. Para sumar los números complejos, se colocan todos los 
sumandos de manera que las unidades de magnitud semejante formen coíi/m-
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ñas verticales. Después, empezando por las menores, se suman las de cada 
magnitud, añadiendo á cada suma las unidades iguales-que haya producido o 
contenga la suma parcial anterior, deducción muy fácil de hacer si los núme
ros son sexagesimales.

Ejemplos. Ì r  55' 5G" 2 .“-h  57 54 +  8 59=  16 54 49 =  17
7  var. 2  pies 5 pulg.5 25 2 9

1 2
Explicación. Sólo diremos, para que se comprenda lo que con la Pr^e^'C^se eb^vlan las o  ̂raeiones de sexagesimales, que al sumar en el primer ejemplo se dice. G y 4 son sO, y 9 son 19 ise noiirun 91%  llevo r y  5 son  ̂ y S son 1f, y 5 son 16; f J r a  W  m ses, quedan 4. (Quiere decir que 16 decenas d̂ e segundo son 160 segundos, los que componen 2 minutos ( f   ̂^  ®,i|ba'i?dcY  después de poner el 4, se sigue diciendo: y  llevo 2, y 5 son 7. y 7 sonJ4 (y se P°"e u "  4 debajo de los minutos); y llevo 1, y 5 son 6y 3 son 9, fuera los seises, quedan 3 se escribe), y Uevo t (es decir, que 9 decenas de minuto = 9 0 . valen t hora y 30 minutos): I que llevo y 7 son 8, y 8 son 10 grados, y por lo tanto, la suma es i6‘’ 34' 49''.

Demostración. Es la misma que la de los cuteros, pues se suman todas las partes de los sumandos, y se reúnen, por lo tanto, todos.Es inútil advertir que los sumandos deben ser liomogéneos (75).
ARTÍCULO IV.

SU ST R A C CIO N  D E  CO M P L E JO S.2 9 2 . Póngase el suslruendo debajo del minuendo de manei’a que se cor
respondan unas debajo de otras las -unidades de igual magnitud. Hállese en 
seguida la diferencia entre cada parte del sustraendo y su correspondiente del 
minuendo, y  si alguna de ésta fuera menor que la correspondiente do aquel, 
añádansele tantas unidades como veces la unidad superior inmediata contenga 
á otra de las que se consideran, añadiendo después una de dicha magnitud 
superior á las semejantes del sustraendo.

Ejemplos. 7h.—  4 15'18 2.“9 7 ar. 2 lib. 8 onz. —  4 ■ 7 9= 2  5G 58 =  2 19 15
■ Exolicacion  Diremos solamente que en el primer ejemplo no pudiendo restar 0 de 7, le .ifiadU iiayiicíwi^on. ^  vpfps mip V  contiene á 1" y se restan de 67 las 9, dando de diferencia 38.ñê oues se rcs?a“n no 8 de 3 siL̂ Ô 'de Tpor no poderse restar de .3, y se halla 6 de diferencia y ?P Írpva t q u f  con t decena de los 18’ , forman 2 , que no pudiendo restarlas de la 1 sola decena del minnP%o^se le agregan 6 que, como son decenas, valen 60, ó sea las veces que V  contiene a i " ,  y ^ s S o  de 7 las 2, resultan 5. Restando, finalmente, de 7 horas, no 4. sino 5 horas, por el aumento de' una á causa del aumento de 60 minutos del minuendo.

Demostración. Es la misma que la de los enteros, pues se halla la diferencia de todas las partes de los números dados, y debe hallarse la diferencia de ellos, pues en cuanto al aumento dado á algunas del minuendo está compensado con el equivalente dado á otras del sustraendo.



94ARTICULO V.MULTIPLICACION DE COM PLEJOS.2 9 3 . Este problema general se divide en dos: 1.'’ M ultiplicar un complejo j)or un incomplejo. Y  2 .“ Multiplicar un complejo ó inco.mplejo por un complejo.2 9 4 . Aunque parezca que lo mismo es multiplicar un complejo por un incomplejo, que, un incomplejo por un complejo, porque el orden de los factores no altera el producto, y porque si bien en los concretos el producto debe ser de la especie del multiplicando, determinada esa especie, se puede tomar como multiplicador el más pequeño; no sucede lo mismo tratándose de números complejos, porque la naturaleza de sus problemas da especial importancia á una parte de uno de los factores que no permite alterar su orden, al iiiénos mientras no se han reducido á incomplejos, y uno de ellos déla unidad especialmente importante del problema, segun apreciaremos por los ejemplos.2 9 5 . Regla 4.“ Para multiplicar un número complejo por tm incom
plejo, se multiplican por el multiplicador incomplejo todas las parles del mul
tiplicando complejo, haciendo tantas multiplicaciones parciales como términos 
ó porciones tiene el complejo, añadiendo á cada producto parcial las unidades 
de igual magnitud que contenga el producto parcial anterior, ó de unidades 
más pequeñas, para que el resultado sea complejo regular.

Problema 4 Si en hacer un trabajo mecánico se emplean 3 horas, 2" y 53", cuánto tiempo se empleará en hacer 9 obras semejantes.
Resolución. Sh- 20' 55" X  9= 5 0  8 45

Explicación. Diremos, para acostumbrarse á operar abreviadamente con sexagesimales: 3 por 9 son 45 (y se pone un ü], y llevo 4. Después 5 por 9 son 45 y 4 son 49, fuera los seises (que son 8, porque 8X<» son 48), queda l [que se escribe á la izquierda del 5), Después 0 por 9 es 0, y 8 que llevo (de la multiplicación de los segundos), soii 8 (que se escriben): 2 por 9 son 18, fuera los seises, queda 0 'que no se escribe), porque á la izquierda del 8 no valdría nada. Llevo 3, y 3 por 9 son 27 y 3 son 3Ó horas, y se tiene el producto total 30 horas 8' 15 ".
Problema *2.“ De un género que vale á 147 rs. 13 mrs. el metro, se desea saber el costo de 4 3 metros.

Resolución. 14 7 rs.X 13 mrs. 4 3331447 43134 521 rs. 4 95 mrs. =  4526 rs. 25 mrs.
Explicación. Hechas las dos multiplicaciones parciales, resultó un incomplejo irregular de I52t reales y 495 mrs., porque 193 mrs. componen algunos reales. Deducidos éstos, se añadieron á los 4521, y.dió el complejo regular 1526 rs. y 23 mrs.

Demostración. Es la misma que la de los enteros, pues se toman tan-



tas veces todas las parles del multiplicando como uuidíides tiene el multiplicador. , . ' , . , .2 9 6 . Regla 2." Para mulliplicar un complejo o incomplejo por un 
muUiplicador complejo precisamente, lo más sencillo es reducir el multiplica
dor á decimal incomplejo, pero de aijuella clase de unidades á las que el pro
blema da especial importancia, y haciendo lo mismo con el multiplicando si 
también fuera complejo, pero de cualquiera clase de unidades, se estará en 
el caso de la multiplicación de decimales. S i al reducir á^incomplejo el midti- 
plicador resulla entero, y el multiplicando es complejo, se estará en el caso de 
La regla anterior, y si eí incomplejo en el caso de un entero concreto por otro.2 9 7 . Segundo método. Se puede reducir el multiplicador á incomplejo, generalmente quebrado ordinario, y multiplicarlo por todos los términos del multiplicando sucesivamente, ó de una vez reduciéndolo también á incomplejo de sus unidades más pequeñas; pero de todos modos, la operación resulta pesada y enfadosa.

Eiemnloi Primer método. Un obrero, ajuslado por dias de horas de trabajo, á 19 rs. 25 ma- rafedisMdá dia de 12  horas de trabajo, se desea saber lo que le corresponde por siete días y cuatro horas.

92

Resolución. \ 9 rS-, 25 mrs. =  rs. í 9,7 3 5 3 7 dias 4 horas= dias-. 7,3 3 35 9 2 0 5 9  6,9 2 0 5 9 5 9 2 0 5 9  
1 3 8 1 4 7 4144 rs ., 24,44 mrs. 1 4 4,7 1 8 9 5 4 9 rs.No considerando más que los centésimos de los factores, se halla un resultado dos centésimos menor.2.® método. 19 rs. 25 mrs. =  19 X  34 m . -+- 25 =  671 mrs.X  7 dias, 4 h. '^ X '<2 h . ^  88 horas.

Producto. 671 X  88
12

124920 mrs. =  144 rs. 24,66 mrs.Ucsnllado poco diferente del anterior y de mayor probable error por el mayor número de operaciones auxiliares que se necesita.
Demostración. Es la misma que la de los enteros concretos y la de los quebrados. ARTÍCULO VI.

M U LTIP LICA CIO N  D E  C O M P L E JO S POR E L  M ÉTODO D E  L A S  P A R TES A L ÍCU O T A S.298. R e g l a  d e  p a r t e s  a l íc u o t a s  se llama el método abreviado de multiplicar números complejos, multiplicando las unidades superiores de ellos y deduciendo de ese producto la parte que al mismo se ha de sumar para obtener el producto total por la correspondiente á las unidades inferiores de los factores que no se multiplican.Como este método es muy usado en el comercio, á pesar de lo que hemos dicho (283) sobre la decadente importancia de los complejos, debemos aprenderlo, aunque no nos extrememos en su práctica.



399. Regla 1.“ Para, multiplicar v,n complejo por incomplejo, se rnuUi- ■ 
plécan las unidades superiores ó de más importancia del multiplicando por el mul- 
tiplicador, y al producto se le siman la mitad, tercera parte ó cuarta, etc. del mul
tiplicador, según que las inferiores del multiplicando que se dejan sin multiplicar 
compongan la mitad, tercera parte, cuarta, etc., de una de las superiores.

Ejem plo. 1 arrobas de cualquier’cosa, á 30 rs. y  17 mrs.
Resolución. 30 x  7 =  210 rs.17 mrs. =  real y  |- =  3 — i? _______Producto total. . . . 213 rs. 17 mrs.
Demostración. Evidentemente que si la arroba costara á 30 reales, 30 X ?  =240 reales sería el costo de las 7 arrobas; pero como cuesta á 17 mrs. más que es— real V á 4 real la arroba, las 7 arrobas costarían 7 rs.; á ■—real costarán2 J i_  3 rs. 1.7 mrs. Y  análogamente si los maravedises del multiplicando que componen y  real, compusieran se debería tomar ^  de 7, ó j - ,  luego la regla es general. •300. Regla 2.® Cuando los dos factores son complejos y lo mismo cuando lo 

es sólo el multiplicador, se atiende sólo á sus unidades superiores 6 más impor
tantes por los términos del problema, y á las superiores á ellas convertidas en su 
magnitud, -y se obra según la regla anterior, y al producto resultante se le añade 
la mitad, tercera parte, etc., del multiplicando, según que las-unidades inferio
res del multiplicador, que no se multiplicaron, compongan la mitad, tercera 
parte, cuarta, etc., de una de las superiores multiplicadas.

Demostración. Si en el mismo ejemplo anterior no fuera sólo 7 arrobas el multiplicador, sino 7 arrobas y 5 libras, por la regla anterior las 7 arrobas costarían 213 rs. y 17 maravedises; mas como 5 libras es la quinta parte de una arroba, y una arroba vale 30 rs. y 17 mrs., el valor de 5 libras será la quinta parte de 30 17 =  30 rs_. y ^ i-mrs. _  g y 3 mrs. que, sumados á 213 47, dan unproducto total evidentemente de 219 rs. y 20 mrs.-|-. .Poneamos otro ejemplo de la regla 2.®, suficientemente explicado para la mejor aplicación ulterior de la misma.76 var. 2 pies de un rico género á 81 pesetas y 1 real la vara.
Resolución. 84 pts. 84 pts.y  I real =  325 rs.X  76 X  2486 660 |3020 ¥ i 6’,66|344 .er producto parcial......................................  6456 pts. 20' 12 6 "e"2. “.................. ............................................... J =  193. " ~  de 81 pts. 1 =  SI pts. î rs. X 2 _  6 12. 66mrs.Producto total.............................. 6181 12,66

Explicación y demoslracion. 76 varas A 81 pesetas, cviilentemcnte valen 81X  76 =  6136 pesetas.A l  real más, que es la cuarta parle de una peseta, como á peseta las 76 varas, valdrían 76 pesetas,á 1 real valdrán =  19 pesetas. Pero no son sólo 76 varas, sino 2 pies m.ás, que componen —de vara, y como 1 vara vale 81 pesetas y 1 teal, l o s . d e  vara valdrá — de 81 1 real, ósea 2 X  81_ pU. y 1 real  ̂ pj.Q¿u(.jo será 6181 pesetas 12,66 reales.301. Observación. Si la unidad principal, según los términos del problema,
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no fuese la vara, sino el pie, habría que reducir á pies el multiplicador, y  obrar según la regla -I y si el multiplicador fuese de varas, pies y pulgadas, y la unidad principal fuese el pie (es decir, que á 81 pesetas y  1 real el pie se quiere saber el valor, por ejemplo, de 76 varas, 2 pies y 5 pulgadas), se reducirían las varas á pies, y el producto, unido á los pies del multiplicador, formaría uno de los dos términos del mismo, cuyo otro serian las pulgadas; y con pies y pulgadas, por la anterior regla, se obrarla análogamente á como se ha hecho respecto á varas y píes. ARTÍCULO VILDIVISION DE COMPLEJOS.3 0 2 . Este problema general se divide en tres. 1.“ Dividir un complejo por un incomplejo de diferente naturaleza. 2.'̂  Dividir un complejo ó incomplejo por un complejo de diferente naturaleza también. Y  3.“ Dividir un complejo por un incomplejo, ó un complejo ó incomplejo por un complejo, pero en los dos casos dividendo y  divisor de la misma naturaleza.3 0 3 . Regla 1.’  Para dividir un complejo por un incomplejo de dife
rente naturaleza, se procede dividiendo primeramente las unidades superiores 
del dividendo por el divisor, y el residuo, si lo hubiere, se reduce á unidades 
de magnitud inmediata inferior, y al resultado se le añaden las semejantes que 
tenga el dividendo, y con la suma se forma el segundo dividendo parcial, que 
se dividirá como el primero, y su cociente será el segundo término del complejo 
del cociente. Continuándose análogamente mientras en el dividendo haya uni
dades que considerar ó dividir.

Ejemplo. 715 rs. y  20 mrs. han costado 7 metros de género, y se desea saber á cómo sale el metro..

94

Resolncion. 715 rs. 20 mrs. I0151 =  34 54 5 102 rs., 7
Demostración. Es la misma exactamenle que la de dividir enteros abs-

t.l'clCt'OS3 0 4 . Regla 2.® Para dividir un complejo ó incomplejo por un comple
jo , el método más sencillo es reducir ambos dalos á incomplejos enteros ó ue- 
citnales, debiendo el divisor ser de la clase de unidades principales ó á que dé 
mayor importancia el problema, y ya incomplejos, se obrará por la regla cor
respondiente. Ta7nbien se puede reducir el divisor á iticomplejo quebrado or- 

■ diñaría de la especie que reclama el problema; y el divideiido á incomplejo 
también de unidades de su Ínfima magnitud; y obrar después, según la regla 
de dividir un entero por un quebrado; pero como se pudo ver en la multiplica
ción, l a s  operaciones con quebrados de términos muy grandes son pesadas, y 
por lo tanto, susceptibles de equivocaciones.

Ejemplo. Un pedazo de rico género, cuyo costo es de 715 rs. y 20 mrs., y
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95cuyo largo es de 7 varas, \ pie, 7 pulgadas, se desea saber á cómo sale el pie, ó cuáuto es el valor de un pie de género que se necesita para cubrir un objeto pe-queno. ■ 
Resolución. 7t 5 rs. 20 mrs. =  reales 7-15, 588.7 varas,  ̂ p le y  7 pulgadas =  pies 22, 583.rs. 7 't 5 5 8,8 I 0 3 8 18 1 5 6 0 8 

2 0 6 0 0 0 2 7 8
2 2 583 1,6 9 rs.

Luego el pie valdrá reales 31,69, y un poco ménos de un centesimo.
Demostración. La conversión de complejos á incomplejos decimales está demostrada (288), y la división de incomplejos también (152); luego lo está la regla 2.*, que se acaba de explicar.3 0 5 . Regla 5.* Para dividir complejos de igual naluralesa, lo prim e

ro que iiay que hacer es determinar cuál es el dividendo, pues no siempre será 
el mayor, y  sólo puede decirse que se conoce por el enunciado del problema. 
Una ves determinado dividendo y  divisor,.se estará en utio de los dos casos de 
tas reglas anteriores, y  se obrará con sujeción á la correspondiente.

Ejemplo. Existiendo en un hospicio un fondo de 2420 pesetas y 3 céntimos para comprar prendas de vestir, que cuestan, según contrato, unas con otras á 7 pesetas y 3 céntimos, se desea saber cuántas prendas se van á adquirir.
Solución. Evidentemente que tantas veces como 7 pesetas y 3 céntimos se puedan sacar del fondo, tantos serán los vestidos que se adquieran; y por lo tanto, el dividendo será el fondo disponible y el divisor el costo de una prenda. Luego reduciendo los dos datos á incomplejos decimales de peseta (aunque mejor ó más fácilmente á reales), se tendrá el resultado deseado en pesetas ó reales. (Preferimos en pesetas para no extrañar casos en que alguno de los datos tenga unidades de magnitud inferior á las inferiores del otro.)Será, pues, 242075 pts. ( 77500957 '-------t825 3t2275Se podrán, pues, adquirir 3'12 prendas, y quedarán 2,75 rs.306. Observación importante. Como se ve en el anterior ejemplo, aunque .  un cociente no varia, multiplicando ó dividiendo dividendo y divisor por un mismo número, el residuo sí varía al tenerlo que considerar aisladamente como resto del dividendo. El residuo del ejemplo es enteramente igual al ^  quedaría la division de los decimales sin convertirlos en enteros, multiplicándoles por -100, con la supresión del signo decimal; pero al considerar su residuo, no como parte de prendas que es el cociente, sino como resto de pesetas, nò será 275 pesetas, sino 2,75 pesetas. ARTÍCULO VIII.EJERCICIO SOBRE COJIPLEJOS.307. El ejercicio sobre complejos es interesante para que el estudiante se acostumbre á reflexionar. Ponemos á continuación, como guía, algunos ejem-
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píos; y ademas los problemas de concretos simples (169) podrán servir para proponerlos, convirtiéndolos al enunciarlos en complejos.
C o n v e rtir  en incom plejos los com plejos sigu ien tes.En incomplejo de libras en quebra- k 3 arrob. 41ib. B onz. y .l3ad.dos ordinarios y decimales.............| 3 23 4En incomplejo de p ie ............................... 8 var. 2 pies 7 pulg. iS lm .

S u m a r lo s com plejos.3 ar. 8 lib. ü onz. +  2 quint. 0 ar. 4 li5. 17,4 ad. -h I ar. 0 lib. T onz. 14 ad. 
R e sta r  lo s com plejos.117 var. 8 pies 4 pulg. X  5 lín. — 102 var. 0 pies 7 pulg. » Un. 

M u lt ip lic a r  los com plejos.1.® 17 h. 15'25" X  3'7- 2 quint. 3 arrob. 12 lib. 17 onz. X  37 rs. y 24 mrs.
D iv id ir  lo s  com plejos.
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■1.0 527 pts. 3 rs. 24 mrs. : 89 3.° 817 p. 2 var. 17 h. : 17 pulg. 2 o 617 rs. 24 mrs. : 79 var. 2 p. 7 pulg.4.“ 110 var. ,2 p. 7 p. : 8 yar. 2 p. 3 pulg.E l enunciado de este último problema y análogamente y más fácilmente de de una pieza de 119 varas, 2 pies y 7 pulgadas, ¿cuantos trajes saldrán de a 8 vaias, 2 pies J 3 pul gadas? '
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CAPITOLO X.SISTEMA DE PESOS Y M EDIDAS.
A R T ÍC U L O  P R IM E R O .

P RE LIM IN A R ES.3 0 8 . S i s t e m a  d e  p e s o s  y  m e d i d a s  se llam a el conjunto de 
unidades de distinta naturaleza y  de diferente- m agnitud, reales & 
im aginarias, que se ha convenido emjilear para convertir en núme
ros concretos (complejos ó incomplejos) las cantidades continuas de 
m agnitud indeterm inada, y  las discretas cuando se prescinde del 
número de sus partes ó unidades naturales, y  de unas y  otras cuando 
se atiende solo á su grado de pesadez.3 0 9 . Las unidades que constituyen e! sistema son y tienen que ser necesariamente de diferente especie, porque diferente es la naturaleza de las cantidades concretas; y tienen que estar divididas y subdivididas, ó haberlas de diferente magnitud en cada especie, porque de otro modo casi todas las mediciones y pesos producirían fracciones innecesariamente.Para convertir, pues, en cantidad determinada ó número la indeterminada del tiernpo que media entre un acontecimiento y otro, se emplea la unidad de tiempo y sus divisiones ó unidades de igual naturaleza pero de menor magnitud, meses, dias, horas, etc. Para medir lo largo de un camino, se emplea la unidad vara ó metro y sus múltiplos legua, kilómetro, etc.; y  para extensiones menores sus divisiones pies, pulgadas ó decímetros, centímetros, etc. Para convertir en cantidad determinada de extension la cantidad discreta de 1000 soldados, se prescinde de la unidad soldado y se averigua las varas que ocupan en la formación que se proponga. Finalmente, para convertir en cantidad determinada de peso una cantidad continua de una gran barra de plomo, ó la discreta de 100 melones (y aunque esta no fuera determinada y fuera solo una porción dada de melones), se desatiende en el plomo, si es una ó más barras y su tamaño, y en los melones se prescinde de la unidad melon, y sólo en uno y otro caso se atiende al grado de pesadez {que es la fuerza llamada científicamente gravedad) con que todos los cuerpos se dirigen al centro de la tierra, más fuertemente aquellos de materia más compacta, porque el aire no les opone tanta resistencia proporcionalmente.3 1 0 . Hay dos sistemas de pesos y medidas: el antiguo, cada dia más- en desuso, y el moderno, cada dia más generalizado; y ambos tienen uilt parte que es común á los dos, porque probablemente no se sustituirá nunca por ninguna exclusiva del moderno.



311 El sistema antigao, que no es igual en todas las naciones, m - aun en todas las provincias de un mismo Estado, consiste en una sène de unidades de tantas especies como reclama la diferente naturaleza de las cosas- v dentro de cada especie otra sène de unidades de diferente ma-^nitud que equivalen á múltiplos y sulmúütiplos de las mayores, que S e n  ^  que, en realidad, tales no las tmne elL te m a , ni raénos hay en él ninguna mudad que pueda llamarse fundamental como la hay en el moderno. . . .Si se trata del peso de grandes cantidades, puede llamarse unidad , ® -^ .7  V cnfaivìsiones serán las arrobas, libras, etc.; pero si se trata del peso í  ni S d l s  n e a S  5  a r X ,  y á veces la libra, se mira como principal. Es, in inte a r S a r ^ fe l tom como unidad principal la que se quiera, pero ge- rerafmeme se c o ís S a \  mayor de las q íe  caben en la cantidad que se mide ó que se pesa. , . «•3 1 2 . El sistema moderno es más regular que el antiguo; í” ” " dad principal en cada especie, y ademas unidad fnndaraental de sistema Lim ase métrico, o métrico decimal. Decimal, porque cada muda c o n S e  diez veces á la inferior inmediata de su especie; Y métrieo, porque el metro ó extensión de poco más de una vara es la unidad fundamenEl tiempo sólo puede medirse imaginariamente (por años, dias, horas etc ) por más que sean reales y positivas las bases de sus medi- hs pues que es el sol el que determina la duración ó magnitud del ano v 'd eU ia  (aparentemente, pues en realidad es la tierra la que se mueve, y con sus inovimientos de rotación y traslación produce el ano y e día],V no”  más que materialmente pueda apreciarse en las muestras de los reloies por las vueltas de sus manecillas o agii]as.314 ^ Los cuerpos sólidos (duros) por grandes que sean, hasta la m s- raa tierra que habitamos, y las partes malerialmente distintas de ella ó imaginariamente separadas, se miden por medio de otro cuerpo de nia^nitnd convencionalmente determinada, y sus múltiplos y sulmiulti- nlos (que en el sistema antiguo, como ya indicamos, se consideran umda- Ifes ó medidas principales, Íegmi la magnitud del objeto o extensión de que se trata); medidas que también son distintas si se tiata del largo de ios cuernos, prescindiendo de sn ancho y su grueso o profundo, .o se trata líe lo largo y lo ancho solamente, 6 si se trata de lo largo, lo ancho ylo qrueso ó profundo de los cuerpos.315 Las medidas para determinar lo largo de los cuerpos, prescindiendo de lo ancho y de lo grueso, ó del anbhp, prescindiendo de lo lar- rro Y -rrueso, ó de lo grueso, prescindiendo de lo largo y de lo ancho, se flaman ó bngitudimles. Las (le lo largo y losiderado, prescindiendo de lo grueso, se llaman superficiales, y las medidas de los cuerpos, con relación á su largo, ancho y grueso, se llaman
3 1 6 , Los cuerpos materiales liquides se miden por la magnitud del
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espacio ó lugar que ocupan. Esto es, por el tamaño de la vasija de iiiag- niliul, convencionalmenle determinada que los contiene ó puede contenerlos en una ó muchas veces. El comercio ha exceptuado el aceite que se vende al peso.3 1 7 . La pesadez de los cuerpos, que ya indicamos que es la fuerza con que se acercan á la tierra, se mide por la pesadez de otros cuerpos de magnitud convencionalmente determinada, puesto el cuerpo que se pesa en un exlronio de una balanza, y las pesas en la opuesta; ó por otros mecanismos que ofrecen igual resultado.Los pesos y medidas materiales son pocos en número y equivalen á pesos y medidas de pequeñas cantidades, pues las grandes.se miden ó pesan por los múltiplos imaginarios de ellas.En la geometría nos ocuparemos de sus circunstancias, y sólo allí, por lo tanto, completaremos la explicación del sistema moderno, que va á ser objeto del artículo siguiente; pues del antiguo b.asla lo dicho y lo que ofrece la simple inspección de la Tabla auxiliar 111.: ^ARTÍCULO II.
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SISTEMA METRICO DECIMAL.3 1 8 . El metro es igual á la diezmillonésinia parte del cuadrante, ó cuarta parle del meridiano que pasa por París, y equivale en medidas antiguas á 5 pies, 7 pulgadas y 0,74 lineas.Meridiano terrestre de un lugar es un círculo máximo imaginario que pasa por los polos Norte y Sur del mundo y por cada punto de la tierra.319. Al metro se le dió ese origen para que más fácilmente pudiera generalizarse el sistema sobre él fundado, y fuera más difícil variarlo con el curso de los tiempos. Con este objeto, ademas, se procuró fuese la extensión que fácilmente puede una persona regular medir con los brazos abiertos.Las unidades de diferente especie del sistema métrico que reclama la diferente naturaleza de los casos y que se han establecido, son las siguientes:3 2 0 . El melro, cuyo origen y circiinslnncias acabamos de explicar, sirve para las medidas longitudinales.Metro es palabra griega ¡¿sTpou, que significa medida.El área para las medidas 5«pí?r/iciaíeí es nn cuadrado cuyos cuatro lados iguales tienen cada uno de largo diez metros. La palabra <área es la latina área, que significa campo de cultivo, y equivale la medida próximamente á 145 varas cuadradas.Para formarse de olla una idea, consideremos lo largo y lo ancho de iin salón cii.idrado, cuyos lados sean de fO metros, y cuyos rincones s c ^  de igual íigura á las puntas de un pañuelo de bolsillo. El eslerio ó metro cúbico para la medida de los cuerpos, atendiendo á sn largo, á su ancho y á su altura, profiimlidad ó grueso, es im cubo (como sí dijéramos un dado), cuyos lados iguales son de un metro.El litro para las medidas de capacidad de ácidos y líquidos, e.s un vaso o vasija, de cualquier figura, pero cuya capacidad interior es igual á la de un cubo (dado), cuyos lados iguales son de la décima parle de un metro.Litro, palabra griega Xt-epa. que era el nombre de iina medida de liquido entre los griegos.



El gramo para las medidas de peso es lo que pesa en el vacío (o sea sin el aire que respiramos) un volumen de agua destilada á la temperatura de cuatro grados centígrados, igual á un cubo cuya arista (lado) sea la centésima parle del metro. Ese nombre se deriva de la palabra griega que quiere decir medida de peso.3 2 1 . Estas medidas principales, que como acabamos de ver, se derivan todas del metro, tienen sus múltiplos y sus submúltiplos ó divisores arreglados, como se dijo, por el sistema decimal, y ex]::^esados los inúlti- plos con palabras griegas y los submúltiplos con latinas del modo siguiente:
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M ú l t ip l o s  :que dicen.. . .D iv is o r e s :que dicen.. . .
Deca,diez,
deci,décimo,

Hecto,ciento,
centi,centésimo,

Kilo,mil,
mili,milésimo.

Miria, diez mil.
El metro, pues, se divide en diez defeimelros, cien centímetros y  m il m ilím etros, y  diez metros forman un decámetro, cien metros un hectóm etp, m il un kilómetro y  diez m il un miriámetro. Y  análogamente las demas medidas tienen sus múltiplos y submúltiplos con nombres semejantes á los dichos; así el litro se divide en diez decilitros, etc.3 2 2 . Las medidas de superficie y de volumen ó cúbicas no son verdaderos decimales, pues en las primeras las unidades de diferente magnitud van aumentando en los múltiplos de ciento en ciento, y disminuyendo análogamente en los submúltiplos. Y en las segundas los múltiplos aumentan de mil en mil, y de mil en mil disminuyen los submúUiplos*.La hectárea  y la centiárea  son una excepción verdaderamente^^ porque se ha convenido en c(ue cien áreas compongan una hectárea y cien cenliáreas un área; pero el área se llama también decám etro, y tiene, sin embargo, lOO metros cuadrados: elhectómetro cuadrado no tiene 100 metros, sino 1 0 0 0 0  ó 100 lineales en cada uno de sus lados, y  análogamente los submúltiplos.323. De las unidades principales del sistema, hay algunas que el uso las hahecho pasar á la categoría de divisores de otros verdaderos múltiplos que se toman como principales, por ser su magnitud más á propósito para el uso á que se destinan. Y  el uso y causas semejantes ha hecho también que no se empleen algunos múltiplos y submúltiplos, y se hayan inventado otros no semejantes a los admitidos en otras especies. _  ,Asi el gramo, medida demasiado pequeña pai'a el uso de los pesos mas frecuentes, se ha sustituido por el kilógramo, y  para pesos de grandes cantidades so han establecido otros múltiplos del kilógramo. como son ei q u in ta l m étrico, igual á diez miriágramos ó cien kilogramos, y  la tonelada de peso m il kilogramos.También para medir grandes distancias, se toma como unidad principal el kilómetro =  1000 •metros, y han caido en completo desuso los decámetros y  hectómetros, y ni aun se emplea el miriámetro, por grande que sea la distancia

*  Para formarse mía idea de Las medidas superficiales y cúbicas sin llegar .al complemento de esta explicación, que daremos en la geometría, segnn indicamos, no hay más que para l.is cuadradas considerar cuántos dados de juego cabrán en el fondo de una caja cuadrada, y se conocerá que cabrán tantas filas de ellos como dados tiene una fiia; asi, si son 10 serán 10 filas de á 10, 6 sea 1 0 X 10 =  100. Y para las cúbicas considerar cuántas tongadas de á 10 x; 10 =  100cabrán en la caja, si es tan .ilta como larga y ancha, y se verá que son tantas como dados tiene una fila, y por lo tanto, 10 X  10, que es un tongada x  10 := l O X I O X  10 =  1000.



de que se trate. El kilómetro es lo que un hombre á paso regular anda en 12 minutos.En las Tablas auxiliares fie la Aritmética (IV y V) se ver<án todas las medidas del sistema métrico decimal, incluso las cúbicas, que no figuran en la ley de pesas y medidas. En la l!I se verán las medidas del sistema antiguo y la correspondencia con el moderno. ARTÍCULO III.
9 E S C R IT U R A  Y  L E C T U R A  D E  C O N C R E T O S  D E L  S IS T E M A  M É T R IC O -D E C IM A L .

^0 1

3 2 4 . Para escribir los minieros concretos del sislenia mélrico-deci- mal, se signen la.s mismas reglas que para escribir los decimales de otra naturaleza,'pues los múlliplos se consideran como decenas, centenas, millares, etc., y los submúltiplos como décimos, centésimos, etc., pudiéndose dictar lambien (244) separadamente los enteros y decimales, ó lodos como decimales y áiin lambien como complejos, aunque no lo sean realmente.Asi, cuarenta kilómetros, cinco metros y cuatro milímetros, se escribe 4O.O05m,004, v con.siderando el kilómetro como unidad principal, evidentemente 40^,005004.'y  cuatrocientos cuatro litros y treinta y dos centilitros, que también pueden dictarse cuarenta mil cuatrociento's treinta y dos centilitros, se escribe 404,32 litros.Y siete kilógramos y siete gramos, que se pueden dictar siete mil siete gramos, se escribe 7007 S , y tomando por unidad principal, como es costumbre, el kiló- gramo, 7,007* .̂3 2 5 . Para leer los números concretos del sistema métrico, se leen como los decimales ab.slractos, dando á los enteros el nombre que corresponde á la unidad del sistema que se tome como principal, y á los decimales el que le corresponda, según cual sea la unidad principal, ó según que se quiera leerlo en dos parles como complejos ó como un solo número concreto de una vez.Asi, 347^,58, se lee trescientos cuarenta y siete kilómetros y cincuenta y ocho centésimos, ó trescientos cuarenta y siete kilómetros y cincuenta y  ocho •decímetros.3 2 6 . Para escribir los números de unidades cuadradas ó cúbicas, ó sean superíiciales y de volúmen, no puede hacerse por la regla general de los decimales, pues hay que tener en cuenta que las unidades cuadradas van aumentando o disminuyendo de 100 en 100, y de 1000 en 1000 las cúbicas. Es, pues, preciso que en las cuadradas los múltiplos superiores inmediatos á la unidad principal ocupen los lugares de decenas y centenas, y análogamente los de millares y decenas de millar los múlti-' píos siguientes. Y  los subniúUiplos inmediatos á las unidades principales ocupen los lugares de los décimos y centésimos, y los siguientes los de los milésimos y diezmilésimos. Y  en las medidas cúbicas los múltiplos inmediatos á las unidades principales, deben ocupar los lugares de_ las decenas, centenas y millares, y lo.s submúltiplos inmediatos á las unidades principales los lugares de los décimos, centésimos y milésimos. Y



análogamente los demas múltiplos y submúltiplos, poniendo ceros en los lugares en que convenga, para que cada cifra signiíicaliva esté en el lugar que le corresponda.
Ejemplo 4.* Ocho miriámetros, siete kilómetros, cinco hectómetros, cuatro decámetros, cinco metros y ocho centímétroscuadrados, se escribe 807050405,0008 metros cuadrados. . ,

Ejemplo 2." Dos hectómetros, ocho decámetros, cuatro metros y seis decímetros cúbicos, se escribirá 2008004,006 metros cúbicos, y tomando el hectómelro por unidad principal. 2,008004006 hectómetros cúbicos. Gomo se ve, el cambiar la unidad principal, equivale á trasladar el signo, lo que no altera el valor del decimal, cambiando correspondientemente el nombre de la unidad principal. En efecto, 44,4 es diez veces mayor que 4,44; pejo evidentemente lo mismo es 44,4 metros que 4,44 decámetros; pues 4 decámetros son 40 metros, y 4 décimos de decámetro son 4 metros, y 4 centésimos de decámetro son 4 decímetros. Análogamente en decimales de concretos cuadrados ó cúbicos.3 2 7 . Para leer los concretos cuadrados ó cúbicos, se leen como los demas del sistema, pero teniendo en cuenta que las cifras decimales deben ser en los cuadrados pares, y múltiplos de tres en los cúbicos; y que habrá que completar con ceros los que fallen. Así, cuadrados, se leerá siete metros y setenta decímetros cuadrados; y 8™,45 cúbicos, se leerán ocho metros y cuatrocientos cincuenta decimelros cúbicos. Fúndase esto en que no hay cuadrado decimal de cifras decimales par, ni cubo de cifras que no sean tres ó sus múltiplos, pues 0,4 x  0,4 =  0,16 y 0 , 4 x  0 , 4 x  0,4 =  0,064.3 2 8 . Las operaciones sobre concretos del sistema métrico, se hacen una vez escritos por las reglas anteriores, lo mismo que las de los decimales ordinarios. ARTÍCULO IV
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329. EJERCICIO SOBRE CONCRETOS DEL SISTEMA MÉTRICO DECIMAL.1. » Escríbrnse los números siguientes:Siete hectómetros, cuatro metros y cinco cenlimclros.Noventa y cuatro decálitros y setenta y cinco mtlilitros.Ocho decámetros cuadrados, siete metros y ocho centímetros.Seis decálitros cúbicos, dos metros y ocho decilitros,2. ° Léanse los números siguientes de todas maneras.7k,875407.2007 metros cuaúntdos. 207456m,45.700'4,4005 litros cúbicos.3.° Súmense ios números siguientes, reduciéndolos prèviamente á una misma unidad principal. 57k ,4577-1- B0074m,!)7 -h  87ácc.,ij76.Réstense los números siguientes, reduciéndoles á una unidad principal.578k,57607 37i.57m,857.5.° Multipliqúense los números siguientes:37m,007 -I- 45m,2.6.0 Division: litros 3027,W han cabido en 37.2 barrilc.s, ó sea .37 y uno dc 2 décimos de la magnitud de los grandes, y se desea saber cuánto conliene cada barril.Pónganse diferentes ejemplos y problemas semejantes al anterior, hasta que el estudiante los resuelva con facilidad.



LIBRO SEGUNDO.
a r i t m é t i c a  s u p e r i o r .

CAPITOLO PRIM ERO.
RECAPITULACION Y COMPLEMENTO DE LOS PRINCIPIOS TEORICOS R ELATIVO S i  LAS OPERACIONES PRIN CIPA LES DE LA ARITM ETICA.

A R T ÍC U L O  p r i m e r o :
P R E LIM IN A R E S. *•3 3 0 . Aritmética superior llamamos á la parle de la Aritmética que es ménos usual y. conocida y es más elevada y difícil de entender, y que comprende, seeun nuestro criterio (y comprenderá este libro): la recapitulación Y complemento de los principios teorices de la Aritmética inle- rior* la teoría de la divisibilidad de los números y sus principales aplicaciones, asi como la de los decimales y razones y proporciones; la elevación á potencias y extracción de raíces, y nociones sobre las progresiones y logaritmos y uso práctico de estos.ARTÍCULO II.

SOBRE L A  N UM ERACION  D É C U P L A  Y  L A  D ECIM A L.q a i El sistema de numeración de enteros, llamado décuplo (40), para distin- gu?r1o del decimal correspondiente á los quebrados decimales, no ladera teoría, pues se compone de convenciones verdaderamente pracUca^ que ni áun admiten demostración'(57), por lo que nos ceñiremos a f  bordar de uno y  otro los principios teóricos que nacen de las convicciones que los constituyen,no varia de valor au n ,ae á su ia<,uierdase le pongan uno ó varios ceros. Demostración se dio (5y)» mavnr333 .̂ Lema r . Un número entero se hace diez, ciento, ^  ̂ ’añadiéndole'á su derecha uno, dos, etc. ceros. Demostración se dio (84).
« A todas las verdade.s ya conocidas y que se repiten, se les pone la señal r , y ademas se expresan en letra de menor tamaño, aunque por su importancia requieran oirá.



334. Zetna reciproco r .  Un número entero, terminado en ceros, se hace diez, ciento, etc., veces menor, suprimiendo de su terminación uno, dos, etc., ceros. Demostración se dio (55).335. Lema r . Un número decimal propio ó impropio no vana de valor aunque á su derecha se le pongan ceros. Demostración se dió (248).336. Lema r . Un número entero puede siempre considerarse como un decimal impropio con ceros á la derecha del signo decimal. Demostración se dió (250).3 3 7 . Lema. IJn número decimal propio, ó sin enteros, se hace diez, 
ciento, etc. veces menor, poniéndole uno, dos, etc., ceros entre el signo decimal 
y la primer cifra decimal significativa,'y reciprocamente un decimal sin en
teros y con ceros á la derecha del signo decimal, se hará diez, ciento, etc., ve
ces tnayor, suprimiendo uno, dos, etc., cet'os de los dichos.Porque la cifra que represente décimos en un decimal sin enteros, representará ceiilésimos, diez veces menores que los décimos, si se le pone entre ella y el signo decimal un cero, y semejante disminución de valor sufrirán todas las demas partes del decimal; y análogamente agregando dos, tres ó más ceros á la derecha del signo, é inversamente suprimiéndolos.338. Lema r .  Un número decimal, con 6 sin enteros, se hace diez, ciento, etc., veces mayor, trasladando el signo decimal uno, dos, etc., lugares háciá la derecha, y recíprocamente un decimal se hace diez, ciento, etc., veces menor trasladando el signo decimal uno, dos, etc., lugares hácia la izquierda. Demos- ¿mcíoít se dió (250 y 251). '339. Explicados en la aritmética inferior el sistema de numeración de enteros y el de los decimales, y recordados ahora los principios teóricos de tanta sencillez como grande aplicación que de tales sistemas se deducen, concluiremos este articulo considerando lo que sería otro sistema de numeración, por ejemplo, el que podría llamarse docenario ó duodecimal.Constaría de doce cifras, y con ellas podrían escribirse evidentemente todos los números imaginables, cuya expresión oral sería cej'o, uno, dos, tres, cuatro, 
cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce, doce y uno, doce y dos... doce y 
nueve, dos doces ó veinte, ú otro nombre inventado para expresar dos docenas, etc.,«etc.Las ventajas de este sistema serian las consiguientes á la diterencia que hay entre el 10 y el 12, de ser el 10 sólo divisible por 2 y por 5, y el 12 serlo por 2, por 3, por 4 y por 6, la que apreciaremos mejor más adelante. Pero como ya indicamos (40), no es de esperar que nunca pueda cambiarse de sistema, por lo que creemos completamente inútil el aprender la relación que hay entre el establecido y otro cualquiera, como enseñan algunos autore.s, tomando en consideración hasta el binario, ó sea el que se compondría de unidades de diferentes órdenes, cada una de las que contendría sólo dos veces á la de órden inferior inmediato. AÉTÍCÜLO III.SOBRE LA  SU M A.

4 0 4

3 4 0 , Lema. Una suma aumenta ó disminuye en tantas unidades como 
se suman ó restan respectivamente á cualquier sumando, ó como compongan las 
que se suman ó restan d varios, ó como tenga de exceso la suma de las que 
se añadan ó quiten á unos sumandos sobre la suma de las que se qiiiton ó aña
dan respectivamente « otros.



Porque la regla y la demostración de la adición (70) evidencian quela suma aparecerán como aumento o disminución todas las unidades que se añadan ó quiten á varios sumandos, ó como excedan las que se añadan ó se quiten de las que se quiten ó añadan.3 4 1 . Lema. •S’ í d algunos ó todos los sumandos se les suma ó resta 
igual cantidad, la suma quedará aumentada ó disminuida respectivamente en 
tantas unidades como tenga el producto de las añadidas á cualquier sumando 
por el númcTo de sumandos aumentados.Porque si á los sumandos 5 +  4 -h 2 =  12 se les suma á todos por ejemplo 5, ó solamente al segundo y tercero, la suma aumentará por el lema anterior en 5 -1-  5 -t- 5 en el primer caso y en 5 H- 5 en el segundo, o sea 5 X  3 en uno y 5 x  2 en otro. Y  análogamente quitando igual cantidad á varios sumandos.3 4 2 . Teorema. Una suma queda multiplicada ó 'dividida por igual 
número por el que se multipliquen ó dividan lodos los sumandos, y por lo 
lanío lo mismo será multiplicar ó dividir la suma que multiplicar ó dividir 
respectivamente todos los sumandos.

Demostración. Si tenemos, por ejemplo, que sumar 5 -h 4 =  7, y ambos sumandos los duplicamos, en vez de cada uno, tendremos dos iguales en valor al duplo de uno, esto es (5 H- 3) -f- (4 -t- 4), cuya suma evidentemente será 14, duplo de 7. Y  como lo mismo se demostra- ria multiplicando por cualquier número todos los sumandos, ó dividiéndolos, pues sacando, por ejemplo, la mitad de ellos, de todas sus mitades tendríamos la mitad de )a suma, el teorema es general y queda demostrado.343. Corolario. Una suma no queda'duplicada, triplicada, etc ., aunque se dupliquen ó tripliquen uno ó varios sumandos como no sean todos, ni dividida por un número aunque por él se dividan algunos sumandos; y sólo si aumentará ó disminuirá en tantas unidades como compongan los aumentos ó disminuciones -que experimenten los sumandos en virtud de la multiplicación ó división de que hayan sido objeto, porque se deduce claramente del teorema anterior y  de los lemas que le preceden.3 4 4 . Las anteriores verdades prueban la necesidad de encerrar en paréntesis los sumandos que sumados deban formar factores, y los factores cuyos productos constituyan sumandos, pues (3 X  2) 4- '*■. no es lo mismo que 3 X  (2 4- 4), porque 6 4 - 4  =  4 0 y 3 X 6 = ' 1 8 .ARTÍCULO IV.S O B R E  LA. R E S T A .
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345. Lema r . Una resta ó diferencia entre dos números, aumenta en tantas unidades como se suman al minuendo ó se restan al sustraendo; y disminuye en tantas como se restan al minuendo ó se suman al su.straendo; y consiguientemente la resta permanece invariable si igual número se suma ó resta al minuendo y al sustraendo. Demostración se dió (75).La primera parte se expresa vulgarmente diciendo que á la resta le sucede lo mismo que al minuendo y lo contrario que al sustraendo, lo que no es rigorosamente exacto, si no se expresa que el aumento ó disminución ha de ser por via
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ARTICULO V I.SOBRE EL COCIENTE.3 5 7 . Teorema r . Un cociente queda multiplicado por igual número por el que se multiplica el dividendo ó se divide el divisor, y queda dividido por el número por el que se divide el dividendo ó se multiplica el divisor. Y  finalmente, el cociente no varía si por igual número se multiplican ó dividen dividendo y divisor. Demostración se dio (4 33).Las dos primeras partes del teorema se expresan vulgarmente diciendo que al cociente ie sucede lo mismo que al dividendo y lo contrario que al divisor, lo que no es rigorosamente exacto, si no se expresa que el aumento y  disminución deba ser por multiplicación ó división, y no por suma ó resta.3 5 8 . E l cociente de una división inexacta ó aproximada no se altera 
mullipLicando ó dividiendo dividendo y divisor por un mismo número, pero_ el 
residuo quedará multiplicado ó dividido por tal número, aunque su valor in
trinseco C07ÌÌO pai'le del cociente no será alterado.

Demostración. Si leñemos 52 : 6 =  y triplicamos, por ejemplo, divideiKÍo y divisor, pero descomponiendo aquel antes en dos sumandos, uno de los cuales sea igual al residuo, pues 52 =  48 -h 4, tendremos (48 X  3} +  (4 X  5)‘ : (6 x  5}. En esta división tendremos que la primera parle ó primer término del dividendo 48 x  5, dividido por el divisor C X  3, debe producir el mismo cociente 8 por el teorema anterior. Y  la segunda parte del dividendo 4 X  3 no puede alterar tal cociente, no sólo porque destruiria la verdad de tal teorema, sino porque si 4 era en la división primitiva residuo por ser menor que el divisor G, residuo tendrá que seguir siendo 4 x 3 ,  i»orque debe ser menor evidentemente también que 6 x 3 ;  pero triplicado como dice el teorema que se demuestra, aunque su valor, como parte del cociente, será el mismo, pues3 5 9 . Teorema. E l cociente correspondiente á un dividendo compuesto 
de vai'ios factores y á un divisor cualquiera, es igual al cociente de la división 
de wio de los factores por el divisor, mulliplicado este cociente por los demas 
factores del dividejido no divididos.

Demostración. Si tenemos, por ejemplo ( 4 x 9 ) :  2, el cociente es I  X  9, porque éste, multiplicado por el divisor 2, da el dividendo propuesto, pues( ^ X 9 ) x 2  =  | x 2 x 9  =  f x 2 x 9  =  4 x 9 ,  que es el dividendo.ú 3 6 0 . Teorema. B l  cociente correspondiente á un dividendo cualquiera y 
á un divisor compuesto de varios factores, es igual al cociente que resulta defini
tivamente de dividir primero el dividendo por uno de los factores del divisor', 
después el cociente de esa división por otro de los factores del divisor propuesto, 
y sucesivamente por todos ellos, s i todos los cocientes son exactos, & excepción del 
primero que es indiferente.



D em ostración. S i tenemos 745 : (4 X  2 X  3) haciendo las divisiones dichas, darán 745 { 4̂86 j 224 nft I---------—
0 1  I 3 j por cuyas operaciones podremos decir que

< 0 9

030745 =  4 X  Í8C -h  1 y <86 =  2 X  93 y 93 =  3 X  31, y sustituyendo en la primera igualdad, en lugar de 186, su igual 2 X  93, y en lugar de 93 su igual 3 X  31, será 745 =  4 X  2 X  3 X  31 -h i; luego 31 que, multiplicado por el divisor propuesto 4 X  2 X  3, es igual al dividendo ménos el residuo 1, será el cociente verdadero; residuo q u e, para formar parte del cociente, será evidentemente 
\■♦X2X3 ~  34'3 6 1 . Lema. Vn cocienle aumenta ó disminuye en una unidad, cuando 

al dividendo se le añaden ó quitan tantas como tiene el divisor; y consiguien
temente el cociente aumentará dos unidades ó disminuirá en ellas, si al divi
dendo se le añaden ó quitan el doble de las que tiene el divisor.Porque si tenemos, por ejemplo, que dividir 12 por 4, como el cociente 5 multiplicado por 4 debe dar el dividendo, si este aumenta en 4, el cociente tendrá que aumentar en 1 para lomar una vez más al divisor, á fin de que el producto iguale al dividendo aumentado. Y  análogamente se demuestra si al dividendo se le suman 8, 12, etc., ó se restan 4, 8, etcétera. Y  en efecto, 1 2 : 4 = 5 y l 6 : 4  =  4 y 8 : 4  =  2.362. Observación. La anterior verdad es la sola de alguna importancia y aplicación entre las relativas á las variaciones del cociente como consecuencia de sumar ó restar cantidades al dividendo ó divisor. Tales variaciones son ademas tan irregulares, que no se prestan fácilmente á que sobre ellas se formule una ley ó regla. Pruébese, en efecto, á dividir un número cualquiera por otro, y  háganse después divisiones con los mismos datos, pero aumentados ó disminuidos de 1, de 2. etc., sucesivamente, y se verá la irregularidad que hemos indicado.363. Teorema. Todas las verdades demostradas sobre el cociente son aplicables á los quebrados.

Demostración. Como todo quebrado equivale á una división indicada de su numerador por su denominador, es evidente que el valor del quebrado equivale al del cociente de la división que representa, y por lo tanto, que le sucede lo mismo, relativamente á las alteraciones del numerador ó denominador, que á cualquier cociente por las alteraciones del dividendo ó divisor.„  - ,  S . 2  ___ < 5 , ,  ___2 ____ i . i . ___22 ___  12 ___ 12En efecto, j  • j  — t  Y (,,4 ^  3/ • 5 ^  3 — 12 • is 4s 21 s •
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C A P Í T U L O  n .

DIVISIBILIDAD DE LOS NÚMEROS.
ARTÍCULO PRIMERO.

PRELIM INARES.3 6 4 . Divisibilidad de los números se llama la posibilidad que ofrecen unos más que otros de dividirse exactamente por algunos, pues aunque todo número es ninlliplicable, digámoslo asi, por cualquier otro, todo número no es divisible exactamente por cualquiera, y hay muchos que solo son divisibles por sí mismos y por la unidad.ARTICULO II.DEFINICIONES SOBRE h k  DIVISIBILIDAD DE LOS NÚMEROS.3 6 5 . !•* Número primo ó factor simple se llama el que sólo es divisi
ble exactamente por si mismo y por la unidad; divisibilidad de que gozan to
dos los números imaginables.Así SOQ primos los números 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc.3 6 6 . 2." Número compuesto ó factor compuesto se llama todo número 
que es divisible exactamente por otro ú otros, ademas de serlo por si mismo y 
por la unidad.Así son compuestos 4, 6. 8, 9, tO, 12, 14, etc., porque 4 es divisible exactamente por 2, ademas de serlo por 4 y por 1. Y  ß es divisible por 2 y por 3 ademas de serlo por 6 y por 1, etc.3 6 7 . 5.“ Múltiplo de un número se llama, como ya sabemos [8^), el 
que es divisible exactamente por él, y divisor ó miiUiplo de un número es el 
que lo divide exactamente.Así, 12 es múltiplo de 4 y de 3, porque 3 X  4 y 4 X  3 dan 12, y 4 es múltiplo de 2, porque 2 X  2 =  4 y 24 es múltiplo de 12, etc. E inversamente 12 es submúltiplo ó divisor de 24, etc.3 6 8 . 4 .“ Números primos entre sí se llaman los que aunque no sean 
los dos primos, ni aun ninguno de ellos, no tienen más divisor común que la 
unidad.Así 10, aunque es factor compuesto (porque es divisible por 5 y por 2); pero es primo con 9, que también es compuesto (porque es divisible por 3j, porque



fitni 9 es-divisible por 5, ni por '2, ni 10 por 3, y ei único divisor común que tienen es la unidad, que esa divide á lodos los números.3 6 9 . 5.* M á x im o  com ún  d iv iso r  de dos ó más números se llama al ma
yor de los divisores comunes que lenfjan ellos.Así el máximo común divisor de t8 y 24 es 6, porque t8 es divisible exactamente-por 9, por 6, por 3 y por 2; y 24 lo es por 12, por 8, por 6, por 4 y por 2, y por lo tanto, los números propuestos 18 y 24 tienen por comunes divisores 6 •y 2, pero el mayor de ellos es 6. Y el máximo común divisor de 8, 24 y 36, es 4, porque tienen sólo de comunes divisores á 4 y á 2, y el mayor es 4.3 7 0 . 6 .*  M ín im o  co m ú n  d iv id e n d o , ó  m ín im o  co m ú n  m ú lt ip l o  d e  d o s  ó  MÁS NUMEROS, S6 llama el menor de los varios que haya divisibles por todos 
ellos.Así el mínimo común múltiplo de 2, de 4 y de S, es 20, porque aunque hay muchos números múltiplos de 2 (la mitad de todos los imaginables), y hay muchos múltiplos de 4 y de 5, y de ellos bastantes que son comunes á los tres números propuestos, como, por ejemplo, 20, 40, 00, etc., el menor de ellos es 20; pues 18, aunque es divisible por 4 y por 2, no lo es por 5; y 10, aunque es divisible por 5 y por 2, no es divisible por 4.Y el mínimo común dividendo, ó mínimo común múltiplo de S, de 10 y de 15, es 30, porque de los muchos múltiplos de ellos que son 30, 60, 90, etc., el menor es 30; pues 20, avinque es divisible por 5 y por 10, no lo es por 15, etc.

ARTÍCULO m.PRINCIPIOS TEÓRICOS SOBRE LA DIVISIBILIDAD DE LOS NÚMEROS.3 7 1 . Lema. Si un número primo no divide exaclamenle áolro cual
quiera, ambos son primos entre si.Porque como el primo no tiene más divisores que á sí mismo y á la unidad (565), no dividiendo exactamente á otro no tendrá con él más divisor comiin que la unidad.Así 21 no es primo con 7, porque es divisible por él exactamente, y por lo tanto, el común divisor de ambos es 7; pues 27: 7  =  3 y  7 : 7  =  1. Pero 22 es primo con 7, porque no tienen más común divisor que la unidad,372- Corolario. Los números primos son primos entre si, pues por ser primos no tienen más divisores que á sí mismos y á la unidad, y no serán divisibles uno por el otro, ni tendrán, por lo tanto, más común divisor que )a unidad.'3 7 3 . Teorema. Todo número que divide exaclamenle á otro, divide 
también á la suma de ellos.

Demostración. Sí, por ejemplo, 4 divide exaclamenteá 8, á 12 y á 20, por dividir á 8, éste será su múltiplo y podrá descomponerse en sumandos iíiiiales á él, y será 8 =  4 -f- 4. Por semejante razón será 12 =  4-1- 
4  +  4  y 20 =  4 -h 4 -j- 4 -+• 4 -í- 4. Y  si en vez de sumar los números propuestos, los sumamos descompuestos en sumandos, será 8 -1-  12 -f- 
20  =  4 - f - 4 - f - 4  +  4 - í - 4 - l - 4 - f - 4 - í - 4 - f - 4 - f - 4 ,  suma que evidentemente, siendo múltiplo de 4, será divisible por él. Y  como lo mismo podría demostrarse cualquier otro ejemplo, el teorema es general y queda demostrado.



Puede demostrarse este teorema de una manera más científica, pero más propia del Algebra que de la Aritmética, diciendo: si 8 divide á 4, será8 = 4 X 2 .Por semejante razón, será 12 =  4 X 3 ,y  análogamente, 20 =  4 X  &•Y  si estas tres igualdades se suman ordenadamente, ó sea los primeros miembros y ios segundos, será 8 +  12 +  20 =  (4 4 -2  )_-h( 4 X 3 ) - f - (  4 X 3 ) .  Pero como el multiplicar los sumandos equivale á multiplicar la suma (342), será 8 + 12 +  20 = ,4  X  ( 2 +  3 -4- 5 ). igualdad en la que, existiendo en su segundo miembro el factor 4, todo el miembro será divisible por 4, y consiguientemente su igual el primer miembro, que es la suma de los números propuestos.3 7 4 . Corolario. Si un número divide á otro, dividirá también á todos 
sus múltiplos, porque podrán descomponerse en sumandos iguales á él y divisibles todos, y su suma por el mismo número.Así, si 8 divide 16. dividirá á 64 =  16 X  4; pues 64 =  16 +  16 -v- 16 +  16, y si divide á todos esos sumandos, divide á la suma.3 7 5 . Escolio. Unnúmero puede dividir á otro y no dividir á sus suh- 
miiUiplos ó factores, pues no sólo pueden ser menores que él, sino que pueden ser con él primos también.Asi 6 divide á 24; pero ni divide á los submúltiplos de 24, como 2 j  3 por ser menores que él, ni tampoco á 8, que es mayor, pero que con él es primo.3 7 6 . Lema. Un número que es divisiblepor otro lo será con más razón 
por sus submúltiplos; pero puede serlo por estos y no serlo por sus múltiplos.
Y  un número que no es divisible por otro, no puede serlo por sus múltiplos.Porque si ,52 es divisible por 16, con más razón será por 8, jpnes 32 =  16 X  2 y 16 =  2 X  8, y consignienlemente 52 =  2 x  2 x  8, igualdad cuyo segundo miembro, siendo divisible por 8, tiene que serlo el primero. Pero 52 es divisible por 8 y no lo es por 24, aunque no es primo con él, sin embargo de que 24 es múltiplo de 8, pues 24 =  5 X  8.Y  si 52 no es divisible por 9, tampoco puede serlo por 1 8 = 2 x 9 ,  pues 18 dividiría á 52, y 2 y 9 también, lo que es'contra la hipótesis de que 52 no es divisible por 9. j '  • /3 7 7 . Teorema. Un número que divide exactamente á otros dos, divide
también á su diferencia. _ , ,

Demostración. Si tenemos que 8 divide exactamente á 46 y á o2, restándolos lino de otro, pero después de descomponerlos en sumandos iguales á 8, será (8 +  8 4-  8 4- 8) —  (8 4- 8), resta que será 8 4- 8, divisible evidenlemente por 8.También podría demostrarse este teorema más científicamente diciendo: si 32 es divisible por 8, será 32 =  8 X  4, y si 16 divide á 8, será también 16 =  8 X 2 ;  y restando ordenadamente esas igualdades dará 32 — 16 =  ( 8 X  4 ) — ( 8 X 2 ) ;Y como lo mismo es multiplicar una resta que multiplicar minuendo y sustraen- do (346), será 32 — 16 =  8 X  ( 4 — 2),  igualdad cuyo segundo miembro, siendo divisible por 8, el primevo también lo será, y como éste representa la diferencia de los números propuestos, el teorema queda demostrado.3 7 8 . Teorema. Un número que divide á uno de dos sumandos, si no 
divide al otro, no puede dividir á la suma de ellos.

Demostración. Si en 8 4-  G sabemos que 4 divide á 8 y no divide á 6,

U 2



\ \ zy suponemos que pudiera dividir á la suma de 8 y 8, que es 14; como uno de dos sumandos tiene que ser igual siempre á la suma de los dos ménos el otro sumando (61), teiidriamos que 6 =  14 —  8, en cuya igualdad, dividiendo 4 á 8 y á 14, dividiria por el teorema anterior á su diferencia 6, lo que es contra la hipótesi de este teorema; luego si no divide á 6, no puede dividir á 14. Y  como lo mismo se demostrarla en otro cualquier ejemplo, el teorema es general y queda demostrado.3 7 9 . Corolario. Un número que divided varios sumandos  ̂ sino divide 
á uno de ellos, no dividirá á la suma.Pues si 4, aunque divide á 8 y á 16, no divide á 6, no puede dividir á la suma 8 -h  10 +  6, porque los dos sumandos divisibles se pueden reducir á uno solo y quedará 2 4 -h G, que por el teorema anterior no puede ser divisible por 4.3 8 0 . Teorema. S i un número divide á otros dos que no se dividen 
exactamente entre si, dividirá al residuo de la division del mayor por el 
menor.

Demostración. Si sabemos que 4 divide á 56 y 20, que no se dividen exactamente, pues 56 : 20 =  2 —, como todo residuo es igual al dividendo, ménos el producto del cociente por el divisor, tendremos que 16 =  56 —  (20 X  2), en cuya igualdad sabemos que 56 y 20 son divisibles por 4 por la bipótesi del teorema, y 20 X  2 también debe serlo- (374); luego todo el segundo miembro es divisible por 4, y consiguientemente el primero; pero este es el residuo; luego el teorema queda demostrado.3 8 1 . Corolario. S i un número divide á un divisor y á un residuo de 
una division inexacta ó aproximada, dividirá al dividendo, porque este es- igual al cociente multiplicado por el divisor más el residuo, y en el ejemplo del teorema anterior seria 56 =  (20 x  2) -f- 16, igualdad en la que, siendo todo el segundo miembro divisible por 4, tiene que serlo el primero, que es el dividendo.3 8 2 . Teorema. E l máximo común divisor de dos números es exacta
mente iqual al máximo común divisor del iiienor de ellos y del residuo corres
pondiente á la division del mayor por el menor.

Demostración. Si al máximo común de 56 y 20, por ejemplo, que es 4 , no fuera también el máximo común divisor de 20 y 16, residuo de 56 : 20, lendriamos que, como por el teorema anterior, el nùmero que divide á dividendo y divisor divide al residuo, y por su corolario que el número que divide al divisor y al residuo divide al dividendo, 4 dividirá á 56, á 20 y 16, y el máximo común divisor de 56 y 20 no podrá ser mayor que el de 20 y 16, ni el de 20 y 16 mayor que el de 56 y 20 (pues- dos números no pueden tener mayor común divisor que su máximo común divisor). Y  no pudiendo el de 56 y 20 ser mayor que el de 20 y 16, ni éste mayor que aquel, tendrán que ser iguales, que es lo que dice el enunciado del teorema que queda demostrado.®  O h t e r v a e i o n .  L.i anterior demostración la dan muchos autores embebida en la co^espon- dienle á la determinación del máximo común divisor de dos números, y sm explicarla mucho, sin



nor lo axiomática que verdaderamente es la verdad á que se refiere. La e^eperiencia nos ha une en esa muchos principiantes no la comprendían, pues aunque claramentevpfii, mfe un número que divide á div îdendo y divisor divide al residuo, no percibían por qué el veian que un numero uue „ueden ser muv Brandes, no pudiera ser mayor que el má-S m o 'co tn X  dhfsor de unoIeeSos’ y de iln residuo que puede ser muy pequeño, Para.convencerl^os. ximo común Qivisor ue uu j  circunstancia (dicha en la anterior demostración de que elS o  comSfdTvisor K  «siduo de la division de ellos,.es co-íínn ^^vUo^de E r e s  que no puede ser evidentemente mayor que el máximo común divisor de d^fde ellos Í L s  el nombre de dice que es el mayor. Por eso hemos presentado la verdaden teorema especial, y con demostración más ámplia que muchos podrán necesitar.
A R T Í C U L O  I V .T E O R ÍA  D E L  C A R Á C T E R  D E  D IV ISIB IL ID A D  D E  LO S NÚ M ERO S.«iabemos cuál es el carácter ó circunstancia visible fácilmente de los números, por el 5“ .® nocen lrson'divisibles^T í, por 3 ó por 5 (i96); fáltanos dar las correspond.en es demostraciones.3 8 3  Teorem a U n  n ú m e r o  e s  d i v i s i b l e  p o r  2  c u a n d o  t e r m i n a  e n  U , <i c u a l q u i e r a  d e  l a s  c i f r a s  p a r e s  2 ,  4 ,  6 , e t c . ;  y  « o  l o  s e r á  s i  t e r m i n a  e n  a f r a

■ Demostración. Sabem os p or la  n u m e ra ció n , que lodo n ú m ero  te rm inado en 0 es m ú ltip lo  de 10 (54), y  com o 10 =  5 - j-  5 =  2 >< 5 , y  por lo  tanto d ivisib le  por 2 , todo n ù m e ro  term in ad o en 0 se podra descom pon e r en sum an d os ig u a le s  á  1 0 , c u y a  su m a será tam bién d n asib le  p or 2 (575), y asi 70 =  10 - f-  10 +  10 - h  1 0  - í-  10 +  10 - h  10 es d ivisib le  Dor 2  S i el núm ero te rm in a  en cifra  p a r , p or ejem plo 5 6 , se podra descom poner en sum andos 10 - h  10 -U  iO  - h  6 , todos los que son divisib les ñ o r 2 Y la  su m a tam b ién  debe se rlo . Y  fin a lm e n le , si el n u m ero term in a en cifra im p a r , por e jem p lo  2 5 , descom puesto en su m an d os, será 10 +  10 -{- 5 , que no siendo u n o de ellos d ivisib le  p or 2 , com o no lo  es e l 5 ,  la  su m a  no p ued e serlo (579). .3 8 4 :. T e o re m a . U n  n ú m e r o  e s  d i v i s i b l e  p o r  5 c u a n d o  t e r m i n a  ew U o 
e n  5 , V  n o  l o  e s  s i n o  t i e n e  e s a  t e r m i n a c i ó n .

Demostración. P o rq u e  si ten em os un n ú m ero  term in ad o en U, por e jem p lo  5 0 , y  otro en 5 , por e je m p lo  2 5 , am bos los podrem os descom p o n er en sum an d os d ivisib les p o r 5 , y  la  s ú m a lo  se ra . A s i, 50 —  10 - h  10 +  10  Y 25 =  10 -i-  10 -1- 5 ; y  si la  term in ació n  fu e ra  o tr a , h a lm a  u n  su m an d o no divisible por 5 , p or ejem plo 2 9  =  10 - u  10 - f-  cu y a  su m a  no p ued e ser d ivisib le  p o r 5 , p orque el sum ando 9 no lo  es (5/9J, L u e g o  el teorem a es gen e ra l y  qu eda dem ostrado.'3 8 5 . T e o re m a . V n  n ú m e r o  e s  d i v i s i b l e  p o r  o ,  c u a n d o  s u m a d a s  s i ^  

c i f r a s  c o m o  s i  f u e r a n  t o d a s  u n i d a d e s  s i m p l e s  c o m p o n e n  3 ó  u n o  d e  s u s  m ú U i -

^ Demostración. Com o 10 =  9 -f- 1 y  100 =  99 - h  1 , e tc - , todo n ú m ero  se podrá descom poner en su m a n d o s, c u y a  m ay o r p arte se com pongan  de n u eves, y ten d rem o s, p or e jem p lo ,342 =  99 - l - 9 9 - h 9 9 - l - 3 - l - 9 - f - 9  +  9 - f - 9 - h 4 - + - 2  y 542 =  99 +  99 - h  99 -U  9 -t- 9 - f -  9 -f- 9 - f -  3 - i-  4  -}- 2 .E n  la  ú ltim a  ig u a ld a d  y  a u n  en la p rim e ta , vem os que h a y  siete  su m andos m ú ltip lo s  eviden tem en te de 3 y  d ivisib les p or 5 ; y  tres sum an d os

M 4



Hf,justamente compuestos de las cifras del número propuesto, que reunidas componen 9, divisible también por 5; luego todos los sumandos lo serán, y por lo tanto la suma; luego el carácter de divisibilidad por 5 es el que dice el teorema que queda demostrado, pues si las cifras del número sumadas dieran un número que no fuera múltiplo de 5, el sumando que, en virtud de la descomposición produjesen, baria ver que la suma no podía dividirse por 5 (579).3 8 6 . Corolario. La anterior demostración evidencia que todo número cuyas cifras sumadas como unidades produzca 9 ó un múltiplo de 9, será divisible por 9.387. Observación. De una manera análoga podría haberse determinado el carácter de divisibilidad de los números con relación á otro divisor; pero no está en práctica el hacer uso de otras divisiones que 2, 3 y 5, por ser suficientes estos para los usos ordinarios, y porque el carácter de los números con relación á otros divisores no se conoce tan fácilmente.ARTICULO V.DETERMINACION DE SI UN NÚMERO ES PRIMO Ó COMPUESTO.3 8 8 . Regla general. determinar si un número es primo ó com
puesto, se divide sucesivamente de menor á mayor por los primos 2, 5, 5, 7, etc., hasta que algún divisor dé cociente exacto, lo que probará que el nú
mero (lado es compuesto; ó hasta que el cociente aproximado ó entero sea me
nor que el divisor, lo que es señal de que el número dado es primo, pudiéndo
se omitir la materialidad de la division por 2, por 5 y por 5, porque la sim
ple inspección del niimero propuesto dirá si es divisible por esos primos (385, 384 y 585).

Ejemplos. 23 211.“ 840 4.® 487 7 -11 13 17 19•2.° 819 074 61 44 37 28 233.‘ 377 7 11276 53 344703117000

1329 í-70397
6147

11107
120274

Explicación. E l ejemplo 1.“, como el número termina en 0, es divisible por 2, y por lo tanto, compuesto. En el ejemplo 2.°, como sumadas las cifras componen 18, múltiplo de 3, el número es divisible por 3, y por lo tanto, compuesto. En el ejemplo 3.'’, con sujeción á la regia, se divide el número propuesto por 7, porque no es divisible por 2, por 3, ni por 5, y después por U y por 13, que da cociente exacto, y por lo tanto el número propuesto es compuesto. Y  en el ejemplo 4.® so divide el número propuesto hasta que el cociente 21 sea menor que el divisor 23.



Demostración. Se omiten las divisiones por los números compnestosA 6 8 etc porque si un número no es divisible por otro, no lo seia port s  uiúUipios (576). Se hacen las divisiones sucesivas por los primos de T n o r  ú X T o r  para conseguir el objeto por medio de menor numero de Svtóonery más faciles, coino son las que tienen menor divisor; pero se Tindrian hacer de mavor á menor, empezando por un numero primo pío «mámente moM mitad del producto, pues ningún número es divisible por otro mayor que su mitad, ofreciendo este procedimiento el inconveniente tambiln de que si el número era vidirlo ñor urimos v compuestos menores que su mitad, pues a v í a  no se c o r c e l  los números mayores de dos cifras si son primos ó V finalmente se reconoce que un número es primo cuando en las di r\one^ p o r u f primo da un cociente menor que el divisor; porque, por pipmnlo ^en el efemplo 4.®, si supiéramos que continuando las Jj*sm nes

d S i r p o r  a ,¿ n  otro á más de serlo por si mismo y por la unidad, y por lo tanto queda demostrada.
a r t í c u l o  v i .A FO RM ACIO N  D E  T A B LA S D E  LOS NÚM EROS PRIM OS.3 8 9 . Los números primos menores de los que conviene saber de memoria son los siguientes: __. „  5 5 7 11 13 47 19 25 29 51 57 41 45A? 55 59 61 67 71 75 79 85 89 97Para determinar éstos, asi como para formar tablas de ellos y otros mayores, se emplea el procedimiento siguiente. primos, se escriben for sv,

Í Z f Z s T s v n f s  ,te t y i e .  Usta el n4«ero d ¡ne se ,u ie- 
ra alcance la tabla, por ejemplo-. • •4 2 3 5 7 9 44 43 45 47 49 21 23 25 27137 39 44 43 45 47 49 54 53 55 57 59 64 63173 75 77 79 8 f 83 8i5 87 89 . 1 194 93 95 97> V 99

407 409 444 4,43 4 4o !̂|7 449 42i 423 42o 4 35 437 etc. 427
31 33 352965 67 69 104 403434!429

71405433S íS s :-* » .' sraíiS



m
f r ä s , empezando á contar despnes del 5, y póngase otra señal á los'números no se
ñalados. Hágase en seguida lo mismo de siete en siete, empezando a contar después 
del 7. Y  hágase lo propio con -H, con 13, con 47  ̂ demas números przmos, siendo 
inútil el señalar los que ya una vez estén señalados, y todos los que resulten sin  
señal serán números primos.La Tabla auxiliar VI contiene todos los números primos menores de 1000.

Demostración. Esta Tabla, para determinar los números dígitos, llamada criba 
de Eratosthenes, por el nombre del que la inventó, ya inventada, el procedimiento para formarla tiene muy fácil demostración. En efecto, como los números impares, colocados todos según su órdeb natural, difieren cada uno de su inmediato en dos unidades, el 3 distará de su mínimo múltiplo, que es 9 tres hilares, porque 3 - p ( 2 x  3 ) =  9; de 45 seis lugares, porque 3 -f-{2  X 6 )  =  45; de 24 
n u e L  lagares, porque 3 -h (2 X  9 ) =  24, etc.; luego contando desde el 3 de tres en tres cifras, se deben hallar todos sus múltiplos. Análogamente el 5 distará de sus múltiplos impares cíwco, áíVz, quince lugares, porque el minitno múltiplo de 5b que es 45, es igual á 5 +  ( 2 X  5 ) y 25 =  5 +  ( 2 X  40], etc. Y  como los números que no resulten señalados no serán múltiplos de 3, de 6, de etc., ni serán, por tanto, divisibles por ningún número dígito primo, ni menos por un compuesto, no siéndolo por ningún primo (376), serán, pues, números primos.

a r t í c u l o  v i lD E TE R M IN A CIO N  D EL COM UN D IV ISO R  D E  DOS Ó M ÁS NÚM EROS.3 9 1 . Regla. Para hallar el máximo común divisor de dos números, se 
divide primeramente el mayor por el menor; en seguida éste por el residuo; 
después este residuo por el que produzca la división por él, y asi sucesivamen
te hasta encontrar un cociente exacto, que diva que el divisor que lo produce es 
el máximo cmnun divisor de los números propuestos; ó hasta tener un cociente 
inexacto correspondieyite á un divisor evidentemente primo, que será señal de 
que los números propuestos son primos entre si; y  lo mismo si se liega á tener 
por residuo la unidad.3 9 2 . Si la primera división, ó sea la del número mayor por el menor de los dados, da cociente exacto, el máximo común divisor será el mismo número menor.

Ejemplos.4.® 324000 654
2.® 895 55 45 40 5345 16 3 4 245 40 5 00

3.“ 827 342 4 43 56 31 25 6 4443 2 2 2 4 4 4 656 34 25 6 4 04.® 347 57 5 2 4005 6 44 2 602 4 00el menor y como nn dado cociente exacto, liemos ubuuuiuv v,. .............. ..v.. . . . . . . . . . . . . . . --------el nùmero m e j.r  po, el mene,, despees és.e per el resi- duo 15: hielo este residuo por el 10, v, finalmente, el 10 por 5. obteniendo cociente exacto y deduciendo, por lo tanto, que 5 es el máximo común divisor oe los números propuestos.En el tercer ejemplo obramos de una manera anàloga, pudiendo haber suspendido la operación



416
Demodra^ion. Se omiten las divisiones4  6 8 etc , porque si un número no es divisible p o r  o t io ,  1)0 lo  s e ra  p o rsiis múltiplos^(376). Se hacen las divisiones sucesivas por los pumos de menor à mayor, para conseguir el objeto por medio de menor numero de divisiones y más fáciles, como son las que tienen menor divisor, pero se nodrian hacer de mayor á menor, empezando por un numero primo pio- L i u e n t e  menor á la mitad del producto, pues ningún numero es diyi- 

^ h i r Z  otToZnyov que su mitad, ofreciendo este procedimiento el inconveniente lambiln de que si el número eravidirlo ñor nrimos y compuestos menores que su mitad, pues a primera Vk a no se conocen los números mayores de dos cifras si son primos o„ 0 . Y  finalmente se reconoce que un número es l '" 7 .visirmes ñor un primo da un cociente menor que el divisor, porque, por

c L n t o T e S e  la^egla es lo conveniente para saber si un numero es divisible por algún otro á más de serlo por si mismo y por la unida . . por lo tanto queda demostrada.
a r t í c u l o  Y I.A rO K M A O IO N  D E  T A B LA S D E  LO S N ÚM EROS PRIM OS.3 8 9 . Los números primos menores de los que conviene saber de memoria son los siguientes: __,  a  5 5 7 11 13 1 7  4 9  ^ 5  2 9  51 o7  4 1  4 54 7  55 59 61 6 7  7 1  7 5  7 9  8 5  8 9  97Para determinar éstos, así como para formar tablas de ellos y otros mayores, se emplea el procedimiento siguiente. „.',nii>ros Drimos, se escriben fo r  svj

ra, alcance la tabla, por ejemplo'.1 2  3 5 7 9 11 13 t15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35
37 39 41 43 45 47 49 t51 53 85 57 59 61 63 1 f65 67 69 71173 75 77 79 sV 83 85 t87 89 91 93 95 97 99 101 103 i b  131 105t107 109 111 113 115 117 119 121 i b  i b 127 133135 137 etc.



i n
frä s , emvezmdo á contar desfues del 8, y fóngase otra señal á los números no se
ñalados. Hágase en seguida lo mismo de siete en siete, empezando a contar después 
del 7. Y  hágase lo -prcpio con 11, con 13, con \'~t y demas números primos, siendo 
inútil el señalar los que ya una vez estén señalados, y todos los que resulten sin  
señal serán números primos.La Tabla auxiliar VI contiene todos los números primos menores de iOOO.

Demostración. Esta Tabla, para determinar los números dígitos. llamada criba 
de Eratosthenes, por el nombre del que la inventó, ya inventada, el procedimiento para formarla tiene muy fácil demostración. En efecto, como los números impares, colocados todos según su órdeú natural, difieren cada uno de su inmediato en dos unidades, el 3 distará de su mínimo múltiplo, que es 9, lugares, p o rq u e  3 - f - ( 2 x 3 )  =  9; de 15 seis lugares, porque 3 -l-(2  X  6 ) =  15; de 21 
nueve lugares, porque 3 + . ( 2 X  9 ) =  21, etc.; luego contando fesdeel 3 de tres en tres cifras, se deben hallar todos sus múltiplos. Análogamente el 5 distara de sus múltiplos impares cinco, diez, quince lugares, porque el mínimo múltiplo de 55 que es 15, es igual á 5 +  ( 2 X  5 ) y 25 =  5 -l-( 2 X 1 0 ) ,  etc. Y^como los números que no resulten señalados no serán múltiplos de 3, de 5, de etc., ni serán, por tanto, divisibles por ningún número dígito primo, ni menos por un compuesto, no siéndolo por ningún primo (376), serán, pues, números primos.ARTÍCULO V II.D ET E R M IN A CIO K  D EL M Á XIM O  COM UN D IV ISO R  D E  DOS Ó MÁS NÚM EROS.3 9 1 . Regla. Para hallar d  máximo común divisor de dos niimeros, se
divide primeramenle el mayor por el menor; en seguida éste por el residuo; 
después este residuo por el que produzca la división por él, y  así sucesivamen
te hasta encontrar un cociente exacto, que diva que el divisor que lo produce es 
el mdrimo comwi divisor de los números propuestos; ó hasta tener un cociente 
inexacto correspondiente á un divisor evidentemente prim o, que será señal de 
que los números propuestos son primos entre si; y  lo mismo si se liega á tener 
por residuo la unidad. '3 9 2 . Si la primera división, ó sea la del número mayor por el menor de ios dados, da cociente exacto, el máximo común divisor será el mismo número menor.

Ejemplos..̂0 324 154 3.“ 827 342 143156 31 25 6 1000 6 143
2.® 895 55 15 10 8 4.® 347 1 87 5 2 1345 16 3 1 2 005 ! 6 11 2 615 10 5 00 1 03 1 00

Exnlirnrian Con suiccion á la regla, en el primer ejemplo hemos diviamo el numero mayor por el mínor ;  como ha d X ¿ ^ c ie n ie  elaclo, hemos deducido que el máximo común divisor de los nu-” Tn%'’rs'g»n1o%Tcmpro\̂ ^^̂  ei número mayor por el menor, después g ‘ e por el residuo 15; luego este residuo por el 10, y, finalmentCj el 10 por 5, °t)leniendo cocmnle exacto y deduciendo, por lo tanto, que 5 es el máximo común divisor ae lo® i ,• En el tercer ejemplo obramos de una manera análoga, pudiendo haber suspendido la operación



418due se vi6 aue no daba cociente exacto la división de 56 por 31, numero evidentemente primo. F n ir c u L t ò  esemplo hemos también he la correspondiente división, y al dividir por 5, nùmero evidentement” &  y.no dar cociente exacto, pudimos deducir oue los números dados eran S o r e n l r e  si, pero continuamos las divisiones para ver si lo eran reármente.3 9 3  Demostración. Se empieza la operación dividiendo el numero mayor de los dos que se proponen por el menor, porque el máximo común divisor de dos números no puede evidentemente ser mayor que el menor de ellos; y si éste divide al mayor, será el máximo común di^sor de ambos, pues que también se divide á sí mismo (580). Después se divide el número menor por el residuo de la primera división, porque el máximo commi divisor de dos números es exactamente igual al del divisor y residuo (582) de la división del mayor porel menor. Y  por razones anulo- gas á las dadas para la primera división, se debe ver si el numero menor divide al primer residuo, porque éste seria el máximo común divisor deseado si dividiera exactamente al número menor de los propuestos. En seguida se divide el primer residuo por el segundo, y éste por el tercero, porque el máximo común divisor de los números que van entrando en cada división debe ser igual al máximo común divisor del que sirve de divisor y del residuo que pueda producir. Y  finalmente, se dn nada la operación cuando no se obtiene cociente exacto al dividii poi un número evidentemente primo, porque si un número  ̂ primo no divide exactamente á otro, los dos son primos entre si (5/1), y sena mulil continuar la operación, como se ve por los ejemplos o. y 4. , pues se lle^a á hallar un residuo 1, que dividirá exactamente al anterior residuo Y  l\ tras-anterior, y á los números propuestos, los cuales por no tener otro común serán primos entre si (5G8); luego la regla queda demostrada.
3 Q ^ . Lema. S i un número divide a otros dos, dividirá también ai ma-"

ximo común divisor de ellos. . onePorque, refiriéndonos al ejemplo 2.", si un numero divide a 885 y n 55, dividirá á 15 (581). Si divide á 15 y 55, dividirá á 10, y si divide á 15 y á 10, dividirá á 5, que es el máximo común divisor de los númerospropuestos. evidenciado en el anterior lema, se deduce claramente ane para hallar el máximo común divisor de tres ó mas números, se halla S  m&imo común divisor de dos de ellos; después el de ese máximo común divisor hallado v otro número de los propuestos; en seguida el máximo común diviso? del úlümo hallado y otro número de los dados sí’son mas de tres; y asi se continuará hasta tomarlos en consideración todos, y el último máximo comúndivisor que se halle será el deseado. .Pondremos un ejemplo, aunque esta operación tiene poca aplicación eu las matemáticas. 345 140 65 10 5 13565 2 2 6 2 350010 05 00
5
27

puestos. E ,¡ n i . ¡ l  pone, poracompletamente à su capricho.
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CAPITULO III.

COMPLEMENTO Á LA TEORÍA SOBRE LA DIVISIBILIDAD DE LOSN ÚM EROS.
ARTÍCULO PRIM ERO.

P RE LIM IN A R E S.396. Los principios teóricos qae hemos expuesto en el capitulo anterior sobre la divisibilidad de los números, no nos han permitido todavía otra aplicación- que la determinación de si un número es primo ó compuesto, y la de hallar el * máximo común divisor de dos ó más números entre los varios que tengan. Ahora tenemos que ocuparnos de la determinación de los diferentes divisores que tienen los números, de su mínimo común dividendo, ó mínimo común múltiplo, y  para ello tenemos que demostrar nuevos principios.ARTÍCULO II.
P R IN C IP IO S T E Ó R IC O S FU N D A M E N T A LE S PARA L A  D ESCO M PO SICIO N  DE UN N Ú M E R O  E N  FA C T O R E S T  PARA L A  D ETERM IN A CIO N  D E L  M ÍNIM O COMUNM Ú LTIPLO  D E  VA R IO S.3 9 7 . Teorema. S i dos números se multiplican por un entero, el má
ximo común divisor de ambos quedará multiplicado por dicho entero. E  
inversamente si dos números se dividen por un entero, el máosiino común divi
sor de ambos quedará dividido por dicho entero.Pero dicho entero ha de dividir exactamente á los números propuestos, pues eii otro caso la división sería impracticable en el sentido del teorema.

Demostración. Porque multiplicando ó dividiendo los dos números propuestos por un entero, quedará mnUiplicado ó dividido respectivamente por dicho entero el residuo correspondiente á la  división del mayor por el menor (580). Y  mnUiplicado ó dividido tal residuo y el número menor, también lo estará el residuo de la división del menor por el primer residuo; y por razones análogas todos los residuos que vayan resultando de dividir uno por otro, liasla encontrar el máximo común divisor, que siendo también un residuo quedará multiplicado ó dividido por el número por el que se multipliquen ó dividan los números propuestos.



• • t/ivi/irviAc <9 K V .1 K n ivo  máxiino común divisor es 5, duplica”= 3 0 ,  quo teudràu por.nàxi,no comuudivisor 5 X  2 . . I-3 9 8 . Teorema. 6'¿ dos números sedividenpor su maximo común di
v i s o r ,  l o s  cocientes serán primos entre su m-^vinio ro-

De77iostracion. Si tenemos los números 895 y 55, tuyo máximo co m ,f„ T v t o r  es 5, y dividimos aquellos por 5, por el leorema antermr elmáximo común divisor 5 también quedará dividido por 5. Pero -  y los números que tienen por máximo común divisor la unidad, se llaman entre sí primos; luego f  ^  175 y ?  =  U  son entre si primos3 9 9  Teorema Si un número divide al producto de dos factores, y es 
primo como uno de ellos, dividirá precisamente al factor nrodiicto  ̂ De^nostracion. Si tenemos, por ejemplo, ^10 X  17 Y es primo con 17, el máximo común divisoi de 5 y 17 sei a l( '08^; fsi'imiAiplicamos 5 y 17 por 10 -  t o T i Z tdará miiUiplicado por 10 y seia ^  .'rj ,„™u:pn lo es ñor tenernln de 5 ñor la hinótesis del teorema, y 5 X  10 también lo es por tenerel factor 5‘ liie^o su máximo común divisor 10 también lo sera, y por lot á n t ‘ d ív ?s i'r  p“o r5 “ y CO.UO lo mismootro ejemplo, el teorema es general y queda demostrado.4 0 0  Observación. La anterior verdad es de mucha importancia, y conv.ene fam.hanzarseCorolario. S iu n  m i m e r o  primo dtj)ide al producto de tres o mas
factores, tiene que dividir precisamente á uno de ellos. producto ̂ Porque poí el teorema anterior si, por5 X  9 X  24 X  14 y no divide á 5, sera pruno con 61 y 4»^^“ m 24 X  14  SinAdividl á 9, dividirá á 24 X  14  y smo divide a 24, dividirá á 14; luego tiene que dividir á alguno de los factores.4 02 . Olserv^cicn p o r t a n t e .  ®.sable que el divisor sea primo con uno de los lactores vademas primo por si mismo para / A  qiJ q y  no dividir á ninguno de sus que, en efecto, un numero puede dividir á  ̂ pero no á sus fac-factores si ninguno es primo con © U J A -  ambos tienen con 12 untores 20 y  3, porque U  son divisibles por 2 y 3, ycomún divisor ademas de la nri divisor común y otro cob 3, y12 por 3. Y , por lo tanto, 12 "4® f  "  ¿e  d ^  otro! según el teo-no siendo primo con ninguno délos dos, no pueaeaiviuu <1 orem a anterior. , i , ? „4 0 3  Lema. Si un número es divisible por cada uno de otros dos p  - A ™  éivisiU . ,a,nlnen por « , producto, p u ^  s. ^  epor 5 y por 4, será 24 =  5 X  8 y ‘ ‘7"''*^"d o ^ rd e^ d m ^ n te^ sta^  os ^ua^ ^  ê ŝ  segundo miembro, sieído divisible por 3 x 4  su igual, 24 X  24 también lo sera, y su*"'*4 0 4 ''^^Corolfe^o 2." Sí un mimero primo divide á una potencia cual- 

quieZ%.e un número, dividirá á este, porque toda poten cia  de u n  n u iiier

1 2 0



mse podrá descomponer ó considerar descompuesta en factores iguales al mismo; y el número primo que divida al producto, que es la potencia, deberá dividir á alguno de los factores (411), que siendo iguales, es evidente que dividirá al número de que es potencia. Esto es, que si el número primo 5 divide á 9, dividirá á 9* —  81, pues 81 =  9 X  9, y si 5 divide á 9 X  9, tiene que dividir á uno de los dos factores, ó sea á 9.4 0 5 . Corolario 5.° Las potencias de los números primos entre si for
man números también entre si primos.Porque sino lo fuesen tendrían algún divisor común ademas de la unidad, y ese divisor común, por el corolario anterior, dividiría á los números de que son potencias, lo que es contra la hipótesi de que son entre si primos. Esto es, que si 7 y 9 son primos entre si, 7* =  249 y y 92 — 0 1  también lo serán, porque sino lo fuesen, el divisor comunque tuvieran dividiría á 7 y á 9, y estos no serian primos. .4 0 6 . Teorema. Si un número es divisible por dos ó más que sean pri
mos entre si dos á dos, es divisible por el producto de todos ellos.

Demostración. Sea el número 1890 que se propone, por ejemplo, divisible por 5, por 6 y por 7, primos entre si dos a dos; esto es, 5 con G y con 7, y 6 con 7.Por ser el número dado 1890 divisible por 3, sera 1890 — 5 x  378, que es el cociente de dividir 1890 por 5. Por ser el mismo número 1890 divisible por 6 , su igual 5 X  378 también lo será, y como 6 es primo con 5 por hipótesis, dividirá á 378 (599), y dará 378 == 6 X  63; valor de 378 que podremos desde luego sustituir en la primera igualdad y dará 1890 =  5 X  6 X  63. Y  por ser 1890 divisible por 7, su igual 5 x  6 x 6 3  también lo será; pero como 7 es por hipótesis primo con 6 y con 5, dividirá á 65 (399)„y dará 63 =  7 x  9; cuyo valor sustituido en la igualdad anterior dará 1890 =  5 x  6 X  7 X  9, en la que el segundo miembro es evidentemente divisible por el producto 5 x 6 x 7 ;  luego su igual 1890 también debe serlo; luego el teorema queda demostrado.4 0'a . Observación. Es indispensable que los divisores del número propuesto sean todos primos entre si como Ío son los del ejemplo anterior; pues no basta que lo sean cada uno con otro, por ejemplo, 576 que divide á 8, á 4 y á 3, los cuales son primos entre si el 8 con el 3. y  e U  con el 3, pero no 8 con el i \  pues aunque en este caso también se verifica la verdad esenei ŝt del teorema, pues 8 X 4 X  3 =  96, V 5 7 6 : 96 =  6 exactamente, pero es porque 576 también es divisible por 9 y por 64 que son primos entre si. Mas 120 que es divisible por 3, por 6 y por 5 , no es divisible por 90 =  3 X  6 X  5) porque aunque 3 es primo con 5, y  6 con 5, no es 3 con 6.4 0 8 . Teorema. Un número no puede considerarse compuesto, ni, por 
lo tanto, descomponerse en más factores simples que en todos aquellos números 
primos que lo dividan exactamente, lo que se acostumbra a expresar diciendo 
que un número no admite dos descomposiciones distintas en factores simples.

Demostración. Si suponemos, por ejemplo, que el número 18, que es igual á 2 X  3% que son sus factores simples, y que lodos lo dividen exactamente, pudiera admitir otra descomposición en la que entrara algún otro factor primo ó no entrara alguno de los expresados ó que alguno de ellos estuviera elevado á diferente potencia, teudriamos, en el primer supuesto, que 18 =  5 X  2 X  3% y por lo antes dicho seria 5 x  2 X  3“ =  2 X  5*. Pero esto, no sólo es evidentemente absurdo, sino



422que se evidencia más considerando que el primer miembro de esa igualdad es múltiplo de 5, y por lo tanto divisible por 5; y el segundo tendrá también que serlo; pero este es 18, que no es divisible por 5 por hipótesis, luego tampoco puede 5 dividir á su igual ni figurar en la descomposición supuesta.En el segundo caso, si se supone que 18 también puede ser igual á 5% tendríamos 2 x 5 *  =  5% en cuyo primer miembro hay un factor 2 quelo hace, por lo tanto, divisible por 2 , ydebe serlo también el segundo miembro; pero este se compone de números primos, luego el primo 2 tampoco puede dividirlos ni á su producto; luego 2  tiene que figurar en un miembro de la igualdad si figura en el otro.En el tercer caso, si suponemos que 18 sea también igual á 2 x  5, será 2 X  5* =  2 X  5, dividiendo los dos miembros de la igualdad por 5 resultará 2  =  2 x 5 ,  cuya igualdad tiene su segundo miembro' divisible por 5, y no pudiendo serlo el primero porque 5 es primo con 2, resulta que el 5 debe figurar en ambos miembros con igual potencia, si la igualdad ba de ser verdadera; luego un número no admite dos descomposiciones en factores simples, y queda demostrado el teorema.4 0 9 . Teorema. Un número no es divisible por otro si no contiene todos 
los factores simples de éste, repetidos cada uno tantas veces al menos como lo 
estén en el divisor.

Demostración. Si suponemos que, por ejemplo, 84, que es igual á 7 x 5 x 2 * ,  sea divisible por 15, que es iguala 5 x 5 ,  uno de cuyos factores no entra en la composición de 84, tendríamos que llamando cc al cociente de esa supuesta división exacta, seria 84 =  15 X  « y, 84 =  5 X  5 X  a , y como sea cual sea el valor del cociente a, el factor 5 no puede desaparecer del segundo miembro de esa.igualdad, todo él sería evidentemente divisible por 5, y el primero consiguientemente. Pero esto es absurdo, porque si 84 fuese divisible por 5, factor simple que no entra en su composición, admitiría dos descomposiciones, lo que no puede ser (408). Y  si suponemos que el divisor fuera 18 =  2 X  5*, en el que el factor 5 tiene distinta potencia que la de la descomposición de 84 =  7 x 5 x 2 * ,  tendríamos que en ese supuesto seria 84 =  2 x^5* x  a, en cuyo segundo miembro, no pudiendo desaparecer el factor o , también tendría que figurar en la descomposición del primero, y 84 tendria dos descomposiciones, una en la que figurase el factor 5, y otra en la que se hallase 5*, lo que es absurdo. Luego el teorema queda demostrado.ARTÍCULO m .DESCOMPOSICION DE UN NÚMERO EN FACTORES SIMPLES, Y  DETERMINACION DE SUS FACTORES SIMPLES Y  COMPUESTOS.4 1 0 . D escomponer un número  en su s  tactores sim ples  es d eterm in ar lodos los núm eros prim os q u e , dividiéndolo u n a ó m ás veces, p ro d u cen un producto igual al m ism o . Y d eterm in ar sus factores sim p les y



compuestos, es hallar todos los números que lo dividen exactamente.4 1 1 . Regla 1.“ Para descomponer itn número en sus factores simples, 
se dividirá por los números primos 2, 5, 5, 7 por su orden natural (aunque el orden sea indiferente}, según que por su carácter se vea que es divisible 
exactamente por ellos, y los divisores constituirán los factores simples del nú
mero dado descompuesto en ellos, ordenáfidose la Operación como se ve en los 
siguientes ejemplos:

Ejemplos, 1.̂

423

8 8 0 2 2 . ®  2 5 2 2

4 4 0 2 1 2 6 2

2 2 0 2 6 3 3

l i o 2 2 1 5

5 5 5 7 7

1 1 1 1 2 5 2  —  2 *  X  3*  X  7

2 *  X 5 x  1 1

3 . ®  2 1 0 0 2  ü 2 1 0 0 5

1 0 5 0 2 4 2 0 5

5 2 5 3 8 4 3

1 7 5 5 2 8 2

5 5 5 1 4 2

7 7 7 7y será2 I0 0  =  2“ x 5 x 5 ^ x 7  ó bien 2100 =  5* x  3 x  2̂  X  7.
Explicación. En el ejemplo primero, con sujeción á la regla, se dividió el número propuesto (por acabar en 0) por 2; el cociente HiO por 2 también [por igual razón); el nuevo cociente 220 por 2 Igualmente; el HO por 2 también, el 55 por 5 y el 41 por si mismo.En el segundo ejemplo, el número propuesto se dividió por 2, el cociente por 2 también, el nuevo cociente por 3 y por 3 el siguiente, y el cociente siguiente por si mismo.En el terccrejemplo, el numero propuesto se dividió por 2, su cociente por 2 también; el cociente de esta división por 3, el de este ultimo por 5, y por 5 también el cociente .siguiente; y, finalmente, por 7. Pero también el número propuesto pudo dividirse, como se ve, por 5; su cociente por 5 también; y el cociente de esta división por 3; el de la siguiente por 2, y por 2 el obtenido después; y finalmente, por 7, dando el mismo resultado.4 1 2 . Demostración, Refiriéndonos á cualquier ejemplo, v. gr., el segundo, diremos que por ser 252 divisible por 2, será 252 =  2 x  126, que es el cociente de tal división.Por ser 126 divisible también por 2, será 126 =  2 x  63.Por ser 65 divisible por 5, será 63 =  3 x  21.Y  por ser 21 divisible por 3, será 21 — 7 x  3.Sustituyendo en la penúltima igualdad 63 =  3 x  21 por 21 su igual 7 x 3 ,  dará 63 =  5 x 3 x 7 ;  y sustituyendo este valor de 03 en la antepenúltima igualdad 126 =  2 X  63, dará 126 =  2 x 3 x 3 x 7 ;  y sustituyendo este valor de 126 en la primera igualdad, dará 252 =  2 x  2 x 3 x 5 x 7  =  2 ® x 5 ® x 7 ;  luego los factores simples de 252 son los halladas por la regla, pues el número no puede tener dos descomposiciones (408); y como lo mismo se podria demostrar en cualquier otro ejemplo, la regla queda demostrada.413. Escolio. Todo número que divide á un cociente, divide con más razón al dividendo; verdad que, aunque se demostró (37.1), repetimos, porque recibe comprobación con la anterior regla y facilita la comprensión de la siguiente;



núes en efecto, si en el ejemplo segundo anterior 3 divide á 63, también debe Sividir á 252, porque resultando después 252 =  2' X  3 X .  y habiendo en esta igualdad un factor 3 en el segundo miembro, este sera divisible por 3, y lo mis mo su igual el miembro primero.4 1 4  Re"la 2 “ Para (no descomponer, sino) determinar los factores 
simples V coinpuesíos de un número, se determinan primeramente los smples 
„or la reala {.• Después se multiplica cada factor simple por los que time 
debajo, ?/ se encuenlranjos factores compuestos de dos. En seguida cada com- 
vueslo de dos por los smples que tiene debajo, y se tienen los compuestos de
tres. Y asi sucesivamente hasta que la inuUiplicacion de un factor simple por
uno compufíslo, produzca un producto igual al número propuesto.

puestos de cualquier número.
Ejemplos de determinación de los factores compuestos de un numero.Compuestos de cinco.

-124

2100 2 Compuestos de dos.1050 2 4525 3 6175 5 10 1535 5 » » 257 7 14 21 35
Compuestos de tres. 1220 30» » 50 75 28 42 70 105 175

Compuestos de cuatro.
60» 100 15084 140 210 350 525 300420 700 1050 2100hallado jfs  J a r r e a  s i m p ^  n E T o f S ia ,a  > 'do> por l,es6 . « » a i  “ lado o „^  ¡0,por cinco 20, e c.), 12,20, 28. 30. 42, 50, 70.  ̂'y- compuestos de cinco, 300, 420,700 ytaTmrte.̂ iYti;̂ c:i»eYciv^jo , nos ha dado el número propuesto, y terminado, por lo tanto, la operación. ^4 1 6 . Demostración. Fúndase esta regla en que si un numero es divisible por olros primos entre sí, es divisible por el producto de ellos (4üb), pues eu efecto, cuanto se previene en la regla y se ha practicado en el anterior ejemplo, no es otra cosa que determinar los diferentes productos que forman los divisores del número propuesto, que son primos entre si. Asi siemlo el mlraero propuesto divisible por 2 y por 2 (números primos entre sí aiinqué sean iguales, pues- no tienen mas divisor común que la unidad), también tiene que serlo por 4. Siéndolo por 2 y por 5 tiene que serlo por G, y análogamente por los demas compuestos de a dos. Te se- mejantemenle siéndolo por 4 y por 5 , tiene que serlo por 12 y por 20 ele., y no por 8, pues 2 y 4 no son primos entre si, y en efecto, 2100 no es divisible por 8. Y  aunque hay productos de números que no son ni-imosentre sí que dividen al propuesto, por ejemplo, I/o , que es igual á 5 X  55, es porque 175 es también igual á 25 X  7, números que son mimos entre si. Y  como todas las miilliplicaciones posibles entre los divisores primos entre si se hallan por la regla, tales productos son todos los factores compuestos del número propuesto, y la regla queda demostrada.



i25ARTICULO IV.D ETE R M IN A CIO N  D È L  M ÍNIM O COMUN DIVID EN D O Ó M Ú LTIPLO  D E  V A R IO SNÚM EROS.4 1 7 . Regla. Para determinar el minimo commi dividendo ó múltiplo 
de varios números, se descomponen en sus factores simples todos a excepción 
de aguellos que sean evidentemente submúltiplos de otros de los dados, y el 
producto de todos los factores simples de todos ellos, omitiendo los que estén 
repelidos en dos ó más descomposiciones (aunque tengan diferente exponente que se conservará al de mayor), pero no los que se hallen repelidos en 
una misma (que forman la correspondiente potencia); ese producto será el 
minimo común dividendo de los números propuestos.

Ejemplo. 20 4542 2 20 2 45 36 2 40 2 45 33 3 5 5 5 51 4 42® X  3 • 20 =  2̂  X  5 45 =  32 X  5Mínimo común múltiplo 2* X  3® X  5 =  ISO.
£xi)licacion. Descompusimos en faclores simples los números dados, á excepción del lS, por ser cí^idenlemente submúltiplo de 45, y hallamos las igualdades que ofrece el ejemplo de las que,, según la regla," dedujimos el mínimo común múltiplo §2x  3̂  X 5, omitiendo e l,factor 3 de la primera descomposición, porque està en la tercera, aunque con mayor exponente, y el 5 de este porque está en la segunda.4 1 8 . Demostración. El número hallado 180 es divisible por 12, porque tiene todos los factores simples de éste, y repetidos tantas ó más veces que él (409). Por semejante razón es divisible por 20, y también por45; y como siendo divisible por 45 lo es por su submúltiplo 15 (576), resulta que el número bailado es común dividendo ó múltiplo de los cuatro propuestos. Y  es ademas el mínimo de los muchos que pueden tener, porqiiej^i se supusiera que babia otro co?iun dividendo menor que 100 =  2® x  5 * x  5, tendría algún factor simple menos que él, y seria, por ejemplo, su descomposición 2® x  5®, por lo que seria divisible por 12, pero no por los demas números propuestos que tienen im factor 5. Suponiendo que fuera 2® x  5 sería divisible por 20, pero no por 45 ni por 12, que tienen el factor 5; y finalmente, suponiendo que fuera 2* X  o X  5, seria divisible por 12 y por 20, pero no por 45, porque tiene el factor o . Luego para ser divisible por todos los dados, tiene que contener todos sus factores simples como el número bailado; luego ese es el mínimo conimi múltiplo. Y  como lo mismo se podría demós.lrar sobre cualquier otro ejemplo, la regla es general y queda demostrada.419. O b s e r v a c i ó n .  No estará demas para algunos advertir que si alguno de los números propuestos fuera primo, su descomposición es el mismo número, que entrará*como factor del mínimo común múltiplo, si no se suprime su descomposición porque sea submúltiplo de alguno de los dados. Y con.siguienlemente si todos los números dados son primos, su mínimo común múltiplo sera el producto de ellos.Así, el mínimo común múltiplo de 7 y 45, es 7 X  3 X 5 , y el de 7, 5 y 3 es 7 X 5 X  3-



ne
CAPITDLO IV.

APLICACION DE LA TEO RÍA  SOBRE LA DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS Á LOS QUEBRADOS COMUNES Ú ORDINARIOS.
ARTÍCULO PRIMERO.

P RE LIM IN A R E S.420. Simplificar un quebrado, sabemos lo que es (195), y también sabemos (496) cómo se consigue la simplificación. Pero como tal operación en quebrados de grandes términos es pesada y susceptible de errores, vamos á aprender otro método, basado en el mismo principio (489), aunque deducido de la anterior teoría sobre la divisibilidad de los números.Ademas, reducir quebrados á un común denominador, sabemos también (4 91) lo que es, y cómo se consigue- (192); mas como el procedimiento ordinario es pesado y el abreviado (493) sólo práctico en ciertos casos, vamos á aprender también otro basado en el mismo principio.Antes de exponer uno y otro procedimiento, sentaremos algunos principios.ARTÍCULO II.
P R IN CIP IO S TEÓRICO S C O M P LE M E N T A LE S SO BRE LO S QUEBRADOS CO M U N E S.4 2 1 . Q ü e b r .a d o  ir r e d u c i b l e  se llama aquel que no puede simpUficoj'se y 
se halla, por lo tanto, tododo sencillo que es posible.4 2 2 . Teorema. Un quebrado irreducible, propio ó impropio, no puede 
ser igual á un número entero.

Demostración. Si, por ejemplo, el quebrado que es propio y evidentemente irreducible porque sus términos no pueden dividirse exactamente por ningún número, se supone pueda ser equivalente á un número entero, por ejemplo 1, el denominador dividirla al numerador exactamente, pues de otro modo sería equivalente á un mixto (175); y como el denominador se dividiría á sí mismo, ambos términos lendrian un común divisor, lo que es contra la hipótesis del teorema. Si el quebrado supuesto fuese impropio, por ejemplo, J| también irreducible, aunque sea igual al mixto 1 la demostración seria la misma, pues si 18 dividía á 19, sería 18 común divisor de ambos términos, y el quebrado no seria irreducible; luego el teorema queda demostrado.4 2 3 . Teorema. Uii quebrado cuyos dos términos son primos.entre si es 
irreducible.



4 3 7

Demostración. S i, por ejemplo, el quebrado cuyos dos términos son primos entre si, se supone que pueda convertirse en otro equivalente de términos más pequeños, por ejemplo tendríamos que ~  =  -g; y redii-7 X 6 5XS8X 6 »ciendo ambos quebrados á un común denominador, daría quebrados que, teniendo iguales sus denominadores y siendo por supuesto iguales, sus numeradores deberían serlo, y sería 7 x  6 =  5 x  8- Igualdad en la que, siendo el primer miembro múltiplo de 7, seria divisible por él, y lo mismo el segundo miembro. Pero 7 es primo con 8 por la hipótesis del teorema; luego dividirá á 5 (599); lo que es absurdo, porque 5 es menor que 7, y tiene que serlo en cualquier ejemplo, pues mayor que 7 , el quebrado equivalente no sería simplificación de luego éste, por ser sus términos primos entre sí, es irreducible; luego el teorema queda demostrado.4 2 4 . Teorema. 5i un quebrado irreducible es igual á otro, los dos 
términos de éste serán equimúltiplos de los dos términos de aquel.

Demostración. Vamos á demostrar que, si por ejemplo, 9 esmúltiplo de 5 y 15 de 5, y ademas que las veces que 9 contenga á 5 serán tantas como el 15 contenga á 5.En efecto, si tales quebrados los reducimos á un común denominador, tendremos quebrados que, siendo iguales, y teniendo evidentemente'iguales sus denominadores, tendrán los numeradores iguales también, y será 5 x  15 =  9 x  5. De esta igualdad podemos ya deducir, que puesto que el primer miembro es múltiplo de 3, será por él divisible, y lo mismo su igual el segundo miembro; y como 3 es'primo con 5 por hipótesis, dividirá á 9 (319), y por tanto, 9 será múltiplo de 3. Análogamente, como el segundo miembro de la igualdad es múltiplo de 5, será divisible por 5 y su igual el primer miembro; pero como 5 por hipótesis es primo con 3, dividirá á 15, y , por lo tanto, 15 será múltiplo de 5; luego los dos términos del quebrado ^  serán múltiplos délos de Finalmente, si dividimos por los dos miembros de la igualdad una misma cantidad 9 X  15, la igualdad no desaparecerá, porque los cocientes deberán ser iguales, y será quebrados que, simplificados, serán |- =  j , y como acabamos de demostrar que 9 es múltiplo de 5 y 15 de 5, los cocientes que esos quebrados iguales representan serán enteros y también iguales, y por lo tanto el mismo número de veces que 0 contenga á 3 contendrá 15 á 5; luego los términos del quebrado ^  no sólo son múltiplos de los del |- , sino equimúltiplos. Y  como lo mismo se podría demostrar en otro cualquier ejemplo, el teorema es general y queda demostrado.4 2 5 . Corolario 1.® Un quebrado irreducible no puede ser igual á 
otro irreducible, á no ser idéntico.Porque debiendo ser los términos del uno equimúltiplos de los del



128oteo por el anterior teorema, en quebrados arabos irreducibles no cabe tal circunstancia. Esto es, que podi'á ser |  =  5-̂ 72 ’ pofque el segundo quebrado, simplificado, es idéntico á - | , pues 2 +  l  =  3 y 3  +  2 — 5; pero no puede existir igualdad entre los quebrados irreducibles, por ejemplo, j  y - | ,  porque el 5 y el 9 deberían ser equimúltiplos de 3 y de 4 , y por lo tanto divisibles por un mismo número, lo que es contra la hipótesis de que es irreducible.
ARTICULO III.SIMPLIFICACION DE LOS QUEBRADOS.4 2 6 . Regla. Para reducir un quebrado á su expresión más sencilla, se 

determina el máximo común divisor de sus dos términos, y por él se dividen, 
siendo los cocientes los términos del quebrado simplificado.

Ejemplo.8881272 1272 888 384 120 24584 1 ■ 2 5 5120 24 00Quebrado simplificado
888 24168 570001272 24072 5500

'Explicación. Hallado el máximo común divisor de los dos términos del “̂ ®ttrado 888 y es 24, dividimos uno y otro término por él, y sus cociente 37 y 53 resultaron los términos del quebrado simplificado.4 2 7 . Demostración. Que el máximo común divisor de dos números es el mayor divisor común que pueden tener, su nombre mismo lo indica y la reala para hallarlo está demostrada {593).Y como despnes lo que se hace es dividir los dos términos de un quebrado por un mismo numero, cosa que no altera su valor, sólo tenemos que demostrar que el quebrado simplificado queda ya irreducible ó convertido en su expresión mas sencilla. Para esto bastará que consideremos que como un cociente disminuye según aumenta el divisor, no habiendo ningún divisor común a los dos términos del quebrado mayor que su máximo, no puede liaber cocientes menores que los hallados, ni por lo tanto términos más sencillo.s para expresar el valor del quebrado. Ademas tenemos demostrado que si (los números se dividen por su máximo común divisor, los cocientes son primos entre sí (598), y hemos demostrado también (423) que un quebrado cuyos términos son primos entre sí es irreducible; luego lo prescrito por la regla y practicado en el anterior ejemplo, produce un quebrado- simplificado é irreducible, y tal regla queda demostrada.



1 2 9

ARTICULO IV.■REDUCCION DE QUEBRADOS A UN COMUN DENOMINADOR.4 2 8 . Regla. Para reducir quebrados á un común denominador, el me-' 
ñor posible, se determina el minimo común dividendo ó múltiplo de todos los 
denominadores por la correspondiente regla (427), y ese será el denominador 
común de los 7iuevos qiíebrados equivalentes, cuyos numeradores serán los 
productos de cada uno de los numeradoi'es de los quebrados propuestos por 
los cocientes de las divisioiies del mínimo cornuti múltiplo, por cada uno de los 
denominadores respectivamente.

Ejemplo. 5
20

345*12 2 20- 2 45 56 2 10 2 15 55 3 5 5 5 51 1 1
Mínimo común múltiplo 2 ^ X 5 ^  x 5 = 1 8 0

180GO 12 180 15 180 I 2015X 7105 3000 12X  9108 9X  5 45
180000 454X  5

12Quebrados equivalentes á los propuestos ~  ^
Explicación Con sujeción á la regla, procedimos i  determinar el mínimo común múltiplo de los denominadores, descomponiéndolos en factores simples, à excepción del 15, por ser submúltiplo de 45, y hallamos 180. Dividido éste sucesivamente por los denominadores dados, nos di6 los cocientes 15,12,9 y 4, que, multiplicados por los correspondientes numeradores 7, 9, .5 y 3, nos dió los de los nuevos quebrados 105, 108, 46 y 12, cuyo denominador común debió ser por la regla el mínimo común múltiplo 180.4 2 9 . Demostración. Como la reducción de los quebrados á un común denominador se funda en el principio de que el quebrado no varía, aunque sus dos términos se multipliquen por un mismo número (189); todo común denominador hallado á varios quebrados, sea por el procedimiento que sea, será múltiplo de los denominadores de los primitivos; y es, por lo tanto, evidente, que el más sencillo y conveniente que pueden tener es el mínimo coniim dividendo de todos ellos. Hallado este, como lo que se prescribe por la regla y se ba practicado en el anterior ejemplo, es multiplicar los dos términos de cada quebrado por un mismo número, pues al dividir 180 por 12 y hallar por cociente 15, este número es el que, en realidad, sirve de factor á los dos términos del quebrado primero propuesto ^  para dar el equivalente porque 105 =  15 x  7 y  180 — 15 X  12 (aunque esta última multiplicación no se haga por innecesaria), y análogamente el segundo hallado ^  es igual á á̂~x ~i5 > Y mismo los otros dos, resulta que los nuevos quebrados tienen que ser



430equivalentes álos propuestos, y tener por denominador común el menor posible, sean cuales fueren los quebrados que se propongan si se sigue i'^ual procedimiento. Luego la regla es general y queda demostrada.

CAPITULO V.
TEORÍA COMPLEMENTAL DE LOS DECIM ALES.

ARTÍCULO PRIMERO.PRELIMINARES.
430. Sabemos lo que son decimales (237) propios é impropios ó mixtos, exactos v  periódicos, y  áun inconrr>ensurables (278). Sabemos expresarlos por escrito y oralmente, sumarlos, restarlos, multiplicarlos, dividirlos y valuarlos; convertir los quebrados comunes en decimales y éstos en aquellos; pero no sabemos la demostración de la conversión de los decimales periódicos en quebrados ordinarios, ni la causa determinante de tal periodicidad; todo lo que va a ser objeto de este capítulo, en el que repetiremos algo de lo que ya sabemos y  acabamos de indicar, para fijar bien las ideas.ARTÍCULO II.CONVERSION DE QUEBRADOS ORDINARIOS EN DECIMALES.431.1^ Sabemos cómo se convierte un quebrado ordinario en decimal (279) y la demostración.
Ejemplos. 4.* 1  =  3,0 I 5 ; luego 4  =0,6

2.» ¿===7,0 IJ ^ ; luego ¿  =  0,5833...■1 00 0,5833...040 040 040433.® y  =  43,0 )_7_ ; luego =  4,8574428...6 0 4,8574428...50 40 30 20 60



Explicación. En el primer ejemplo, la división del numerador por el denominador ha dado desde luego cociente exacto. En el segundo, al ver que la cifra 3 del cociente empezó á repetirse se dió por terminada la operación, obteniendo por resultado un decimal periódico mixto. Y en el tercer ejemplo, al ver que la cifra decimal 8 volvia á aparecer, se dió por terminada la operación, cuyo resultado fué un decimal periódico puro con seis cifras en el periodo.® Demostración. Ya la sabemos (279); pero diremos, bajo otro pauto de vista, que si al numerador del quebrado propio ó impropio se le añaden á su derecha ceros, el cociente deberá resultar multiplicado por la unidad con tantos ceros como se le añadieron al dividendo (133), y para que resulte el conveniente no habrá más que separar en tal cociente, con el signo decimal, tantas cifras como ceros se añadieron al dividendo. Y  como viene á ser lo mismo lo que se prescribe en la regla y se ha practicado en los anteriores ejemplos, aquella queda demostrada.Lo mismo es, pues, 3,0 [ 5 que 30 j 5
0,6 fi: 10 = ¿ = 0,6.4 3 2 . Lema. E l cociente de (oda aproximación por decimales, será 

ilimilado ó periódico desde el momento que se encuentre un residuo igual á 
otro anterior.Porque tal residuo dará evidenlemente igual cifra para el cociente que dió el anterior y con igual exceso que él, que producirá necesariamente después otra cifra igual también á la que produjo el tras-anterior, etc.®  Pues en efecto; en el ejemplo segundo, al tener el residuo 40 igual al anterior, su cociente será necesariamente 3 como el parcial anterior; y su residuo 4 igual también al otro, y así sucesivamente todos. Y  anàlogamente en e! ejemplo tercero, al tener 4 de residuo después del 6, como ya otro residuo 4 produjo 8 para el cociente y con resto de 5 que produjo 5 al cociente, y sucesivamente 7 1,4, 2 y 8, necesariamente esas mismas cifras tendrán que repetirse ilimitadamente. ’4 3 3 . Lema. Ehm nero de cifras del periodo de un cociente decimal 
ilimilado, no puede ser igual ni mayor que el minierò de unidades de que 
conste el divisor.Porque como lodo residuo ha de ser menor que el divisor, pues igual ó mayor que él no sería legítimo y probaria que la cifra anterior del cociente era menor de lo que debia ser (15d), todos los residuos menores que el divisor diferentes necesariamente (pues al repetirse alguno ya por el lema anterior empezaría nuevo período), no pueden ser más que tantos cuantas unidades menos una tiene el divisor, pues números menores que 5, por ejemplo, no hay más que 1, 2, 5 y 4.Asi, en el ejemplo tercero de los anteriores, los residuos son siempre números menores que 7 pues un 8 ó un 9 no serian residuos legítimos, y por eso el periodo tiene seis cifras, que es lo más que con esc divisor puede tener. Y' en el ejemplo segundo los residuos diferentes,pudieron ser once- pero siendo después del 10 todos los residuos 4, el periodo es de una cifra. ’434. Escolio. Para completar un cociente inexacto ó aproximado por decimales que sea ilimitado ó periódico, se puede poner el residuo que se quiera en forma de quebrado ordinario con el divisor por denominador, pero cuya especie será de la unidad decimal últimamente hallada en el cociente.Asi, enei ejemplo anterior segundo, si se quiere completar el cociente con cualquier objeto,por ejeihplo, el de multiplicarlo por el divisor para ver si da el dividendo, se pondrá ~  =  0,5833 a s .  k ÍO 2̂ce diezmilésimos, ó 0,5S3 7^ de milésimo, yáun lambícn0,5 de décimo. Y  análogamente, en el ejemplo tercero, el cociente completo serál,857142 y  de millonésimo.Conocer esto es conveniente, no sólo para completar el cociente cuando pueda convenir, sino para saber lo que se desprecia al considerar una parte de un decimal periódico.
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1 3 2ARTICULO III.CONVERSION DE DECIM AXES EN QUEBRADOS COMUNES.4 3 5 . Cuatro clases de decimales sabemos (272) pueden presentarse para convertirlos en quebrados ordinarios, lo que se expresa generalmente diciendo hallar la. fracción generatriz de un decimal; aunque esta expresión sea poco exacta, pues, como veremos, un decimal tiene varios quebrados equivalentes, aunque iguales entre sí, y lo más exacto seria llamar generador al irreducible.Repitamos las reglas para la conversión, á fin de darles las demostraciones correspondientes.436. Regla 1 r . Para convertir un decimal exacto en quebrado, sabemos (274) que se pone el decimal sin el signo por numerador, y por denominador la  
unidad con tantos ceros como cifras decimales tenga el decimal propuesto./, KK   .— A ^4 ,DO --- 4 jQij.Ejemplos. 1.” 0,55 2 .‘

Demostración. La definición de los decimales (257) es la única que puede darse.437. Regla 2.* r . Para convertir un decimal periódico puro en quebrado or
dinario, sabemos (275) que se pone por denominador el número dado sin el signo 
decimal, y por denominador un número compuesto de tantos nueves como cifras 
tiene el periodo.

Ejemplo. n — m  _  48U ,4 D ¿ 4 ... —  ggo asa •
Demostración. Si en el decimal propuesto trasladamos el signo decimal á la derecha del período, lo haremos 1000 veces mayor, y será 452,452452... (pues'es ilimitado el número de periodos); y si á ese número mil veces mayor que el dado le restamos este, el resultado será evidentemente 999 veces mayor que el número propuesto, pues (1000 —  1 =  999), Y tendremos 452,4524...— 0,4524...cuyo resultado =  452para hacerlo 999 veces menor y que sea igual al decimal propuesto, lo dividiremos por ese número y será 0,4524... — decimal que también432 por ejemplo. 432 X  g  432 : g  999 X  a  ^ 499 : acequivaldrá á los quebrados ¡guales al ¡jgg luego la regla queda demostrada.438. Regla 3.® r . Para convertir un decimal periódico mixto en quebrado 

ordinario, sabemos (276) que se pone por numerador él número que formen las ci
fr a s  no periódicas, y las de un periodo, ménos el numero que formen las cifras no 
periódicas, y por denominador tantos nueves como cifras tenga el periodo, segui
dos de tantos ceros como cifras no periódicas haya en el decimal propuesto, sim- 
plificdndolo si es posible para hallar el verdadero generador.

Ejemplo. 0,456767...-= =  ^  =  i S -
Demostración. . Si trasladamos el signo decimal á la derecha del pri-



nier periodo del decimal propuesto, lo haremos 10000 veces mayor, y s e r á ........................................... .... ................................................................ 4567,6767...Y  si trasladamos el signo á la derecha de la parte no periódica, tendremos un número 100 veces mayor que elpropuesto, y será......................................................................................  45,6767...Y  como la diferencia entre un número 10000 veces mayor que el propuesto y otro 100 veces mayor, debe ser uno 9900 veces mayor, porque (10000 =  100 =  9900), si restamos los dos números trasformados, dejando indicada la operación de los enteros, dará 4567 —  45, expresión numérica que será 9900 veces mayor que el número propuesto, y que para ser igual á él no habrá más que dividirla por 9900; luego 0,45676...- =  quebrado que se podrá llamar generador del decimal, aunque éste también sea producido por todos los quebrados iguales. 4567 -  45 _____(4567 -  45) X  a ,, (467 — 45) : «^ 9900 ’ como son 9900 x  a ^ 9900: a439. Regla complemental r. Para convertir un decimal periódico impropio, 
ó sea con enteros, en quebrado ordinario (277), se considerarán tales enteros como 
parte no periódica del decimal, y se obrará según la regla anterior, pero al deno
minador del quebrado que se halle, se le suprimirán tantos ceros como cifras hu
biere en la parte entera del número propuesto, ó, lo que es lo mismo, no se conta
rán tales enteros para el aumento de ceros que deben ponerse al denominador por 
las cifras no periódicas.

Ejemplo. 6,55454...
Demostración. Si trasladamos el signo decimal un lugar á la izquierda en el número propuesto, lo haremos 10 veces menor y será 0,65545..., y ronvirtiendo este decimal en quebrado por la regla anterior, dará 

”̂9900 decimal que se convierte en quebrado es 10 vecesmenor que el propuesto, el quebrado hallado será también 10 veces menor; y será igual si lo hacemos 10 veces mayor, dividiendo su denominador por 10 (188), lo que conseguiremos suprimiéndole un cero, y será6534 — 65 990

4 33

; lu ego la  regla  queda dem ostrad a.
ARTÍCULO IV. ADIFERENTE CARÁCTER D E LA S FRACCIONES ORDINARIAS COMO GENERATRICES D E DECIMALES EXACTOS Ó DE LOS ILIMITADOS.440. Los quebrados comunes por su carácter ó circunstancias visibles, cuando están convertidos en irreducibles, como generadores de decimales ó equivalentes á ellos, pueden dividirse en tres clases: 1.® De aquellos cuyo denominador se componesola vexclusivamente de los factores 2 y 5, con ó sin exponente, ó de uno solo de esos 'factores. 2.* De aquellos cuyo denominador se compone exclusivamente de factores|primos otros que 2 y 5. Y 3.® De aquellos cuyo denominador se compone de los factores 2 y 5 ó uno de ellos, pero también de alguno ó algunos ■otros factores primos. Pero no son clasificables los quebrados reducibles. porque al simplificarlos podrán perder factores de su denominador, sin los que pertenecerán muchas veces á una clase diferente de aquella á la que parecían pertenecer antes de simplificarlos. Sin embargo, los que tengan en su denominador sólo los factores 2 y 5, como no podrán perderlos los dos por la simplificación, á no



ser impropios y equivalentes á enteros, y no podrán adquirir en su denominador ningún factor nuevo, puede asegurarse desde luego que pertenecen á la primera clase, y, análogamente, á la segunda los reducíbles que no tengan en su denominador ninguno de los factores “2 y 5.
4 4 1 . No se da generalmente grande importancia al conocimiento del carácter de los quebrados como generadores de decimales; pero sabiendo como sabemos que todo decimal equivale a un quebrado ordinario (273), que puede considerarse como su generador, y sabiendo como sabemos que hay decimales exactos y periódicos, y que estos unos son puros y otros mixtos; y teniendo sus generadores, eomo tienen, un carácler'particular que los distingue como equivalentes á unos ú otros decimales, muy conveniente es conocerlo y lo vamos á explicar, si bien bajo la forma de importancia secundaria.442. Quebrados de la ■ primera clase. Todo quebrado de esta clase es equivalente a un decimal exacto del que puede considerarse, generador, cuyo número ele cifras decimales será igual al de unidades del mayor exponento de los factores 2 y 5, de que sola y exclusivamente se compone el quebrado generador.443. Quebrados de la segunda clase. Todo quebrado de esta clase equivale á uu decimal periódico puro, del que podrá considerarse generador, cuyo período constará precisamente de ménos cifras que unidades tenga el denominador del generador, que tendrá otros factores que 2 y 5.444. Quebrados de la bercera clase. Todo quebrado de esta clase equivale á un decimal periódico mixto, del que puede llamarse generador, cuyo número de cifras no periódicas será igual al de unidades del mayor exponente de los factores de 2 y 5 de que con otros números primos se componga el denominador del quebraáo generador, y cuyo período tendrá ménos cifras que unidades el denominador del generador.445. Quebrados reducíbles. Serán equivalentes á decimales exactos, periódicos puros ó mixtos, según que, convertidos en irreducibles, se vea á que clase pertenecen; yáun sin simplificarlos, los producirán exactos si no lie.nen en su denominador más factores que el 2 y el 5, y  no son impropios equivalentes á números enteros; y los producirán periódicos puros si no tienen en su denominador factores 2 y 5. Pero no los producirán periódicos mixtos los quebrados reducíbles, aunque en su denominador tengan los factores 2 y 5 y otros, si al simplificarlos pierden factores que les hagan pertenecer á la primera ó segunda clase, pues producirán los decimales correspondientes á ellas.446. ■ Demostración \ Todo quebrado ele la primera clase puede convertirse en otro igual, cuyo denominador sea la unidad con ceros, multiplicando sus dos términos por 2 ó por 5, con ó sin exponente, teniendo para ello en cuenta que 10 =  2 X  y 100 =  2̂  ̂X  b®, etc. Y como teniendo por denominador la unidad con ceros, será evidentemente igual á un decimal exacto (237), también lo será el quebrado irreducible igual al convertido, como se ha dicho.

i3í

Luego todo quebrado de la primera clase produce necesariamente un decimal exacto.Y  ese decimal tendrá tantas cifras como unidades el mayor exponente de los factores 2 y 5 del denominador del quebrado irreducible, porque como todo quebrado con la unidad con ceros por denominador (que, según acabamos de demostrar, es igual á un decimal exacto), no puede tener su numerador terminado en cero, porque equivaldría á un cero á la derecha de un decimal que notiene valor ninguno (pues ~  =  0,30 =  0,3) no podría, sin terminar en 0 tal numerador ser divisible por 10 (373), y no siéndolo, el quebrado no se podrá simplificar dividiendo sus dos términos por 10; y , por lo tanto, en la simplificación podrá el denominador dividirse por 5 ó por 2, con ó sin exponente; pero no por 5 y por 2, pues 2 X  5 =  "fO, y uno de tales factores no podrá desaparecer ni cambiar de exponente; y como éste dice con sus unidades el número de cifrasdel decimal equivalente (pues 0,3 =  y 0 ,3 4 =  =  a a x s v ’



lo airá como parte del denominador del quebrado; en efecto, j  =  0,6, etc.; luego queda demostrada la verdad sobre los quebrados de la primera clase.: 447. Demostración, 2.® Relativamente a los quebrados de la segunda clase, diremos que si suponemos que, por ejemplo, el quebrado y  pudiera producir el de-54
135

cimai exacto 0,54, éste sería igual á , y, consiguientemente Y = m 'factores 2 y 5, de que se cómpone el denominador de no pueden los dos desaparecer en la simplificación, por lo dicho en la demostración anterior; ni en laconver-simpliñcacion podrán adquirir ningún factor nuevo; luego el quebrado tido en irreducible con factores 2 y 5, ó uno de ellos en el denominador, sería igual al irreducible propuesto y  , cuyo denominador tiene otros factores; lo quees absurdo, porque dos quebrados irreducibles iguales tienen que ser idénticos (425), y, por lo tanto, tener los mismos factores en sus denominadores, puesun número no admite dos descomposiciones en factores simples (408); luego y  no puede producir un decimal exacto.Tampocopuedey producir un decimal periódico mixto, por ejemplo, 0 ,5i4 ... porque sería (438) 0, 544.. .  =  en cuyo denominador no sólohay factores 2 y  5, que los dos no pueden desaparecer en la simplificación, pues para ello era menester que el numerador acabase en 0, y para ello se necesitaba que la cifra de la derecha (única en este caso), de la parte no periodica 5, tuese igual á la cifra de la derecha (única también en este caso) del periodo 4, y entonces el período empezaría antes de lo supuesto. Y tampoco puede del dcnonii- nador desaparecer el otro factor 3, pues desapareciendo quedaria un quebrado de la primera clase igual á uno de la segunda, lo que, como irreducible, es absurdo (135); y  habiendo, por lo tanto, de conservar alguno de los factores 2 0 5y  también el 3, tendríamos que y  sería igual á un quebrado irreducible, cuyodenominador tendría factores distintos, loque.n o puede ser; luego no puede producir un decimal periódico mixto; y no ^ludiendo producir tampoco uno exacto, es evidente que necesariamente deberá producir uno periódico puro. En cuanto al número de cifras del periodo, está demostrado (433).448. Demostración. 3.® Con respecto á los quebrados de la tercera clase diremos, que si suponemos que el quebrado irreducible = y ^  produzca un decimal exacto 0,46, sería evidentemente =  ^  =  último quebrado, al simplificarlo, no puede perder los dos factores 2 y 5 de su denominador, ni cambiar de exponente el que quedase, por lo dicho en la primera demostración (446), ni podrá tampoco adquirir ningún factor nuevo evidentemente (pues la simplificación se consigue dividiendo y no multiplicando); luego resultaría que el quebrado irreducible seria igual á otro irreducible con denominador de factores 2 y 5, ó uno de ellos, lo que ya hemos repetidamente demostrado que es absurdo. producir un decimal periódico puro, porTampoco puede el tal quebradoejemplo, 0,4646..., pues será 0,4646 =  ^  (437), y como el denominador, por terminar en 9, no es divisible por 2 ni por 5 (379), y no tiene, por lo tanto, esos factores, ni los podrá adquirir en la simplificación, y con ella nos daría un quebrado irreducible con otros factores que 2 y 5 , tendríamos que el irreduciblepropuesto  ̂ sería igual á otro, cuyo denominador no tendría el factor 7, lo que es absurdo. Luego si no puede producir ni un decimal exacto, ni uno



periódico puro, tendrá necesariamente que producirle periódico mixto. Y  las cifras de su período serán en menor número que unidades tenga su denominador, por lo demostrado (433); y las cifras no periódicas serán tantas como unidades tenga el mayor exponente de los factores 2 y í5 del denominador, por razones semejantes á las expresadas en la demostración primera (446). Luego queda completamente demostrada la verdad sobre los quebrados de la tercera clase.449. Demostración 4.  ̂ Sobre los quebrados reducibles poco tenemos que demostrar. Evidentemente, que si un quebrado reducible no tiene en su denominador más factores que el 2 y el 5 ó uno de ellos, ai simplificarlo, por lo demostrado repetidamente, no podrá perder los dos, si no se trata de un quebrado impropio, igual á un entero; y como tampoco podrá adquirir otro factor nuevo, aun sin simplificar, se puede asegurar que corresponde á la primera clase.Análogamente, un quebrado reducible, cuyo denominador no tenga ninguno de los factores 2 y 5, como no los podrá adquirir en la simplificación, sin simplificarlo, se puede asegurar que corresponde á la segunda clase.Pero evidente es también que un quebrado reducible, en cuyo denominador haya los factores 2 y b ó uno dé ellos, y ademas otro ü otros que no sean 2 y b, como en la simplificación podrán perder factores, sólo después de convertido en irreducible, podrá saberse con toda seguridad á qué clase corresponde, y , por lo tanto, qué clase-de decimal produce.450. Observación. Según ya indicamos (272), se comprenderá ahora mejorque el verdadero generador de un decimal debia llamarse el quebrado irreducible equivalente, y no como se llama el reducible que tiene un denominador con nueves solos ó seguidos de ceros, ó con la unidad con ellos. En efecto; el decimal 0,24 lo produce , pero también Y’ ^  ^ ¿  Y pudiendollamarse sus generadores, el único que tiene marcadas circunstancias diferentes de los otros, para conocerse qué ciase de decimal puede y debe producir, es el irreducible ^  ; y ese, por lo tanto, debería llamarse su generador. Y , análogamente, si 0,4545 =  | | ;  como también 0,4545 =  ^ ,  y también á ^ ,e ste  queproduce el mismo decimal, deberá llamarse el generador, siendo ademas muy fácil hallarlo, simplificando los quebrados reducibles resultantes.
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CAPITULO VI.
ABREVIACION DE LOS PROBLEMAS SOBRE DECIM ALES.

ARTÍCULO PRIMERO.PRELIMINARES.
451. Como hemos visto que hay decimales con número ilimitado de cifras, y en las que un solo período puede ser muy largo da un decimal ilimitado con 22 cifras en el periodo), y aun los decimales exactos pueden tener muchas; y como en la mayor parte de los casos basta obtener el resultado con un error menor que un centésimo ó que un milésimo, ó sea un decimal de dos ó tres ci-



fräs; v aun en los problemas más importantes basta obtener el resultado con cinco ó seis cifras decimales, siendo, por lo tanto, inútiles las pesadas operaciones con largos decimales, es de grande conveniencia el saber abreviarlas, aunque con el conocimiento del máximo error que se comete con la abreviación, todo lo que va á ser objeto de este capítulo, como ya prometimos (282).ARTÍCULO II. ,ABREVLÄ.CION DE LA SUMA DE DECIMALES.4 5 2 . Re"la. Despréciense de lodos los sumandos todas las cifras deci
males de unidades inferiores á agüellas, dentro de una de las que se qiiieraque 
esté el máximo error del resuUado¡ añadiendo una unidad decimal á la ulti
ma inferior que en cada sumando se conserve, si la cifra de unidades superio
res que se desprecian es mayor de 4.

'Ejemplo. Se desea la siguiente adición con un resultado de error menor de un milésimo.

437

Operación sin abreviar.3,70457 -t- 7,567428,45079 1,53836=  21,31114Error de la operación abreviada

Operación abreviada.3,755 -I- 7,567-H 8,451 -1- 1,538=  21,3i1— 21,311140,000144 5 3 . Demostración .̂ Se funda la anterior regla en que las unidades decimales que se añaden á unos sumand6s, al despreciar algunas cifras decimales, compensan casi siempre las que se quitan á otros al despreciar cifras decimales sin añadir ninguna unidad á la úllinia considerada, por no pasar de 4 la superior que se desprecia. Y  el resultado, como se ve en el anterior ejemplo, corresponde al objeto de la regla, pues el error de 14 diezmilésimos es menor que un milésimo.454. Observación. Cuando á la mayor parte de los sumandos se les añade una unidad decimal, como la compensación no se verifica, el resultado suele salir con un error mayor del que se desea. Para evitarlo, basta teu®r presente que solo á la mitad próximamente de los sumandos conviene añadirles una unidad decimal, como se ha hecho en el anterior ejemplo. Lo mas acertado, si el problema es importante, es no despreciar en los sumandos tantas cifras como dice la regla, sino una menos. ARTÍCULO III.ABREVIACION DE LA SUSTRACCION DE DECIMALES.4 5 5 . Regla. Despréciense de minuendo y sustraendo las cifras decima
les de unidades inferiores á aquellas, dentro de una de las que se quiei'e que 
esté el error máximo, no debiéndose añadir unidad ninguna á la última cifra 
decimal que se considera, aunque la primera despreciada sea mayor de 4.



Ejemplo. Se desea efecluarla siguiente sustracción con un error menor de un milésimo.
Operación sin abreviar. Operación abreviada.

138

15,456954 — 8,543662=  6,913292Error de la sustracción abreviada
15,456 — 8,543=  6,9136,9132920,0002924 5 6 . Demostración. Al despreciar del minuendo las 9 diezmilésimas y otras unidades inferiores, se hace menor en una cantidad que quedaría exactamente compensada (75) si las cifras despreciadas del sustraendo fueran iguales, ó sea 9 diezmilésimos, etc.; pero como aunque no sean iguales, su diferencia máxima con las del minuendo, sean unas y otras cuales sean, no puede ser mayor de 9 diezmilésimos, 9 cienmilésimos, etc., ó sea siempre ménos de 1 milésimo, la regla conduce al resultado que se desea. Y  no conducirla si no prescribiera no añadir unidad ninguna á la última cifra considerada, porque un aumento, por ejemplp, al minuendo, si no se hacia también al sustraendo, porque la primer cifra despreciada fuera menor de 5, lejos de compensarlo liarla que el error del resultado fuera mayor de lo que se deseara (75). Luego la regla está justificada. ARTÍCULO IV.

ABREVIACION DE LA MULTIPLICACION DE DECIMALES.457. La costumbre de abreviar los datos en la adición y sustracción, suprimiendo cifras decimales de unidades inferiores á aquellas dentro do una de las que se quiere que esté el error máximo del resultado, es causa de que muchos procedan de un modo análogo en la multiplicación y  división, cuyo proceder, si bien no tiene grande inconveniente en la división, lo tiene, sí, en la multiplicación, porque el resultado sale muchas veces con un error mayor del que se cree, al abreviar los datos por el indicado sistema. Para convencerse de ello, basta observar lo quesucede en cualquier sencillo ejemplo, v. gr., 0,36 x  0,43 =  0,1548 y  0,3 X  0,4 =  0,12 y aun 0,4 X  0,4 =  0,16.Ese procedimiento puede mejorarse en virtud de la siguiente regla, suficientemente exacta, si los enteros de los factores son próximamente iguales.4 5 8 . Regla. Para multiplicar decimales abreviadamente con enteros 
próximamente iguales, con un error máximo determinado, despréciense de los 
factores las cifras decimales de unidades inferiores á aquellas, dentro de una 
de las que se quiera que esté el error máximo, á excepción de la inmediata, 
aumentando una unidad decimal a uno de ellos, aunque la prima desprecia
da sea menor de 5; y del resultado despréciense las cifras decimales inferio
res á la determinada para el máximo error.
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Ejemplo. Se desea efectuar la siguiente multiplicación con un error menor de un centésimo. 
2fuliiplicacion sin. abreviar. Muliiplicacion abreviaba.3,,4 5 3 8 4 0 3 3, 4 5 3X 5, 2 3 8 2 Í5, 2 3 96 9 0 7 6 8 0 6 3 1 0 7 72 7 6 3 0 7 2 2 4 1 0 3 b 91 0 3 6 1 b 2 0 9 6'■9 0 66 9 0 7 6 8 0 6 1 7 2 6 b1 7 2 6 9 2 0 1 b — 1 8 0 9 0 2 6 7=  1 8,0 9 1 9 0 6 2 4 9 4 6 1 8 0 9 1 9 0 6Error de la multiplicación abreviada. 0, 0 0 1 6 3 94 5 9 . Demostración. Fúndase esta regla en que al despreciar cifras decimales de un factor se le Iiace menor, y el producto debe disminuir (554), v a l agregarle una unidad decimal á la última cifra considerada del otro lactor se le liace mayor y el producto debe aumentar; y aunque un efecto no compense al otro, porque el aumento ó disminución es por vía de suma y resta (557), la diferencia debe generalmente ser pequeña si los enteros de los factores no son muy desiguales, y para que más lo sea se debe hacer el aumento al decimal cuya parte despreciada es más pequeña.La razón de que los enteros de los factores deben ser próximamente iguales, es que al despreciar, por ejemplo, 9 centésimos (cerca de un décimo) del multiplicando, se hace el ])roduclo cerca de una décima parte menor del valor total del multiplicador (552), y al aumentar un décimo á éste, se hace el producto mayor una décima parte del total valor del multiplicando, y siendo los factores casi iguales, el aumento casi compensará á la disminución; pero siendo muy desiguales, el producto sufrirá una grande alteración. Luego la regla está demostrada.Eq efecto; en 12 imiltipiicado 13 ümporlan poco los decimales, porque por muchos que haya no llegarán á valer un entero), la décima parte de 12 y la décima parle de 13 serán casi iguales; pero en 9fi multiplicado por 9, la décima parte del primero será cerca de 10, y la del segundo ménos de 1. No sólo, pues, el producto de una multiplicación abreviada de enteros desiguales podra tener error mayor que una unidad decimal cualquiera, sino mayor que un entero.4 6 0 . Observación. Por lo expuesto en la anterior regla y su demostración, se comprenderá que los casos á que se reOere son pocos, pues lo más general es que el multiplicador sea mucho más pequeño que el multiplicando, por lo qnela verdadera abreviación-de la multiplicación de decimales se obtiene por logaritmos, y por eso no debemos dar grande importancia al ingenioso método de que vamos á ocuparnos en seguida.4 6 1 . Regla. Para multiplicar abreviadamente dos decimales de mu

chas cifras, con un error menor que una unidad decimal de un orden algo su
perior (como decimos centésimos ó milésimos, pues en otro caso no sería grande la abreviación), se escribe el midtiplicando tal cual es, y debajo se 
pone el multiplicador invertido, de manera que la cifra de las unidades sim
ples del mismo quede debajo de las unidades decimales del multiplicando de 
especie inferior inmediata á aquellas, dentro de una de las que se quiera que



uo
esté el máximo error del resultado. En seguida se multiplica cada cifra del 
miiUiphcador invertido, empezando por la derecha, por las del multiplicando, 
principiando por lâ  correspondiente ó que tenga encima, desatendiendo todas 
las de la derecha, á excepción de la primera que se multiplica también, pero 
sólo para ver si produce sa multiplicación alguna unidad de orden superior al 
sugo g sumarla al producto de la cifra inmediata. Los productos parciales asi 
obtenidos se irán colocando, no ganando cada uno un lugar hácia la izquierda, 
como se hace en la multiplicación, sino formando columna vertical las unida
des inferiores que se obtengan, que serán todas de la especie inferior inmediata 
a aquellas, dentro de una de las que se quiera que esté el máximo error. Se 
sumarán en seguida todos los productos parciales, g en el total se colocará el 
signo decimal debajo de el del multiplicando.Ejemplo de multiplicanon de decimales abreviada con uq error menor de im centesimo.

Multiplicación sin abreviar.4 2 S,8 6 2 4 3 4 5 _____________________ X  3,4 5 3 41 7 0 3 4 4 9 7 3 8 0  1 2 7 7 5 8 7 3 0 3 b  2 1 2 9 3 1 2 1  7 2 5  1 7 0 3 4 4 9 7 3 8 0  1 2 7 7 5 8 7 3 0 3 51 4 7  0,6 7 3 3 3 1  3 0 2 3 0

Multiplicación abreviada.4 2 5,8 6 2 4 3 4 5 4 3 5 4 3
1 2 

1
7 5 8 7 0 3 4 5 12 9 3 12 7 7 1 7 O1 4 7 0,6 7 2

Explicación. Con sujeción á la regla, escribimos debajo del multiplicando (tomando como tal el de más cifras) el multiplicador invertido, colocando sus 3 unidades simples debajo de los milési- mos del mulliplioando (pues que el problema pide que el error sea de ménos de un centesimo)- los 4 décimos del muUinlicador debajo délos centésimos del multiplicando; los 5 centésimos deí multiplicador debajo de los décimos del multiplicando; los 3 milésimos del multiplicador débalo de las unidades simples del multiplicando, y los 4 diezmilésimos del multiplicador debajo de las decenas del muUiplicando. Ln seguida miilliplicamos la primera cifra de la derecha del multiplicadory PO*' íodas las de su izquierda despreciando las de ia derecha, a excepción do la primera, que muUiplioamos sólo para ver si su producto daba a« superiores á las de su orden. Dijimos, pues, 3 por 4 son 12 y llevo 1 (no éscribien-do nada), 3 por 2 son 6 y 1 que 1 evo 7 (y escribimos el 7 debajo del 3 del multiplicador). Después 3 por 0 son 18 (y pusimos 8) y llevo 1, y asi continuamos sacando el primer producto parcial. Para sacar e( segundo, dijimos; 4 por 2 son 8 (que no escribimos) y no llevo nada en realidad; pero como 8 es mayor de 4 se lleva 1 (para despreciar ménos cantidad); 4 por (> son 24 y 1 son 25 (pusimos el 5) v nevo a, y asi continuamos sacando el segundo producto parcial, que escribimos sin ganar lugares hácia (a izquierda. Análogamenle obramos para sacar los demas productos parciales, y al total le separamos con el signo decimal tres cifras, obteniendo un resultado diferente de la multiplicación sin abreviar en poco más de un milésimo. ^4 6 2 . Demostración. El procedimiento queprescribe la regla se funda en que á causa de la colocación en orden invertido de las cifras del multiplicador, todos los productos que se hallen deben ser de milésimos. Pues en efecto, cualquier número de unidades simples multiplicado por milésimos dajuilésimos (1 x  0,001 =  0,001 y 8 x  0,009 =  0,081), y por lo tanto o, primera cifi’a de la derecha del multiplicador invertido, como son unidades simples, multiplicadas por milésimos y otras unidades superiores del multiplicando, debe dar milésimos y otras unidades superiores. Análogamente, como cualquier número de décimos multiplicado por cualquier número de centésimos, da milésimos (0,1 x  0,01 =  0,001 y 0,9 X  0,09 =  0,081), el producto de la segunda cifra del multiplica-



441(lor invertido, que son los décimos del verdadero multiplicador, multiplicada por la que tiene encima del multiplicando, da milésimos, por lo que se colocan debajo de los milésimos del producto parcial. Y análogamente, como centésimos multiplicados por décimos, y milésimos multiplicados por unidades simples, y diezmilésimos multiplicados por decenas, dan siempre milésimos, todos los productos parciales, debiendo ser milésimos, se escriben y reúnen comoprescribe la regla. Y  para que seannii- lésimos, deberá ponerse el signo decimal donde prescribe la regla. Finalmente, todas las cifras del multiplicando que no se multiplican nunca, y las que se van dejando de multiplicar, se desprecian, porque sus productos no producirían ningún milésimo, ó al ménos ningún cenlésimo, pues diezmilésimos por enteros dandiezmilésimos, y millonésimos por enteros dan millonésimos, y décimos por milésimos, dan diezmilésimos. Y  para que la acumulación de los productos que se desprecian no llegue á valer un centésimo, se sacan los productos en milésimos, y se ve ademas si el producto de la cifra de unidades superiores de las despreciadas, da ó compone alguna de órden superior que se suma al producto correspondiente. Y  como lo mismo se podría demostrar sobre cualquiera otro ejemplo, aunque el producto hubiera de bailarse en diezmilésimos, porque el error se quisiera menor que un milésimo, y lo mismo aun cuando los enteros del multiplicador tuvieran más cifras, la regla es general y queda demostrada. ARTICULO V .
ABREVIACION .DE LA DIVISION DE DECIMALES.

463 - La abreviación más usada en la división de decimales es no sacar más cifras para el cociente que hasta la de un órden inferioi- inmediato al de aquellas unidades decimales dentro de una de las que se quiere que esté el error máximo del resultado, aparte, por supuesto, de la operación prèvia de hacer desaparecer los decimales del divisor (270). Este método es suficientemente exacto para la mayor parle délos casos, por lo que sólo por completar,, digámoslo así, el articulo anterior, expondremos á continuación el método ingenioso inverso del que acabamos de exponer para la multiplicación, y que es de aplicación útil en muchos casos cuando el divisor tiene muchas cifras.464. Regla Para dividir abreviadamente nn decimal^or otro, teniendo avn- 
■ hos mnclas cifras, y deseando el cociente con un error menor de un décimo,_ un 
centésimo ó un milésimo (pues con menor error no produce notable abreviación), 
se determina primeramente cuántas cifras de enteros debe tener el cociente {434), 
pues el número de las decimales lo marcarán los términos del problema, h n  
seguida se tomarán de la izquierda del divisor tantas cifras, mas dos._ como deba 
tener el cociente entre enteros y decimales, sin hacer caso del signo decimal, sena- 
lando todas las demas con una raya horizontal superior para desatenderlas. Tó
mense después de la izquierda del dividendo, prescindiendo también del signo de-



cimai, tantas cifras como sean necesarias para contener alguna vez al divisor, 
msmmmao, como se ha dicho, y las cifras restantes señálense también vara des
atenderlas por completo. Véase cuántas veces el dividendo disminuido contiene al 
OAsminuido divisor, y  el número que exprese tal contenido, será la cifra de uni-

multiplicadas por el divisor (siempre él d is-  
minuiao), pero multiplicando la primera cifra desatendida sólo para ver s i  el pro^ 
O'UCto contiene algunas unidades superiores, y restado aquel producto del dividen- 
ao, dara una resta que será el segundo dividendo parcial. Para hacer la división 

tinade a su derecha una cifra, no considerada antes del dividendo, 
como se nace por_ el método ordinario, sino que se tacha la última de la derecha del 
divisor que sirvió para la división parcial anterior, y si á pesar de ello el segun- 
aoaiviaendo parcial no contuviese ninguna vez al divisor, se disminuye más ia- 
cuandoie otra cifra, pero poniendo antes O en el'cociente. Hallada otra cifra  para 
este, se mtiíjiplica por el divisor que como tal ha servido, y  ademas la primera 
cijra tac/iada solo para ver s i  su producto da alguna unidad superior, y el pro
ducto se resta del segundo dividendo parcial, y  su diferencia dará el tercer divi- 
cunao parcial, con el que se obrará  ̂como con el segundo, y análogamente, mientras 

uivisor, pues que en cada división parcial se irá disminuyendo en una cifra; 
pero pudiéndose suspender la operación en cuanto se obtenga el número de. decima
les que exija  el problema.

E j e m p l o .  Deseándose el cociente con un error menor de un milésimo.

-142

1 4 7  0,6 7 3  3 5 1 0 2 5 0  
1 2 7 7 5 8 7

4 2  5,8 6 2  4 5 451 9 5 0 8 61 7 0 3 4 4 5, 4 5 5 5
2 2 7 4 2  2 12  9 51 4 4 9  1 2  7 71 7 2  1 7 0

E x i A t e a m o n .^  Con sujeción á la reala, se determinó primeramente uue las cifras de enteros enel cociente debían ser una, y como el problema pide tres decimales, se separaron del div sor sê^̂ super-rayaron para desatenderlas. Se consideraron de la izquierda deUivi- dendo siete cifras, que eran necesarias para formar el primer dividendo parcial, v las resistes se Je- ualaron también para despreciarlas. Se hizo la primera división parcial v se obtuvo cien e 3 que debían ser enteros y unidades simpfes ademas. Se multiplicó v restó corresnon̂ iPn̂ r

465. demostración. Si se compara el ejemplo que acabamos de explicar con el anterior de la niuUiplicacion, puestos frente á frente, de la comparación dleduciremos mejor la demostración.Sean, pues, la multiplicación y división anteriores, sin las cifras que se desprecian completamente en las operaciones.



4434 2 5,8 6 2 4 X  5, 4 5 5 4 i  4 7 0, 6 7 5 | 4 2 5 8 6 2 4-X  4 5 5 4  51 2 7 7 5 8 7 producto por 5 =  1 2 7 7 5 8 71 9 5 0 8 61 7 0 5 4 4 producto por 4 =  1 7 0 5 4 42 2 7 4 22 1 2 9 5 producto por- 5 =  2 1 2  9 51 4 4 91 2 7 7 producto por 5 = _________1 2  7 7

5,4 5 5 5

1 7  0 producto por 5 = 1 7 2 1 7  01 4 7 0,6 7 1Comparando los dos anteriores ejemplos, se verán en la división los productos parciales de la multiplicación abreviada, lo que es natural, pues que por la división se descompone el producto total que representa el dividendo en diferentes productos parciales nacidos de la multiplicación de las partes del cociente por el divisor; luego la regla que se acaba de enseñar y aplicar es una consecuencia directa de la de la multiplicación abreviada; luego queda también demostrada.Pero puede decirse ademas que el método de la división abreviada se funda en el de la práctica de la división ordinaria, pues que en efecto en esta, para obtener cada cifra del cociente, se atiende casi exclusivamente á las dos ó tres primeras cifras de cada dividendo parcial, para ver cuántas veces contiene el número que forman el que componen las primeras de la izquierda del divisor; y  por lo tanto, para determinar con certeza un cociente limitado, bastar debe tener en cuenta las primeras cifras de cada dividendo parcial, pues para que el resultado no sea diferente del que se desea, se loman en el divisor dos cifras más que las que suman las de los enteros y  decimales del cociente deseado; y  áun se tiene algo en cuenta el producto de las cifras de unidades superiores que se van despreciando, para ver si componen alguna superior y no despreciarlas. Y casi evidentemente, aunque no se haya dicho en la regla, si una cifrá despreciada es, por ejemplo, 9, y  la del cociente porque se multiplica es 3, del producto 27 no sólo deben tomarse las 2 unidades superiores, sino 3, porque 27 se acerca más á 30 que á 20.Finalmente puede decirse, á semejanza de lo dicho en la demostración de la multiplicación, que cuanto previene la regla de la división se funda en que todos los dividendos parciales son milésimos, y milésimos divididos primeramente por milésimos, deben dar de cociente unidades simples enteras; porqué 0,027: 0,009 =  27 : 9 =  3. y milésimos divididos por centesimos (al despreciar la cifra de los milésimos del divisor) dan de cociente décimos (porque 0,027 : 0,09 =  7,7 : 9 =  0,3), y  análogamente milésimos, divididos por décimos, deben dar cen- tésimos, etc. Y  consiguientemente, todas las cifras que se desprecien de dividendo y divisor, no producirán más que unidades decimales en el cociente, muy inferiores á aquellas dentro de una de las que se quiera esté el máximo error. Luego queda la regla completamente demostrada.
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a r t i c u l o  y .
SOBRE E L  E R R O R  A B SO LU TO  Y  E L  RELA TIVO  E N  L A S  A B R E V IA C IO N E S DED E CIM A L.4 6 6 . E r r o r  a b s o l u t o  es la diferencia que hay entre un decimal abrevia
do v aquel á quien sustituye; y refiriéndose al resultado de un problema, es 
evidentemente la diferencia entre el resultado que se obtiene por una operación 
abreviada y el que se obtendría por el método ordinario sin abreviar.El error absoluto es el único que hasta ahora conocemos, aunque sia darle ese calificativo, porque no conocíamos otro del que debiéramos distinguirlo.4 6 7 . E r r o r  r e l a t i v o  de un decimal abreviado ó que resulta de una ope
ración abreviada, se llama el cociente que representa la división del error ab
soluto por el decimal sin abreviar á que sustituye el abreviado, o por el de
cimal que debió resultar si la operación de que se traía no se hubiese abre-^^^^Evidenlemente, tanto el relativo como el absoluto, pueden ser por 
defecto y por exceso.468 Para formarse una idea clara de lo que es el error absoluto y  el relativo la diferencia de uno á otro y la importancia de ambos, reflexionemos sobrel u ^ n e m r q í e  S ?  6 cobrar la cantidad de 10. pesetas.' y  por un error de cuenta ó por otra causa, recibimos 9 pesetas, el error absoluto será ciertamente 4 peseta- pero su importancia será muchísimo menor que si teniendo que recibir -40̂ 00 pesetas recibiéramos 999. En unoy en otro caso el tseta; pero su importancia es tan diferente por la cantidad con que se relaciona, aue sien lugarde 4000 pesetas tuviéramos que recibir 4.000,000. el de 1 sería completamente despreciable. En el primer caso, 4 Peseta de menos hace que se tome la décima parte ménos de lo que se debe ?e toma una milésima parte ménos; y en esta sencilla consideración, se comprenderá lo exacto derelativo; pues en los tres casos expresados el error absoluto es el mismo, y el relativo es A ,  y  ^ ¿ 00̂  ^ P°^vo mil vec^s menor que el absoluto, y en el tercero un millón de veces. _4 6 9  Aunque sea, como es tan grande la diferencia de importancia entre el error absoluto y el relativo, se aprecia y atiende á éste con succiente aproximación páralos casos ordinarios, con sólo lo que sabemos sobre el error absoluto; pues evidentemente, al abreviar un decimal o im problema, lo haremos buscando un resultado con un error absoluto menor de un milésimo si se trata de cantidades pequeñas; y de un centesimo o un décimo si se trata de grandes.*

*  La teoría del error relativo y su aplicación, la hemos omitido después de preparada para la prensa, por innecesaria, pero acaso en otra eilicion la espongamos.
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CAPÍTULO VII,
P O T E N C IA S  Y  R A I C E S

ARTICULO PRIMERO.
P R E L IM IN A R E S .4 7 0 . PoTENCU í/íS w« ttiímero, sabemos (114) (pero repetiremos para fijar las ideas en su conveniente sitio) se llama al producto que resulta de 

multiplicarlo por si mismo cualquier número de veces; y reciprocamente r a í z  
de un número es el que, repetido dos ó más veces por factor, da como pro
ducto aquel de quien se llama rais.

Cuadrado ó segunda potencia se llama, sabemos también, el producto de un número por si lúismo, ó sea entrando 3 veces por factor; cubo ó 
tercera potencia el producto de multiplicarlo por sí mismo 2 veces, o sea entrando 5 veces por factor; cuarta potencia el produelo de multiplicarlo por sí mismo 5 veces, o sea entrando 4 veces por tactor; y análogamente quinta, sexta, sétima, etc., potencias. Y  recíprocamente raizcuadrada de un número se llama aquel que, multiplicado por sí mismo una sola v*ez, produce aquel de quien se llama raíz; raíz cúbica de un número el que, multiplicado por sí mismo 2 veces, ó sea entrando 5 veces como factor, produce aquel de quien se llama raíz. Y  análogamente raíz tercera, cuarta, quinta, etc., de un número, se llama aquel que, multiplicado por si mismo 3, 4, 5, etc. veces, produce aquel de quien se llama raíz.4 7 1 . Se dice que un número so eleva al cuadrado ó segunda potencia, al cubo ó tercera potencia, á la cuarta, quinta, etc., cuando se ejecuta con él la operación necesaria para determinar su cuadrado, cubo, tercera potencia, etc. Y  recíprocamente se dice que se extrae la raiz cuadrada, cúbica, tercera, cuarta, etc. de un número, cuando se Itace con él la operación conveniente, para determinar cuál es su raíz cuadrada, cúbica, tercera, cuarta, etc.4 7 2 . El signo para indicar la elevación ú potencias es, como tambiénsabemos (115), un número pequeño puesto á la derecha y un poco más alto de aquel á que se refiere, que se llama exponente, y se lee elevado á ó simplemente cuadrado, cubo en esas dos potencias. Y  para indicar la raíz se usa el signo especial \/ , poniendo debajo de él el númerocuya raiz se debe exlraer, y entre sus brazos el del grado de la raiz, y se llama indice de la raiz, el cual se suprime y sobreentiende en la raíz cuadrada. 10



Asi, 32 se lee tres cuadrado; 23 dos cubo ó elevado á tres; 2t dos elevado á cuatro, y \/T se leeraíz cuadrada de nueve, y ^ T  raíz cúbica de ocho, y ^16 raíz cuarta de diez y seis; y por las definiciones simplemente, se conoceráque 3» =  3 X 3  =  9 y 2 3  =  2 X 2 X 2  =  8 y  2t =  2 X 2 X 3 X 2=  16, y \ / ^ =  3,y ^ 8 ’= 2 ,  y ^  =  2.4 7 3 . Raíz enlera de tal grado de un número ó aproximada, se llama ú la raíz de la mayor potencia de igual grado contenida en el nùmero mismo.Asi, la raíz cuadrada de 3S no la hay exacta, porque 6 X  6 =  36 y 5 X  5 =  25; pero 5, cuyo cua- es el mayor contenido, es 33, se llama la raíz entera de 35.4 7 4 . Residuo de la raiz de un número se llama la diferencia ó exceso que hay entre el mismo y la potencia de igual grado mayor de las que contiene.Asi, en el ejemplo anterior 10 es el residuo de la raiz cuadrada de 35, porque el cuadrado de su raiz entera es 23, y 35 — 25 =  10.4 7 5 . Obsei'vacion importante. Es de mucha importancia saber bien desde allora, no sólo que el residuo de una raiz no puede expresarse exactamente-ni por un entero, ni por un quebrado, ordinario ni decimal, exacto ni periódico, como se demostrará muy luego, sino que tampoco se puede unir á la raíz entera para completarla, á semejanza dé lo que se practica con los residuos de la división, dejando la operación indicada; pues \ / H  =  5 +  \/TÓ es un absurdo, porque la raiz cuadrada de 10 es más de 5, y 5 -h 5 =  8, y ni 0 aun puede ser la raíz cuadrada.de 35, puesC  X  6  =  5 6 . .  ̂ e t A4 7 6 . Se llaman números irraciomles ó inconmensurables los alectadosde un radical qne no contiene exactamente una potencia de igual grado que el índice de la raíz.Asi, \/33 es número irracional, porque no contiene exactamente ningún cuadrado de ningún número. . • .
Observación. El uombre de inconmensurable se les aplica mas bien, porque el residuo de su raiz, como se verá después, y ya se ha indicado, no puede expresarse exactamente por ningún entero, ni quebrado ordinario, ni decimal exacto ó periódico; pues el que producen es irregular, y ya adelantamos que se llama inconmensurable, y todos los números en general que no pueden expresarse por enteros ó quebrados, se llaman inconmensurables.4 7 7 . La elevación á potencias, como caso particular que es de la multiplicación en que los factores son iguales, no necesita reglas para 8U ejecución, pues son las mismas que las de la mnUiplicacion de los enteros, los quebrados y los decimales, según la clase del número que ileba elevarse.4 7 8 . La extracción de raíces, aunque fácil también cuando se trata de un número pequeño, en el que se ve sin trabajo, cual otro mullipli- cado por sí mismo tantas veces como unidades tiene el índice de la raíz, produce el propuesto ó poco ménos, es difícil tratándose de números grandes; y como es materia muy importante, constituirá un capitulo aparte, y en este sentaremos solamente las propiedades principales de las potencias y las raíces.Por lo que de éstas ya hemos dicho, se comprenderá que la extracción de
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raíces puede, sin violencia, como ya dijimos (1 C8 ), considerarse como un caso particular de la división en el que se conoce sólo el dividendo, y  se busca el d ivisor y el cociente que deben ser iguales.4 79 . O b servación . La extracción de raíces se facilita mucho por logaritmos, pues la convierten en una simple división; y  por ello parecerá inútil toda la teoría si no se piensa que las matemáticas dejarían de ser ciencias, si todos los problemas se resolvieran prácticamente sin conocimiento de su teoría fundamental.
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ARTICULO II.
P R O P IE D A D E S C A S I E V ID E N T E S D E  L A S P O T E N C IA S T  R A ÍCES.Las propiedades délas potencias y raiccs casievidentes, y que no son, por lo tanto, teoremas, son las siguientes, las cuales podrían deducirse de la tabla Y li  de las auxiliares.4 8 0 . Lema. E l cuadrado, el cubo y cualquier potencia de O es 0.Porque en efecto 0 X 0  =  0 y 0 X 0 X 0  =  0.Recíproco. La raíz cuadrada, la cúbica y cualquier otra raiz de 0 es 0.Porque evideutemente, si 0 X  0 =  0, \/o =  0.4 8 1 . Lema. E l cuadrado, cubo ó cualquier potencia de Ì  es i .Porque - i X ' l = í  y - 1 X l X ' l  =  '1.Reciproco. La raiz cuadrada, la cúbica ó la de cualquier grado d e i es i .a ------Porque si 1 X   ̂ X  '* =  L  sera y  1 =  14 8 2 . Lema. E l cuadrado de un número compuesto de la unidad con 

■ ceros, es la unidad con doble número de ellos, y con triple el cubo.Porque ÍO* = 1 0 X 1 0 =  100 y  1 0  ̂ = 1 0 X 1 0 X 1 0  =  100 X  10 =  1000.Reciproco. La raiz cuadrada de la unidad seguida de ceros, es la misma 
unidad seguida de la mitad de ellos, y la tercera parle la raiz cùbica.Porque si 10 X  10 X  10 =  1000, y/1000 =  40.

O bservación. La unidad seguida de un número impar de ceros, no tiene raiz cuadrada exacta, ni cúbica la unidad con ceros que no sean tres, ó en número múltiplo de tres.4 8 3 . Lema. E l cuadrado de un número terminado en ceros es igual al 
cuadrado del mismo sin tales ceros y aumentado después con duplo número de

, ellos, y triplo sise trata del cubo.Porque 30- =  30 X  30 =  3* X  1 0 0  =  900 y  30» =  30 X  30 X  30 =  3» X  1000 =  27000.Recíproco. La raiz cuadrada de un número terminado en cei'os es la 
raiz del mismo sin ellos, aumentada conia mitad de ellos y con la tercera 
parte la raiz cúbica; pero es preciso que el tal mimero sin los ceros sea un cuadrado ó cubo perfecto, como por ejemplo, V56ÜÓ =  60, pues V5500, como la aproximada de 55 es 5 y uu residuo de 10, éste, con los dos ceros, forma 1000, cuya raiz cuadrada no es exacta (482}.■ 4 8 4 . Lema. EL cuadrado de 'i es 4 , y d  cubo 8.Porque 2 * =  2 X 2  =  4 y  2 » =  2 X 2 X 2  =  8.Reciproco. La raiz cuadrada de 4 2, j/ la cúbica de d es también 2.



4 8 5 . Corolario. La raíz cuadrada enlerade de'S es 1, con dife
rente residuo, y la cúbica de 7, rfe 6, do 5, rfe 5 j/ de 2, es también 1.4 8 6 . Lema. Las potencias de los números mayores que la unidad van 
aumentando, y disminuyendo la de los números menores que ella, ó sean los 
quebrados propios.Porque todo número entero multiplicado por sí mismo, tendrá que ser tomado tantas veces como unidades tiene, y cuantas más veces se multiplique mayor será el producto; y todo quebrado ordinario ó decimal, multiplicado por si mismo, se habrá de tomar ménos de una vez, y por lo tanto dará un producto menor cuanto más veces se multiplique.Y en efecto, 3" =  9, y 3̂  =  27, y ( L ) '  =  |  y ( | ) '  =

Reciproco. Las raíces de los números mayores que la unidad son menores que ellos, y las de los quebrados propios son mayores qíie los mismos quebrados.Porque (/27 =  9, y =4 8 7 . Lema. E l cuadrado de todo número consta de duplo número de 
cifras que el mismo ó una ménos, y el cubo de triplo ó una ó dos menos.Porque el número menor de dos cifras que puede considerarse es 10 y 10  ̂ _  iQ X  40 =  100, que tiene de cifras una ménos que el duplo de las de 10; y el menor número de tres cifras que puede considerarse, que es 100, será 100* =  100 X  100 =  10000; y por lo tanto, el mayor de dos cifras, que es 99, debe tener un cuadrado algo menor que 10000, y por lo tanto de cuatro cifras, que es el duplo de las del 90. Y  análogamente 10® =  1000 y 100® =  1000000; luego el cubo de 99 tendrá seis cifras, ó sea el triplo de 99, y 10® cuatro, que es dos ménos del triplo.Recíprocamente. La raíz cuadrada de un número consta de tantas cifras 
como porciones de á dos tenga el número, contando como tal una cifra sola 
si el número de ellas es impar; y la raiz cúbica de un número consta de tan
tas cifras como porciones de á tres tenga el número, contando como tal la de 
dos <1 una que puede haber si eLmhnero de ellas no es múltiplo de tres.Porque si no se ve claramente como verdad recíproca del lema anterior, se considerará que, si por ejemplo, tenemos \/l44, como 10*=100 V 100® =  10000 y 444 es mayor que 100 y menor que 10000, su raíz clebe ser mayor de 10 y menor de 100; luego tendrá 2 cifras; y deducción análoga haríamos sobre la raíz cúbica.4 8 8 . Lema. Los cuadrados de los nueve mimeros dígitos son tres dí
gitos y seis compuestos de dos cifras, y sus cubos son dos dígitos, dos com
puestos de dos cifras, y cinco de á tres, corno lo demneslra la Tabla VII.

Reciproco. Raiz cuadrada exacta no la tienen más que tres números dígitos de los nueve que liay, y seis compuestos de á dos cifras de los noventa que existen. Y  raiz cúbica exacta sólo la tienen dos números dígitos, dos compuestos de dos cifras y cinco de tres.4 8 9 . Lema. Ningún cuadrado ni cubo de mimero digito ó de compues-

U 8



to, terminado en cifra signijìcaliva, fuede terminar en 0, y por lo tanto, ha 
de $er un nùmero exacto de unidades simples', entendiéndose que no ha de carecer de ellas, pues por su grande nùmero pueden componer decenas y otras superiores.Porque para que de dos números terminados en cifra sigmticativa un producto termine en 0, es menester que uno de los factores termine en 5 y el otro en 2 ó sus múltiplos, cosa que no puede pceder en las potencias, porque todos los factores son iguales y terminan en el mismo número dígito.

Heciproeo. La raíz cuadrada de un número terminado en 0, o en numero impar de ceros, ó la cúbica de uno terminado en uno ó dos ceros, ó en ceros en número que no sea tres ó sus múltiplos, no puede ser exacta. Esta verdad se desprende también del lema (482), según se indicó allí. • • 7 »4 9 0 . Lema. E l cuadrado de un decimal, con ó sm enteros, es igual al 
cuadrado del mismo considerado como entero, ó sea sin el signo decimal, di
vidido el tal cuadrado por la unidad seguida de duplo número de ceros al de 
cifras decimales que tenga elpropuesto. Y  el cubo sera el del numero conside
rado como entero, dividiéndolo después por la unidad seguida de triple núme
ro de ceros que cifras decimales tenga el propuesto.Porque (0,3)“ =  0,3 X  0,3 =  0,09 y =  0-*>9, y (0,3)® =  0,3 X  0,3

(o » 3 Q7
é ó )  =  . . , . . , .Puede demostrarse, como teorema, diciendo que en el primer ejemplo, al considerar el número propuesto como entero, se hace diez veces mayor, y su cuadrado, compuesto de dos factores iguales, cada uno hecho diez veces mayor, re.sullará 4 0 X 4 0  =  400 veces mayor; luego el resultado se deberá dividir por 4 00 para que sea el cuadrado del número propuesto. Y análogamente, se demostraría lo correspondiente al cubo.Recíproco. Ln raíz cuadrada de lodo decimal es igual á la raiz del nú

mero considerado como entero, dividida por la unidad seguida de ceros en 
número ir/ual á la mitad del de cifras decimales que tenga el número propues
to. y  la cúbica será la del mimero co7isiderado como entero, y dividida des
pués por la unidad con cei'os, en iiúmero de la tercera parte del de cifras de
cimales que tuviera el propuesto.Porque 0,09 =  03. « , - j  ,Y  ademas, porque 9 es cien veces mayor que 0,09, y la_£aiz de aquel, paraque sea igual á la de éste, es menester hacerla menor v'4o0 que es 40 veces.4 9 1 . Lema. E l cuadrado de un decimal tiene duplo número de cifras 
deciiiiales que ól y triple el cubo.Porque la regla de la muUiplicacien de decimales (260) evidencia que el producto debe tener tantas cifras decimales como ambos factores juntos; y como el cuadrado es uu producto de dos factores iguales, tendrá doble número de cifras decimales que uuo de ellos, que es el número elevado al cuadrado; y como el cubo resulta de dos multiplicaciones, tendrá triple número de cifras decimales ■que el elevado al cubo.Así (0,2)“ =  0,2 X  0,2 =  0,04 y (0‘3)® =  0‘3 X  0‘3 X  0‘3 =  0,027. Reciproco. Por cada dos cifras decimales que tenga tm iiúinero, tendrá
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una su raiz cuadrada, y una también la raiz cùbica por cada tres que tenga el 
número propuesto.Porque si (0,2)* =  0,0i, y/0,04 =  0,2 y ^ 0,027 =  0,3.4 9 2 . Observación. No se sigue precisamente de la anterior verdad que no pueda extraerse la raíz cuadrada de un decimal que no tenga sus cifras decimales en número par, ni la raíz cúbica si no tiene tres ó un múltiplo de tres, pues con ceros á la derecha se puede hacer que un decimal tenga las cifras que se quiera (248).4 9 3 . Lema. Todos los números enteros, quebrados ordinarios y deci
males, tienen potencias exactas.Porque.todo número es multiplicable por sí mismo, y el producto es en todos casos exacto.Recíproco. Todos los números no tienen raiz exacta, y los que la tengan 
entera ó aproximada, diferirán de la verdadera en menos de una unidad sim
ple ó decimal, según que el número que se proponga sea entero ó decimal.4 9 4 . Observación. No es esta propiedad verdaderamente reciproca de la anterior, y más bien es un corolario, por lo directamente que se deduce de ella.En efecto, si inspeccionamos la tabla VII de los cuadrados y cubos de los números más notables, veremos que, por ejemplo, desde el cuadrado de 5, que es 9, basta el de 4, que es 46, hay seis números que, no teniendo taiz cuadrada exacta, la tendrán de raíz entera 5; y esta diferirá evidentemente de la verdadera, ménos de la unidad en que se diferencia 5 de 4. Y  lo mismo tratándose de cubos. Y  es también evidente, que si el cuadrado de 0,5 es 0,09 y el de 0,4 es 0,16, la raíz cuadrada de los números intermedios 0,17, 0,18, etc., será la raiz entera 0,5. y diferirá de la verdadera ménos de im décimo, que es en lo que se diferencia 0,5 de 0,4.4 9 5 . Corolario. E l residuo de una raiz inexacta vale ménos de la uni
dad inferior del número á quien se extrae, sea entero ó sen decimal.4 9 6 . Lema. El cuadrado ó el cubo de un quebrado, es igual al cua
drado ó cubo respectivamente del numerador, dividido por el cuadrado ó cuba 
del denominador.T» / 3 \ 2  3 X 3  3 2 , .  / 3 \ 3  3 . ^ 3 ^ 3  33Porque — i ^  4 — 4X 4 42 Y ( 4/ 4 ^  4 ^  4 43'Recíproco. La raiz cuadrada ó cúbica de un quebrado es igual á la raiz 
cuadrada ó cúbica del numerador, dividida por la raiz cuadrada d cúbica res
pectivamente del denominador.Porque si ( I ) ’  =  f í , y/g =  I  y-3 =  \/5-‘  y 4 =  V ^ .4 9 7 . Corolario. La raíz de un quebrado que no la tenga exacta en cualquiera de sus dos términos, no puede ser igual á un quebrado (siempre se entiende ordinario sino se expresa decimal); porque elevado á la potencia de que se trate, debería producir aquél de quien fuera raíz, y los términos de éste serian potencias exactas de aquel (405), y por lo
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tanto tendrían raíz exacta,* lo que es contra lo supuesto. ^Eslo es, que 
s jy . no puede ser, por ejemplo, porque entonces ( j )  debería dar g  =  y 15 sería cuadrado de 4, lo que es contra la hipótesis.4 9 8 . Lema. E l cuadrado ó cubo de un número mixto es igual al 
cuadrado ó cubo respectivamente del numerador del quebrado impropio d que 
pueda reducirse el mixto, dividido por el cuadrado ó cubo del denominador.Porque (5 =  3 X  5 í  =  ^ •2  ̂  ̂ 3 X 5 X1 7 X Í 7  n25 X 5  52 •Recíproco. La ra iz deu n  nùmero mixto es igual á la raiz del mismo 
grado del numerador del quebrado impropio á que puede reducirse, dividida 
por la raiz del denominador.. Porque v / 'ñ  =  \ / ^  =  \ / f  =  ^ (^ S 6 ) -4 9 9 . Lema. E l cuadrado ó cubo de un número compuesto de factores, 
es igual al producto de los cuadrados ó cubos respectivamente de los mismos.Porque ( 3 X i ) ^  =  ( 3 X 4 ) X ( 3 X 4 )  =  3 X . 4 X 3 X 4  =  3 X 3 X 4 X 4  =  3* X  4®; pues ni los paréntesis hacen falta cuando lo que contiene son factores, y  no cabe confusión, ni después el alterar el orden de los factores puede iníluir en el valor del producto Í349).Recíproco. La raiz de un número, compuesto do factores, es igual al pro
ducto de las raíces de los mismos._Porque si (5 X  A f =  r - x .  4^ =  5 x 4 y 5  =  \ / F y 4  =
\/A\500. Observación. No se coñfunda la verdad del lema anterior sobre un número compuesto de factores, con el teorema que después sabremos sobre un compuesto de sumandos. ARTICULO III.

TEOREMAS SOBRE LAS POTENCIAS Y  RAICES.5 0 1 . Teorema. E l cuadrado de un número compuesto de dos suman
dos {que por cualquier motivo no se puedan ó quieran reunir), es igual al 
cuadrado del primer sumando, más el duplo del primero multiplicado por el 
segundo, más el cuadrado del segundo. ^

Demostración. Si tenemos (7 -h  8)% que es ciertamente igual a lo- =  1 5 x 1 5  =  225, y sin reunir los sumandos queremos elevarlos al cuadrado, será (7 -f- 8)® =  (7 -f- 8) X  (7 -f- 8).Y  evidentemente podremos realizar esta multiplicación nmlliplican- do primeramente todo el primer factor por una parte del segundo, y nos dará un producto parcial; y multiplicado después todo el mismo primer factor por la otra parte del otro, nos dará otro producto parcial, que su-



mado con el anterior formará el producto total, ó sea el cuadrado deseado.Pero (7 4- 8) X  7 = :  Í7 x  7) -f- (8 X  7)y (7 +  8) X  8 = ¡ 7  X  8) 4- (8 X  8)luego (7 4- 8) X  (7 4- 8) =  (7 X  7) 4- (8 X  7) 4- (7 X  8) 4- (8 X  8)y como 7 X  7 =  7" y (8 X  7) 4- (7 X  8) =  2 X  7 X  8) y (8 X  8) 8*será (7 4- 8)̂  =  7® 4- (2 X  7 x  8] 4- 8^Luego el teorema queda demostrado.5 0 2 . Corolario. Como todo número de dos ó más cifras, por grande quesea, puede considerarse compuesto de dos sumandos, uno de decenas y otro de unidades simples, pues 5 4 =  50 4- 4, y 545 =  340 4-  5, ó sean §4 decenas y 4 unidades, se podrá decir que el cuadrado de un número 
compuesto de decenas y unidades es igual al cuadrado de las decenas, más el 
duplo de las decenas multiplicado por las unidades, más el cuadrado de las 
unidades.5 0 3 . lleciproco.. Todo número, pudiendo considerarse compuesto del 
cuadrado de su raíz, si ésta tiene dos sumandos, se compondrá aquél del cua
drado del primero, más el duplo del primero por el segundo, más el cuadrado 
del segundo, más el residuo, si el número propuesto no fuese wi cuadrado per
fecto.Porque en efecto =  7 y 2 de residuo, porque 7 x  7 =  49 y 51 —  49 =  2; pero si 7 se descompone en dos sumandos 5 4 - 4 , como (3 4- 4)% por lo demostrado antes es igual á 5“ 4 - 2 x 3 x 4 4 - 4 ®  =  49, será 51 =  3® 4- 2 x  (3 x  4) 4- 4® 4- 2.5 0 4 . Corolario. Como toda raíz de mas de una cifra puede considerarse compuesta de dos sumandos, uno de decenas y otro de unidades, 
todo número podrá considerarse compuesto del cuadrado de las decenas de su 
raiz, más el duplo de las decenas por las unidades de su misma raíz, más el 
cuadrado de las unidades de ella y el ?esiduo si lo hubiere.5 0 5 . Escolio. El duplo de las decenas, multiplicado por las unidades, es un número exacto de decenas, ó sea un número en el que no hay unidades simples, aunque por ser muchas las decenas compongan algunas centenas ó unidades superiores; porque el menor número de decenas, que es 1 =  10, duplicado dá 20, y 20, multiplicado por cualquier número de unidades, dará un número terminado en 0, ó sea sin unidades. En cuanto al cuadrado de decenas, ya sabemos (106) que ha de ser un número exacto de centenas; porque 10® =  100 y 90® x  8100. Y  sabemos también (489) que el cuadrado de unidades es un número justo de unidades que compondrán algunas unidades superiores, pero que no puede teríninar en 0.506. _ Teorema. B l  cubo de %n número compuesto de dos sumandos (que por cualquier motivo no se pueden ó no se quieren reunir), se compone del cubo del 
primer sumando, más el triplo del cuadrado del primero, multiplicado por el se
gundo, más el triplo del primero, multiplicado por el cuadrado del segundo, más 
el cubo del segundo.

Demostración. Si tenemos (7 8)̂  que es ciertamente igual á 45® =  15 x15 X  15 =  3375, y sin reunir los sumandos queremos elevarlos al cubo, será
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P ; i T T s & T ^ l i ^ =  esPo , u lel teorema dice. . , . .
s?ss?ŝ .-iH£S5T:SE€â ^̂ ^̂ ^
u»ío ¿a pudiéndose considerar compuesto del cubode su raiz sfésta üene dos sumandos, se compondrá aquél f ‘ ¡

' 7% *î .7y\ r̂ itniivñdú del 'DViíñSTO VOT cl S€ÚU7tdô  máS ti ÍTiplO d$l pTl; ^ : r n ; ' a r ; s  »“ í * »” t o T " ( 7t r X * r t o Í : r { r d a - r a i z d e m á s d e  una cifra puede considerarse 5 0 y . Oíroíariü rfprenas V unidades, todo numero podra consxde-compuesta / í í«  rah, más el triplo del cuadrado de
Z l T e T Z f  i l ^ ^  - é » í  frr>;» da la. decenas, mnlti-f ú í t ^ S a d o  por las
Íu le r n u r e r ? , ’stem^l-e d a r r fn  S m e t i  Terminado en dos ceros; y lo mismo® ‘‘ r e r tr m lfa e M a s  t “ e°nlt\rm®2lp P»r el cuadrado de las unidadesdará siempre un número exacto de decenas, pues 3 X ^ 0  =  30, que multip icado p S r V S á  3o! V 99 decenas dará 990 X  3 =  ^970, que multiplicado por cualquier S L e r o  de unidades, dará siempre un número terminado f ^ ^  oero-En cuanto al cubo de las decenas, sabemos {i06} que debe ser un n ^  exacto de millares, porque el número de decenas acabaiá en un cero,y cu^ i S á u í a b e m ó s V f  el cubo de unidades es un numero exacto de unida- des, ó sea que no concluirá en 0 (489).511 Teorema. Los cuadrados de dos números que difieren entre si 
en una unidad, diferirán en el duplo del menor xiilmero,más i .Esto es, que 6 que diliere de 5 en una niiKÍad, G sera mayor que o611  ̂ 1

Demoslrncion. Si descomponemos el 6 en dos sumandos 5 y 1, tendremos, por lo demostrado (504), (5 -I- 1)* =  5® -h  2 _J_á cuyos dos miembros, si le restamos 5® dará evidentemente (o -f- ¡5“ =  2 X  5 -4- 4, que es lo que dice el enunciado del teorema.5 1 2 . Recíproco. La raiz cuadrada dé un número es menor que la de 
eíro en una unidad, si el primero difiere del segundo en el duplo de este, tnas 1.ladrada de 3G, diliere de 5 , raíz cuadrada de-
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25, en 1 , pues 56 —  25 =  l l = 2 x 5 - f -  1, según lo demostrado.5 1 3 . Corolario. El residuo de la raiz cuadrada entera de uuniimero 
que no la tenga exacta, debe sien^pre ser menor que el duplo de la raiz entera 
más uno. Pues el residuo de la raíz de un número es igual á éste menos el cuadrado de su raíz entera, y por lo tanto si \/55 =  5-1- residuo 10, será 10 =  55— 5®; y como por el teorema anterior 2 x  5 H- 1 =  6® —  5®, tendremos dos igualdades, en cuyos segundos miembros hay un sustraen- do igual 5®, por lo que si el minuendo 55 del uno fuese igual al 6® del otro, evidentemente los segundos miembros serian iguales entre sí, y consiguientemente los primeros miembros. Pero 6® tiene que ser mayor que 55, pues si fuera igual ó menor, en lugar de la raiz entera 5 se hubiese puesto G; luego el segundo miembro de la segunda igualdad será mayor que el segundo de la primera, y consiguientemente 1 0 < ; 2  X 5 - Í - 1 .5 1 4 . Teorema. Los cubos de dos números que difieren en una unidad  ̂
diferirán en el triplo del cuadrado del menor, más su mismo triplo, más 1.Esto es, que 6, que difiere de 5 en i ,  será 6® mayor que en (.3 X  Si®)(3 X  3) 1.

Demostración. Si descomponemos el 6 en dos sumandos b v -i, tendremos,, por lo demostrado (506), (b -t- 1)a =  5* (3 X  5® X  1) -t- (3 X  3 X  1®) -+* I®,a cuyos dos miembros, si le restamos 5*, dará evidentemente (5 ■ +• 1)* — 53 =  (3 X  3*) +  (3 X  3) C  que es lo que dice el enunciado del teorema.515. Reciprocamente. Za raíz cúbica de un número es mayor que la de otro 
en una unidad, si el primero dijiere del segundo en el triplo del cuadrado de éste, 
más su mismo triplo, más \.Porque 6, raíz cúbica do 316, difiere de b, raiz cúbica de 12b, en 1, pues 216 — 125 =  01 =  (3 X  3®) -1- (3 X  5) 4- 1, por lo demostrado.516‘. Corolario. E l  residuo de la raiz cúbica de un número que no la tenga 
exacta, debe siempre ser menor que el triplo del cuadrado de su raíz, más el triplo 
de la misma, más 1. Pues el residuo de la raíz cúbica de un número es igual al
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mismo número menos el cubo de su raíz (47.1); y porlo tanto, si tenemos v^214 =  5 y  89 de residuo, será 89 = 2 1 4  — b*; y como por el teorema anterior (3 X  3®) -4- (3 X  3) -i- 1 =  6̂  — 5®, tendremos dos igualdades, cuyos segundos miembros tienen un sustraendo igual b®, por lo que si tos minuendos 214 y 6* fueran iguales, los tales miembros también lo serian, y consiguientemente iguales entre sí los primeros; pero 214 tiene que ser menor que 6®, pues si fuera igual ó mayor, la raiz entera no hubiera sido 5 sino 6; y siendo 214 menor que 6*, todo el segundo miembro de la primera igualdad será menor que el de la segunda, y consiguientemente el primer miembro de la primera menor que el de la segunda; luego el residuo 89 <  (3 X  5®) -t- (3 X  3) H- 1.517 . Teorema. IJn decimal, con ó sin enteros, y lo mismo un quebra
do ordinario (porque puede reducirse á decimal), elevado al cuadrado ó al 
cubo, no puede producir un número entero.

Demostración. Como ni cl cuadrado ni el cubo de ningim número dígito puede lerminar en 0{489), debiéndose cuadrar ó cubicarla cifra de unidades inferiores del decimal para cuadrar o cubicar todo el número, y no pudiendo tal cifra ser 0,. porque á la derecha del decimal no tendrá valor ninguno, siempre resultará alguna cifra significativa decimal en el cuadrado o cubo, y éste, por lo tanto, no podrá ser entero. Y  en efecto,.



-155(5 , 5f  =  5 , 5 x 5 , 5  =  1 2 ,2 5  y  (0 , 1 }=“ =  0 ,1  x  0 ,1  =  0 ,0 2 . L u e g o  elteorema es general y queda demoslraclo. ' , , ,5 1 8  Recíproco La raíz cuadrada ó cubica de un numero entero, no 
puede ser un quebrado ordinario, ni decimal, pues cuadrado ó cubicado debe
ría producir el entero propuesto contra el teorema directo.519 Corolario E l residuo de la raíz cuadrada o cubica de un nume
ro entero ó quebrado'ordinario, decimal ó mixto, no puede expresarse exac
tamente por un quebrado ordinario, ni decimal, y es, por lo tanto, incon-

''''^Demosiràcion. Aunque esta verdad se deduce del teorema anterior, por su grande importancia exige una completa y detallada demostración como si se tratase de un teorema. í • i »Diremos, pues, que si suponemos que un decima exprese exactamenteel residuo de una raíz, tendriamos que uniendo tal decimal con la raíz entera v elevando la suma al cuadrado ó cubo, debería dar el numero a cíiiien se extrajo la raíz, si el Inl número lo suponemos entero; lo que, por el teorema anterior, veremos que es absurdo. Si suponemos que el número de quien se extrae la raíz sea decimal (y lo mismo ordinario que puede reducirse á decimal), como la raíz de un decimal es la misma que la del mismo considerado como entero, aunque dividida por la unidad seguida de ceros (485), tropezanamos con el absurdo- ó más exactamente, tendriamos un quebrado de raíz, cuyos dos términos no serian ambos mices exactas del propuesto, j  todo el quebrado no podria, por lo tanto, representar la raíz exacta o completada con el residuo del número propuesto.... — 1 V 9 dcre<!iduo, Y que éste pueda valer ó ser representadop o r % r e V i i " l j ^ a T a K m f c y  d e U a  ser igual à el teorenaaantcrioi es absurdo. Si suponemos que el 34 sea un decimal 0,34 —  , su raíz seria -  (49«). y un re-1 00 ............... .................. 103 , , 5 , 3 _  8siduo de 9, que suponiendo valiese á 0,3 =  tendriamos por raíz completa- - t - ^ cuyo
diuu i.r u v  of «.¿V«« - » « r  ~ * * * '  - "—  1 0 *  *■ * ÍO  • •  • -  ,quebrado, para que sea la raíz completa de 0,3í, uecesilaría tener sus dos térmioos raíces exactas de los del —  pero aunque el denominador lo es, el numerador 8 no'puede serlo. pues si 8 fuera raíz
un entero.5 2 0  Escolio. Como complemento al importante corolario anterior, V como conclusión de lo dicho sobre las propiedades de las potencias y raíces diremos que el residuo de una raíz se puede aproximar por decimales’ como se verá en seguida; pero el decimal que produzca, no so o no será exacto como va demostrado, pero m tampoco periódico; pues la periodicidad de los decimales nace de la igualdad de divisor que es el denominador del quebrado generador (44o), y  en a exlraccion de las raíces, como veremos, el divisor que sirve para hallar cada cifra de la raízes Igg propiedades de las potencias y raícesque hemos visto invariables o seniejanles (trátese del cuadrado ó del cubo y las raíces respectivas), convienen también a otras potencias y



4 5 6Otras raíces, no habiéndonos referido á ellas, porque sólo se usa la operación de extraer la raíz cuadrada y algo la cúbica, extrayéndose las dem as m uy fácilmente por logaritm os.

CAPITULO VIII.
EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA.

ARTICULO PRIMERO.PRELIMINARES.5 2 2 . Extraer la raíz cuadrada de un número sabemos (471) es cíe- 
ierminar el valor de otro que multiplicado por si mismo produzca el dado, ó 
tin poco menos, si no fuese éste un cuadrado perfecto. O lo que es lo mismo, 
éetehni%ar el número cuyo cuadrado es el mayor de los contenidos en el pro
puesto.5 2 3 . El problema general de la extracción de raíces se divide en dos también generales: extraer la raíz de un número entero y extraerla de un quebrado; pero como cada uno de ellos se subdivíde en tres por las diferentes clases de enteros que exijen procedimiento distinto, y las diferentes clases de quebrados que pueden considerarse incluyendo los decimales, y la aproximación de un residuo, que valiendo ménos de la unidad, puede considerarse como un quebrado, pues es un decimal, aunque inconmensurable, consideraremos seis divisiones del problema general, porque cada una tiene su correspondiente re^la, y serán las siguientes:1 .“ Extraer la raíz cuadrada de un entero compuesto de una ó dos cifras. 2." Extraer la de un entero compuesto de tres ó cuatro cifras. 3 .“ Extraerla de un entero compuesto de cinco ó más cifras. 4 .“ Extraerla de un decimal con ó sin enteros. 5." Extraerla de un quebrado ordinario propio ó impropio (ó sea mixto). Y  6 .“ Aproximar por decimales cualquier residuo de la extracción de la raiz de un entero ó de un quebrado de cualquiera clase. ARTÍCULO II.EXTRACCION DE LA RAÍZ CUADRADA DE UN ENTERO COMPUESTO DE UNA ÓDOS CIFRAS.5 2 4 . Regla. Para extraer la raiz cuadrada de un entero compuesto 
de una ó dos cifras, no hay más que determinar de memoria qué número



multiplicado por si mismo produce el propuesto, ó un poco mmos si no hubiese 
ninquno que lo produjese igual, en cuyo caso la diferencia entre el cuadrado 
del número hallado como rais y el propuesto sera el residuo; gue se podra 
aproximar por decimales {según veremos en el ultimo articulo de este ca- uítuloi pero cuyo valor siempre será menor de la unidad; residuo que se co
nocerá que es legitimo si es menor que el duplo dé la raíz mas 1, pues si es 
mayor, es señal 'de que la raíz hallada es menor de lo que debe ser, y deberá

Ejem plos. 1.“ v / 9 ^ 3  2." v / s T ^  3.« v̂ 80 =  8 y 16 de residuo
Demostración. No es susceptible de ella esta regla, porque se funda claramente en las deílniciones de la raíz y de la potencia.5 2 5  Escolio La prueba de la extracción de raíz es elevar al cuadrado la raiz hallada y ver si da un nùmero igual al propuesto, ó difiriendo de él por defecto una cantidad igual al residuo, eii el caso que lo hubiere por no ser el número dado un cuadrado perfecto.

ARTÍCULO III.EXTRACCION DE LA RAÍZ CUADRADA DIÍ UN NÚMERO ENTERO, COMPUESTO DE TRES Ó CUATRO CIFRAS.5 2 6  Re* l̂a. Para extraer la raíz cuadrada de un número entero, com
puesto de tresnó cuatro cifras (la que deberá tener precisamente dos, ó sean decenas y unidades), se procederá primeramente a determinar la cifra de las 
decenas. Para ello se separarán con un punto las decenas y las unidades del 
número propuesto, y con las restantes (o con la otra si fuesen tres), consirfe- 
radas como si estuviesen solas, se verá qué número forman, y se extraerá la 
raiz cuadrada de él por la regia anterior, y el resultado sera la cifra de las 
decenas que se desea ó busca. En seguida se restará su cuadi'ado del numero 
que sirvió para producirla, y al resto se le pondrán á la derecha las dos ci
fras del número propuesto de las decenas y las unidades; y separando esta ul
tima con un punto, con las restantes, como si estuviesen_solas, se verá que nú
mero forman, y se dividirá por el duplo de las decenas halladas, y el cociente 
será probablemente la cifra de las unidades de la raiz que se busca. Para 
comprobarla, se pondrá á la derecha del duplo de las decenas halladas, y el 
número que compongan se multiplicará por la misma cifra que se comprueba, 
V se verá si el producto cabe en todo el número formado por el primor resto y  
las cifras de las decenas y unidades del número propuesto. S i no cabe, sera 
señal de que la cifra que se ensaya es mayor de lo que debe ser y se corregirá 
y si cabe, pero el resto ó diferencia es igual o mayor que el duplo de toda J a
raiz hallada, más i ,  incluso la cifra deunidades que se comprueba, sera señal 
de que ésta es menor de lo que debe ser, y se enmendara cofrespomheníemenle. 
Una vez comprobada la cifra hallada para las unidades dota raíz, se tendrá
esta c o m p l e t a  y  exacta, ó  entera con el correspondiente residuo.Si al determinarlas unidades,' el número que debe servir de dividendo



es menor que el duplo de las decenas, es señal de que es 0 la cifra de las unidades de la raíz. 158

í : \/7.8 4 =  5 8 4  0 0 28 Ejemplos.2. “49 X  9 48 X  8prueba (48* =  48 X  48 =  784
\/7 1.4 5 =7 4 5 89prueba (84 X  84) -

84163 X  5164 X  4 89 =  7145
Explicación. En el primer ejemplo, separamos flesde luego con un punto 84, y buscamos la raii «uadrada de 7 y hallamos 3, porque 8 x '  3 =: 9, y pusimos 3 para decenas de la raíz. Cuadramos el 2, y su cuadrado 4 lo restamos del 7, y nos dió de resto 3 que, con las decenas y unidades del nùmero■■ or el duplo de 2, que es 4, ara ello lo escribimos á la or el mismo 9 v tratamos depropuesto, nos formó el de 384. Separamos sus unidades, y dividimos 38 p̂ or'el duplo de 2, que es 4,

Í 'e! cociente 9 ensayamos á ver si era la cifra de las unidades de la raíz. Para ello lo escribimos á la erecba del duplo de las decenas 4, y nos formó 49, que multiplicamos por el mismo 9 y tratamos de restarde 384; pero viendo que éste era menor que el producto que le Íbamos restando, conocí-inos que las unidades de la raíz eran en menor nùmero que 9, por lo que tachamos las cifras que escribimos para su ensayo, y lo hicimos con 8 que, comprobada y hallada ser la que se deseaba, nos dió la raíz exacta 28, que, en efecto, cuadrada, diócn la prueba 784.En el segundo ejemplo, obramos de una manera anàloga, sa'cando primero la raíz de 74, que nos dió 8 para decenas de la que buscábamos, ensayando después el 3 para cifra de las unidades, y viendo que el resto 2S6 era mayor que el duplo do 84 -í- 4, conocimos que las unidades de la raíz debían ser más de3 y pusimos 4, que, ensayado y hallado ser el número conveniente, nos dió la raíz entera 84, con 89 de residuo.5 2 7 . Demoslracion. Como todo número puede considerarse compuesto, exacta o próximaménLe, del cuadi’ado de su raíz (501) y la del número dado (contrayéndonos al ejemplo i .°  anterior para fijar las ideas), debía tener decenas y unidades (487), podíamos considerarlo compuesto del cuadrado de las decenas de su raíz, más el duplo de las decenas por las unidades, más el cuadrado de las unidades y acaso un residuo; y para hallar tal raíz debíamos proceder por buscar primero las decenas, por razones análogas á las que obran para empezar la división por las unidades superiores. Y  dijimos que como el cuadrado de decenas debe ser un número exacto de centenas (505), en las centenas y unidades superiores del número propuesto debía estar incluido (ó considerarse así), el cuadrado de las decenas de la raíz que buscábamos, aunque también hubiese algunas centenas y unidades superiores provinientes del duplo de las decenas por las unidades, y por lo que separamos con un punto las decenas y las unidades. Extrajimos, pues, la raíz cuadrada de 7 por la regla correspondiente (524), y nos dió 2. Esta cifra, no solo era la raíz cuadrada de 7, sino las decenas de la raíz cuadrada de lodo el número propne.slo, pues si estas fueran 3, como 5 decenas ( =  50) cuadradas dan 9 centenas (=900), no podían estar contenidas en 7 centenas del número d?do. Tampoco podia ser 1 la cifra de las decenas de la raíz, pues aunque luego las unidades simples que se bailasen fueren en el mayor número posible, por ejemplo 9, tendríamos que 19 seria la raíz de lodo el número propuesto, lo que es absurdo, porque acabábamos de ver que la raíz de solo 7 centenas ( =  700), es 2 decenas ( =  20), y una parle dél número dado no podia tener mayor raíz que el lodo. Luego 2 no sólo es la i’aíz de 7, sino las decenas de la raíz de lodo el número propuesto. Hallamos su cuadrado y lo restamos de las centenas del número dado, porque lo mismo es restar 2* =  4 de 7, que (20)*=  200 de 700. Y



nos dió 5 de resto, que indudablemente eran centenas. Añadírnosles á ellas las decenas y las unidades del número dado, y a ¿«le lo habíamos restado el cuadrado de las decenas de su raíz, en o U  debía quedar el duplo de las decenas por las unidades, el cuadrado de éstas y acaso un residuo. Para hallar, pues, las decenas, dijimos (ó pudimos decir prescindiendo de la regla), como el duplo de las decenas por unidades es un número exacto de decenas; en 58 decenas dehia estar dicho duplo de decenas por unidades, aunque hubiese algunas proviniendo del cuadrado de las unidades; luego si dividiarnos ese producto 58 por uno de los factores que lo componen, 4, duplo de decenas, nos debía dar por cociente la cifra de las unidades de la raíz que buscábamos, probablemente y no seguramente, porque 58 decenas lo consideramos producto délas decenas por las unidades de la raíz, y ya hemos dicho que podría haber algunas pro- vinientes del cuadrado délas unidades. Se paramos, pues, con un pmilo las 4 unidades y dividimos la  ̂ 58 decenas por las 4, duplo,de las halladas, Y  como 58 - 4 =  9; porque 580 i 40 =  0, dijimos que 9 serian probablemente las unidades de la raíz. Para ver si realmente lo eran temamos que ver si en todo el número 584 cabía el producto del duplo de las decenas halladas por las unidades que acabábamos de encontrar, mas su cuadrado; pero en vez de decir 40 (duplo de las decenas halladas) miillipli- cado por 9 (unidades que ensayábamos), más 9* (cuadrado de elbs), dijimos 49 X  9 (pues (40 x  9) -h  9=“ =  (40 x  9) -f- (9 x  9) =  (40 -t- 9) X  9 =  49 X  9) y como vimos que resultaba un número mayor que 384, conocimos que las unidades de la raíz debían ser ménos de 9. Pusimos 8, y repetido el ensayo, nos dio 0 de resto, señal que 58 era la raíz exacta delnúmero propuesto. f , i iCoiilrayéndonos al segundo ejemplo para demostrar la parle de ia regla referente á la legitimidad del residuo ó de los restos, vemos que al ensayar la cifra 4 de las unidades de la raíz, nos dió un producto cuya diferencia con 745 erade25G, que por ser mayor que 2 X  8 4 +  1 (515), nos hizo comprender que las unidades de la raíz eran más de 3, y hallamos efectivamente, que eran 4, y la total 84 con 89 de residuo, legítimo por ser menor que 2 X  84 +  1. Y  como lodo cnanto hemos practicado en ambos ejemplos y hemos demostrado, pudimos ejecutar sin raciocinar de esa manera, y sólo sujetándonos a la regla, esta queda demostrada. ARTÍCULO IV .
E X T R A .C C IO N  D E  LA. R A ÍZ  C U A D R A D A  D E  U N  E N T E R O  D E  M Á S  D E  C U A T R OC IF R A S .

459

5 2 8  Re^la Para extraer la raíz cuadrada de un número de más de 
cuatro cifras^ divídase desde luego en porciones de á dos, empezando por la 
derecha, y sin reparar en que la última de la izquierda sea de una cifra sola. 
Considérense las dos porciones de la izquierda como si estuviesen solas, y ex-
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tráimse m raíz cuadrada por la regla dd artículo anterior, y se tendrán dos 
cifras para la raíz. Considérese en secjuida el numero propueslo como si se 
compusiera de tres porciones, y las dos cifras halladas para la raíz, como de
cenas de la misma, Lyas unidades se determinaran con la tercera porción umda 
al resto si lo hubiere en la anterior operación. Obrese analogamente con otras 
porciones del mimero propuesto si luciese más de tres, m ía haber sacado poi 
lada una una cifra pam la raiz, y se tendrá la total del numero dado5 2 9 . Observación. Análogamente <i lo q u e  se pievino en la re  ̂ a del articulo anterior {5261, si algún número que debe servir de dividendo para hallar una cifra de la raíz fuese menor que el duplo de las unidades Lperiores antes halladas, que debe servir de divisor, es señal de que la cif?rrorresi)ondiente de la raiz es 0, y todo el resto que no ha podido servir de dividendo unido á otra porción si la hubiere, servirá paia hallar otra cifra de las varias que puede tener la raíz.

Ejemplos, i.*» v^7.8 4.4 5 3 8 4 0 0 4.5 28048 X  8 560 X  0prueba 280* -i- 45 =  78445
\Z74.45.62 7 4.5 8 9 6.2 5 3 7prueba 845*-i- 5 3 7 =  714562

845164 X 4  1685 X  o
■ - 1 » n r . CÌ nrimpr eiemolo dividimos el número dado en tres

Explicación. Con sujeción a la regla, en , Pjg™® ^f¿rda%allamos su raíz cuadrada 28 por la porciones, y  considerando solarnenle las d -Ensesuida consideramos lodo el número dado,regla del artículo anlermr, y nos quedó 0 de ’̂ '̂ îduo. fcn segm verdaderas
tuvimos por raíz total 280, X manera análoga, exlravendo la raíz cuadrada de 7145, yEn el segundo ejemplo obr»'“ ®? decenas de la raíz de todo el número propuesto, noshallando 84, quo, eonsiderándolas como las dece^ unidades de la raíz 5,Tirtota^ T o ^ lo lln ío ,  81.^00^ «  ?esiduo de 537 legitimo, por ser menor que 845, y con más razónnue el duplo de este número, más 1. _ . ___5 3 0 . Demostración. Refiriéndonos al ejemplo primero de los anteriores, hemos hallado la raiz cuadrada de 784 por la regla correspondiente 520) ya demostrada. Después, como el numero dado debía tener por raíz uno de tres cifras (487), 2 8 , raíz cuadrada »le 784, debía Uidenlemente ser considerada como las decenas de la laiz del número propuesto, cuyas unidades únicamente tuvimos que buscar por la re-la íue demostrainos. Para hallarlas dijimos que como el cuadrado de 28 se\abia restado en dos veces d eJ8 4 , el resto del total, que en este caso era súlo 45, debía contener el duplo de las decenas de la raíz 28, multiplicado por las unidades de la misma raíz, mas el cuadrado de estas, y más el residuo si lo hubiere. Y  como el duplo de decenas pot unidades debe ser mi número completo de decenas, separamos las 5 unidades Y eii las 4 decenas debían estar los dos factores diip o de decenas y unidades. Liieixo dividiendo 4 decenas por 50 decenas duplo de la8 halladas, nos debía dar las unidades que buscábamos, o una cura poco diferente á ellas, porque en 4 decenas podía haber alguna proviniente del cuadrado de unidades. Dividimos, pues, 4 por 56; pero como el dividendo era menor que el divisor, correspondia 0 al cociente, de lo que deduiimos ffue la cifra de las unidades de la raíz que buscábamos era U, pues no podía ser mayor, porcine 1 daría al comprobarla como producto



del duplo de decenas por unidades más eì cuadrado de estos 561 x  1 =  561, que no cabe en 45. Siendo, pues, 0 las unidades de la raíz, todas las 45 debian ser el residuo, legitimo efectivamente, porque es menor que 280, y por consiguiente mucho menor que su duplo, más 1.I)e una manera análoga procedimos en el segundo ejemplo, y si en cualquiera de ellos el número de porciones hubiera sido mayor, después de halladas las tres cifras de la raíz, el número que compusiesen lo coii- siderariaraos como decenas de la raíz total, y buscaríamos las unidades, como va dicho, por la regla que queda demostrada.
ARTÍCULO V.E X T R A C C IO N  DE L A  R A ÍZ  CUA DRADA D E  U N  D E CIM A L.5 3 1 . Regla. Para extraer la raíz cuadrada de un decimal propio ó 

impropio (con enteros), se hace primeramente que el número de sus cifras de
cimales sea par, añadiendo un cero á la derecha si fuera impai'. Se desatiende 
en seguida el signo decimal, y  del iiúmero que resulte como entero se extrae 
la rais cuadrada por la regla de los artículos anteriores que le corresponda, 
según su número de cifras; y  á la raiz que resulte se le separan con el signo 
decimal una cifra por cada dos que tuviera el decimal propuesto, y se tendrá 
su raiz exacta ó con residuo que será de las unidades inferiores del nùmero da
do; y también se podrá poner el signo decimal tan luego como se considere del 
número propuesto alguna cifra decimal.

16 ]

E je m p lo s . \/ o, 7  8 4  =  0 , 8 8 2.® \] 7.8 4 =  2,8
prueba (0,88)*

7 8.4 0 1 4 4 0 9 6 88168X80,0096 =  0,784
7 8 4 3 8 4 '  0 0 48 X  8 prueba (2,8) =  7,84

28
Explicación. Con sujeción á la regla, como el decimal propuesto tenia sus cifras decimales en número impar, le añadimos un cero; y desatendiendo después el signo decimal, nos resultò 7840, cuya raiz cuadrada fué 8S; pero como debía tener dos cifras decimales, ptisimos 0,88. según la reglé,

U or lo mismo el residuo 9S debía ser milésimos y diezmilésinios, pues que las unidades inferiores número propuesto eran diezmilésimos, pues es en realidad 0,7840.En el ejemplo segundo, teniendo el número propuesto sus cifras decimales en minierò par, desatendimos el signo decimal, y bailamos ia raiz cuadrada de 784, que fué 28, y como debía tener una cifra decimal, pusimos 2,8 raíz exacta, porque no hubo residuo; probando no haber error en ambas operaciones, cuadrando los resultados que dieron los números propuestos.5 3 2 . Demostración. Se hace que el número de cifras decimales sea número par, porque ningún cuadrado de un decimal puede tenerlas en número impar (260); y como la raíz de todo decimal, propio ó impropio, dehe ser decimal y no entero (518), cualquier número decimal que tenga impares sus cifras decimales no será iin cuadrado perfecto, y el exceso que sobre el tenga le hará aparecer con cifras decimales impares por la supresión del cero á la derecha, que es inútil en los deciniales. Asi en el ejemplo primero anterior, los 0,0096 milésimos que resultan de residuo, es el exce.«o que 0,784 tiene sobre el mayor cuadrado que contiene, que es 0,7744. Y  en efecto, 0,784 ^  0,0096 =  0,7744, cuya raíz cuadrada exacta es 0,88; y el aparecer con tres cifras decimales es evidentemente



-162á causa de ese exceso dicho, pues 0,7744 +  0,0096 =  0,7840, cuyo úl- limo cero por inútil se suprime en los decimales y se necesita para la extracción de la raíz cuadrada, 0 que, por otra parte, no hace variar el valo r del decimal. T I  • 1 1Después al suprimir el signo decimal, se hace en dicho ejemplo elnúmero dado 10,000 veces mayor (250), y la raíz que resulte debe ser 100 veces mayor de lo conveniente, porque ^10000 =  Y 100 veces menor separando dos cifras con el signo decimal (¿50).Y  análogamente, en el segundo ejemplo, la supresión del signo decimal hace 100 veces mayor el número propuesto; luego la raíz resultara 10 veces mayor de lo que debe, y se le hará 10 veces menor con poner el signo decimal antes de la última cifra de la derecha.Y  como lo mismo se demostraría en otro cualquier ejemplo en el que se operase según la regla, esta es general y queda demostrada.
E sc o lio . Si el decimal es periódico, por ahora sólo diremos que se sacan de raíz tantos decimales como convenga según el problema, y duplo numero por lo tanto se toman en cuenta del decimal periódico propuesto.

a r t í c u l o  v i .KXTRA.CCION DE LA. RAÍZ  C U A D R A D A  D E  L O S QUEBRADOS O RD IN ARIO S.5 3 3  Refala. Para extraer la raiz cuadrada de un quebrado propio ó 
impropio (ó un mixto que equivale á un impropio), se ve si numerador y  
denominador la tienen exacta, simplificándolo si es preciso, y se les extrae 
ese caso, y el quebrado resultante será ia raiz deseada. Poro si alguno de los 
dos términos no tiene raiz exacta, aun después de simj)lificado, se convierte el 
quebrado en decimal, y se obra según la regla del articulo anterior.

E je m p lo s .

v/| = l  \/i = \/? = 7prueba T  “  prueba =  -g =  73

3.0 =  =  |  =prueba Q J  =  f  =  5 |
4.0 V  • 75 2141raíz 2,1 y residuo 34prueba (2,1)* =  4,41 y 4,41 +0,34 =  4,75

Explicación. En el primer ejemplo, á primera vista se halla que los dos It^rminos del quebrado.son cuadrados perfectos, por lo que se les extrajo la raíz cuadrada, hallando y  por resultado.En el segundo ejemplo, el quebrado ^  no tenia sus dos términos cuadrados perfectos, pero sim-/24 2plíHcado, di6 y , cuya raíz cuadrada es y .E n el tercer ejemplo, reducido el mixto á quebrado impropio, se vió que sus términos eran cuadrados perfectos, por lo que se halló 2 y .Y  en el ejemplo cuarto, como los dos términos del quebrado y  no eran .cuadrados perfectos, seredujo á decimal, y se halló por raíz 2,1, con residuo de 0,34.



1635 3 4 . Demostración. Que la raíz cuadrada de un quebrado es igual á la raíz del numerador dividida por la del denominador, está demostrado (496). Que un quebrado cuyos dos términos no son cuadrados perfectos, no es tampoco cuadrado perfecto, también está demostrado (497). Que un quebrado puede reducirse á decimal, demostrado está también, y la regla para extraer la raíz cuadrada de un decimal se acaba de demostrar en el artículo anterior; luego la regla para extraer la raíz cuadrada de los quebrados ordinarios que se acaba de ver y aplicar á diferentes ejemplos, es general y queda demostrada.ARTÍCULO VILAPROXIMACION POR DECIMALES DEL RESIDUO DE UNA RAÍZ.5 3 5 . Regla. Para aproximar por decimales el residuo provinienle de 
la extracción de la raíz cuadrada de un entero ó un decimal, se le añaden á 
tal residuo dos ceros á la dereciia, y separando con un punto uno, el númo'O 
formado por el otro y el residuo se divide por el duplo de la raíz entera, cuyo 
cociente sera otra nueva cifra para la raíz, 5Í después de ensayada como se 
ensaya toda cifra de unidades de una redz, se ve que es la corrèspòndiente. Y  
su especie ó clase será la de unidades inmediatas inferiores á las de la última 
cifra de la raíz entera antes hallada, ó correspondiente al residuo que se quie
re aproximar. En seguida, al residuo que resulte de esta operación se te aña
dirán oíros dos ceros; y como con los dos añadidos antes, se buscará otra cifra 
para la raíz, y asi se continuará hasta tener una raíz cuyas unidades decima
les inferiores sean todo lo pequeñas que se quieran; pei'o nunca se hallará raiz 
exacta ni aun con un decimal periódico.

S Je m p lo s . 1.“ V̂ 7 1.4 5 7 4.5 8 9 0.0 4 7 5.0 0 1 3 6 9 6prueba (84,52)* =  7143,6304 y 7143,63040+ 1,3696 ='7145
84,52 2.® v/4,75 2,179164 X 4 75 41 X 11685 X 5 3100 427 X 716902 X 2 41100 4349 X 91959prueba (2,179)* =  4,748041 y 4,748041 +0,001959 =  4,75.

Explicación. En el ejemplo primero, al número entero 7U5 se le exlrnjo la raíi cuadrada por la regla correspondiente, y se hallo 84 con un residuo de 89, al que, según ia regla anterior, se le aüa- dieron dos ceros; y separando con un punto el de la derecha, con el otro y el residuo se formó el numero 890, que se dividió por el duplo de la rair hallada 188. y di6 por cociente 5 que ensayado correspondientemente, se vió que era la tercera cifra de la raíz, y de décimos, porqueta secunda era de enteros y unidades simples; y restado su producto por iosr, de 8900, dió de resta 475 aí que se leañadieron otros dos ceros, y con uno de elfos se formó el número 4750, que, dividido por ei diinlode toda la raíz hallada 1690, dió de cociente 2 para la cuarta cifra de la raíz, ó sea la de los céntimos por haberla hallado buena al ensay.irla, y no queriendo milésimos en la raiz, so dió ñor terminid-» la Iteración, siendo el residuo 1,3696.correspondiente: 
pordE ‘mero, se nano por tercera cilía de la raíz 7 centesimos, porque la segunda era de décimos- y seme- isnlcmcnle se halló después otra cifra para la raíz de milésimos; dando la operación por terminada, diciendo la prueba en ambos ejemplos que no habla error en las operaciones practicadas.

Regla complemenlal. Cuando el número propuesto sea un de- leriódico, en lugar de añadir dos ceros á cada resto para buscar536cimai periódico



464Otra cifra decimal de la raíz, se le añadirán dos cifras iñás del período, que es ilimitado, hasta obtener todas las cifras de la raiz que se quieran.
Ejemplo. \ J^  =  \/0,66...' =

prueba (0,816)^
66 

2 6.6 1 0 5 6 6 
0 0 8 1 0 0,665856 y 0,665856 -h

0,816161 X  1 1626 X  6
=  0,816 y 0,000810 de residuo.

0,000810 =  0,666666
Explicación. Con sujeción á la regla complemental, al e i raer la raíz riódico 0,66, para loque hay que considerar un numero par de cifras decimales, se halló 8 y 2 aere siduo eentésimos. al que scìe añadieron dos seises, y se hallo l para secunda cifra ^  raíz, de cen- tésimos; y análogamente después 6 milésimos, y como se ve en la prueba, la raíz haliaaa cuauraaa, más el residuo, da el número propuesto.

Demostración. Tanto la regla general anterior cuanto la complenien- ta l, se fundan en que todo entero se puede considerar como un decimal mixto, cuyas cifras decimales sean los ceros que se quieran (249); y en que á todo decimal se le pueden considerar á la derecha los ceros que se quieran, si el ileximal es exacto, y si es periódico todas las cifras del período que se necesiten, pues que es ilimitado. Y  en efecto, en la aproximación del residuo del primer ejemplo se han añadido dos ceros dos veces, ü sea cuatro, y lo que se ha hecho equivale, por lo dicho, á que el número propuesto fuera 7145,0000, que es evidentemente igual á 7145, y ya convertido en decimal se operó por la regla demostrada (532). Y  en el segundo ejemplo, lo que se ha practicado es lo mismo que se practicarla por la regla correspondiente ya demostrada, si el número propuesto fuera 4,750000 =  4,75. Y  finalmente, en el ejemplo de la regla complemental, lo ejecutado es lo mismo que si se hubiera extraído la raíz cuadrada de 0,666666... por la regla correspondiente. Y  en cuanto á que nunca se podría llegar á obtener un decimal exacto ni periódico ni ménos entero, está demostrado por la inconmensurabilidad de todo residuo (535); luego cuanto previene esta regla queda también demos-5 3 7 . Observación. Como la raíz de un residuo es inconmensurable, en las aproximaciones de él es donde más conviene saber hasta qué punto debe llevarse la aproximación, para tener el resultado dentro de un error máximo relativo, pues el absoluto es indeterminable exactamente por la dicha ilimitacion del resultado.Para ello, como no conocemos la teoría del error relativo, diremos simplemente que el error relativo de una raiz será la mitad, tercera parte, etc., del número afectado del radical 2 ó 3 etc., revSpeclivamente, y por lo tanto, que si el problema, por la magnitud de los datos, hace in- signiíicanteel error de un milésimo, el error de la raiz de tres ccnlé.simos 'o será igualmente, y hasta milésimos, por lo tanto, debería,aproximarse i'l residuo.



«tes
CAPÍTULO IX.EXTRACCION DE LA RAÍZ CUBICA. AA R T IC U L O  P R IM E R O .PRELIMINARES.538. El problema general de extraer la raíz cúbica de un número, no es verdaderamente práctico sin los logaritmos, pues aunque es de posible solución por el método que vamos á exponer, lo difícil y pesado que es casi siempre el ensavo ó comprobación de cada cifra de la raíz, hace la operación casi impracticable, ó al ménos muy susceptible de errores. La  regla para ejecutarla es tan semejante á la de la raíz cuadrada, y tan semejante también su demostración, que todos los tratados de Aritmética superior ó complemental, aunque formen parte de un curso elemental de Matemáticas, incluyen una y otra, sin más objeto, indudablemente, que ejercitar la inteligencia de los jóvenes; pues para el caso práctico de extraer la raíz cúbica de un número de muchas cifras, se recurre siempre á los logaritmos, con cuya ayuda, como indicamos (479), sé extrae muy fácilmente la raíz de cualquier grado.Diremos, por lo tanto, que extraer la raíz cúbica de un número, según sabemos (474), es buscar otro que, multiplicado dos veces por si mismo, dé 

el propuesto ó poco ménos; ó lo que es lo mismo, determinar cuál es el número cuyo cubo es el mayor de los contenidos en el número propuesto.539. El problema general de la extracción de la raíz cúbica, se divide en seis, á semejanza del de la raíz cuadrada: -1.* Extraer la raíz cúbica de un nú
mero entero de tres ó ménos cifras. 2.® Extraerla de un entero de cuatro, cinco, 
ó seis c ifras. 3.® Extraerla de un entero de más de seis cifras. 4.® Extraer
la de un decimal propio ó impropio. 5.® Extraerla de un quebrado ordinario pro
pio Ó impropio, ó sea número mixto. Y  6.° Aproximar por decimales el residuo de 
cualquier raíz entera correspondiente á un número entero ó decimal que no es un 
cubo perfecto. Cada uno de los cuales problemas tiene diferente solución ó correspondiente regla. ARTÍCULO II.EXTRAER LA RAÍZ CÚBICA DE UN ENTERO DE TRES ó MÉNOS CIFRAS.540. Regla. Para extraer la raíz cúbica de un número entero de tres ó mé
nos cifras, no hay más que determinar de memoria ó por la Tabla de los cuadra
dos y cubos de los números dígitos (Tabla VII), qué número- multiplicado por sí 
mismo dos veces produce el propuesto 6 poco ménos, si no hubiese ninguno que lo 
produjese igual. La diferencia en este caso es el residuo, que podrá aproximarse 
por decimales, como veremos, pero que en último caso habrá que despreciar; 
cuyo valor siempre será menor que el de una unidad de la clase de las inferiores 
del número propuesto. Residuo, finalmente, que se conocerá que es legitimo si es 
menor que tres veces el cuadrado de la rail aproximada, más tres veces la misma, 
más uno.La prueba será cubicar la raíz, y ver si el cubo es igual al número propuesto, ó coa sólo la diferencia del residuo legítimo.



4 6 6

prueba 7 * = 7 x 7 x 7 = ò 4 oEjemplos. 1 .® ^ 3 4 3 = 7 2.® ^ 7 2 8 = 8  y 216 de residuo, pues2 1 6 < 5 x 8 * + (3 x 8 )-f- l= 2 1 7  prueba 8’ = 7 2 8  y 728+216=728
Demostración. No es susceptible de ella esta regla, porĉ ue se desprende clara y evidentemente de las definiciones del cubo y de la raíz correspondiente, y porque lo referente á la legitimidad del residuo esta demostrado (546); ni los ejemplos anteriores necesitan explicación, pues los resultados se hallan por la Tabla VII de las auxiliares. ARTÍCULO III.EXTRACCION D E LA RAÍZ CÚBICA DE UN ENTERO DE SEIS, CINCO Ó CUATROCIFRAS.541. Regla. Para extraer la raíz cHhica de un entero de seiŝ  cinco 6 cuatro 

ci frasl raíz que deherd tener precisamente dos. se separan con un punto las tres 
cifras de la derecha del Muero propuesto, y al n'&mero oue formen las restantes, 
como si estuviesen solas, se le extrae la raiz cMicapor laregla anterior, y se ten
drá la cifra de las decenas de la raíz que se busca. Cubicada esta y restado su cubo 
del número que sirvió para producirla, se obtendrá un resto ó a veces 0,̂ a la dere
cha d'el que se bajarán las tres cifras de la derecha separadas al numero pro- 
westo-, y separando con un punto dos de ellas de la derecha, con las restantes y el 
resto anterior hallado se formará un número que se dividirá por el tripU del 
cuadrado de la raiz hallada, ó sea de la cifra do las decenas de ella, y el cocientê  
será probablemente la cifra de las unidades de la raiz que se busea. Para si 
lo es realmente, se elevará al cubo el numero que formen la cifra hallada para las 
decenas de la raiz y la délas unidades que se ensaya; y si da un cubo mayor que 
iodo el número propuesto, será señal de que la cifra de las unidades de la raíz que 
se ensaya es mayor de lo que debe ser,por lo que se disminuirá y repetirá el ensayo. 
Si en el primero 6 en otro ensayo el cubo de la raiz total, cuyas unidades se ensa
yan. aunque se pueda restar del número propuesto, da una diferencia igual ó ma
yor que el triplo del cuadrado de la raiz, más el triplo de la misma, mas uno. será 
señal de que la cifra que se ensaya es menor de lo que debe ser, por lo que se le 
aumentará en una unidad, y se repetirá el ensayo. Una vez hallada buena la 
cifra ensayada, con la de las decenas de la raíz formará la raiz total del numero 
vropuesto, exacta 6 aproximada si hubiese residuo, que se podra aproximar por 
decimales, como veremos después; pero que no pudiendo nunca dar un resultado 
exacto, habrá al fin que despreciarlo con un valor menor que la unidad de las in
feriores halladas para la raiz.

Ejemplos.1.0 {/4 3 8.9 7~6 9 5 9.7 6 ' 767* X  3 =  49 X  5 =  147 959 : 147 =  C 76 X  76456532
prueba 76̂  =  438976

5776 X  765465640432458976



<672/ ^ 4  5  8 . 9  7  5 9  5 9  7 54 5 8 9 7 5  75  ̂ =  4 2  1 8 7 5
757* X  3  = =  4 9  X  5  =  1 4 7  9 5 9  : 1 4 7  =  6

numeropropuesto. 45897575* =  421875residuo 17100resìduo 1 7  1 0  0 prueba del resìduo(7b“ x 3 ) - f - ( 7 5 x 3 )  +  l  =  5 6 2 5 x  5  +  7 5 x 3 - h l  =  1 7 1 0 1 > 1 7 1 0 0 .
Explicación. En el .primer ejemplo  ̂  ̂ ®'***'*Cha, y se extrajo la raíz cubica de *38, que a « J .  para decenas ae i , número propues-

'  E Íe l” ¿?f.^'eVun“ o P ^eaS»;.« r , vimos que el cubo de 76 era "f  ̂jor que el numer^^ del numero propuesto, dió para residuo
^ ^ T ^ .'^ ^ R e g la  com fUm e% tal. Para ensayar la cifra deseguir otro método que algunos encontraran preferible, y es el de üetS a  cifra que se ensaya, si dentro del número formado por el resto de la sus ̂tracción del cubo de las decenas de la raíz y  las tres cifras de lanúmero propuesto, cabe el triplo del cuadrado de lo ¿¿ccen as d ^
Snrpô erctrdfdeTfí̂ ^̂S e n a d a s  S a s  partes y  el exceso es un residuo legitimo por su magnitud, lacifra ensayada sera buena. , toios5 J 3  OUcrvacion 1 / Este método lo creemos más susceptible de ,®"°[f®as “̂n,ás’ lo será casi hemoT'propuesto. l*or pesada foV^ea a cubicación^ Jor multiplical̂'n“ ri[L’T n “ ?ect,‘ en 'ei'rnS^^^^ P - -  ejemplo se tendría que ver s. cabía en
ilfrJVe^af^nidLdes'VienXs^Áádrard1^^^^^^p u e s tí por^Sé siendo la extracción de la raíz cuadrada operación aunque Practicable^^
fáciles V sólo á propósito para comprender el giro de la operación. ,ioi*=i4'S Dem ostración  Como todo número puede considerarse compuesto del
B B S ^ *raíz {empezando por ellas por razones analogas ^en losmos que como el cubo de decenas es un numerom illa ^ s y  unidades superiores del un dades superioresde las decenas de su raíz, aunque algunos millares y  g-^ramos lasprovinieran de las demás partes del cubo ‘̂ ® PJ^g L  las detres cifras de la derecha, porque en ellas no P ® f ?„ por lacenas: y  al número formado por las restantes le extraj mos Píe^la ’Jr,-esp on d ien .e  v  di6 ? . Esta cifra f f T -  buscábamos, porque 8 decenas elevadas al cubo üan un numciu



yor que los que tiene el número propuesto, que no podían contener dicho cubo; y 6 decenas, aunque después las unidades fuesen en el mayor número posible, por ejemplo, 9, tendríamos que 69 sería la raíz cúbica de todo el número propuesto; lo que es absurdo porque acabábamos de ver que sólo los miliares y unidades superiores del número dado tienen por raíz 7 decenas, ó sea 70, y todo el número no puede tener menor raíz que una de sus partes. Luego 7 decenas, no sólo eran la raíz de 438 millarés, sino las decenas de la raíz de todo el número propuesto. Cubicadas las 7 decenas, restamos el cubo de los millares del número dado, y al resto le añadimos las tres cifras de la derecha separadas antes, formando un número que debia contener todas las partes del cubo de la raíz ménos el cubo de sus decenas que le acabábamos de restar. Para hallar las unidades dijimos que como el triplo del cuadrado de las decenas por las unidades debia ser un número exacto de centenas, en las centenas y unidades superiores de 9597C debia estar dicho producto, aunque algunas centenas y otras unidades superiores proviniesen de las demas partes del cubo de la raíz; por lo que separamos las dos cifras de la derecha, y el número formado por los restantes 9S9 lo dividimos por el triplo del cuadrado de las decenas halladas por la raíz, y el cociente debia ser probablemente la cifra de las unidades, y fué 6. Para comprobarla cubicamos 76, y vimos que efectivamente el cubo era igual al número propuesto, por lo que dedujimos que la raíz buscada era 76. Y  como el ensayo de esa cifra de las unidades pudimos hacerlo también viendo si en 93976 cabian el triplo del cuadrado de las decenas halladas por las unidades que ensayábamos, más el triplo de las decenas por el cuadrado de las unidades, más el cubo de éstas; y lo mismo podríamos demostrar en cualquier ejemplo en que obrásemos según lo que acabamos de exponer, y esto es justamente lo que se hace por la regla principal y por la complementa!, estas son generales y quedan demostradas.

^68

ARTÍCULO IV.
E X T R A E R  LA  R A ÍZ  C Ú B IC A  D E  U N  EN TERO DE MÁS DE S E IS  C IF R A S .

546. Regla. Para extraer la raíz cúbica de un número entero, compuesto 
de más de seis cifras, se divide primeramente en porciones de á tres, em'pezando 
por la derecha, sin reparar en que la última porción de la izquierda sea de dos 
cifras 6 de una cifra sola.^Bn seguida se consideran las dos porciones de la iz
quierda como si estuviesen solas, y se las extrae la raíz cúbica por la regla ante
rior, raíz que tendrá dos cifras; y una vez halladas, se considera el número que 
los desformen como las decenas de la raíz del.número formado por tres porciones, 
bajando la tercera y colocándola á la derecha del residuo dé la raíz de dos. Des
pués se busca una tercera cifra para la raíz por el mismo método que se buscó la 
segunda cifra’, y esa tercera será la de unidades de la raíz si después del ensayo 
correspondiente resultase buena. S i el número dado tuviese más de tres porciones, 
se obrará con las demas como con la tercera, poniendo consiguientemente 0 en la 
raíz, siempre que alguna cifra de ella tuviese que ser menor de 1, en virtud del 
ensayo correspondiente.

3 4 ®. Obscroacion. El ensayo de las unidades de la' raíz podrá hacerse .Hinque sea para tercera 6 cuarta cifra por cualquiera de los dos métodos enseñados en el articulo anterior, aunque seKun vavan siendo en mayor número las cifras, mas difícil y pesado se hará el tal ensayo, y por esto es por lo que repetimos que la extr.icoion de la raíz cubica sin el auxilio de los logaritmos es casi impracticable, pues los ejemplos que presentamos ya hemos dicho son buscados do intento do fácil ejecución.



6̂9
^ 4  4 0.7 1 1.0 8 1 5 4-5

Ejemplos.

(76)’  =restado del n.® prop.(761)’  =
9 7 7.1 14 3 8 9 7 6  1 7 3 5 0.8 1

4 4 0 7 1 1 0 8 1

7* X  3 =  147977 : 147 =  676* X  5 =  5776 X  5 =  17^2817350:17328 =  1
761

2. ” 4 4 0.7 1 1.0 7 9 7603 4 39 7 7 1 176’ =restado del n.** prop.760’  = 4 5 8 9 7 61 7 3 5 0.7 94 3 8 9 7 6 0 0 0
r  X  5 =  147 977 : 147 =  676*x 3 =  5776x 5 =  17328 17550 : 17328 =  1

residuo 1755079 <  3 X  760* -f- 3 X  760 -í- 1 =  1735081
Explicación. En el ejemplo primero dividimos en tres porciones de sus cifras el número propuesto, y considerando las dos de la izquierda como si estuviesen solas, les extrajimos la raíz cúbica por la regla del articulo anterior, y nos dió 76 de raiz. Al residuo 1733 le añadimos la tercera

Sorcion del púmero propuesto, y separando dos cifras de la derecha, quedó el número 17350 que lo ividimos por el triplo del cuadrado de la raíz, antes hallada 75, que es 17328, y nos dió de cociente 1 para tercera cifra de la raiz, que, cubicada efectivamente, dió un cubo exactamente igual al número propuesto.En el segundo ejemplo, en que el número propuesto es menor que el anterior sólo en las unidades y las decenas, obramos como en el primer ejemplo, hasta dividir 17330 por 17328 para hallar la tercera cifra de la raiz, y dió también 1; pero ensayada (y sin necesidad de ensayo, pues que la raíz de este ejemplo debia ser algo menor que la del anterior), vimos que la tal tercer cifra dcbia ser menor de 1,  y, por lo tanto. O, y la raiz total consiguientemente 760, con un residuo de 1735079 legítimo, porque vimos que era menor que el triplo del cuadrado de la raíz, más el triplo de la misma, más 1.548. Demostración. Demostrada la regla para la extracción de la raiz cúbica de un número de seis cifras ó ménos (527), diremos que una vez hallada la raíz de dos porciones de un número, serán las decenas evidentemente de la raíz de tres cifras correspondiente á tres porciones del número dado, y , por lo tanto, para hallar la tercera cifra, se debe proceder de una manera análoga á la que se practica para hallar la segunda, supuesto que, v. gr., en el caso del ejemplo primero, si 76 es la raiz cúbica de 4407tl con un residuo legitimo de 1735, cousiderando todo el número propuesto con sus tres porciones, su raíz debería tener tres cifras (487), y las dos halladas formarían las decenas de la raiz total. Y  como su cuadrado ya en dos veces se habia restado del número propuesto, el resto, unido á la tercera porción, debia contener el triplo del cuadrado de las 76 decenas por las unidades, más el triplo de las 76 decenas por el cuadrado de las unidades, más el cubo de éstas, más un posible residuo. Luego se estaba eu ‘ caso semejante que al determinar la cifra segunda 6.y  como análogamente se demostrarla lo practicado en el segundo ejemplo, y en cualquier otro que se propusiera, fuera cual fuere el número de sus cifras, y se ha obrado con sujeción á la regla, ésta es general y queda demostrada.



1-70ARTÍCULO V.E X T E A C C IO N  D E  L A  R A ÍZ  C U B ICA  DE UN D E C IM A L .5 4 9 . Regla. Para, extra er la  r a íz  cúbica de u n  decim al pro pio  ó im propio, se
hace prim eram ente que e l núm ero de su s c i fr a s  decim ales sea tres, ó u n  ^ I t i p l o  
de tres. E n  seguida se desatiende e l signo d ecim a l, y  extrayendo la  ra íz  a l num ero  
como s i  fu e s e  entero p o r  la  regla  correspondiente, según su  m agnitud, se tendrá u n  
núm ero, a l que, separándole con e l signo decim al una c ifr a  p o r cada tres decim a
le s  que tu viera  el propuesto , dará la  ra íz  deseada. ^

O bservación. Gomo desde luego se puede determinar de cuantas citras de enteros y decimales constará la raíz, el signo podrá ponerse antes de terminar la operación, y  en cuanto llegue á considerarse alguna porción en la que entre algún decimal del número dado.
Ejemplos.1 . “ y/4407I6,081 =  76,12 . ® \ / 4 4 0 ,7 i m  =  (/44 0,711090 =  7,61 y 0,000009 de residuo.5 ." =  v/0,800 =  0 ,9  y 0,071 de residuo.p rL b a  (0,9)’  0 ,729 y 0 ,729 +  0,071 ^  0 ,800 =  0 ,8

Explicación. En el ejemplo primero extrajimos la Miz cúbica de lodo el nùmero dado como en-era de cinco, añadimos un cero para a u e l “ e un múltiplo de 3, y desatendiendo el signo decimal, nos á.ú 78i, que con-vprtimos en 7 6 1  üor la reala, y fué la raíz desdada con ud residuo do 9 nullonesinaos.^ a-Y  en el tercer^ejempio, como el número propuesto no tenia más que una cifra d ecan i, le moídos ? e S y  eÍlM?eñdo. según la regla, la raíz cúbica de 800, nos dió 9 que deb.an ser dóc- mos, y un residuo legitimo de 0,074.5 5 0 . D em ostración. El hacer que el número de cifras decimales sean tres, ó un número múltiplo de tres, no sólo no altera el valor del que se propone, sino aue es indispensable por razones análogas á las expresadas en la extracción de la raíz cuadrada de un decimal (532); pues todo cubo de uu decimal cons ará siempre de triplo número de cifras decimales que tenga el número que se eleva (¿bOj. Después, al desatender el signo decimal en el ejemplo primero, v . g r ., hacemos al número propuesto 1000 veces m ayor, y su raíz debe salir 40 veces mayor aelo que debe (porque ^1000 =  10), pero quedará como debe, separándole con el^^^TcomoTe una manera análoga demostraríamos cualquier otro ejemplo en el que se operase segua la regla, esta es general y queda demostrada.ARTÍCULO VI.
E X T R A CC IO N  D E  L A  R A ÍZ C Ú B IC A  DE LO S QUEBRADOS.

551 Regla. P a ra  extra er la  ra iz  cúbica de u n  quebrado p ro p io  6 im propio , y  
por lo tanto de u n  m ixto , s i  su s  dos térm inos fu e s e n  evidentem ente cubos perfectos, 
va a l proponerlos, 6 ya a l sim p lifica rlo s, se extraerá la  ra iz  de ello s, y  e l quebra
do resultante será la  ra íz  deseada. Y  s i  alguno de los térm inos del quebrado p ro 
puesto n i aun sim plificado tiene r a iz  exacta , se con vertirá  en decim al y  se te ex
traerá como tal la ra iz  p o r  la  regla del a rticu lo  anterior.



y si — y 27 — 3 prueba (3) — 3 X  5 X  3 27 “  542.® =  \ / M  — V^MOO"— 0,9 y 0,071 residuo. ,prueba (0,9)* “+*■ 0,071 =  0,8 =
Explicación. En el ejemplo primero, el quebrado propuesto no tiene sus dos términos cubo perfectos; pero simplificado y convertido en el igual ^  los tiene, por lo que se extrajo la raíz cúbica de 8 y la de 27, y la raíz deseada fué —.En el segundo ejemplo, el quebrado dado era irreducible, y sus términos no tenían raíz cúbica exacta, por lo que lo convertimos en decimal, y como tal le extrajimos la raíz cubica, que fue 0,!) con 0,071 de residuo.552. Demostración. Si el quebrado tiene sus dos términos cubos perfectos, está demostrado que la raíz de un quebrado es igual á la raíz del numerador, dividida por la raíz del denominador (496). Si alguno de ellos no la tiene exacta, está también demostrado (497) que no la puede tener exacta el quebrado, y para hallar la aproximada, el convertirlo en decimal no puede alterar su valor, y la raíz del equivalente decimal debe ser la raíz del quebrado que se propone. Luego la regla queda demostrada.

ARTÍCULO VILAPROXIMACION POR DECIMALES DE UN RESIDUO DE LA RAÍZ DE UN ENTEROÓ DECIMAL.553. Regla. Para aproximar por decimales un residuo de la raíz cubica de 
un entero ó de un decimal., se le añaden al tal residuo tres ceros á la derecha., que 
se consideran como una nueva porción del número propuesto primitivamente, y 
con ellos se determina una nueva cifra para la raíz, que será de la clase de uni
dades inmediatas inferiores á la última de la raíz correspondiente al residuo que 
se quiere aproximar. Al residuo que resulte se le añaden otros tres ceros, y se 
procede lo mismo que con los tres primeros añadidos, y asi se continúa hasta tener 
la raíz con las cifras decimales que convenga, pues nunca se hallará una raíz 
exacta, ni áun de un decimal periódico.

Ejemplos.lo ,5

4 7 Í

Ejemplos.

t/3 . 7 4 52 7.4 5IS® =restado del prop. =residuo
3 3 7 5 3 7 o 0.0 o3 7 4 5 0 0 03 7 2 3 8 7 52 1, 12 5

1® X  3 =  3 15» X  3 =  675
prueba (15,5)® =  3 7 2 3,8 7 5 -h 2 1,1 2 5número propuesto 3 7 4 5,0 0 0

2.‘
número propuesto (0,72)® =

V̂ 0,38 =  t/0,380 =  (0,7)® =  0,343370,00 0,72
0,3800000,373248

7* X  3 =  147(0,72)» =  residuoresiduo 0,006752
0,373248 0,006752número propuesto 0,380000



Explicación. En el ejemplo primero no la necesita. £n el segundo, extrajimos por la Tabla la raiz cúbiea de 38 que fué 7, que debía ser décimos, y un residuo de 07 milésimos, al que le añadimos tres ceros, y con 970 buscamos una cifra más para la raíz, que fué 2, que debía ser centésimos por ser la anterior décimos, y nos dió un residuo de 0,006752 legitimo.5 5 4 . R ep la  com plem ental. Cuando el decimal propuesto sea periódico, en lugar de añadir tres ceros á cada residuo para aproximarlo más, se le  añadirán tres cifras del decimal que, como ilim itado, tendrá todas las que se quieran.5 5 5 . Dem ostración . , Cuanto previene la regla principal y  se ha practicado en los anteriores ejemplos, se funda en que álodo decimal se le pueden considerar á la derecha todos los ceros que se quieran, y todo entero se puede también considerar como decimal impropio, cuyas cifras decimales sean ceros, pues el agregado de tres á cada residuo que se quiere aproximar más, equivale á considerar al número propuesto con tres ceros decimales á la derecha. Y  en cuanto á la regla complemental, evidentemente por el espíritu de lo que se acaba de decir, se comprende que en lugar de ceros se deben agregar á los residuos las cifras significativas que tenga, pues que son en número ilimitado; y  quedan, por lo tanto, ambas reglas demostradas.
550. Observación. Por cuaiUo va dicho, sobro la casi impracticabilidad de la extracción de la raiz cúbica y ia facilidad de su ejecución con el auxilio de los logaritmos, eS inútil y casi irrealizable el ejercicio sobre el contenido de este cai)ítulo; sin embargo, debe el discípulo adiestrarse como ejercicio intelectual en la extracción de la raíz cúbica de decimales y quebrados con pocas cifras.
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CAPITDLO X.RAZONES Y  PROPORCIONES.
ARTÍCULO PRIMERO.

• P R E LIM IN A R E S.5 5 7 . R azón se llama en general la comparación de dos niimeros, aten  ̂
Hiendo á la diferencia que hay entre ellos, ó al cociente que coiresponde á la 
división del uno por el otro. En el primer caso la razón se llama aritmética ó por diferencia, y en ei segundo geométrica ó por cociente; si bien por ser las razones geométricas las que más se usan en las niatemálicas, siempre que se dice simplemente razón, se entiende que se trata de. la geométrica.5 5 8 . También se llama razón al resultado de la comparación de dos números, sea diferencia ó cociente, aunque más propiamente podría llamarse relación *.

*  No se puede, ni aunque se pueda se debe, escribiendo sobre ciencias, sobre lodo, tan viejas como las matemáticas, .siairse de una manera demasiado original de lo que está más admitido, aunque no sea muy exacto. Todo lo más que creemos debe hacerse (y es lo que procuramos, y se verá en esta y en otras partes de nuestra obra), es, al aceptar alguna cosa algo inexacta, señalar razonadamente su grado limitado de exactitud, y proponer otra que la tenga mayor. Relativamente á sazón, con tal prudencia creemos haber obrado. Añadiremos que los franceses llaman relación {rap
port; á lo que nosotros llamamos razón, y  dejan el nombre de razoti {raisonj para las progresiones como equivalente á razón comíante. Ese nombre de relación {rapport) bace que su definición sea algo propia, aunque no distinguen cómo creemos conviene la razón resultado, con la razón que constituye la expresión de dos números que se comparan.



En efecto; aunque es indudable que la razón que hay entre 8 y 4 es el cociente 2, es menester para que ese 2 sea razón y no cociente como otro cualquiera, que se tenga en cuenta explícitamente que proviene de la comparación de 8 con 4, que constituye la verdadera razón, pues de otro modo todos los cocientes serian razones; y como ademas todo quebrado es una división indicada del numerador por el denominador (179), y su verdadero valor es el resultado ó cociente de tal división, podrían definirse el quebrado, la razón, y la misma división de una misma manera, y no sería una exacta definición (7), porque no llenarla su objeto de marcar la diferencia entre las cosas definidas.5 5 9 . Los números que se comparan se llaman términos de la razón, distinguiéndose el primero con el nombre de antecedente, y el segundo con el de consecuente.5 6 0 . El signo para indicar la razón ó la comparación de dos cantidades, es en la aritmética . ó  — que se lee es aritméticamente á . . . ,  y en la geométrica el signo déla división ; ó una rayita entr^ el antecedente y el consecuente, puesto éste debajo de aquél y que se lee es geométricamente 
á .. .  ó simplemente es á ... Este signo y el —  para la arimética son los que hoy están más en uso, pero los puntos presentan las razones en forma más á propósito para ver fácilmente las trasformaciones de que son susceptibles, y en esta obra les daremos siempre preferencia.Eo efecto; es más conveniente que las razones aparezcan siempre como lo que son, que no en forma de quebrados, así como los decimalesse expresan con su signo particular, y no como se puede en forma de quebrados ordinarios.5 6 1 . La razón ó relación aritmética entre dos números enteros lieiie que ser precisamente un entero; pero como pueden compararse los quebrados, su diferencia puede ser un quebrado ó un mixto. Y  la razón geométrica con más motivo puede ser un quebrado o un mixto, pues la división del antecedente por el consecuente puede dar por cociente un entero y un entero con un residuo, ó sea un mixto.5 6 2 . Los mimero.s que se comparan y constituyen una razón aritmética o geométrica, deben ser abstractos ó de una misma especie para que formen verdadera razón. Sin embargo, pueden compararse dos números de unidades de diferente clase ó magnitud, pero de una misma naturaleza, y á veces de distinta, cuando se prescinde de ella y solo se atiende á los números, que por lo tanto se consideran como alistractos.Asi, : 4 es una Mzon, y 20 hombres : 15 hombres y 2 arrobas : H5 libras, y áun 7 ^ : 5 ' ’; pero esta última razón so lo es verdaderamente, pues la relación que hay entre 7 y 5 no es la del hombre á la vara, sino, por ejemplo, la cantidad de varas que trabaja el hombre con 5 varas.5 6 3 . PROPORCION se llama la igualdad de dos razones, siendo proporción 
aritmética la igualdad de dos razones arilmélicas, que también se llama 
equidiferencia', y proporción geométrica, ó simplemente proporción, la igualdad de dos razones geométricas, ó también cquicociente.5 6 4 . El signo para expresarla proporción es =  ó : en la aritmética, y ; : en la geométrica, colocado entre las razones iguales, y se lee como.5 6 5 . Los cuatro términos que forman una proporción tienen los nombres de 1.”, 2.®, 5 .“ y 4.® términos de ella, y de antecedentes el l .°  y 5.®, y consecuentes el 2.® y 4.®, de medios el 2,® y S.**, y extremos el 4.® y 4.®.
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Así, 4 . 2 : 8 . 6  ó 4 — 2 =  8 — 6, se lee: cuatro es aritméticamente á dos, como ocho es á seis, ó cuatro menos dos, igual á ocho ménos seis; y 6 : 3 : : 8 : 4 ó - | -  =  -|,se lee: seis es á tres como ocho es á cuatro, ó seis sobre tres igual á ocho sobre cuatro. No siendo indispensable que los antecedentes sean mayores que los consecuentes, como aparecen en los anteriores ejemplos, si bien en la aritmética no consideraremos proporciones con antecedentes menores que los consecuentes, porque no podemos realmente.festar un número mayor de uno menor aritméticamente (80).5 6 6 . La proporción se llama continua cuando el consecuente de la primera razón es igual al antecedente de la segunda, y discreta cuando son desiguales.Así 6 . 4 : 4 .2  y  12 : 24 : : 24 : 48 son continuas.5 6 7 . Las proporciones continuas pueden expresarse en esta forma:6 . 4 . 2  y -H -  12 : 24 : 48.5 6 8 . Série de razones iguales se llama la igualdad de varias razones en una misma expresión.Asi, 12 . 10 : 15. 13 : 27. 25 y 6 : 12 : : 15 . 30 : :  19 ; 38.5 6 9 . Las propiedades de las razones aritméticas son las mismas que las de los números que hacen de minuendo y sustraendo en una sustracción, por lo que no merecen articulo especial y sólo recordar como principales y más importantes las siguientes:1. “ Sumando ó restando igual^cautidad al antecedente y al consecuente de una razón aritmética, su diferencia, ni por lo tanto su relación no variará (75).2 . * Multiplicando ó dividiendo el antecedente y el consecuente de una razón por un mismo número, su diferencia quedará multiplicada ó dividida respectivamente por el mismo.5 7 0 . Y  como la razón geométrica equivale á un quebrado, y consiguientemente á una división, todas las propiedades de los quebrados son aplicables á las razones; y todo lo que sabemos sucede al cociente por las alteraciones que sufran dividendo ó divisor, sucederá á la relación de dos términos de una razón geométrica.
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ARTICULO II.PRINCIPALES PROPIEDADES D E LAS PROPORCIONES ARITMÉTICAS ó EQUIDIFERENCIAS.5 7 1 . Teorema. Propiedad fundamental de las proporciones aritméti
cas ó equidiferencias es que la suma de extremos debe siempre ser igual á la 
de medios, ó al duplo del término medio si la proporción es continua.

Demostración. Muy sencillamente se demuestra por el álgebra, pero aritméticamente también puede demostrarse. Si tenemos la proporción 8 . 6 : 4 . 2  y la convertimos en una igualdad, con lo que no se altera,



pues que es otra forma que admite para expresarse, será B — 6 =  4 — 2. Considerando ya esa expresión como una igualdad cualquiera, inalterable si el aumento que se’dé á un miembro se dá al otro, lo que es axiomático (64), y añadimos á los dos miembros la cantidad 6 -f- 2, que" aunque valga 8, no conviene para el objeto que desaparezcan los dos sumandos, tendremos0 _ 6 - f - 6 - f - 2  =  4 —  2 - h 6 - h 2  SimpliGcando esa igualdad, en virtud de que en su primer miembro si á 8 se le restan 6 y se le suman 6, quedará el mismo 8; y en el segundo, si á 4 se le restan 2 y luego se le suman otra vez, será lo mismo que no haber restado ni sumado nada, se convertirá en 8 -h  2 =  4 6. Pero8 y 2 son los extremos de la proporción primitiva y 4 y 6 los medios; luego queda demostrado el enunciado del teorema, pues si la proporción fuera continua, v. gr., 8 : 6 : 6 . 4, daría, por lo demostrado, 8 -í- 4 =  6 - f - 6 y 6 - l - 6  =  2 x 6 .5 7 2 . Lema. Vn extremo de cualquier frogresion aritmética es igual á 
la suma de los medios ménos el otro extremo; y un medio es igual á la swna 
de los extremos ménos el otro medio; y si la proporción es continua, un extre
mo es igual al duplo del término medio ménos el otro extremo; y finalmente, 
el término medio de una proporción continua será igual á la mitad de la suma' 
de los extremos.

Demostración. Sea la proporción 8 . 6 : 4 . 2  en la que la suma de extremos debe ser igual á la de medios por el teorema anterior demostrado, y será 8 -í- 2 =  6 -4- 4, y si á los dos miembros de esa igualdad le restamos 8, sê 'á 8 h- Í —  8 =  6 - f - 2  —  8; y simplificando el primer miembro, porque -I- 8 y — 8 se destruyen, será 2 =  6 2 —  8;luego el extremo de una proporción es igual á la suma de los medios ménos el otro extremo.Si á la misma igualdad 8 -í- 2 =  6 -í- 4 restamos á sus dos miembros 4, será 8 - h 2  — 4 =  6 -t-4  —  4, y simplificando el segundo miembro, será 8 -h 2 —  4 =  6; luego el medio de una proporción aritmética es igual á la suma de los extremos ménos el otro medio.Si la proporción fuese continua, por ejemplo, 8 . 6 : 6 . 4, por lo demostrado sería 8 -f- 4 =  6 x  2  ( =  6 6), y si á los dos miembros deesa igualdadjes restamos 4, será 8 -f- 4 —  4 =  (6 x  2 )  — 4, y  simplificando el primer miembro será 8 =  ( 2  x  6) —  4; luego un extremo de una proporción continua es igual al duplo del término medio ménos el otro extremo. Y  si los dos miembros de la igualdad 8 -F 4 =  C X  2  los dividimos por 2, será en cuyo segundo miembro 6 multiplicado por 2 y dividido por 2 es evidentemente igual á C, término medio de la proporción continua, y es la mitad de la suma de los extremos; luego queda también demostrada la última parte del teorema.5 7 3 . Corolario 1.” Por lo demostrado en el teorema anterior, conociendo tres de los cuatro términos de una progresión aritmética discreta y solo dos de una continua, se determina el valor del cuarto.
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-176Eq efecto, si 8 ,ea  8 ,y  ea 8 ,y  ea 8 ,y ea 8
2 y a 2 a4

8 . 6 : 6 . 4 a =• 6 +  4 — 8 =  2 o 8 -+■ 2 — 6 =  4 a = 2 x 6 — 8 =  4 ■ 8 +  4 =  6• 574/ Corolario 2.° De la ùltima parte del teorema anterior se deduce la verdad importante de que el medio aritmético entre dos cantidades es igual á la mitad de su suma, como se ha visto en el último ejemplo del corolario anterior, pues 6 es el medio aritmético entre 8 y 4, y 6 =  ■8^42 ARTICULO III.PROPIEDADES PRINCIPALES DE LAS PROPORCIONES GEOMETRICAS.575 . Teorema. Propiedad fiindamenlal de toda proporción geométri
ca es que el producto de extremos es igual al de medios, y al cuadrado del 
término medio en la proporción continua.

Demostración. Si tenemos, por ejemplo, la proporción 24 : 6 : : 28 : 7, poniéndola en forma de igualdad, será ^  =  f , y como los dos miembros de esta igualdad son verdaderos quebrados, reducidos á un común denominador y dejando las operaciones indicadas, darán =  -6>^7 » denteniente iguales (189); y siéndolo, y teniendo idénticos sus denomma- dores, sus numeradores deben ser iguales; y s«rá, por lo tanto, 2 4 x  7 == 28 X  6 , pero 24 x  7 es el producto de extremos, y 28 x  G el de medios, y lo mismo podríamos ver en cualquier otro ejemplo y en la continua, por ejemplo; 24 :12 : : 12 : 6 , será 2 4 x 6  =  1 2 x l 2 y  1 2 x 1 2  =  
1 2 ;̂ luego el teorema es general, y queda demostrado.5 7 6 . Reciprocamente. S i cuatro números son tales que el producto de 
dos do ellos sea igual al producto de los otros dos, con ellos se podrá formar 
proporción con tal que los factores que forman un mismo producto queden de 
medios ó de extremos.

Demostración. Si tenemos que 20 X  3 =  4 X  lo , y de esta igualdad dividimos sus dos miembros por 5 x 4 ,  será -3^  =  3- ^  , y simplificando esos quebrados por la supresión de factores comunes en sus términos (189), será f  ^ , igualdad que puesta en forma de proporción dará 20 : 4 : : 15 : 5. Y  si en lugar de haber tomado por divisor 5 x 4  hubiéramos tomado 20 X  15, daría =  25̂ 7 ^, que simplifiando da L = ; i . é 5 ; 1 5 :  : 4 : 2 0 . Y  como lo mismo podríamos demostrar sobre cualquier otro ejemplo, el teorema recíproco es general y queda demostrado. , , ,5 7 7 . Corolario i.''  Se desprende del teorema anterior y su reciproco, que está justificado el decir, como se dice, que dos números son direc
tamente propoi'cionales con otros dos, cüando el cociente de dividir entre si



■ nilos linos es igual al cociente de dividir entre sí los otros; v el decir nne p r o d u ^ r s ^ i ^ i a S ™ ' “ ' " ” ' '  con otros dos cuando ^usPues 24 y 6 son directamente proporcionales con 28 y 7 si el cociente de di vidir 24 por 6 es igual al de dividir 28 por 7, porque se podrá decir que
T x i   ̂ proporcionales á 28 y 6 ¡i ̂ 24 : 28 : : G ^7, ó 28:2 4 :7 7 ^ 6 ; óToda proporción sin alterarse, ó sea sin dejar de 8er vet dadera proporción de los mismos números, puede sufrir las' trosc rS ;!n ‘r á r / ‘" " i“ T  ‘I“ *' P^íl^cto de medios permanezl ca Igual al de extremos; trasforinaciones que se Ilanianr allerna¡' cnanrlnse mudan de lugar los medios, invertir cuando se ponen por medio los ex remos y por extremos los medios, y permutar cuLdo sH o n e  ¡ara razón por segunda y ia segunda por primera.Así 8 : 4 : : 6 : 3 será alternada 8 : G : : 4 : 3y 8 4 : : 6 : 3 será invertida 4 : 8 ; : 3 : 6y 8 : 4 : : 6 : 3 será permutada C : 3 : : 8 : 4
5 7 9 . reoremo. Vna proporción no varia, ó, mejor dicho la im,^hi^,i'«'■ »*Si tenemos 8 : 4 : : G : 5, puesta la proporción en forma de Igualdad, dara y  =  t í  Y como de m ultip licar por un mismo m i- m eio los dos términos, de cualquiera de esos dos verdaderos quebrados u valor uo puede variar, la igualdad no puede desapareced n rn o r ió tanto la pioporcion correspondiente; luego muitinlinndn nni'\in número 8 y 4, que son esp rim er e i t r e f o  y S  , í ! m "  m d lii  o T v ?  que son el segundo medio y el segundo extrem o, la proporción no L s ’ aparecerá y el cociente de una y otra razón no varianú Y conm al' tem ando la proporción prim itiva dará 8 : G : : 4 ; 5, será - r ^  i .cuya igualdad se deduce que tampoco desaparece l a ’ proporción m u f t ì  pilcando o dividiendo el prim er extremo y el segundo medfo, ú el prim er medio y el segundo extremo por un mismo núm ero; y  como lo n i i s Z  sod e m o s t S '  &^'*cral y'quedS5 8 0 . Lema. Multiplicando ó dividiendo ordemdamenle dos nronorciV)- 

nes, o sea antecedente por antecedente y conseettente por consecuente los uro- 
duelos o cocientes forman proporción. ’ ^Porque si_^8^4 : : 6 :_̂ 5 y W  : 5 : : 50 : 15 puestasen fonua deigual- aad , serán ^  _  y  y _  =  quebrados iguales los de una igualdad <{ue, imiltiplicados ó divididos por cantidades iguales, como son los de la otra igualdad, daraii evidentemente quebrados iguales, y será ~ x  ~ —
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^  ^  w y =  | g ~ ,  que da 8 X  10 : X  5 : : (> X  50 : 5 X  J 5. ̂ 5 8 l /  Corolario. Si en dos proporciones que se muUiplicaii ordenadamente hay un término igual, se le puede hacer desaparecer, haciendo antes de la multiplicación, que dicho término sea, sino lo es, en la una antecedente y en la otra consecuente, y de semejante razón primera ó segunda de las proporciones, para lo que se alterna, invierte o permuta una de ellas si es necesario.Así en las proporciones 12 : G ; : 4 : 2 y 4 : 3 : :  8 : G, _si se quiere que únasela proporción desapareciendo el lérmino 6, que existe en ambas, se alteiaa la primera v será 12 : 4 : : 6 : 2, y multiplicándola ordenadamente con la segunda, dará 1 2 X 4 : 4 X 3 : : 0 X 8 : ^ X 6 »  cuya segunda razón no variara dividien- do'por 6 sus dos términos, y , por lo tanto, haciendo desaparecer el 6.5 8 2 . Lema. Una proporción no desaparece elevando todos sus tórmi- 
ms á una misma potencia, ó extrayéndoles á lodos la raíz de if/ual grado.Porque si 8 : 4 : : 6 : 5, será j  =  | i  y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por los iguales de una idéntica, sera - j X  xó consiguientemente, si p  =  |a igualdad co-nio 4*::^ como 8 es la raíz de 8̂  y 4 la de 4% la proporción permanecerá extrayendo la raíz cuadrada de todos sus términos, y lo mismo se demostraría sobre otra potencia ó raíz cualquiera.5 8 3 . Lema. Si dos proporciones tienen una rnson común o igual, con
las otras se podrá formar proporción.Porque 8 : 4 : : 6 : 5 y 24 : 12 : : 6 : 5, poniendo las dos proporciones en forma de igualdad, serán y S  =  | > yaxioma que dos cosas iguales á una tercera son iguales entre si, siendo j  y I  iguaiesá I  serániguales entre sí, y dará |  8 ; 4 : : 24 :12 .5 8 4 . Corolario. S i dos proporciones tienen iguales antecedentes, con
los consc6'Me»íes se podrá formar proporción, y también con los antecedentes, si 
los consecuentes son iguales; pero de modo que los antecedentes o consecuentes de cada una formen un medio y un extremo; pues si 8 : b ; i : o 
y  8 : 10 : : 4 : 5, alternadas darán 8 : 4 : : 0 : 5 y 8 : 4 : : lü  : o, las cuales, teniendo una razón igual con las otras, se podrá lormar proporción, y será 6 : 5 : :  10 : 5. • .5 8 5  Teorema. En toda proporción la suma o diferencia de antece
dente y consecuente de la primera razón, es al consecuente ó nnlecedenle de la 
misma, como la suma ó diferencia de antecedente y consecuente de la segunda 
razón es al consecuente ó antecedente de la
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Esto es, que en la proporción 4 será también 4 -f- 2V 4 -H 24 —  2 4 —  2
2 2 4 : 2 :4

l> : 5 0 H- 5 b -{- 5 b — 5 C — 5y también y
Demostración. Si la proporción propuesta se pone en forma de igual-



-dad, será Considerándola como lai if^ualdad y cada uno de susmiembros como una división indicada, si al dividendo del primero 4 se le añaden lanías unidades como liene el divisor 2, anmenlará el cociente, y por lo lauto el primer miembro en una unidad (190). Y  .si al dividendo del segundo miembro ü se le añaden lanías unidades como liene el divisor 5, el cociente, y  por lo lanío el segundo miembro, aumentará en una unidad. Y  como aumentando los dos miembros en una unidad, la igualdad subsistirá, será ^  ó 4 +  2 : 2 : : f u -  5 : 5. Si enlugar de sumar al 4 y al 6 respeclivamenle 2 y 5, se le reslaii, el valor de ios dos miembros disminuirá en una unidad (190), y la igualdad subsistirá; y será ¿ 4 —  2 : 2 : : 6 —  5 : 3. Y  como estas proporciones lieneii con la primitiva los consecuentes iguales, con los anle- cedenles se podrá formar proporción (584), y será, con la penúltima, 4 - h 2 ; 4 : : 6 - l - 5 : C ,  y con la otra 4 —  2 : 4 : : 0 +  5 : 6; luego queda demostrado en todas sus partes el teorema.5 8 6 . Corolario 1.® En toda proporción la suma ó diferencia de ante
cedente y consecuente de la primera razón, es á la suma ó diferencia de ante
cedente y consecuente de la segunda, como el anlecedmle de la primera es al 
de la segunda, ó como el consecuente de aquella es al de ésta.Porque alternadas las cuatro proporciones resnUanles por el anterior teorema, serán
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2 : 3 4 Í 6 2 : f i~ 5  : : 2 2 : 6 —  3 : : 45 8 7 . Corolario 2.® En toda proporción la suma de antecedente y con
secuente de la primera razón es á su diferencia, como la suma de anteceden
te y consecuente de la segunda razón es á sü diferencia.Porque por el corolario anterior 4 H- 2 : 0 -f- 3 : : 4 : 6 y 4  —  2 : G .~  3 : : 4 : 6luego (por tener una razón igual) 4 ^ 2 : 4  —  2 : : 0 - f - 3 ; G __ 35 8 8 . Corolario 3.® En toda proporción la suma ó diferencia do ante
cedentes es á la de consecuentes, como un antecedente es á su consecuente.Porque si la proporción 4 : 2 : :  0 : 5  se alterna, dará (586) 4 : G : : 2 : 5; y por el corolario primero será 4 - í - G : 2 - f - 3 : : 6 : 5 ,  
ó como 4 : 2 ,  y 4 —  0 : 2  —  3 : : G : 5 ,  ó como 4 : 2. Pero 4 y 0 son los antecedentes de la proporción sin alternar, y 2 y 3 los consecuentes; luego el corolario es exacto.5 8 9 . Corolario 4.° En toda proporción la suma de antecedentes es á 
su diferencia, como la suma de eo7isecuenles es á su diferencia, porque las dos proporciones resultantes en el anterior corolario, teniendo igual la segunda razón, con las pi-imeras se podrá formar proporción, y alternada, dará 4 -h G : 4 —  6 : : 2 - l - 5 : 2  —  5, que son antecedentes y consecuentes de la proporción 4 : G : : 2 : 5, antes de ser alternada, que es 4 : 2 : :  C :5 .



K o n  Tporema E n  toda sèrie de rabones iguales, la suma de un n u -  
J f c u a u J Z  de antecede,Ues, es i  la de s ,.s  censecuenles corno un anteee-

dente cualquiera es d su . 9 . a  . .  5 ; G : : 8 : 16 : : 5 : 10 ,
Y poniendo en Uigar de \a segunda razón su igual 8 : 1 6 ,  tendremos 2 h_ 5  ;-4 +  G : : 8  : 16en cuya proporción será p , ic  . - íi - -iG2  +  5 +  8 : 4 +  6 +  16 .  .  8 .  lo .• r. co rtfulrìT lìpmostrar considerando otras razones de la
t :z z ,z
ó d e ifiu a ln ù m e ^ d e d lo ^ . consecuente de 8 , del,era serPues SI 8 =  5 -í- o , J l   ̂ i%  nues por el teorema anterior, igual á 6 +  10 - - e a . e n t e s ^  L ^ e u y o s  quebrados siendo iguales,
t l S o T d e “;' u ™ :‘ m,’.,M 'q ü c'sm ' ¿ a l  " T + t o ,'' d e t n t ’ado®.’ t iotro. a r t í c u l o  IV.CO^-SUOem-CUS PmXCmALES b e  BAS PBOriEDAnES b e  l a s  p e o p o e c io b e sPARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS., .0 0  . • F ,,  loda vronoi-eionqeo,,tétrica discreta, cmocie,ido los medios

592 . 1. t n lo d a p  p „1 „nUr delolro cvíremo multiplicando los

=  eEtremos debe
miembros de esa igualdad, daru -g - 5
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Y  análogamente en 8 ; 4 %-xxo: =  =  6.ipnlp pn d : 4 : : a: : —  4 ,o'> P ,  inda ■ oronorcion conliniia, conociendo el medio y  uno de 5 9 3 . 2. En toda cuadramh el termino me
los extremos ,  [l extremo conocido; y si se conocm los dos
dio, V dividiendo el ^  j,^Uar éste muíliphcando los ex-

i :^ a  ^do  ^  r « .  ■. como el cuadrado



^8•Iinos 4- =  8 X  í», y dividiendo por 8 los dos miembros de esa igualdad, resultará ~  =  x  =  ‘i .oY  por razones análogas, si tenemos  ̂ : x  : : x  : "i, será a;* =  8 x  2, y ^trayendo la raíz cuadrada de los dos miembros, dará a; =  v^O^x 2 =  \ 16 =  4.5 9 4 . 5.“ Cuando hay dos proporciones que tienen tin término descono
cido común y otro desconocido también en una de ellas solamente, se podrá 
determinar el valor de éste multiplicando las dos proporciones ordenadamen
te (581) [después de trasformar si es preciso una de ellas) y haciendo desapa
recer el término desconocido común y procediendo después con la proporción 
resultante, como en el correspondiente caso de los anteriores.Porque si tenemos

y
8 : 4 : : 12 : c9 : 5 : : s : xnuilliplicándolas ordenadamente será 8 x 9 : 4 x 5 : : 1 2 x s : í pX íy  8 x 9 : 4 x 5 : : 1 2 : í r y  a: =  =  l i i  =  2^^95.  4.  E n tres ó más proporciones que tenganiin término descono

cido común cada dos, y uno que sólo exista en una de ellas, se podrá determi
nar el valor de éste multiplicándolas todas ordenadamente, y haciendo des
aparecer los términos desconocidos que sean comunes á dos, se tendrá una 
proporción con una sola incógnita, cuyo valor se determinará por las realas 
anteriores.Porque si tenemos

y
y

8 : 4 : : 12 ; s9 : 5 : ; z : y C : 3 : : y : xmultiplicándolas ordenadamente serán 8 x 9 x 6 : 4 x 5 x 5 : : 1 2 x  
Z X  y : z X  y X  X ,  y simplificando 432 : 56 : : 12 : x ~  x  — =432 ,  3̂2432    ̂■596. O b servación . S i se quisiera conocer el valor de z conociendo va el de ¿r =  i ,  se multiplicarian ordenadamente 9 : 3 : : 2  ; v  6 • 3 • • w • í v  daría 9 X  6 : 3 X  3 : : 2  X  : 2̂ X  ti qne , sim plificada, daría 54 : 9 : : 2  y  z =5» X 1 « ^9 —Y con este valor de 2  se podrá determinar el de y, multiplicando ordenadamente las dos primeras proporciones, pues daría 8 X  9 : 4 x  3 : : 12 X  « : 6ó 72: 12 ; ; 7 2 : 0 X  2/, y 72 X  6 X y  =  t2 X  'Í2; luego 2/=  2.Pero generalmente en ningún problema interesa el conocer otro valor de incognita que el de la no repetida.5 9 7 . 5 .“ En toda sèrie de razones iguales en la que se conocen tres de 
las cuatro cosas siguientes: suma de algunos antecedentes ó de todos; suma de 
sus correspondientes consecuentes: un antecedente cualquiera, y un consecuente 
correspondiente, se puede determinar el valor de una de ellas que se desconoz
ca, formando una proporción con las cuatro cosas expresadas, según el orden
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en (jue se han expresado, y poniendo x en luyan de la desconocida, cuyo valor 
se determinará por la regla de las anteriores que le corresponda.Porque si tenemos 2 : 4 : ; 5 : 6 : :  a:: 16, etc., podremos decir (626) que 2 -h 5 : 4 H- 6 : : .■c : 16, ü 5 : 10 : : a; : 16, y 10 X  a; =  16 X  5,
Y x  = ÍOXSto --- 10

CAPITDLO XI.R EG LA  PROPORCIONAL O DE TRES.
ARTÍCULO PRIMERO.

PRELIM INARES.5 9 8 . R e g l a  d e  t r e s  ó  de  p r o p o r c ió n  se llama la que sirve para resolver 
ciertos problemas, cuyos datos tienen relación proporcional entre si, y con un 
término desconocido, cuyo valor se determina poruña ó varias proporciones 
de tres términos conocidos. De esta última circunstancia loma su nombre la regla y los problemas que por ella se resuelven.599. Los problemas de la regla de tres pueden resolverse sin necesidad de proporciones, y sólo con el conocimiento de las cuatro operaciones principales de los enteros y los quebrados por un método, boy muy usado, llamado de re
ducción á la unidad.Este método se tiene por más se n cillo , con lo que no estamos conform es, pues necesita más reílexion; pero darem os á conocer uno y  otro en este cap itulo, y  después del proporcional, porque es el propio de este sitio, y  porque á él le dam os la preferencia.6 0 0 . La regla de tres se llama simple cuando puede hallarse el resultado por medio de una sola proporción, y compuesta cuando se necesitan dos ó más proporciones para hallar el resultado que se desea.6 0 1 . Los dalos ó términos conocidos de los problemas de la regia de tres deben ser en número impar, tres en la simple, y cinco, siete, nueve, etc., eii la compuesta; y ademas deben ser homogéneos (pues por supuesto han de ser concretos) de dos en dos, y el impar de igual especie que el resultado que se busca.6 0 2 . Los términos homogéneos de diferente especie o naturaleza que el desconocido, se llaman generalmente ca7itidades ó términos principales; y el desconocido y su correspondiente conocido términos reUuivos. Y  como en la regla de tres compuesta, o*sea en sus problemas, hay más de dos datos diferentes al desconocido, se suelen distinguir con los nombres de 
principales primeros, segundos, etc., seguii la importancia relativa que les da el enunciado del problema.



6 0 3 . La mitad de los términos principales y los relativos, o sea uno de cada dos honiogéneos,’que constituyen la hipótesis ó parte condicional del problema, se suelen llamar lórminos de la hipótesis', y los restantes, entre los que debe figurar el desconocido, se suelen llamar corres
pondientes á la incógnita.6 0 4 . Se dice que la regla de tres es directa, ó que los términos relativos del problema están en razón ó relación directa con los principales, cuando aninenlamlo estos ó disminuyendo por multiplicación o división (y no por suma ó resta), aumentan aquellos ó disminuyen respectivamente en igual proporción. Y  la regla de tres se llama inversa cuando al aumento ó disminución de los principales términos se sigue necesaria,- mente una disminución ó aumento proporcional á los términos relativos. Pudiendo haber naturalmente en los problemas de la regla de tres compuesta unos términos en razón directa y otros en razón inversa.

Ejemplos, i.® Si 9 varas de paño costaron 162 rs., ¿15 varas cuánto costarán? X rs.2. ° Si 1.5 obreros hacen una obra en 21- dias, ¿20 obreros en cuántos la harán? X dias.3. ® Si 5̂ hombres hacen 100 metros de obra en 2i dias, ¿20 hombres para 80 metros cuántos dias necesitarán?El primer ejemplo es de regla de tres directa, porque evidentemente cuantas 
más varas de paño se compren más costarán. El segundo es de regla de tres inversa, pues cuantos más hombres trabajen en la obra, menos dias se necesitarán para hacerla. Y el tercer ejemplo es de regla de tres compuesta, porque los datos son más de tres, y los hombres estón en razón inversa con los dias, porque cuantos más hombres sean, ménos dias tardarán en la obra. Y los metros están en razón directa con ios dias, porque cuantos ménos metros tenga la obra, 
ménos dias se necesitarán para hacerla.Ademas, son cantidades principales en el primer ejemplo 9 y tS varas; y en el segundo, 15 y 20 obreros; y en el tercero, v 20 hombres, y 100 y 80 metros, pudiéndose llamar éstos principales segundos. Y-son relativas en el primer ejemplo 102 reales y x  rs.; en el segundo, 24 dias y x  dias; y en el tercero, 24 dias y X dias. Términos de la hipótesis son, en el primer ejemplo, 9 varas y 162 reales; en el segundo, 13 obreros y 24 dias; y en el tercero, 15 hombres*, 100 metros y 24 dias: y correspondientes á la incógnita, en el primero, 15 varas; en el segundo, 20 obreros; y en el tercero, 20 liombres y 80 metros.
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ARTICULO II.SOLUCION DE PROBLEMAS DE REG LA DE TRES SIMPLE.6 0 5 . Problema general. Dadas tres cantidades, dos de ellas homogé
neas entre si y la otra de diferente especie, determinar una desconocida ho
mogénea á ésta, y que con ella guarde igual proporción que entre sí aquellas.Solución general ó regla. Con las cantidades dadas escríbase una pro
porción (que es lo que se llama plantear el problema), cuyo primer térmi
no sea la cantidad principal correspondienté á la relativa cotiocida, y cuyo se
gundo lórmiiio sea la otra cantidad principal. Por tercer término póngase la 
cantidad relativa conocida y por cuarto la incógnita, si las relativas guardan 
relación directa con las principales; y, en caso contrario, póngase por tercer



término la incógnita, y por cuarto la relativa conocida. Planteado asi el pro
blema, resuélvase ó determínese el valor de la incógnita, multiplicando los 
medios y dividiendo el producto por el extremo conocido, si el desconocido es 
extre7iio, y si es medio rmdtiplíquense los extrcinos y divídase el producto por 
el medio coiiocido.

Ejemplos. Los expuestos antes se plantean y resuels'en de la manera siguiente: 
Primer emmciado. Sí 9 varas de paño costaron 4 62 rs., se desea saber 1b varas cuánto costarían.planteo 9 varas : 4 b varas ; ; 462 rs. : x  rs.46̂  15resolución x  =  — —  =  270 rs.
Segnndo enunciado. Si 45 obreros emplean en una obra 24 dias, 20 obreros cuántos dias empleai’án.planteo 45 ob. : 20 ob. : : ¿rdias : 24 dias.resolución x  dias =  =  48 dias.6 0 6 . Demostración. Se forma la primera razón con las caiilidade.'  ̂principales en el orden que prescribe la regla, por ser cosiumbre general que debe hacer ley para evitar equivocaciones; pero podían lener otro orden, si á los términos de la segunda razón también se les diera (578). Se pone por tercer término la cantidad conocida, y por cuarto la incógnita, si la proporción es directa, porque debiendo la incógnita ser mayor ó menor que la relativa conocida, según que sea mayor ó menor la segunda principal que la primera; si ésta es antecedente, la incógnita debe ser consecuente para que haya proporción (575). Y  por semejante razón, si la proporción es inversa, como la incógnita ha de ser menor que la relativa conocida, si la segunda principal es mayor que la primera, la incógnita debe ser medio y extremo la relativa conocida, para que baya proporción. Luego lo que previene la regla para el planteo está juslilica- do, y en cuanto á la resolución, se funda en lo ya demostrado (522); luego queda demostrada esta regla.Observando el órden y niagnilud de las canlidades de los ejemplos anlcriores, se verá mejor lo demostrado, y líHobien üue los términos de una razón podrían tener otro órden si á los de la otra razón se les diera, pues lo mismo es 15 ; 20 : : a: : 24, que 20:15 : : 24 ; x ,  que 24 : a; : : 20:15, que a:: 2 i: : 15: 20.607. Regla práctica por el método de reducción á la  unidad. S i las canti

dades relativas están en relación directa con las principales,_ divídase la relativa 
conocida por la principal correspondiente, y el cociente multipliqúese por la prin
cipal correspondiente à la incógnita. Y  si las relativas están en relación inversa 
con las principales, multipliqúese la relativa conocida por la principal corres
pondiente, y el producto divídase por la principal correspondiente á la incógnita, 
y en uno y en otro caso se tendrá el valor de ésta.

Ejemplos. 1 .* Si 8 hombres consumen en un mes C barriles de vino, 5 hombres ¿cuántos consumirán? . . . .  , .
Hesolucion. Como las relativas están en relación directa con las principales, pues ménos hom-0 6 5 3brea cousumirán ménos vino, será — X 5 — "“ g—2« vSi 8 hombres hacen en 6 dias una obra, 5 hombres ¿cuántos dias necesitarán? . 
Resolución. Como ménos hombres necesitarán más días para hacer la obra, la relación entrehombres y dias es inversa, y será ~  ^  ~  ® 7 ^  ® horas).608. Demostración y regla analítica. En el primer ejemplo tenemos que si( .



ISo8 hom bres consum en en un m es 6 barriles de vin o , 1 hom bre solo (y de aquí tom a el nom bre la regla de reducción á la unidad), consum irá en elm israo  tiem -p o ja  octava parte de 6, ó sea y  5 hom bres consum irán 5 veces lo que uno 5 SO 3solo, ó sea j  X  5 =  -^ =  3 y  j *  Y  en e l segundo ejem plo, si 8 hom bres hacenuna obra en 6 dias, 1 hom bre sólo em pleará un núm ero de dias 8 veces m ayor q u e 6, ó sea 8 X  6. y •'> hom bres tardarán, un núm ero de dias cinco veces m enor que 1 solo, ó sea Luego la regla p ráctica  queda dem ostrada.
Observación. Como puede conocerse, la regla práctica lo mismo puede convenir al método de reducción á la unidad que al proporcional, pues por medio de proporciones pudimos haberla demostrado, y la verdadera regia del método de reducción á la unidad es la que envuelve la demostración anterior; pues enunciado el problema y haciendo las consideraciones semejantes á las hechas en tal demostración, se resolverla, sin necesidad de conocer lo que son cantidades principales ni relativas, sin necesidad de ta prèvia investigación de si los dalos están ó no en relación directa; pero se necesita mucha reflexión en ciertos problemas, por lo que no la creemos tan conveniente para todos como la proporcional. ARTÍCULO III.REGLA DE TRES COMPUESTA.6 0 9 . Prolilenia g:eiieral. Dadas cinco ó 7nás cantidades en número 

impar, homogéneas de dos en dos, y siéndolo la impar á una desconocida 
que con ella está en igual relación que las cifras entre si, determinar el valor 
de dicha cantidad desconocida.Solución ó regla. Coloqúense en linea todos los términos hipotéticos, y 
debajo los correspondientes á la incògnita, cada cual bajo su homogéneo. Con
sidérense los dos primeros principales, y el relativo, como si los cuatro estu
vieran solos en el problema, y fórmese una proporción por la regla de tres 
simple; pero poniendo en lugar de x para incógnita otra letra, por ejemplo, z 
para, indicar que el resultado de esa proporción no será el valor do la mícó,9?u- 
la del problema, sino de otra que puede llamarse provisional, y sin determi
nar su valor, déjese planteada la proporción. En seguida fórmese otra con 
los segundos lénninos principales, y la incógnita provisional z, considerada 
como relativa conocida, y otra incógnita.provisional, por ejemplo, v, y déjese 
planteada también esa proporción. Y  análogamente, fórmense todas las pro
porciones que se necesiten para tomar en consideración todos los términos del 
problema, debiendo en la última proporción la incógnita ser x , para indicar 
que es la que se busca, según el problema.

Planteadas las proporciones, multipliqúense todas entre si, trasformando 
algunas que sea necesario para que cada dos incógnitas provisionales iguales 
queden una como antecedente y otra como consecuente, con lo que, simplifican
do, desaparecerán. Y  úítimarnente, hállese el valor de x por el método de la 
i'egla de tres simple.

Ejemplo. Enunciado. 15 hombres hacen 100 metros de muro en 20 dias; lo hombres para hacer 80 metros, ¿cuántos dias necesitarán'!
Planteo. 15 hombres : 10 hombres : : a dias : 20 dias.100 metros : 80 metros a dias ; a: dias =  80 m. : 100; : a: dias : a dia.>.
Resolución. 1 5 X 8 0 : 10X100: : a X  ir : 20 X a .

1200 ; 1000 : ; j:  : 20 y ar =  — =  21 días.»CK)U



6 1 0 . Demoslracion. Refiriéndonos al ejemplo anterior, diremos que si 15 hombres en 20 dias hicieran la misma cantidad de muro que deben hacer 10, sería una regla de tres simple, y sería inversa, porque ménos hombres deberían tardar más dias, y se plantearía 15 : 10 : : a ;: 20. Pero como la obra que los 10 hombres deben hacer no es la misma que los 15, el valor que se hallase á la incógnita por esa proporción, no seria el de la incógnita del problema, sino de otra cuyo valor no necesitamos saber, pues no se trata de igual cantidad de obra. Por esa razón se le llama zé incógnita provisional. Y  como aun sin necesidad de conocer su valor, represéntalos dias que lardarían los 10 hombres si tuviesen que hacer la misma obra que los 15, podemos con ella, y con los dos términos que expresan la diferente cantidad de obra, formar otra regla de tres simple, que podría enunciarse, diciendo, si un número de hombres (10 hombres) hacen 100 metros de obra en x  dias, 80 metros, el mismo número de hombres, cuántos dias lardarán; y como ménos. metros ménos dias emplearán, se planteará de este modo: 100 m. : 80 m. ; : 3 d. : x  d. Y  como comparando esta pvoporcion con la anterior, vemos que entre ambas no hay más que una verdadera incógnita, que es x ,  pues la 3, aun considerándola incógnita, estando en ambas se le puede liacer desaparecer (581), por esta razón se convierten las dos proporciones en una, con una sola incógnita, y queda la operación reducida á la de una regla de tres simple. Y  como lo mismo podría demostrarse si el problema tuviese más términos que obligasen á plantear mayor número de proporciones, la regla es general y queda demostrada.O I  I  Observación. E l llamar incógnilas provisionales á cantidades que ;iiin sin determinar su valor se hacen figurar como relativas conocidas, es con objeto de simplllicar la operación, pues el mismo ejemplo podríamos resolverlo más acordemente con el espíritu de la demoslracion, de la manera siguiente: Ort ^15 h. : 10 h. : : í  dias ; 20 dias y 2 =
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10 =  ^  =  30 dias.Y siendo 30 los dias que 10 hombres empiearian en la obra, si fuese ip a l  á la de los IS hombres, podemos decir que si esos hombres, cuyo número no importa expresarlo, hacen en 30 dias 100 metros,30 80cuántos dias tardarán también en hacer 80, y daría too : 80 : : 30. x  y x  =  — —  =  2i dias.Lo que aunque parer.oa más sencillo, y lo es efectivamente en e.ste ejemplo, no lo es en todos, y por eso la regla previene que no se halle el valor do las incógnitas provisionales para hacerlas desaparecer y hacer más cortas las multiplicaciones, que en problemas de muchos términos se harían pesadas.813. Regla práctica del método de reducción d la unidad.  ̂ Coloqúense en línea todas las cantidades de la hipótesis del problema, y debajo de ellas todas las coi'respondientes á la incógnita, incluso ella, quedando cada una de éstas debajo de su homogénea de la hipótesis. Pónganse más bajo una raya como para formar un gran quebrado, y sobre ella desde luego, como factor primero del numerador, el término relativo conocido, ó sea el homogéneo á la incógnita. En seguida considérense todos los términos del problema dos á dos, cada uno con su homogéneo, y véase si están en relación directa ó inversa con los relativos. Los que estén en el primer caso, póngase el hipotético por factor del denominador, y el correspondiente por factor del numerador; y ios que estén en relación inversa, póngase el hipotético por factor del numerador y el correspondiente por factor del denominador. El quebrado resultante será igual á la incógnita det problema, cuyo valor se determinará realizando las operaciones indicadas en el quebrado que á ella es igual.
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planteo 15 h.10 h.E l  m i s m o  e j e m p l o  a n t e r i o r  s e r á

resolución 20 X  « 5 X 8 0  < O X  «00
100 OI. 20 dias. 80 m. X dias.=  {á =  24 dias.6 1 3 . Demostración y regla analítica. Si consideramos primeramente los hombres y prescindimos de los metros de muro, como si los 10 hombres hubieran de hacer la misma obra (¡ue lo s l5 , diríamos (juesi 15 hombres hacen la obra en veinte dias, un solo hombre tardará un número de dias 15 veces mayor que 20, ó sea 20 x  15, y 10 hombres tardarán un número de dias 10 veces menor que un solo hombre, o seaEste quebrado representa, pues, los dias que emplearán 10 hombres en hacer la misma obra que 15, ó sean 100 metros. Pero como no son 100 metros lo que los 10 hombres deben hacer, sino 80, claro es que un solo metro necesitará que los 10 hombres trabajen un número de dias 100 veces menor que para trabajar los 100, ó sea dias; y para hacerlos 80 metros necesitarán trabajar un número de dias 80 veces mayor que para un solo metro, ó sea ’ quebrado que representará elvalor de la incógnita; y como este es precisamente el que se consigue por la regla práctica anterior, ésta es genera! y queda demostrada.6 1 4 . Observación. Como se puede observar, ia regla práctica tanto puede convenir al método, proporcional por el que se podrá demostrar, como al de reauccion á la unidad, y por lo tanto la verdadera regla de este método es la que envuelve la anterior demostración, cuyas con.sideraciones áun tratándose de un ejemplo tan sencillo como el propuesto, dejarán ver fácilmente la razón por qué preferimos el método proporcional, pues la regla práctica, sencillísima ciertamente, lo mismo, repelimos, puede convenir á un método que al otro. •6 1 5 . La prueba de la i'egla de tres se consigue suponiendo desconocida cualquiera de las cantidades conocidas del problema, después de averiguado el valor de su verdadera incógnita, y viendo si el resultado corresponde al término cuyo valor se ha supuesto desconocido. Así, para probar si 24 dias son realmente los que corresponden al anterior problema, se plantea en estos términos:15 h. 20 (lias 100 ui. =  00 metros,10 24 X  ‘ 15X20Y  análogamente y con mucha más facilidad la prueba de la regla de tres simple, sea una y otra por el método proporciona!, sea por el de reducción á la unidad.Nota . En este segundo libro de Aritmético superior 6 complemenlal no se ponen ejercicios, norbuc habiéndose ya manifestado por los dcl libro primero el método que conviene seguir, fácilmente los profesores pondnm los correspoBdientes ejemplos, que deberán ser muchos, relativamente á las regías proporcionales.
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CAPÍTULO XII.
OTRAS R EG LA S PROPORCIONALES.

ARTÍCULO PRIMERO.
P R E L im N A R E S .6 1 6 . Ademas de la regla de ires hay otras, que aunque no se resuelven tan evidentemente como aquellas, por medio de proporciones, en las propiedades de éstas se fundan, por ellas pueden demostrarse, y por lo tanto se pueden llamar también proporcionales. Son, pues, las siguientes: regla de interés sünple; regla de interés compuesto; regla de descuento; 

regla de medios ó de término medio; regla de partes proporcionales; regla de 
compañía simple; regla de compañía compuesta; regla de aligación y  regla 
conjunta. ARTÍCULO II..

R E G L A  D E  IN T E R É S SIM P LE.6 1 7 . Interés se llama lo que produce un capital ó cantidad de dinero prestado; y es simple si se recibe realmente por el prestamista, y com
puesto si no se recibe y se deja acumulado al capital.Ese interés, to paga naturalmente el que toma prestado el dinero, que puede ser un particular para salir de apuros más ó ménos pasajeros; ya un comerciante, ó compañía de comercio, ó industrial para acometer grandes empresas; ya el Estado para cubrir los déficits de sus presupuestos.6 1 8 . Tanto por ciento se llama el interés que producen en una unidad de tiempo, como un año, un mes, etc. (pero generalmente un afiO), cien reales o cien pesetas, según la unidad monetaria que se toma como principal por la ley ó por la costumbre, ó por el contrato que se iiace. Llamándose lanío por ciento legal el cinco por ciento, que se expresa ó 5 p°/„, y comercial el seis por 100, que se expresa G p̂ /̂  ó6 1 9 . Regla de interés simple. Para determinar el interés que pro
duce un capital en un año, sabiendo cuál es el tanto por ciento, se mtdliplica 
éste por el capital, y el producto se divide por 100; y si se quiere saber el interés por más de un año, se multiplica el de uil año por el número entero o fraccionario de años de que se trata.
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1. ° 6745 pesetas á 5 por 100, ¿cuánto dan al año?
Resolución. =  337,2b pesetas.2. ® 6745 pesetas al 5 por 100, ¿cuánto produce en tres años y tres meses?Operación auxiliar

Ejemplos.

Resolución. 6745X5
<00

=  337,25 pesetas al año.y 3 años y 3 meses =  3,25 anos. 3 3 7,2 5 3,2 5
Interés de los tres v 4- años 1096,0625

•16 8 6 2 5 6 7 4 5 0 1044754 0 9 6,0 6 2 T
Demostración. Porque como sabemos por el enunciado del problema, <[ue 100 pesetas en el año producen 5 , podemos formar la proporción 100 : 5 : : 6745 ? : x ,  y como x x  100 =  5 x  6 7 4 5 , seráa  ̂=  '-^ ¿ — (592}. 

Y si este es el interés de un año, naturalmente el de 5 y ^ será ese interés del año, multiplicado por 5 ,2 5  años. Y  como lo mismo podríamos demostrar sobre cualquier otro ejemplo, la regia es general y queda demostrada.6 2 0 . Escolio. Es evidente que la anterior regla puede expresarsepor medio de la fórmula y  =  llamando y al interés, c al capital,
i al tanto por ciento, y í al tiempo de que se trate.6 2 1 . Regla complemental dé interés simple. Para determinar el
capital que se necesita para producir un interés dado, en un tiempo determi
nado también, y con lanío por ciento marcado, se multiplica por 100 el inte
rés, y el producto se divide por el producto del tanto por ciento, por el tiempo 
señalado, según esta fórmula: c =  •y  para determinar el tanto por ciento que debo ganar un capital dado, 
para que en cierto tiempo produzca un interés marcado, se multiplica el inte
rés por 100, y el producto se divide por el producto del capital, por el tiempo,, . 400 X yesto es, \ =y  finalmente, para determinar qué tiempo se necesitara para producir un 
interés dado, con un capital determinado y un tanto por ciento señalado, se 
mullipUca el interés por 100, y el producto se divide por el del lanío por• . , . . 400X yciento por el capital, asi i =  ¡ ^  • •

Ejemplo. Sobre el mismo anterior seráCapital; c =  —^ 772 -̂--------- íejas" —1.' ^  - 400 X  1096,0625 109606,25 c  i n n2.” Tanto por ciento: t =  e?45><1M----- i a íw s  ~  ^<00 X1096,0625 <09606,25 . oteI =  — «nos.Tiempo: 5 X  6745
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Demostración. Las tres partes de la regla complemental se deducen de la fórmula establecida (620) sobre la regla principal (619). Pues, en efecto, si la dicha fórmula, considerando todas sus letras como cantidades numéricas, pero manteniendo su expresión literal para evitar multiplicaciones inútiles en la demosU’acion, tendremos que y — ® ^ ^suponemos que y  sea, como es, igual á tendremos ~  = 100 ’
c X i X t  

100

y SI Reduciendo estos quebrados iguales á un común denominador, darán 
1^ 0 0  ~  siendo esos quebrados iguales y sus denominadores idénticos, sus numeradores serán iguales y será c x ¿ X  í =  ?/X  iOO, y dividiendo los do.s miembros de esta igualdad por i x  t, será c =  ^ T > ^ ’ y como de esa misma igualdad se puede deducir i =  ytambién í =  resulta que para determinar el capital, el tanto porciento o el tiempo correspondiente á un interés dado, se puede obrar con sujeción á las fórmulas que establece la regla complemental que queda demostrada. ARTÍCULO III.REGLA. DE INTERÉS COMPUESTO.6 2 2 . Regla práctica. Para determinar el interés compuesto, corres- 

fOiidienle á un capital dado con tanto por ciento determinado, y  en un tiempo 
marcado también, se determina primeramente el interés correspondietite á un 
ano, el cual se suma al capital, y  forma el capital correspondiente al interés 
del segundo año. Se determina éste, y  se le suma análogamente al capital de 
este año, y  se forma asi el capital del tercer año; y  asi sucesivamente mien
tras no haya más años ni fracción de año que considerar; y  el capital resul
tante será el que se ha reunido en el tiempo dado, y  el interés compuesto será 
la suma de los intereses anuales que se han añadido uno por uno al capital de 
cada año, ó mejor, la diferencia entre el capital primitivo y d  obtenido.

E je m p lo . Se desea saber el interés compuesto de 7b60 pesetas al 6 por 4 00 en tres años y cuatro meses.
R e so lu ció n . Interés del primer año: y  =  =  453,6.Capital al finar el primer año: 7560 pesetas ■ +■  453,6 =  804 3,6.Interés del segundo año: y  =   ̂ ~  480,82.Capital al finar el segundo año: 8043,6 -t- 480,82 =  8494,42.Interés del tercer año: y  =  ^  == 509,665.Capital al finar el tercer año: 8494,42 -l- 509,665 =  9004,085.Interés de los cuatro meses:9004,085X 6 X 1  51021,51 X  i  18008 17

------- Ì0Ò------- '  =  — íoo— =  -™ T - =  ^80,0817.Capital al concluir el tiem])o: 9004,083 -+■  480,0817 =  9484,4667 Capital p rim itivo ...............................................................................  7560Interés compuesto en los tres años y cuatro m eses.. 4624,4667



Demostración. Demostrada (620) la regla para determinar el interés de un año, es evidente que tal interés, no recibiéndolo y añadiéndose al capital, debe formar otro de su suma paia el interés del segundo año, y análogamente para los sucesivos; no siéndolo ménos que la diferencia entre el capital resultante y el que se tenia primitivamente, debe ser el interés compuesto de los intereses del tiempo trascurrido. Luego la regla práctica está demostrada.
« « 3 .  O b s e r v a c ió n . Esta regla práctica es, como se ha visto, bien sencilla, tratándose de pocos ailos; pero tratándose de muchos, las multiplicaciones son tantas y tan grandes, que la operación resulta pesadísima, y susceplible'por lo tanto, de equivocaciones, por lo que mejor es recurrir á los logaritmos, mientras por el álgebra no aprendemos otro método más conveniente.
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ARTICULO IV.
R E & LA  DE D ESCU E N T O .6 2 4 . Descuento se llama la cantidad que se da de ménos en un pago, 

que, debiendo hacerse en época determinada, se efectúa antes de cumplir el 
plazo.Por ejemplo, una letra que se toma en Madrid sobre París á seis meses vista, ó á seis meses fecha (que de ambos modos suelen comprarse las letras), si se quiere cobrar al raes, y en ello está conforme el que debe pagarla en París (pues no se le puede obligar a eilo), da una cantidad de ménos por el favor ¡que hace, y equivalente á lo que el dinero le produciría en su poder en los cinco meses más que podría tenerlo.6 2 5 . Regla usual. Se determina el interés comercial convenido, cor
respondiente ai capital ó cantidad que debe recibirse y al tiempo que se ade
lanta su pago, y ese será el descuento que debe hacerse á la cantidad que debe 
abonarse.

Ejemplo. Una letra de 1500 pesetas, á seis meses vista, se desea cobrar en el acto de presentarla.
Interés en seis meses y =

Resolución. 4 5 0 0 X 6 X f  0000X4 4500too 400 100Descuento 45 pesetas, cantidad que debe cobrarse 1500 — 45 =  1455 pesetas.
Demostración. Demostrada (020) la regla para determinar el interés, es evidente que el interés que se determine corresponder de descuento al capital, es el que arroje la operación de esta regla, aunque no es completamente justo, como se dirá en seguida.

0 3 6 . O b s e r v a c ió n . No es efectivamente exacto que 45 pesetas sea el interés que proáuciria al 6 por 100 la cantidad que se ^entrega, pues ésta no es 1500, sino 1455, y á ésta debia arreglarse el cálculo; pero como el comercio no considera esa diferencia, damos como regla principal la anterior, y sólo como oomplemental la siguiente, aunque por lo dicho no sea de aplicación.¿  0 3 3 . JÍegia complemcnlal. Para determinar el descuento que justamente debe hacerse ul adelantar un pago, se multiplica el capital por el tanto por ciento y por el tiempo (jue se adelanta ei pago; y el producto se divide por 100 , más cl producto del tanto por ciento por el tiempo adelantado, ó sea según la fórmula d  =  ; .
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Ejemplo.El anterior será cl =
isooxex-^100-t-6 x-^ 9000 x - ^  2 -¡500«00 X  3 103 45,08.

D e m o s tr a c ió n . Si «00 pesetas al año producen««, en un tiempo dado t  producirán i  x  t por lo aue «00 +  i X  í representará en lo que se habrán convertido «00 pesetas en < tiempo; luego por una cantidad de « C O X t X í ,  se deberá descontar í x í, y se podrá formar una proporción que disa-si á « 0 0 4 - iX í  se debe d e sco n ta rix  t, á un capital cualquiera C se le deberá descontar a? V s e rá«OO-f t X  í ; í x  t ; ;c :  a: y a: = e x i x t«00-.-tX«Luego la regla.complemental queda demostrada.ARTÍCULO V.
R E G L A  D E  P A R T E S  P R O P O R C IO N A LE S ^

6 2 8 .  R e g l .\ d e  p a r t e s  p r o p o r c io n a l e s  es la qiu2 enseña ó dividir una 
cantidad dada eii parles proporcionales á otras cantidades dadas también.Regla general. Para dividir una cantidad en partes proporcionales á 
otras, se divide aquella por la suma de éstas, y el cociente se multiplica por
cada una de estas trnsmas, con lo que se obtienen como productos las cantida- 
des.proporcionales deseadas.

E je m p lo . 60000 duros de contribución impone un general á una plaza que toma por asalto con la condición de que la han de pagar exclusivamente los seis mayores propietarios, según la contribución ordinaria que paguen-El primero paga 5000 pesetas. E l segundo 3300. El tercero 3400. E l cuarto 3200. E l auinio 3000. V  el sexto 2.)00. ■ ’
Eesolucion. tíQ,000 : (!>000 -i- 3500 +  3400 -i- 3200 ■ +■  3000 -|- 2500) =  20000Al 1." 60,000 , ,  . . . . .  —  X  oOOO = 300.000000 ” 206000 ' •U563,HAl 2.'̂ 60000 . .20600 X  - 21000000020600 10194,17Al 3.“ «OOW V  340020600 X  — 204000,000 _  20600 9902,91Al 4.« ^  V  3200 -2 ^  X  áiüO _ 492000000 20600 ' ~ 9320,39Al 5.” 60000 _  20600 X  — 180000,000 20600 ~~ 8737,86Al C.® «50W _2Ô6ÔÔ X  - «3000000020600prueba 7281,56 60000,00

Observación. La cantidad repartible son duros6 2 9 . Observación. La cantidad repartible son duros, y las contribuciones pesetas, no habiendo necesidad de reducir los duros á pesetas, pues el resultado sería el mismo, pero los operaciones más pesadas.
Demostración. Si llamamos A  la cantidad de GOOOO duros que se debe repartir, y h, c, d, ?p, n, p  las cantidades de contribiicioti ordinaria que han de servir de guia para el reparto proporcional, y á las que se luiscau 

X ,  z, y, V,  s, r, iiuludablenienté que podremos formar la serie de razones



193Iguales h : X : : c : z  : : d  : y : \ m : V : n : s \ p : r,  6 bien — =  -  =j ^ = 5 = = 7  =  ~ -Y  como en toda série de razones iguales la suma de antecedentes es á la de consecuentes como un antecedente es á su conse- cuente(590), será =  é  ^ i ’ ó =  ~   ̂ =Pero el consecuente de la primera razón x  -h  z -h  y -h  v--h s +  r, es igual á la cantidad repartible, pues que todas las resultantes la d^ben componer; luego será e-\-d  +  m +  n-¥-p =  7 Ó =  j ,  etc., y considerando
•-h d +  
Á>Cc6 +  c-h  d  +  m  +  n  +  p

las dos razones como quebrados, y siendo como son iguales, los productos de multiplicar sus términos en cruz también lo serán (194), y dará
{ b - i - c - i - d - r - m - + - n ~ i - p ) X x — A x  b y x  =  ^ --------y análogamente e +  d-hm +  n +  p _  ^   ̂ _
y  — ^ x y________J  6 -+• c - I - d +  m -t-» 4 - s *Luego tendremos los valores de x ,  de de 1/ y de las demas incógnitas, liaciendo lo que prescribe la regla que queda, por lo tanto, demostrada.6 3 0 . Observación. Se simplifica mucho la operación hallando primeramente el cociente de dividir A  por b -j- c -h  d, etc., y multiplicándolo después por cada una de las cantidades b, c, etc.ARTICULO VI.REGLA SIMPLE DE COMPAÑÍA.6 3 1 . R egla  de compañía se llama la que enseña á determinar la ganan
cia ó pérdida que corresponde á cada uno do varios socios que forman compa
ñía de comercio ó empresa, proporcionalmenle al capital diferente que aporta
ron ó al diferente tiempo que lo tuvieron empleado.6 3 2 . La regla de compañía se divide en simple y compuesta. Simple, cuando la ganancia ó pérdida se ha de repartir proporcionalmeiite á capitales desiguales impuestos, pero todos durante el mismo tiempo, ó por tiempo desigual, pero con igual capital todos. Y  es compuesta cuando los capitales impuestos son desiguales y  desigual también el tiempo que lo tuvieron en poder de la compañía.633. La regla de compañía es un caso particular de la regla de partes proporcionales del artículo anterior, tanto que el mismo ejemplo puede servir para ésta, sin más que cambiar los nombres que concretan las cantidades, diciendo, 60000 duros ó pesetas de ganancia ó pérdida, y oOOO, 3600 duros ó pesetas, etc., de capitales impuestos que pueden ser duros para mayor verosimilitud; y los resultados serán las cantidades á repartir, que en esos negocios se llaman dividendos.La demostración es consiguiente la misma que la de su regla, y solo insistiremos en hacer observar que si el capital de todos los socios fuera igual, y el uno lo hubiera tenido dos años, el otro tres, el otro, cinco, el otro cuatro, el otro nueve y el otro seis, á estos números deberían ser proporcionales las ganancias, como en el ejemplo lo son á los capitales.• 13



Ejemplo. 20000 pesetas de ganancia se han de repartir entro cuatro socios que imponen igual capital, pere que el uno lo tuvo 2 años, el otro < ^  . el otro 9 meses ye! otro 6 meses.■o 7 • 20000 20000 40Resolución. ------ -,-----5-----1- =  — 3-----íg-2 +  +  4 -^ ^A H .°  4210 2 =  8424 ¿ p t S . ¿  +  S  =A 1 2 .‘’ 4210 5 ^ X 1  i  =  6315 34 40 _Al 3.“ 4240 J ^ X  - 1 = 3 1 5 7 ^  38^-38 3840 4 .^ .« „  40 46 , 44 32 , 4 4  76 ^Al 4.® 4240 :jg X  -g ~  38 49 38 ■“  38 38 ~  382,Prueba 20000 00634. El comercio usa muchos métodos prácticos que enseña la aritmética llamada mercantil, que se comprenderán muy fácilmente conociendo las reglas y  demostraciones que hemos dado. Haremos sobre ellos algunas indicaciones. Si en el ejemplo anterior, en vez de operar como lo hemos hecho, hubiéramos determinado la ganancia correspondiente al segundo , tomando las tres cuartas partes de’ la del primero, y la del tercero por la mitad de la del segundo, y la del cuarto por la cuarta parte de la del primero, tendriaraos igual resultado, y en muchos casos más fácilmente. En este ejemplo no lo seria tanto. Veámoslo.Al 4." 8421 i  sus -| =  6315 al 2.“Al 2.* 634b ^  su mitad 3457 ^  al 3.*19 o»rt *Al 3.“ 3157 -Al 4." 2105 ^  que es la cuarta parte de 8421 ^  del I .”ARTÍCULO VILREGLA COMPUESTA DE COMPAÑÍA.6 3 5 . Rejïla general. Para determinar la ganancia ó pérdida que cor
responde á varios socios que tienen en compañía capitales desiguales por tiem
po desigual impuesto, se divide la cantidad total a repartir por la suma de 
los productos de los capitales de los socios, multiplicados por el tien^po que 
cada capital lleva de estar impuesto, y ese cociente, multiplicado por el pro
ducto de cada capital por el tiempo que está impuesto, dará lo que le corres
ponde á cada uno.

Eicmplo. Tres socios; el primero, impuso 6000 pesetas por 2 años. E l segundo, 5000 por 3 años, Y  el tercero, 4000 por 5 años, y la ganancia total es de 50000
Resolución. 6000 X  2 -t- 5000 X  3 +  WOO X  5 =  47000A U .“ 5 ^ X  6000 X 2 ......................................  12765,95...............................

A13.“ S X  4000 X H ......................... 49999,98Por los decimales despreciados 0,02 Prueba......................................................  40000,00

4 9 4



Demostración. Como la regla de compañía simple se funda en la-proporcional demostrada (628), y la única diferencia que hay entre la simple y  la compuesta, es que en ésta, en lugar de cada capital, se pone el producto del mismo por el tiempo que ha estado impuesto, quedará ésta como aquella demostrada, si demostramos que las ganancias ó pérdidas no sólo son proporcionales, como vimos, á los capitales impuestos, ó á los tiempos porque se tuvieron, sino que son proporcionales también tales ganancias ó pérdidas á los productos de los capitales por el tiempo que estuviesen impuestos.Para demostrarlo, llamaremos C  á un capital, T  al tiempo por que está impuesto, é / á la ganancia ó pérdida correspondiente, y c-á otro capital, t al tiempo porque esté impuesto, é y á la ganancia ó pérdida correspondiente, y por un raciocinio análogo al de la regla de tres compuesta (609), diremos; si 6’ capital produce /, c capital diferente, producirá 
z, ó sea lo que producirla el capital c si el tiempo por el que estuviere impuesto uno y otro fuera el mismo. Y  como á mayor capital corresponde mayor ganancia ó pérdida, será la regla de tres directa y la proporción 
C  : c : : Y  : z. Después diremos: si en T  tiempo, un capital (no importa cual) produce z, en t tiempo cuánto producirá. T  como también la razón es directa, será T : l : : z : y . Multiplicando ordenadamente ambas proporciones (579), y haciendo de.saparecer de la resultante el término z común, será C  X  T  : e x  t : : Y  : y; luego las ganancias ó pérdidas son proporcionales á los productos de los capitales por el tiempo que estén impuestos, y la regla de compañía compuesta completamente acorde con la simple demostrada, lo estará también.636. Observación. El comercio suele usar un método práctico exacto que no deja de fundarse en la proporcionalidad de los datos con los resultados. Consiste en multiplicar los capitales por el tiempo que llevan impuestos, y á los productos considerarlos como verdaderos capitales, resolviendo el problema por la regla de compañía simple; pero que, como se verá fácilmente, no se hace otra cosa que multiplicar antes cantidades, que por el método ordinario se deben multiplicar después, sin que haya economía de trabajo en la mayor parte de los casos. Asi, 3000 pesetas por 2 años. Capital supuesto 5000 2000 por 3 Id. 6000y  5000 por 4 Id. 20000Ganancia 10000 Suma de capital 32000.................................................=A 1 2 ." g ” X  6000..............................................................=  1875

Al 3.” 3 ^ X 2 0 0 0 0 ...............................................=  ti2-5QPrueba.................................. 10000

195
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ARTICULO Vili.R E G L A  C O N J U N T A .6 3 7 . R egla co?íjunta  se llama la que enseña á determinar el valor de 
tma cosa por el conocimiento qué se tiene de la relación de su valor con el de 
otra.Esta Operación, que sirve para resolver problemas muy difíciles de la banca y del comercio, como cambios, pesos extranjeros, etc., se puede resolver por medio de proporciones, pues hasta su nombre indica que varias reglas de tres se reúnen; pero aprenderemos otro medio más sencillo, y que no deja de ser proporcional; y lo razonaremos ó demostraremos suficientemente sin necesidad del auxilio del àlgebra, supuesto que sabemos lo que es igualdad (64), y sus axiomáticas propiedades.6 3 8 . Regla general. Fórmense tantas igualdades como permitan los 
términos conocidos del problema, que deben ser lo menos cinco (pues con tres sería una regla de tres simple), poniendo por primer término de la primera 
igualdad la incógnita; haciendo que el segundo de ella sea de igual especie 
que el primero de la segunda, y que el segundo de ésta sea igual al primero 
de la tercera, etc.; y , en fin, que el segundo miembro de la última igualdad 
sea de la misma especie que la incógnita. En seguida se multiplican entre si 
todos los primeros miembros, y entre si también todos los segundos, y se ten
drá otra igualdad, en cuyo primer miembro estará la incógnita multiplicada 
por todos los primeros miembros de las anteriores igualdades, y cuyo valor 
será el producto del segundo miembro, dividido por todos los primeros conoci
dos que se multiplicaron.

Ejemplo. Si Garrobas de aceite se sabe valen 60 pesetas, ¿cuánto costarán lOü kilogramos, sabiéndose que (50 kilogramo* componen 13 arrobas?
Resolución. ícpts. =  100 kilóg.150 kilóg. =  15 arrob.4 arrob. =  60 pts.J I X  150 x  4 =  100 x  1 5 x  60 y ^ =  -  . m =  150 pts.
Demostración. Si multiplicamos los dos miembros de la primera igualdad por 150 kilógramos y por 100 los de la segunda, dejando indicadas las multiplicaciones, será x  pts. x  150 kilóg. =  100 kilóg. 150kilóg.y 150 kilóg. X  100 kilóg. =  15 arrob.x  100 kilóg.Y  como estas dos igualdades tienen un miembro igual; los otros dos serán iguales entre si, y darán x x  150 kilóg. =  13 arrob. x  100 kilóg., que llamaremos cuarta igualdad, con relación á las tres primitivas.Comparándola en seguida con la tercera, si muitipiieamos los dos miembros de ella por 13 arrob. x  100 kilóg., y los dos de la que llamamos cuarta por 4 arrob., tendremos
X X  150 kilóg. X  4 arrob. =  100 kilóg. x  13 arrob. X  4 arrob., y 100 kilóg. X  13 arrob. x  4 arrob. =  100kilóg. x  15 arrob. x  60 pts.I como estas dos igualdades tienen también un miembro igual, los otros serán iguales, y darán, como quinta igualdad, ¿ e x  150 k iió g .x  4 arro-



1 9 '.  , . tm  1 i%e\ .  lOOkilóg. X 1 3  arrob. X  60 pts.bas=--= 400 k i lü g .x  45 arrob. x  60 pts., y x  = -----ì ^ kiióg.x4arrob. "=  450 reales y no kilógramos ni arrobas, porque en lo que llamamos diaria igualdad consideramos ó pudimos considerar los kilógramos como raiilliplicador y los reales y arrobas como multiplicando, y por lo tanto X X  450 debia ser reales y 45 X  400 debían ser arrobas. Y  análogamente en la quinta igualdad podemos considerar las arrobas como multiplicador y los reales como multiplicando, y ser los productos reales. Y  como lo mismo podríamos demostrar sobre cualquier otro ejemplo en que se obre según la regla, ésta queda demostrada.
A R TÍC U LO  IX .REGLA. D E  M E D IO S Ó DE PROM EDIO.6 3 9 . P romedio de varias cantidades desiguales entre si todas ó algunas 

4Íe ollas, se llama á la que expresa el valor que deberían tener, siendo iguales 
y produciendo igual suma que con su desigualdad componen.

640 . Para formarnos una idea exacta ole lo que es promedio, recurriremos á ejemplos vulgares que se oyen todos los dias.Cuando preguntamos á un tendero■euftnto gana lodos los días, nos suele re.sponder, «n día con 
otro Irts fíeselas: con lo que quiere decir que aunque algunos días gana cuatro 6 más, como otros gana tres 6 ménos, al fin del mes su ganancia es igual á que todos ios dias hubiera ganado tres pe- seias. . . .  ,Cuando un viajero nos pondera lo mucho que hn viajado durante un verano, suele dectr que ha andado á razón de 30 leguas por dia, con lo que quiere decir, y así todo el mundo lo entiende, que aunque algunos dias haya estado parado y otros andando ménos de 50 leguas, otros dias habrá andado más, y el resultado del espacio 6 distancia que ha recorrido es igual á que todos los días hubiera andado 50 leguas.Y  en una esfera ménos vulgar, ó más científica, cuando decimos que los relojes marcan el tiempo anedio y no el verdadero, queremos decir que, como los dias (astronómicos, ó sea el liempo que medie entre un paso de sol por el meridiano y otro aparentemente, se entiende, pues, que es la tierra
Í' no el sol el que se mueve), no son iguales, pues tienen unos minutos más ó ménos que otros, y os relojes deberán marcar las 12 ó 24'lioras siempre iguales, marcan evidentemente la duración de los dias si fueran iguales, ó sea su promedio.641. La regla para hallar e! promedio no es verdaderamente proporcional, y ■se trata de ella en este capitulo para completarlo con la siguiente de aligación que en la del promedio se funda,, y que todos los autores enseñan junto & las de compa
ñía y demas explicadas.6 4 2 . Regla. Para hallar elpromedio de varias cantidades desiguales, 
todas ó algunas se suman todas sin omitir las repetidas ni las que sean 0, y 
la suma se divide por el número de las que se han sumado.

Ejemplo. Un artesano, en los 30 días de un mes, ha ganado 5 dias á razón dc^..^ pesetas; 6 dias á .3,4 pesetas; 1 dia á 7 pesetas; y otro 0 pesetas; 10 dias á 1 — pesetas; 2 á I peseta, y 5 dias nada 0: ¿cuánto ganó un dia con otro, de los 30 que tiene el mes?
Resolución. 5 días á 4,15 =  4,b X

3,4 =  3,4 X  5 =  I '7 79id.id.id.id.id.id. '-2
10

9=  1,5 X  0̂ =  15 2 0Suma de ganancias 72,5 üánan.se un dia con otro "2,5 ; 30 =  2,41 pesetas.



6 4 3 . Demoslracian. Como la deíinicion del promedio y lo ejecutado en el anterior ejemplo según la regla, y llevado al caso más complicado (relativamente á la calidad de los datos, aunque por su peqneñez la Operación sea sencilla), evidencian que sólo el cociente de la división de la suma de todos los datos por el número de ellos puede ser el número que multiplicado por el de dalos dé una suma igual á la de las cantidades cuyo promedio se desea, la regla es general y queda demostrada.
ARTÍ<:ULO X .

R E G U iA  D E  A L IG A C IO N .

^98

6 4 4 . R e g l a  d e  a l i g a c i ó n  se llama la que enseña á determinar el precio 7m dio de una mésela formada de varias parles de diferente valor, iy también 
d determinar las partes de diferentes precios que pueden mezclarse para que 
la mezcla resulte con un valor medio deseado.Nos ocuparemos ahora sólo de la primera parle, pues que la segunda es más bien del dominio del álgebra.6 4 5 . Regla. Multipliqúese el precio ó valor de cada parle por el nú
mero de unidades de magnitud que la representan; y sumando después lodos 
los productos y  dividiendo la suma por el número de unidades de magnitud 
que componen todas las parles de la m ezcla, se tendrá por cociente el valor 
que corresponde como térmitio medio á cada una de dichas unidades.

Ejemplo. En un tonel se ponen 100 litros de vino que costaron .á 0,íS de peseta cada uno- .’50 que costaron á 0,5.5 de peseta: 70 à 0,00 y 30 á 0,65, y se desea saber á cómo sale el litro para poder venderlo con una ganancia deseada.
Resolución 100 lils. ú 0,45 = 45 pts.50 á 0,55 = 27,570 á 0,60 = 4230 á 0,65 = 19,5Total de litros 250 Suma del costo 134 ! 250i)0loO

000

0,536
E l costo medio del litro os, pues, 54 centésimos do peseta escasos, pues le falta i  milésimos nara completar. ‘

Ejemplo. Dn joyero ha fundido 3 kilógramos de oro de ley de 800 milésimos, con .5 kilógramosde ü.7.'5i) y 4 do 700, y desea saber cuál es la ley del oro resultante (por su mezcla de piala que es á lo que so refieren las milésimas). ’
Jiesolucion.

Suma de kilogramos
3 kilóg. á S  =  3 X  0,8 =  á,4512

4000 =  5 X 0 , 7 5  =  3.75à S  =  iX Û .7  = 2 ,84000Suma de valores 8,95 I 120,745833...La ley, pues, del oro resiillndo ile la mezcla, es de 746 milésimos es- cnso.s, pues le faltan dos diezmilésinios y 0,00005555...
Demostración. Fundada esta regla en la anterior del promeilio, no



4 9 9podria darse otra demostración que la dada á aquella, ofreciendo ademas los anteriores ejemplos la evidencia de que llena el objeto á que se destina.
CAPITULO XIII.

PROGRESIONES Y  LOGARITMOS. 
ARTÍCULO PRIMERO.

PRELIMINARES.6 4 6 . PROGRESION ARITMETICA se llam a una sèrie de números tales, que ca
da uno es igual al que le precede más ó ménos una cantidad constante, llama
da razón de la progresión; y progresión geomètrica aquella en la que cada 
número es igual al que le precede, multiplicado p o rla  razón; llaniáudosfe as
cendentes las progresiones cuyos términos van aumentando, y descendentes aquellas en las que van disminuyendo.Viene, pues, á ser una progresión lo mismo que una sèrio de proporciones continuas, en la que la segunda razón de una sirve de primera á la siguiente, suprimiendo por inútil la repetición del término medio de cada proporción. .6 4 7 . S istema de logaritmos se llaman dos progresiones, una aritmética, 
que empieza por 0 , y  otra geométrica que empieza por 1 , y  que se correspon
den término á término, llamándose en particular los de la progresión aritmé
tica logaritmos (palabra que quiere decir indicador), de sus correspondientes 
de la geométrica, d los cuales se les da el nombre de números; siendo, por lo 
tanto, 0 logaritmo de i , y  \ número del logaritmo 0. El escocés Neper fué el inventor de los logaritmos á principios del siglo xvii.« 4 9 . Las importantes propiedades do las progresiones y de los logaritmos, no pudiendo denios- Irarse de una manera completa ó general por la Aritmètica, quedan bajo el dominio del Algebra, por más que sus aplicaciones sean más bien aritméticas que algcbráicas, por loque sólo daremos una idea de ollas y sus principales aplicaciones, sin lo que no consideraríamos completa esta Aritmética. ARTÍCULO II.PROGRESIONES A R m iÚ T IC A S.6 4 9 . Las progresiones aritméticas liemos dicho que pueden ser as
cendentes ó descendentes, y añadiremos que ascendentes son aquellas en que cada término es igual al que le precede más la razón, y descendentes las en que cada uno de sus términos es igual al que le precede, menos la razón.



2006 5 0 . El signo para expresar las progresiones aritméticas es v, colocado á su izquierda, y entre cada dos términos un punto. En esta forma: ̂ 7 . 9 . 11 . 15 . i5  . 17. 7 . 1 7 .2 7  . 3 7 .4 7 .5 7 .  15 . 12 . 9 . 0 . 5 . 0.leyéndose 7, es arilméticamenle á 9, es á 13, es á 15, etc. Las dos primeras son ascendentes y la tercera descendente.651. Por lo expuesto parece que las progresiones ascendentes son ilimitadas, y  limitadas las descendentes; pero ni lo uno ni lo otro es rigorosamente exacto, pues aunque las ascendentes pueden prolongarse indefinidamente, como no son'realmente en conjunto cantidades, ni aun indeterminadas, como, por ejemplo, los decimales periódicos, sino simplemente la expresión de la igual relación que tienen entre sí varios números, solo los que se necesita considerar componen la progresión que puede considerarse completa. Y  en cuanto á las descendentes, aunque la Aritmética no trata de cantidades negativas, podremos desde luego comprender, por lo que de ellas dijimos (80), que la tercer progresión podría prolongarse de este modo:■ M 5 . 1 2 . 9 . 6 . 3 . 0 .  — 3 . — 6 . — 8 etc.Esta progresión, para que se vea que viene á ser una série de proporciooes-continuas no hay mas que considerar que es igual á i 3 . 1 2 ; : 1 2 . 9 ; : 9 : 6 : : 6 : 3 : : 3 : 0 T : 0 ;  — 3 : : __3:  — 6, etc.6 5 2 . Los principales problemas que se resuelven por las progresiones son dos: l .° ,  hallar «n término cualquiera, conociendo el primero, la razón y el número de términos que deben preceder al que se busca; 2 .° , hallar la suma de lodos los términos de una progresión de límites determinados.Atendiendo al objeto de este capítulo, solo nos ocuparemos del primero y de sus principales consecuencias.6 5 3 . Problema. Hallar un término cualquiera de una progresión arit
mética, conociendo el primero, la razón y el número de términos de la progre
sión, considerada completa con el término que se busca.

Solución ó regla. Llamando a el primer término, rf la razón y m el número de términos que deberán preceder al que se busca, que puede llamarse l, ejecúlanse las operaciones que indica la siguiente fórmula:¿ == a -f- (m X  d), y si la razón es negativa, la fórmula^será í =  —(m X  d).
Ejemplo 1." Se desea saber cuál será el sexto lérmÍDO de una progresión, cuyo primero es 7 y la razón 2.
Resolución, x  =  7 - ( - ( 5 x 2 ) =  17.Y  en efecto,  ̂ 7 : 9 : 11 : 15 : 15 : 17.
Ejemplo 2." Se desea el término octavo de una progresión, cuyo primer término es 15 y la razón —  3.
Resolución. 37 =  15 —  ( 7 x 3 )  =  15 — 21 =  —  G.Y  en efecto, 15 . 12 . 9 . 6 . 3 . 0 . —  5 . —  6.6 5 4 . Demostración. La misma definición de la progresión evidencia que si cada término ha de ser mayor ó menor que el que le precede en tantas unidades como tiene la razón, el producto de ésta por el número de lérminos que preceden al que se busca, debe ser lo que valdrá este



más ü ménos que el primero, según sea positiva ó negativa la razón de la progresión. «6 5 5 . Corolario. Conocidas de una progresión ariíméíica tres de estas 
cuatro cosas: prim er término, razón de la progresión, un iermino cualquie
ra de ella , que puede considerarse el último, ij el número de términos 
que deben precederle (que, será de tantos, ménos uno, como deba tener la progresión), se podrá determinar el valor de la otra, porque la fòrmula 1 =  a -f- (ili X  d) produce las siguientes: a == l —  (iii x á ]  y d =  y m =  ' - ^  por las propiedades casi axiomáticas de las igualdades (G4), y por un procedimiento ya demostrado (620). Y  formulas semejantes para la progre.sion descendente.Ea efecto; si en la igualdad l  a -t- restamos á sus dos miembros
(tny^d),  resultaría ¿ — (m y^d) =  a +  {my, d)  — ( my d ) ,  y  simplificado el segundo miembro, dará l — { m y d )  =  a, que evidentemente es lo mismo que a =  / — ( m x d ) .Y si á los dos miembros de esta igualdad sumamos m y d ,  dará a -*■  ( m y d )  
=  ¿ — [ m y  d) + (w X  d), y simplificado el segundo miembro, dará a - t - { my d)  =  l.  Restando ahora á los dos miembros a, resultará a +  (w X  ® =  I — y simplificando el primer miembro, será m y d  =  l  — a; y si ahora dividimos por
nt los dos miembro.s de esta igualdad y simplificamos el primero, dará d =  y  sí lo dividimos por d,  dará tn =  .Y análogamente, demostraríamos las fórmulas semejantes para las progresiones descendentes que se deducen de ¿ =  a — { m y  d).6 5 6 . Escolio. Por la fórmula d =  se pueden interpolar lodos los términos que se quieran entre dos o cada dos de una progresión; pues tales dos términos serán l y  a, y m será el número de términos que se han de interponer, más í y d la razón.Asi, para interpolar tres términos entre los 7 y 17 de la progresión7 . 17 . 27, etc., diremos d =  =  2,5, y también d — =2,5. Y  la nueva progresión será -j-7 .í ) ,5 .1 2 .1 4 ,5 .1 7 .1 9 ,5 .2 2 ,2 4 ,5 .2 7 , etcétera.

204

ARTICULO III.PRO&KESIONES G-EOMÚTKICAS.
6 5 7 . Las progresiones geométricas hemos dicho que pueden ser as- cendenlesy descendentes, y añadiremos que ascendentes son aquellas en lasque cada término es igual al que le precede multiplicado por la razón, que debe ser mayor que la unidad; y desceiulentes las que cada uno de sus términos, es igual al que le precede multiplicado por la razón de la progresión, que debe ser menor que la unidad, pues multiplicada por cualquier número, dará un producto menor que él (658).6 5 8 . El signo para expresar las progresiones geométricas es k . an-



tepuesto á ellas, y sus términos separados entre sí por el signo de la division, en esta forma:G4 : 128, etc., cuya razón es 2.
^  ̂ ■ i  ■ T  ■ T  ' es { .

20 . .  2

•202

8 : 16 : 52 52 : 16 : 8 16 : 10 f 7 ^ : 4 etc., cuya razón es y  leyéndose 8, es geométricamente á 16, es á 52, es á 64, etc., siendo la primera progresión ascendente y las.otras descendentes.659. Las progresiones geométricas, lo mismo que dijimos de las aritméticas, son ilimitadas, áun las descendentes, pues se pueden continuar con términos quebrados; pero como no representan cantidad en conjunto, se consideran limitadas y completas las que se componen de los números cuya comparación se necesita.V-®?.?;. progresiones geométricas vienen á ser una serie de proporciones continuas, como se dijo (648); y en efecto, la primera de las anteriores equivale á la sèrie 8 : 16 : : <6 : 32 • • 32 • 64 • • 61 • 
128, etc.6 6 1 . Los principales problemas que se resuelven en las progresiones geométricas, son dos como en las aritméticas (652); y por las razones que en aquellas dimos, no nos ocuparemos más que del primero y de sus principales consecuencias.6 8 2 . Problema. Hallar un término cnalquiera de una progresión geo
métrica, conociendo el primero la razón, y el número de términos de la pro
gresión, considerada completa con el término que se busca.Solución ó regla. Llamando a el primer término, q la razón de la pro
gresión, y  ra el número de términos que deben preceder al que se busca y l a  éste, ejecútense la,s operaciones que indica la siguiente fórmula 1 == a X  q"“ .

Ejemplo 1." Se desea saber cuál será el término quinto- de una progresión geométrica, cuyo primero es 8, y cuya razón es 2.
Resolución.' ¿ =  8 X 2 *  =  8 X '16 =  128.Y en efecto;. -h- 8 : 16 : 32 : 64 : 128.
Ejemplo  2.“ Se desea saber cuál es el cuarto término de una progresión descendente, cuyo primero es 16 y la razón v .3
Resolución.  ̂ =  6̂ X  ( f ) "  =  16 X ¿  ^  X  4 g-6 6 3 . Demostración. La misma definición de la progresión geométrica evidencia, que si cada término lia de ser el producto del que le precede por la razón de la progresión, el que se busque deberá ser producto del primero por tantas veces la razón por factor como términos le preceden, ó sea m de exponente de la razón; pues en la primera progresión 8 : 16 : 52, etc., 16 =  8 x  2 y 52 =  16 x  2, ó sea 52 =  8 x  2 x  2 — 8 X  2*, etc.6 6 4 . Corolario. Conocidas de um  progresión geométrica tres de estas 

cuatro cosas, primer término, razón de la progresión, un término cualquiera 
de ella (que puede considerarse último), y el número de términos que de
ben precederlo, que será de tantos menos uno, como deba tener la progre
sión, se podrá determinar el valor del cuarto, porque la fórmula 1 == a X  q“
produce las siguientes: a =  q =



El valor de m no se puede hallar.aritméticamente.E q efecto; ¿ =  o X  y si dividimos los dos miembros de esa igualdad por. f y simplificamos el segundo, nos dará —  =  a, que es lo mismo que a ~  — • Y  si los dos miembros de la fórmula ¿ =  o X  los dividimos por a y simplificamos el segundo, nos dará =  ? ’” ry  si ahora extraemos la raíz del grado m. de ambos miembros y simplificamos el segundo, será =  q t  q^=6 6 5 . Escolio. Por la fórmula q =  se pueden interponer lodos los términos que se quieran, entre dos ó cada dos de una progresión geométrica, pues tales dos términos serán a y í, y por el mimero de los que se quieran interpolar se sabrá el valor de m, y por lo tanto el de q.
Ejemplo. Se desea interpolar dos términos entre los dos 8 y 16 de lá progresión 8 : 1 6 :  32, etc., ó entre 16 y 32, será q =  =  ^ 2  =  1,2 y residuo de0,272, que producirá un decimal ilimitado, por lo que el valor de los términos que resulten con esa razón no serán exactos, y solo proponemos este ejemplo para hacer observar que aun siendo w =  3 no se halla el valor do q exactamente, por lo que más difícil será hallarlo, siendo m igual á otro número: inexactitud del resultado de esa fórmula, que debernos considerar después.
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A R TIC U LO  IV .PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS.6 6 6 . P rimera y  fundamental. Teorema. E l  logaritmo correspon
diente d cualquier número, es igual á tantas veces por sumando la razón de la 
progresión aritmética á que pertenece, como veces contiene por factor el tal 
número á la razón de la progresión geométrica d que corresponde.667. Esta propiedad fundamental de los logaritmos es lo que llamó la atención á su inventor Jíeper y le hizo comprender las grandes ventajas que para el cálculo tendría el empleo de ellos.6 6 8 . Demostración. Sean los sistemas de logaritmos que se quieran, por ejemplo, los siguientes:1. ” I : 10 : 100 : 1000❖  0 • 1 • 2 • 3 • 12. * 44- 1 : 3 : 9 : 27 : 81 etc.4 0 • 2 • 4 • 6 • 8 etc.

10000 etc. 4 etc.
sistemas que no sólo pueden prolongarse hacia la derecha, sino hacia la izquierda, en esta forma:i.' 44- 0,000» : 0,001 : 0,01 : 0,1 : I : 104. _  4 . _  3 . _  2----1 . 0 - 1 1002• i ,. j . • _L • 1 • ‘■ 81 ■ 27 ■ O_ 8 .  — 6 - — 4- — 2T= ' 3 0 • 2

1000 : • 3 •81 etc.8
10000t

sistemas cuyos lénniiui.s descompuestos en los sumandos y factores de



204que respectivamente se componen, eon relación á la razón de sns progresiones, dará: : I x l  ■ rn n :  10 : i O X  1 0 : 1 0 X 1 0 X 1 0 .10 10 10 ■ 10 10 ' 104 —  1 —  1 —  1 • — 1 —  1 ----- 1 0 • 1 1 +  1 1 1.2.® 44 3 X 3 X 3  3 X 3— 2 — 2 — 2 . — 2 — 2 •2- 0 3 X  32 4 - 2 3 X 3 X 3 .  2 4 - 2  4 - 2 .cuya simple inspección demuestra la verdad del enunciado del teorema.6 6 9 . Teorema. E l logarüi7io coirespotidicjite á un núniero producto 
de dos ó más, es igual á la suma de los logaritmos de sus factores.

Demostración. Descompuestos ios términos de un sistema cualquiera de logaritmos, v. g r ., el primero de los anteriores en los sumandos y factores iguales á la razón de las progresiones de que se componen, como los hemos descompuesto para el teorema anterior, se ve que cada logaritmo tiene tantas unidades como factores iguales á la razón de la progresión geométrica tiene el número correspondiente, y por lo tanto que cada logaritmo puede considerarse, según indica su nombre (647), como simple indicador de los factores iguales que tiene su número correspondiente. Y  como el producto de dos números compuestos de factores iguales se compondrá necesariamente de tantos como tienen ambos juntos (pues 10 multiplicado por 10 x  10 =  10 x  10 x  10), y ese número de factores lo indican sumados los correspondientes logai'itmos de los números que componen el producto, queda demostrado el teorema con relación á este sistema; pues en efecto, 10000 =  100 X  100 será logaritmo de 10000 =  4, que es logaritmo 100 — 2-1- logaritmo 100 =  2.Y  reliriéndonos á otro sistema de logaritmos cualquiera, por ejemplo, el segundo de los expuestos en el anterior teorema; descomponiendo sus términos en los sumandos y factores de que se componen, se verá que si cada logaritmo no dice con sus unidades los factores que tiene el número correspondiente, lo indica análogamente con los sumandos de que se compone, y por lo tanto la suma de dos logaritmos tendrá tantos sumandos iguales á la razón aritmética como factores iguales á la razón geométrica tendrá el producto de los números. Y  en efecto, 81 =  27 x  5 dará log. de 81 =  8 =  log. de 27 =  6 4 - log. de 3 = 2 ,  ó sea log. de 3 x 3 x 3  X 3 ,  que e s 2 - f - 2 - f - 2 4 - 2  igual á log. de 5 x  5 x  3, que es 2 4 -2  -f-2 más log, de 3, que es 2. Y  como lo mismo se demuestra por cualquier otro sistema, y lo mismo tratándose de muebos factores, pues cada dos se pueden convertir en uno, el teorema es general y queda demostrado.6 7 0 . Corolario 1.® E l logaritmo correspondiente á un cociente de una 
división es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor. Porque como todo dividendo es igual al producto dei divisor por el cociente, y acabamos de demostrar que el logaritmo de nn producto es igual á la suma de los logaritmos de los factores, el logaritmo del dividendo que represente su producto será igual al logaritmo del divisor, más el logaritmo del cociente, y consiguientemente el logaritmo del cociente igual



al del dividendo niénos el del divisor. Y  en efecto, si log. de 8i =  8 es igual á la suma de los logaritmos de 27 y 9, que con 6 y 2, tendremos que 8 =  6 -f- 2, y restando 6 á los dos miembros de la igualdad y simplificando el segundo, será 8 — 6 =  6 - f - 2  —  6 y 8  —  6 = 2 .6 7 1 . Corolario 2.® E l logaritmo correspondiente á la potencia de un 
número es igual al logaritmo de tal número, multiplicado por el exponenle de 
la potencia.Porque como toda potencia se compone de tantos factores iguales al número de que es producto, como tiene unidades su exponente, y el logaritmo de un producto es igual á la suma de los logaritmos délos factores, y lo mismo es sumar factores iguales que multiplicar uno. pollas veces que esté repetido, resulta evidente la consecuencia del anterior teorema.Y  en efecto, el logaritmo de 9® =  81, que es 8, es igual al logaritmo de 9, que 4, multiplicado por 2, que es ei exponenle de la potencia, pues lo mismo es sumar log. de 9 con log. de 9, que duplicar uno de ellos.6 7 2 . Corolario 5.® E l logaritmo de la raíz de un número es igual al 
logaritmo de-tal número, dividido por el indice de la raíz.Porque si el log. de 9® =  81, que es 8, es igu^ al logaritmo de 9 que es 4, multiplicado por 2; el logaritmo de \/81 debe ser el de 81 que es 8, dividido por 2, que da 4 cuyo número es 9.ARTÍCULO V.D IF E R E N T E S SIST E M A S D E  LO G A R IT M O S.6 7 3 . Los sistemas de logaritmos que pueden considerarse son en número infinito, porque aun atendiendo á la circunstancia indispensable de que la progresión aritmética empiece por 0 y la geométrica por 1, son en nùmero infinito las progresiones que pueden formarse, según la diferente razón que se lome en cada una; y por este motivo se llama base de un sistema al número que tiene por logaritmo la unidad, porque ese determina la razón de su progresión y fija la de la correspondiente.674. Dos sistemas de logaritmos solamente han sido hasta ahora empleados de todos los que pueden y han podido imaginarse y emplearse, el neperiano, llamado así por el nombre 3e su autor Neper, y también hiperbólico (por una propiedad de una línea curva llamada hipérbole, que tiene relación con él), y el vulgar ó de Brigg, que es el que se emplea en los cálculos.El sistema neperiano es el siguiente:
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675. ^ 0 h  X \ cef :2 a; : : 3 a:, etc. etc.
.Su base, como se demuestra en el álgebra, es (1 -t- a:) ^ '6 7 6 . El sistema de Brigg es el siguiente, que ya hemos expuesto: 

^ 1 : 10 : 100 : 1000 : 10000 ^ 0 . 1 . 2 .  5 . 4cuya ba.se es evidentemente 10, razón ademas de la progresión geométrica, siendo 1 la de la aritmética.



677. Para que este sistema pudiera prestar alguna hubo aue interoolar medios entre cada dos términos de el, a fin de que tos «w íwertjs f̂uesen todos los enteros comprendidos entre los expresados, pues las operaciones de los números compuestos de la unidad con ceros son fáciles sin neeesidad de la ayuda de los logaritmos. __ ______678 Para ‘esa interpolación, fundándose en las formulas que conocemos (eSi Y 665), se interpolaron entre i y 40 en gran número de medios 
cos I  igual número entre sus correspondientes de la progresión aritmetica 0 V 4’ V análogamente entre 40 y lOOy entre l y 2, y se obtuvo otra progresión de términos ménos diferentes. En seguida se interpolaron otros entre los términos hallados, y así se consiguió que algunos de la progresión Seometrica fueran ^  
i a m l e s á l  'i, 3, 4, etc., aunque no exactamente (pues ya observamos (665) <1̂ ®̂ razón tiene que ser un decimal ilimitado) con lo que se obtuvo el sistema conveniente con todos los números naturales hasta el limite que se creyó dcanzar! desatendiendo para formar las Tablas como después veremos, 0̂ ^̂  ̂los términos de la progresión geométrica que no ^ros naturales, y consiguientemente sus correspondientes lOodnlmos.a r t í c u l o  v i .PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS VULGARES.Antes de exponer las propiedades de los logaritmos vulgares ó de Brigg, daremos algunas definiciones.6 7 9  N úmeros recíprocos se llaman los que resultan de operaciones con
trarias y regresivas de uná misma cantidad y O ó l a  unidad, pues que la multi
plicación y división por 0 da siempre 0. ^/V < 4 v!” 1(1 — 10 V 1 • 10 =  — =  0,1: y 5 es reciproco de 0,2, por-Así, 10 es reciproco de 0,1, porque 1 .X. 10 — ’ u j  * • 10 '*oue 1 ; 5 =  — =  0i2, y 1 X  5 =  5; y ^  es reciproco de - j ,  porque 1 : — =  - j ,  y 1 X  j  =  y . y. ® i v O __A = ___4 Pero en logaritmos solo se llaman reci-
L  4 -+ -1  =  0. lo que no sucede con los oíros recíprocos por muUipUcacion ò división.6 8 0  Complemento logaritmico á 0 es, pues, otro lof^aritmo exacta- mente igual, pero de signo contrario, y que lo destruye, ú otro equiva- lente que lo destruya igualmente, y se escribe ue este modo: Cq log.Asi, c lo«-, de 24,56 = —  24,56 ú olro_ equivalente a este, que des-Dues vereinos cómo encontrarlo más á propósito para el cálculo.6 8 1 . También se llama complemento logarítmico a 10, que se escribe C log. á otro logaritmo que, sumado con él, produce iü .6 8 2 . Finalmente, se llama característica de un logaritmo a su parleentera, Y maníúa á su parle decim al.6 8 3  Lema. E l logaritmo de un número expresado por la unidad con 
ceros á la derecha ó d la izquierda (es decir, entero ó decimal, como lU , 100 1000 y 0,1, 0,01, 0,001), tiene cero de mantisa y una característica 
con 'tantas unidades ménos una, como ceros acompañan á la unidad a la dere
cha, d una más si los tiene á la izquierda por ser decimal, en cuyo caso dicha 
característica será negativa, y reciprocamente, etc , porque lo evidencia la simple inspección del sistema fundamental de Brigg ‘ 0,01 : 0 , 1 : 1 : 1 0 : 1 0 0  ^ —.-2 . —  1 0 . 1 . 2
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6 8 4 . Lema. E l logaritmo de todo número mayor de Ì y que no sea la 
tmidad con ceros, tiene mantisa significativa y característica con lanías uni
dades menos una coma cifras el número; y , por lo tanto, cero de característica 
todos los números dígitos.Perque la inspección del sistema videncia que lodos los números mayores de 1 y menores de 10, ó sean mdos los dígitos, deben tener un logaritmo mayor que 0 y menor que 4, y será, por lo tanto, un decimal propio ó con 0 enteros; que lodos los números mayores que 10 y menores que 100,.o sean los compuestos de dos cifras, deben tener un logaritmo mayor que 1 y menor que 2, y será, por lo tanto, un decimal mixto cuyo entero será 1, y análogamente lodos los números superiores.6 8 5 . Recíprocamente el número correspondiente á un logaritmo con mantisa, será un número diferente á la unidad con ceros, y tendrá tantas cifras en su parte entera, menos una, como unidades tenga su característica positiva, y será un dígito si la característica es 0.686. Lema. B l logaritmo de todo mímero menor que la unidad es igual, aun
que de signo contrario, ó sea negativo, al logaritmo del número reciproco, y tendrá 
mantisa signijicativa, si no se compone de sólo una unidad decimal, como

, 0,1 ó 0,01, etc.Porque, no sólo lo evidencia la inspección del sistema, pues se ve que logaritmo de 10 es 1 y — 1 el de 0,1 sino que cualquier otro número, por ejemplo, 0,2 tendrá el mismo logaritmo que su reciproco 5; pues siendo medios proporcionales respectivamente entre 1 y 10 y entre 1 y  0, 1, deben tener iogaritraos medios proporcionales que sean también recíprocos ó compleméntales.687. Observación. La anterior verdad no tiene importancia más que en el sentido teórico para formarse idea más cabal de ios logaritmos, pero no tiene aplicación, porque los logaritmos negativos no se emplean en ios cálculos, al menos con mantisa neéativa, ni los traen las Tablas; y la razón es, no sólo por lo embarazoso de su empleo, sino porque son completamente inútiles, como se deduce del mismo anterior lema, y se comprenderá mejor por los siguientes:6 8 8 . Lema. Todo logaritmo negativo es igual ó equivalente á otro de 
característica negativa, aumentado de una unidad, y característica positiva 
igual á la diferencia entre la negativa y un entero.

Demoslracioii. Porque si tenemos log. — 0,698970, y le sumamos,—  4 H - 1 su valor no variará y será —  1 -í- 1 —  0,698970, y verificando la Operación que indica el signo que separa los dos últimos términos-f- 1—  0,698970, dará —  1 -f- 0,304030, expresión que es evidentemente igual á T ,301030 con el signo sobre la característica para indicar que sólo afecta á ella. Luego el teorema queda demostrado.6 8 9 . Corolario 1.® Luego para convertir un logaritmo negativo en otro que puede llamarse mixto, ó sea de característica negativa y mantisa positiva, se le añadirá á aquella una unidad, y todas las cifras de la mantisa se restarán de 9 ménos la última significativa de la derecha, que se restará de 10. Asi en el ejemplo anterior dijimos ó pudimos decir 0 de característica, aumentada de una unidad da —  1 y de 0 á 0 va 0, de 7 á 10 van 3, de 9 á 9 va 0, de 8 á 9 va 1, de 9 á 9 va 0, y de 6 á 9 van 5. y  por lo tanto, dará 1,301030 =  •— 0,698970.6 9 0 . Corolario 2.® Como los logaritmos con mantisa negativa no
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se emplean en los cálculos, para iiallar el complemento logarítmico con mantisa positiva, sea el logaritmo positivo, sea mixto, como le hemos llamado, ó ele característica negativa (y no á uno sin mantisa, porque su complemento es el mismo con signo contrario) (680), se le muda el signo á la característica, agregándole— 1, y^todas las cifras de la mantisa se restarán de 9 menos la última significativa de la derecha, que se restará de 10; pues esta operación equivaldrá á las de cambiar el signo á todo el logaritmo para que sea complemento, y á convertirlo después en mixto ó de mantisa positiva por el anterior corolario.
Ejemplos. I ,"  log. 2,5 4 9 7 6 Cj, log. 3,4 5 0 2 4
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2.°
prueba 0 ,0  0 0 0 037 log. 3,4 5 6 c j o g .  2 , 5 4  5 2 5

0 ,5  7 6 4 .5Cq lo g .  1 ,4  2  5 5 .5  prueba Q,Q 0 Q 0 Ó"1,5 0 7^8^ c„ lo g .  0 ,6  9 2 4 2prueba 0 ,0  0 0 0 0prueba 0 ,0  0 0 0 0 6 9 1 . Teorema. La diferencia entre dos logaritmos es igual d la suma 
del minuendo y el complemento aritmètico logaritmico del suslraendo.

Demostración. Aun por lo poco que sabemos sobre cantidades positivas y negativas (80), podemos decir que el suslraendo por ser tal, aunque sea positivo, adquiere el carácter negativo o contrario al del minuen- 'do, al que ha de destruir total ó parcialmente; y como el complemento logarítmico de un logaritmo es uno igual, pero de signo contrario, claro es que á la resta del suslraendo debe equivaler la suma de su complemento logarítmico.Y  en efecto, 5,43274 —  5,52472=  1,90802 es lo mi smo que 5,43274 -h  4,47528 =  1,90802693. La demostración del anterior teorema es muy fácil darla algebraicamente; mas siendo el objeto de este capítulo el hacer comprender la esencia de las verdades por medios aritméticos meaos abstractos que los algebraicos, hemos dado la demostración en términos poco científicos y que a muchos no parecerán convincentes.6 9 3 . Teorema. E l logaritmo de un número tiene igual mantisa que 
el logaritmo del mismo, muítiplicado ó dividido por la unidad seguida de 
ceros, y La caracterislica aumentará ó disminuirá respectivamente en una uni
dad por cada cero que acompañe á la unidad que sirve de multiplicador ó di
visor, convirtiéndose en negativa cuando el número por la división se convier
te en quebrado.

Demostración. Vamos á demostrar que los logaritmos de 5, de 50, de 500, etc., y los de 0,5, de 0,05 y de 0,005, etc., tienen igual mantisa que suponemos (pues no conocemos las Tablas todavía) que es 0,698970, y que la característica que de 5 es 0, de 50 será 1, de 500 será 2 , y de 0,5 será — 1, de 0,05 será —  2 y de 0,005 será —  5.



Para ello diremos 209 50 =que como ou =  ó x  10, logaritmo de 50 será igual á logaritmo de 5, más logaritmo de dO (609), pero el logaritmo de 10 es 1 de característica y 0 de mantisa; luego al logaritmo de 5 sólo habrá que sumar 1 á su característica y 0 á su mantisa, que la dejará sin variación. Y  análogamente como 500 =  5 x  100, logaritmo de 500 =  logaritmo de 5 -h logaritmo 100, y como éste no tiene mantisa, sólo su característica 2, habrá que sumar á la de 5.Finalmente, como 0,5 es el cociente de dividir 5 por 10, p ues¿ =  0,5, el logaritmo de 0,5 deberá ser igual al logaritmo de 5 ménos el logaritmo de 10 (670); pero el de 10 no tiene mantisa, luego sólo á la característica del logaritmo de 5 habrá que restarle la del logaritmo de dO que es 1, y la mantisa no variará.Para ver esto más claro, supuesto que restar I de 0 enteros y un decima!, áun por lo poco que sabemos de cantidades negativas (80). debe ser restar el verdadero minuendo del sustraendo, que dará una resta decimal negativa, diremos que como todo logaritmo negativo se puede convertir en otro de mantisa positiva, y característica negativa aumentada de una unidad (688), y los logaritmos con mantisa negativa no se emplean en los cálcalos (690), y la diferencia entre dos logaritmos es igual á la suma del logaritmo del minuendo, y el complemento logarítmico del sustraendo será, pues, log. de 0,5 =  log. de 5 -i- corap  ̂¿de 10, que es — I sin mantisa (680); luego la del 5 no puede variar, y sólo á la característica de 6, que es Ó, í^abrá que sumar — 1, que evidentemente dará — 1. Y  como análogamente demostraríamos que el log. de 0,05 tiene igual mantisa que el de 5 y de característica — 2, ó sea con tantas unidades como ceros acompañan á la unidad, que debe considerarse al divisor que puede suponérsele á 5 para producir 0,05, el teorema es general y queda demostrado.6 9 4 . Corolario. Bel anterior teorema se deduce la verdad del siguiente cuadro:Número 5000 Logaritmo 5,698970Núm. 500 Log. 2,698970Núni. 50 Log. 1,698970Núm. 5 Log. 0,698970Núm. 0,5 Log. 1,698970Núm. 0,05 Log. 2,698970Núm. 0,005 Log. 5,098970Y  por lo tanto, que asi como la característica positiva dice con sus unidades más una, de cuántas cifras consta el número á que corresponde el logarilmo de que forma ella parte, así la característica negativa dice por serlo que el número correspondiente es menor que la unidad, y con sus unidades ménos una cuántos ceros hay entre el signo decimal del número y la primera cifra significativa de su decinial.6 9 5 . Corolario 2.° El logaritmo de un decimal es igual en mantisa al del entero que resulte de suprimirle el signo decimal, y su característica será negativa y con tantas unidades más una como ceros haya entre el signo decimal y la primera cifra significativa del decimal propuesto.Y  el logaritmo de un quebrado común será el mismo que el del decimalu



2 4 0correspondiente á que puede reducirse, ó al logaritmo de la suma del logaritmo del numerador y el ’complemento logarítmico del denominador.

CAPITOLO XIV.
APLICA.CIONES PRIN CIPALES DE LOS LOGARITMOS.

ARTÍCULO PRIMERO.
P RE LIM IN A R E S.

« O O  La naturaleza y principales propiedades de los logaritmos nos son ya conocidas, y fáltanos aten d er sus más importantes aplicaciones y consiguientemente la manera de obtenerlos por las Tablas que los contienen. ^6 9 7 . Tablas de logarilmos son una colección de cuadros que contienen todos los números naturales desde 1 liasta cierto límite que se estima suficiente, con'lodos los logarilmos correspondientes, dispuestos de manera quesea posible hallar también los logaritmos de lodos los números imaginables por grandes que sean, y aun los de los números menores que la unidad; aprovechando para ello, no sólo las ventajas que puede ofrecer el mecanismo de la construcción de las Tablas, sino también las propiedades de los logarilmos que liemos considerado.6 9 8 . Las Tablas de logaritmos más conocidas son tas españolas de 
Vazquez-Queipo y las de Calvel y las francesas de Callel y las de Lalande. A las primeras debe darse Justa preferencia por su ingeniosa y sencilla composición y sn reducido volumen, á pesar de contener los logarilmos de todos los números enteros hasta 20,000 exclusive, con seis cifras decimales en la manlisa.Las de Calvel contienen los logaritmos de los números hasta lOÜÜÜO; 
las de Latoide hasta 10000, y hasta 108000 las de Callel, teniendo todas tres las mantisas con siete cifras decimales.699. El mecanismo de la construcción de las Tablas y su manejo, se,explica en todas ellas en su introducción, recomendándose las de Vazquez-Queipo por lo comprensible, á pesar de emplear el n>étodo analítico tan inconveniente para ios jóvenes que no tienen su inteligencia completamente desarrollada; y porque comprendida la explicación de esas Tablas, fácilmente se comprende la explicación de cualesquiera otras. Inútil es, por lo tanto, el que enseñemos detalladamente su manejo en este capítulo, por lo que expondremos solamente las reglas para sumar, restar, multiplicar y dividir los logaritmos, y después trataremos de la resolución del problema general dado un número, buscar su logaritmo y el recíproco; y finalmente, aprenderemos las operaciones principales por medio do los logaritmos.



2 1 4ARTICULO II.
SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y  DIVISION DE LOGARITMOS.7 0 0 . Los logaritmos se suman, se restan, se multiplican y dividen como los decimales, y la sola diferencia á que hay que atender es á la del caso en que lodos los dalos ó algunos tengan la característica negativa; pues si la mantisa lo fuere, ya sabemos (688) que se debe convertir en positiva.7 0 1 . Regla 1.“ Para sumar logaritmos positivos, se suman como los 

decimales; y cuando todos ó algunos tienen característica negativa, se prescin
de de ella ô se suman aparte si son varias, y luego se deduce de la caracleris- 
ca de la suma de toda la parte positiva de los sumandos, qué caracterisíica po
sitiva ó negativa corresponde á la suma, por la diferencia que haya entre la 
característica positiva de la swna efectuada y la negativa de las caractei'isticas 
que no se sumaron ó se sumaron aparte.

Ejemplo. Logaritmo 1,545789 Log. -4-2,752504 Lo?. +  5,576458 2,007545Log.Log. =  _  5 4,602294 =  1,602294 5 yEi resultado es fácil de comprender, pues — 2 y —  5, es 5 -h  4 es —  1.7 0 2 . Regla 2." Para restar un logaritmo de otro, si ambos son posi
tivos, se restan como decimales; pero si alguno tiene la característica negati
va, ó aunque la tengan positiva los dos, sí el suslraendo es mayor que al mi- 
nuendo, lo más sencillo enla mayor parte de los casos, y , por lo tanto, lo úni
co que en general debe prescribirse, es sumar el logaritmo del minuendo con 
el complemento logaritmico del suslraendo por la regla anterior, según ya 
vimos (695).

Ejemplo.

prueba
2,567643 — 3..303Í53 =  5,264 lí>2 2.56764.3

conio 2,567645 • 2,6965475,264192
7 0 3 . Regla 5 .’ Para multiplicar un logaritmo por un número entero, 

si el logaritmo es positivo, se obra como con un decimal cualquiera; pero si 
tiene la característica negativa, se multiplica separadamente la mantisa y 
la característica, y se suman los productos, que uno será negativo y otro po
sitivo.
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Ejemplo.Producto de la mantisa.. . Idem de la característica.. Suma de productos................
3,750764 X  2+  1,501528 6',OOOOOQ 5,501528704 . Regia 4/ Para dividir un logaritmo por un entero, si tiene la 

caraclerislica positiva, se divide como un declinai cualquiera; pero si la tiene 
negativa, se le añaden á ella las unidades que se necesiten para que sea divisi
ble exactamente por el divisor, y para compensar ese aumento, á la mantisa 
se le pone una característica positiva con tantas unidades como se añadieran 
á la negativa. En seguida se dividen separadamente la parte negativa del di
videndo y la positiva entera y decimal, y se suman por la regla primera los 
dos'cocientes parciales, con los que se tendrá el total.

Ejemplo. —  6 5,501528 : 2 =1,501528 100015
12080

2— 3 +  0,750764 =  3,750764 prueba X  2— 6 + ’1,501528 Ó ='5,501528
Observación. La anterior división sirve de prueba del ejemplo de multiplicación de la regla tercera.7 0 5 . Demostración. La de las cuatro reglas auteriorés se funda evidentemente en lo demostrado en las cuatro reglas correspondientes de enteros y decimales, en lo que también se ha indicado sobre cantidades positivas y negativas que se destruyen mùtuamente (80), y en la equivalencia de sustraer un logaritmo á sumar su complemento (C91).

ARTÍCULO n i.
M A N E JO  D E  L A S  TABLAS D E  LO GARITM OS.

706. El problema general de dado un número buscar su logaritmo y su recíproco, dado un logaritmo bailar su número correspondiente, puede dividirse en varios generales también, según la magnitud y carácter positivo ó negativo del número que se propone; ó, según que el logaritmo, cuyo número se desea, tenga mayor ó menor característica y sea positiva ó negativa, pues cada caso de ellos reclama su correspondiente regla, porque una general sería demasiado confusa. Daremos, pues, varias comprensivas del enunciado del problema á que se refieren.707 . Regla 1." Para hallar el logaritmo correspondiente á un número entero menor de 2000, tal como se propone, o desatendidos los ceros con que puede terminar, se pone desde luego una caracteríslica



con tantas unidades, menos una, como cifras tenga el número, contando para ello con los ceros de su terminación, si con ceros terminase. En seguida si el número es, ó resulta sin los ceros de terminación, menor de 400, por la primera Tabla de Vazquez-Queipo (pues á éstas nos referimos siempre) se verá faciiísimamente el logaritmo correspomUeíile con su correspondiente característica, que será la misma puesta si no se desatendieran ceros y en otro caso para nada servirá. Si el número, después de ponerle su característica y de la posible disminución de ceros, resulta mayor de 400 y menor de 2,000, se buscan en la primera columna vertical de las Tablas, y á su derecha se hallará inraedialamente la mantisa, cuyas dos primeras cifras se tomaran de la parte superior de la columna, si no estuviera en línea con las cuatro últimas.
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Ejemplos. 1. ® Núm.-3432. ® Núm. 34S03. ® Núm. 18454. ® Núm. 193900
Log. 2,537819 Log. 3,389166 Log. 3,265996 Log. 5,287690708. Demostración. La de estos problemas se fuada evidente y oasi totalmente en la teoría de la construcción de las Tablas y en su material composición. Nos limitaremos á hacer sobre los ejemplos algunas indicaciones.En el primero de los anteriores, diremos que no hemos tenido que hacer otra cosa que buscar en la primera Tabla, al lado del número dado, su logaritmo correspondiente.En el segundo ejemplo, hemos puesto la característica correspondiente por lo demostrado (694), y después, como la mantisa de 245 tiene que ser igual á la de 2450 (693), aunque también la de este número está en las Tablas, es más fácil tomar la igual de la primera Tabla. »En el ejemplo tercero no tuvimos, como en el primero, otra cosa que hacer, después de ponerle la característica correspondiente, sino buscar en la primera columna de las Tablas el número y poner la mantisa, cuyas cuatro últimas cifras se hallaban en la misma linea inmediata, y cuyas dos primeras (suprinúdas por ser inútil la repetición,) se hallaban encima del claro ó blanco correspondiente.En el cuarto ejemplo, buscamos del mismo modo la mantisa de 1039, que es igual á la de 193900 que no alcanzan las Tablas, después de haber puesto la característica correspondiente.709. Observación. Para adiestrarse en el manejo de las Tablas, conviene observar, primero, que las mantisas van aumentando hasta el número 1000 de la primera columna, ó sea hasta 10000, contando con la columna horizontal superior, siendo la de 9999 3,999957. Que desde 1000 ó 10000, cuya mantisa es 0, vuelven á aumentar hasta ser 301008 la mantisa correspondiente á 19999, limite de las Tablas.710 . lieg la 'i.“ Para hallar el logaritmo correspondiente á un número mayor de 2,000 y menor de 20,000, limile de las Tablas (siempre sin contar lo.s ceros con que pueda terminar), se pone desde luego la característica correspondiente; después se busca en los Tablas, en la primera columna, el número dado sin su última cifra, y esta se busca en la columna horizontal superior, y la mantisa se compondrá de las dos cifras que tenga el número (acortado como se ha dicho) á su derecliá ó un poco más arriba, y las cuatro últimas cifras serán las que marque la intercepción de la columna horizontal correspondiente al número, y la vertical correspondiente á su última cifra, que se hallarán en la segunda página si es



214mayor de 4. Debiendo las dos primeras cifras ser las que el número acortado tiene un poco más abajo de su derecha, si á la izquierda de las cuatro últimas de la mantisa hay un asterisco *.
Bjemplos. 1. * Núm. 192342. ° Núm. 1835703. “ Núm. 177734. " Núm. 1819900

Log. 4,284070 Log. 5,263802 Log. 4,250005 Log. 6,260048711. Demostración. En el ejemplo primero, después de poner la caracten.s- tica 4, buscamos en la primera columna de las páginas ó semi-Tablas el número 1923, y su última cifra 4 en la columna superior horizontal de la pagina de la izquierda, donde encontramos aquél; y hallamos en la intercepción de la columna vertical de 4 y la horizontal de 1923, para últimas cifras de la mantisa 4070 y para primera y segunda 28, que están á la derecha, y un poco mas arriba delnúmero 1923.  ̂ , j .  . „ j  ___En el segundo, después de poner la característica correspondiente 5, desatendimos el 0 con que termina el número dado y buscamos la mantisa de 18357 de una manera análoga al caso anterior. , , . . ,En el ejemplo tercero, buscamos la mantisa del mismo modo; pero como las cuatro cifras últimas de ella tenian á su izquierda un asterisco en lugar d^ poner por dos primeras 24, que está á la derecha, y un poco mas alto que 1777, pusimos 25 que está un poco más bajo. . . . .Y en el ejemplo cuarto, después de poner la característica correspondiente,V desatendiendo los dos ceros de la terminación (inútil es repetir que por la razón de que la mantisa de un número es lo mismo que la del mismo multiplicado por la unidad con ceros), buscamos la mantisa del mismo modo que la del ejemplo anterior, y con la misma particularidad del asterisco.‘ 7 1 2 . Uegla'd.“ Para hallar el logaritmo correspomlieiitc á un número mayor de 20,000, límite de las Tablas (deduciendo siempre los ceros de su terminación) después de poner la característica correspondiente, se lomarán de su izquierda las cifras necesarias para componer un número menor de 20,000 ( cinco cifras si las dos ]irinieras forman un número mayor de 19 y las cuatro si dichas dos primeras forman un número mayor de 20). En seguida, por la regla anterior, se buscará la mantisa que corresponde al número así acortado, y á ella so le sumara la parte proporcional correspondiente por las cifras que piimeiamente se desatendieron del número dado al acortado, en vista de la diferencia que indican las Tablas entre las úllinias cifras de una mantisa, y las de la siguiente correspondiente á un número con una unidad más que el anterior. . , , , IEsta corrección complemental á la mantisa hallada, se hace con la práclica á ojo con suficiente e.Kaclitud; sin embargo, la regla es multiplicar la diferencia tabular (que asi se llama) por el número que forman las cifras que del propuesto se desatendieron, considerado como decimosY  otras unidades inferiores, y el producto será lo que debe añadirse a las últimas cifras de la mantisa hallada para tener la que se busca correspondiente al número dado completo.Todavía se Duede hacer esla corrección con mayor exactitud, sólo necesaria cuando el número de S r í s T e s a ^ S a s  es muy grande y el problema les da grande .mporUnc.a. Tara ello se busca «n las Tablas proporcionales, cuya explicación se da en las mism.s labias.
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E je m p lo i.t." Núm. ............................................................................... Log. 5,Maalisa de ...................................................................................... 0,58478357
2. ‘

Idem por 55 de la diferencia tabular 113,Logaritmo deseado...............................................................  5,584840Núm . .................................................................................... Log.Mantisa de 18578.................................................................... 0,268999
11Idem por 457 de la  diferencia tabular de 2 3 ..Logaritmo deseado........ ....................................................... 9,2690101>elemmacion de la corrección por el método ordinario.1 : 23 ; 0,4 5 7 : á? =  10,511X  •son 10 millonésimos

Determinación por el de las tablas proporcionales.Diferencia tabular 23 por 4 9,2por 5 1 1,5por 7 1 6,7 ̂ 3 7 1 y  media, tiorque 23 correcion total..........................  1 0,5 1 1 ̂ *  son millonésimos. ------------1 0,5 l 1
713. D em ostración, lleñriéndonos al segundo ejemplo (pues demostrado éste lo estará el primero), después de poner la característica correspondiente, buscamos en las Tablas por la regla segunda la mantisa correspoaciiente ai numero 18578; pero como desatendíamos (ademas deios ceros que en nada pueoen cambiar la mantisa) 457, y  éstos componen un número que es un poco menor ae la mitad de una unidad de la especie de 8, última cifra considerada, à ojo pusimos por correcion de la mantisa aproximada poco ménos de la tnitad ae la n“ ®“ reacia tabular 23; y como éstas son millonésimos, ó sea lo que vanan las ultimas cifras ó inferiores de la mantisa, sumamos poco menos de la m iiaa ae zd, ó sea 11 á los millonésimos, y  obtuvimos la mantisa del número propuesto, cuyacaracterislica es 9. . , . vY  este método de hacer á la mantisa la corrección a ojo, que se nace con la práctica muy fácilmente, considerando los números desatendidos como una parte decimal de la unidad de la última cifra considerada, es suficiente exacto como lo prueban los dos ejemplos anteriores, de determinar esa corrección por métodos más exactos, sólo, por lo tanto, necesarios, tratándose de grandes númerosy de problemas muv importantes y  delicados.El primer método está evidentemente justificado, porque es una regla ae tres sim ple, cuyo primer término es 1; pues si por una unidad que aumenta numero de las Tablas, aumenta su mantisa en 23 millonésimos, por 0,45/ de osaunidad .-cuántos millonésimos aumentará la mantisa? ,El método de las partes proporcionales tiene fundamento semejante.7 1 4 . 4 .’ Para hallar el logaritmo correspondiente á mi decimal propio ó’ impropio (es decir, sin ó con enteros), se pone la característica positiva de tantas unidades, ménos una, como c i f r a s  enteras tiene el número propuesto; ó una característica negativa con tantas unidades, más una, corno ceros haya entre el signo decimal y la primera cifra significativa decimal si el número propuesto no tiene enteros; y en seguida, desatendiendo el signo decimal y todos los ceros que haya á la izquierda de las cifras significativas del número dado ó á su derecha, Inisquese por la regla correspondiente de las anteriores la manlisa correspondiente.



E jem p lo s.Nám. 19,8486...............................................................  Log. 1,Mantisa de 1984b....................................................................  0,207681Por 6 y la diferencia tabular de 22............................Logaritmo deseado.................................................................... 1,2976622.® Núra. 18,00489............................................................  Log. 1,Mantisa de 180045......................................................................  0,256357Corrección por 9 con la diferencia tabular 2 4 ... _________Logaritmo deseado...............................................................  J^25637^'Núm. 0,45789...............................................................  Log. 1,Mantisa de 4578 ..........................................................................  0,660676Corrección por 9 y diferencia tabular 95...............  .................85Logaritmo deseado................................................................Núm. 0,0045789........................................................... Log. 3.660761715. Demostración. La característica positiva de los dos primeros ejemplos, e s t á  justificada (694), y análogamente la negativa de los últimos, y como igual mantisa corresponde a un número cjue al mismo multiplicado por la unidad con ceros (693); y el desatender el signo decimal en todos los anteriores ejemplos, no se ha hecho más que multiplicar el número por 10,009 en el primero, por 400,000 en el segundo y tercero y por 10.000.000 en el cuarto, y después se ha obrado según las reglas anteriores; y con estos ejemplos se han considerado todos los casos que puedan presentarse, esta regla es general y queda demostrada.7 1 6 . Regia 5 ."  Para hallar el loparilnio correspondiente á un quebrado ordinario ó mixto, lo más sencillo es reducirlo á decimal y obrar según la regla anterior; pero si por cualquier motivo, por ^jemplo, ]>or ser el quebrado inconmensurable ( 5 2 0 )  se quisiere su logaritmo sin reducirlo á decimal, se bailará el logarilmo del numerador y se sumará con el complemento logaritmico del denominador.
E je m p lo s .4.« Núm. 3 | - =  ^  =  3,4........................................... Log. 0,534479Ó bien log. de 17..................................................................... 1_,230449Lou. de 5 =  0,698970 com„ log...................................... 1,301030Log. deseado igual al del otro método......................  0,5314792,® Núm. y  =  0,7142857.............................................. Log. 1,Mantisa de 7142.................................................................   0,853820Corrección por 857 de diferencia tabular 62..........  53Log. deseado....................................................    1,853873ó bien log. de 3........................................................................ ^698970Log. de 7 1,845098 com„ log............................................. 1,134902-Log. deseado casi igual al del otro método............. i ,853872

2Í6



717 Demostración. El primer método está demostrado (695), y el segando se funda en que un quebrado representa la división del numerador por el denominador. y en que para dividir un número por otro se resta del logaritmo del dividendo el del divisor (620), ó se suma á aquel el complemento logarítmico de718". '^Olseroacion imforlante. La pequeña diferencia bailada entre los resultados de los dos métodos empleados en el segundo ejemplo, servirá para solventar la duda que esta regla pudo haber hecho nacer sobre la anterior para el caso de que un decimal sea ilimitado, y a  periodico, ya inconmensurable; pues sp habrá comnrendido que considerando del decimal sólo las cifras que con los fnte?Ss sX ^ E i?n e  compongan el número límite de la Tabla y tres ó cuatro más se tendrá siempre un logaritmo suficientemente aproximado, pues en la corrección la mantisa, áun haciéndola por el método.de las partes proporcionales, por una quinta ó sexta cifra, no. vanan los millonésimos de la mantisa.719 Regla 6." Para hallar el número correspondiente á un ritmo dado, sea positiva ó negativa su característica, se desatiende éstaV  se busca la mantisa en las Tablas, separándole la& cifras que lenga más de las seis que se hallan en ellas. Si no se halla niguna exactamente, escríbase la menor próxima y póngase á su izquierda el numero que le corresponde; y ademas hállese la diferencia entre el a y la dada, y comparándola con la tabular, véase qué parte decimal habra que agregarle al número hallado, por la diferencia entre la mhntisa dada y la hallada,Y se tendrá un número, al que se le separan como enteros los correspondientes á la característica positiva, ó se le pondrán los ceros decimales que reclame la característica negativa.La corrección al número por la diferencia de la mantisa hallada y  la dada, se hace nS? la práctica muy fácil y exactamente á ojo; pero si se quiere más exactitud ^se puede dividir la diferencia entre las mantisas dada y hallada por la la b úar fd a ?á  cero entero, y los decimos ó centésimos, etc., que habra que agre- S  a l l ü L i - o  bailado para obtener el correspondiente al logaritmo propuesto. También debe hacerse esta división cuando por razón del tamaño de la característica el número debe tener muchas más cifras que las que dan las Tablas, pues sSo  por medio de la prolongación de esa división se pueden determinar las ultimas cifras del número.Tiiinbien se pueile para esta corrección hacer uso de las Tablas de parles proporcionales.7 2 0 . Obsovvacioji importante. La mantisa del logaritmo propuesto debe buscarse siempre en lo último de las Tablas, donde se hallara si no nasa de O 501008, aunque también puede hallarse al principio (pues las hav casi iguales basta 501008 correspondiente á números próximos á 20000 Y á'20 0 0 ). La razón es (jue aunque parezca que como regla red- proca de las aiUeriores, debia buscarse el número correspondieiUe á un logaritmo con 1 ó 0 de caraoderisüca en la Tabla primera, con 2 o o de caraclerislica en la mitad de ella y con mayor característica al fin, como lio se puede preveer si el número que se baile sera entero o mixto de decimal, Y éste podrá necesitarse más aproximado cuanto mayor sea el número de cirrás que las Talilas ofre/xaii del número, mayor sera laexac- titud del resultado, aunque la corrección de la parle docmial se haga por las Tablas proporcionales.
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DJemplo 1.“ Log. 6,280077. Núm. 190580



Bjeniplo 2." Log. 6,255882Mantisa próxima 255875 su núm. correspondiente 48027-Diferencia de mantisa............. 7 Diferencia tabular 247,0 I 24 Adición al número de la tabla 0,2 9 4 6 6.. .
2 2 0 -̂------------------------------ ---------------------------------------------------------0 0 4 0 0,29466... Número completo......................... 1 8 0 2 7,2 9 4 6 6.. .4 0 0 Núm. deseado según la carac-4 0 0 terística 6.....................................  4 8 0 2 7 2 9,4 6 6

2 4 8

Ejemplo 3.* Log. 3,452882Mantisa próxima 452859 Su número correspondiente 28370,4 5Diferencia................ 23 Diferencia tabular 453.23 I 453 Corrección al mismo número.......................0770 '-------  , ,  , ---------008 045 Numero completo.................................................  2 8 3 7,4 5Núm. deseado, según la características. 0,0 0 2 8 3 7,4 5721. Demostración. El primer ejemplo no tiene otra que la composición de las Tablas, pues hallada exactamente la mantisa, y  estando en la intercepción de la columna horizontal que empieza con 4905 y la vertical de 8, el número es 49058 con un cero, porque la mantisa es 5.En el segundo ejemplo, como la mantisa dada no se halla exactamente en las Tablas, se toma la inferior próxima que se halla, que es 255882, correspondiente al número 18027; y como la mantisa dada es mayor que la encontrada, el número correspondiente á aquella debe ser algo mayor de 18027, pero sin llegar á 48028, pues éste tiene en la Tabla una mantisa mayor que la del logaritmo dado. La comparación de la diferencia entre la mantisa dada y la tomada, y la tabular que dice la diferencia de dos mantisas, cuyos números difieren en una unidad, nos debe decir, por medio de una regla de tres, la parte decimal que hay que agregar al número. Diciendo, pues, si 24 millonésimos aumenta la mantisa por una. unidad que tiene más el número siguiente, por los millonésimos que haya de diferencia entre las mantisas tomada y la propuesta, cuánto deberá ser mayorel correspondiente número á ésta, y será 24:4 : : 7 : ¡2;, ó sea x  =  que dará undecimal que hemos aproximado todo lo posible, porque siendo la característica propuesta 6, el número buscado debía ser 7 cifras, y 5 solamente dan las Tablas; pues en otro caso ó se hubiera hecho la corrección á ojo, ó no se sacarla en el cociente de 7 por 24 más que una ó dos cifras.En el tercer ejemplo obramos análogamente al segundo; pero no necesitamos al buscar la corrección del número de las Tablas, sacar en la correspondiente división más que dos cifrasen el cociente, pues siendo la característica propuesta negativa, y debiendo por ella ser 0 los décimos y centésimos que buscábamos, con las cifras del número de las Tablas, habia lo suficiente para obtener el resultado con suficiente aproximación. Y  como en estos tres ejemplos se bailan considerados los casos diferentes que pueden encontrarse, la regla que en ellos se ha seguido es general y queda demostrada.7 2 2 . Observación importantísima. Como los logaritmos son decimales inconmensurables (078), y las Tablas de que nos ocupamos tienen seis cifras, el error que en su caso se puede cometer (al)sohilo en más ó en ménos) es menor de medio millonésimo ( =  0,00000.05) circunstancia que debe conocerse para apreciar el resultado de los cálculos. Ademas se ha supuesto en todas las reglas anteriores que los logaritmos varían en igual proporción que los minieros correspondientes, lo que no es exacto, y produce otro error en el resultado, tanto mayor, cuanto menor es el



2^9número de que se trata. Finalmente, cuando se busca un número correspondiente á un logaritmo de grande característica que reclame muchas cifras de enteros, muchas veces hay que suplirlas con ceros a la derecha, Y el error que tenga el número hallado por las Pablas sera muy grande. Sin embargo de estos errores, de los que se debe tener conocimiento, el empleo de los logaritmos es de suma utilidad, no solo para los casos ordinarios en los que se obtiene con ellos una aproximación suficiente, sino en los problemas de números muy grandes, pues generalmente en ellos no tienen importancia relativa más que las unidades superiores.
a r t í c u l o  IV .

OPERACIONES PRINCIPALES POR LOGARITMOS.
723 Problema 1.“ Dados dos ó más «limeros hallar su produelo con

el auxilio de los logaritmos.  ̂ . .  j  . i i
Solución. Búsquense en las Tablas los logaritmos de todos los factores; súmense en seguida y al logaritmo suma véase en las Tablas que número corresponde, y ese será el producto de los números dados.

Ejem plo. B8tb X  'Í3.43 X  0.089 X  15,002
Resolución. Log. 5 8 4 5 =Log. 7 2,4 3 =  J ,̂86o874Log. 0,0 8 9 =2.049390 Log. 1 5,0 0 2 =  3,176149Log. suma. 1,758198Mantisa próxima á la tabular.. 758155 Su número 5730Diferencia.............................  43 Díf. tab. 75.43 ; 75 =  ............................................................... 5 7 3 0,5Producto (leseado por la característica l .......................... 5 7,3 0 57 2 4  Bemoumeion. F ú n d a s e  la anterior regla en que el logarilnmde un nroduclo es igual á la suma de los logantiuos de los faclores (609) V en nue la suma de los logaritmos con características de carácter diferente, se efectúa sumando toda la parle posiU™ (mantisas y caracteristi- rasl de los lo-^arllmos, y deduciendo la característica del numero de la diferencia entre la característica positiva resnllante de la suma dicha y la de las caracterislicas negativas (701). Luego la regla es á Jenioslrada725 Problema 2.'’ Dados dos «limeros, determinar el cociente de su

división por medio de logaritmos. , , • i i i i«i
Solución ó regla. Réstese del logaritmo del dividendo el del divisoi, si aquel es mayor que éste,, ó súmese con el logaritmo de aquel el com-



220plemento logarítmico del divisor, y se tendrá en uno y otro caso el logaritmo cuyo número será el cociente deseado.
■i.”

2. “

Ejemplos.•34757,54- : 743,56
,Resolucion. Log. de 34757,54..................=  4,Mantisa de 3475.......................................................... 0,540955Mantisa por 754, diferencia tabular 425.. 94Log. del dividendo..............................................    4,551049Log. de 745,56............................................................ =  2,Mantisa de 7455......................................................... 0,872448Idem por 6, diferencia tabular 58................. 34Log. del divisor.......................................................... 2,872482Cociente. Núm 47,704...................................Log. 1,6785670,04578 : 37,45 ' _Log. de 0,04578..............................................................=^660771Log. de 37,45 =  -1,373452 com, log...............  2,426548Cociente. Núm. 0,00122209........................Log. S’, 087319726. Demostración. Fúndase esta regla en que el logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo ménos el del divisor (670), y en que la diferencia de dos logaritmos es igual á la suma de uno de ellos, con el complemento logaritmico del otro (702); siguiendo este método en el segundo ejemplo porque siendo el divisor mayor que el dividendo, la resta seria negativa y las mantisas negativas no convienen para los cálculos, y su conversión en positivas se consigue sin alterar el valor del logaritmo (689). Luego la regla está demostrada.727. Problema 5 .“ Elevar á cualquier potencia un número dado.

Solución. Multipliqúese el logaritmo del número por el exponente dela potencia, y se tendrá el logaritmo del número que se desea.
Ejemplos.(3457,84)^

Resolución. Log. de 3457,84................. =  3,Mantisa de 3-457.................................................... 538699Idem por 84, diferencia tabular 126. . .  _________Log. del número dado......................................  3,538804Exponeute de la potencia............................... x  4•Producto.................................................................... 14,155216Número por la mantisa de............................ 155215Idem por 1 millonésimo. Dif. tab. 3 0 ... \Potencia deseada 142960333333333,33...
1-4296,0,033333.



Resolución. Log. de 0,453.............................  =  1,Mantisa de 453.............................................................. 656098Log. del nùmero d a d o ............................ ..............  4,656098Exponente de la potencia.......................................  X  3Log. de la potencia.....................................................Nùmero por mantisa de..........................................  968249 9295Por..........................................................................................................  I
^¡¡0 0,957Nùmero ó potencia deseada...............  0,09295957.728. Demostración. Cuanto previene la regla se funda en que el logaritmo de una potencia es igual al logaritmo del número elevado á ella multiplicado por el exponente (671); y sólo hay que advertir que en el ejemplo 1.®, como la característica resultó tan grande, hubo necesidad de prolongar la corrección del logaritmo correspondiente al número deseado todo lo posible para hallar lafe cifras necesarias; así como en el ejemplo segundo, como el número que resulta debía carecer, no sólo de enteros sino de décimos, bastaba con cinco o seis cifras decimales. Los ejemplos de la regla siguiente servirán de prueba á los de esta.729. Regla 4 .‘ Extraer la rais de cualquier grado de un niimera

^^Solucion. Rasqúese el logaritmo del número dado, y divídase por el índice de la raíz, y se tendrá el logaritmo del número que se desea como raíz del dado.

2.® {0,4b3)3

Ejemplo 4.° 442960333333333,33...Logaritmo del nùmero dado.Mantisa de 44296........................Idem por 0,033333333333....Logaritmo del número dado.
44,0,4562459 9 9 ...

3,53880444,455245999...2 4 - 153532 por 3,53880375 0049Nüm. del logaritmo. Por m antisa............... 3,5 3 8 8 0 4 6 3 8 6 9 94 0 5,0 0 0 4 2 0 0 4 2 0
345Corree. 0,833... =  3457,8333...4260,8333...



Ejemplo 2.”

222\/0,0929597Logaritmo del número dado. 2,Mantisa por 9295.........................  0,968249Idem por 97. Dif. tab. 4 7 . . . .  46Logaritmo del número dado. 2,968294Que es igual á ...............................— 3-1-4,968294 | 3 ________''Jg — 4 -+-0,656098002924
00Núra. del logaritmo 0,656098.. =  453 Idem del L656098.......................... =  0,453730. Demostración. Estos dos ejemplos que sirven de prueba á los de la regla anterior, se fundan en que el logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de aquel á que se extrajo, dividido por el índice de la raíz (672), y los anteriores ejemplos sirven de prueba de los del problema anterior.

Observación. La comparación de unos con otros evidencia que bien manejadas las labias, y con el conocimiento teórico de los logaritmos, los resultados que se hallen por el empleo de ellos, á pesar del posible grande error en algunos casos, en general será pequeño y siempre fácil de apreciarlo. En el álgebra expondremos lo necesario para el completo conocimiento de esas combinaciones numéricas tan útiles llamadas logaritmos.



TABLAS AUXILIARES DE LA ARITMÉTICA.

f  N  D  I G  K  .

I. Numeración romana.II. Para las cuatro reglas de números enteros.III. Sistema antiguo de pesos y medidas.IV . Sistema métrico-decimal.V . Medidas cuadradas y cúbicas.VI. Números primos menores que 1000.VIL Cuadrados y cubos de los números dígitos y de otros cuj’as potencias sirven para determinar la ley de estas y de las raíces.



NUMERACION ROMANA.
224

T A B L A .  I .

N ú m e ro s rom anos.
I V X L G D MI 5 dO 50 100 500 1000. .  \ X X X I....................TT .............  2 X X X IX ..................X L ..........................X L IV .................. .................................  44L .......... .................. .  fi L V .......................L X .......................L X IX .................. .................................  69L X X ......................L X X X ..................

VT . . U X C......................... ................................  90XCIX ó IG . . . . ................................. 991 -.rrTT C ............................. 14 CLX X .................. ..............................  170. 15 C íe ...................... ..............................  199. 16 c e ........................ ■ 47 CD Ó CCCC.. . .-«TTrrrr ,1 R D C .......................4« . CM........................xrv 9n M...........................21 MD.........................22 X ............................ .......................... 10.00023 LX iv ............... . .......................... 64.00024 v i ....................... ..................  6.000.000. 25 D .......................... .............  500.000.000. 26 M.......................... ____  1.000.000.000MDCLXIX. . . . . . .  ............. 1669MDGGLXXXIV. .................. 1784MDCCCLXXV.. .........................  1875■ y y y  ................ 30i



PARA LAS CUATRO REGLAS DE ENTEROS.
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T A B L A  I I .

PRIMERA PARTE.—Para la adición y la sustracción.0 1 2 34 4 5 6 7 8 9
i 2 '3 5 6 7 8 9 102 3 4 5 6 7 8 9 1011 113 4 S 6 7 . 8 9 10 124 8 6 • 7 8 9 10 1 1 12 135 6 7 8 9 10 11 12 13 146 7 8 9 .10 11 12 13 14 157 8 9 IQ 11 •12 13 1413 15 168 9 10 11•12 1213 13 14 16 179 10 11 14 15 16 17 18SEGUNDA PARTE.—Para la multiplicación y la división. i1 3 3 4 5 6 7 8 92 4 6 8 10 12 14 16 183 6 9 12 15 18 21 24 274 8 12 16 20 24 28 32 365 10 15 20 25 30 35 40 456 12 18 24 30 36 42 48 547 14 21 28 35 42 49 56 638 16 • 24 32 40 48 56 64 729 18 27 36 ' 45 54 63 72 81

iZ



TABLA III.SISTEMA ANTIGUO DE MEDIDAS Y  PESOS Y SU CORRESPONDEN'GIA.
■226

IMCedidas itinerarias.
Grado.

1
Leguas.

20
i

Estadios.640 Pasosgeométricos.; 80.000 :4.000 :
1.000 : 1251

Millas 80 =4 =Millas marinas tiene 3 la legua, y se dividen en 10 cables de 111 brazas de á 6 pies > I o d .i< la s  l i n e a l e s .Vara. 1

Piesgeométricos. 
8 0̂.000 20.0',iO 5.000 ■■ 6231 —

Puntos-5184172S144
12

1M o c L l d a s  s n p e r f l c i a l o s  ó  a s r a r l a s .
Pies. Pulgadas. Líneas.5 =  56 = 452 =1 =  12 = 144 =1 = 121

Fanega. 
1

Celemines. =  12 : i Cuartillos. = 48 := 4 :1 : ;adales. Varas.574 = 021048 = 76«12 = 102161
Pies.82944691217281440

1

Metros.
111111,1111115555,5555551588,8888'-8175,6111111,3«88880,277777

Metros.0,8559060,2786350,0232190,101955O.tOOlOi
Metroscuadrados.6439,574075556,031173134,15779311,1798160,6987380,077636M e d i a a s  a©  c a p a c i a a d  ó  d o  v o l ú m o n  p a r a  á r i d o sCahiz.1 Fanegas.=  12 = Celemines.144121

Cuartillos.=  576 ==  48 =“  1 =  -
Litros.666,00006655,5000554,6250041,156251M e d i d a s  d o c a p a c i d a d  p a r a  l i q u i d e s .Moyo.1 Cántaras. Cuartillas.— i(i =  64 =  • 1 = 4  =  1 =

Azumbres. 128 =  8 =  •2 =  1 =
Cuartillos. 512 =  52 =  8 =  4 =  • 1 =

Copas.2048 =  128 =  52 =  IB =  4 =  1 =
Litros.258,12696416,1529354,0332452,0106180,5041550,126039Ir iC e d id a s  p o n d e r a l e s .

1 ~ Libras. Onzas. Dracmas.100 = 1600 =  1280025 = 409 =  52001 = 16 =  1281 =  3 1
Adarmes. Granos. Kilógramos25600 — 921600 16,009296100 S5 230400 — 11,50252250 ___ 9216 — 0,4600916 — , 576 — 0,028752 72 — 0,003591 ____ 36 — 0,0017912 SS .0,000591 = 0,000054 arrobas componen un ¡juinlal.La libra medicinal tiene 12 onzas; la onza 8 dracmas; el dracma 3 escrúpulos, y el escrúpulo

Sro‘’5e‘l,''?StSrr,?SÍ s s  t e s , 6̂ .16*™,;., e" 8 o„-zas; la onza' ên 8 dracmas; el dracma en 3 escrúpulos, y el escrúpulo en 2-t granos.



T A B L A  IV . SISTEMA MÉTRICO DECIMAL.
227

MÓLTIPIOS. l]jm),lIÍESP R I N C I P A L E S . SUBMÚLTIPLOS.
í MM i k m  í HM -i d m LONGITUDI.NALES. IdM IcM  imM10.000D1 iOOOm 400m |0m Metro. 0,|m 0,01m O.OOlm 1

í HA. SUPERFICIALES. Jc . A.100 áreas Àrea. 0,01 de área i
I D . E .  1 DB VOLÚMEN. là .  E .  ¡-lOest.  ̂ Esterio. 0,1 de e s tr ió

IML IKL ^HL ^DLi DE CAPACIDAD. , IdL 1 cL 1 mL !looool lOOOl 1001 101 1 • Litro. ' 0,11 0,011 0,0011
|MG IK G  |H G  iDG PONDERALES. 1(1G JcG  ItnGlOOOOg lOOOg 1008 lOg (h'omo. 0,1g o,oig o,ooig :L a tonelada de peso tiene 1000 kilogram os y  el quintal m étrico 100.
N o t a . Para leer esta tabla sa dice: u n  m etro se divide en  diez decím etros {dM)\  e l decím etro en diez centím etros [cM),  y  este en 10 m ilím etros 

[ m M ] . Y  10 m etros com ponen un decám etro (D JÍf); 100 un hectóm etro{i3'^); 1000 un kilóm etro, etc. [KM);  y ya se h a dicho cuáles unidades están en desuso, y  cuáles m últiplos se tom an como principales (323).
M O r ^ E I > A S .La unidad m onetaria de España, h a  sido generalm ente el real vellón , d ividido en 34 m aravedises y  con m últiplos variables de duros de á veinte I reales, pesos sencillos de á 15, etc. j Después se estableció para unidad el escudo de 10 reales y  m il m ilésim os de escudo, y  luego la peseta con cien  centésim os; cuya unidad acaso prevale zca , por ser casi equivalente á la  francesa, que es el franco, que es poco m enor q u e una peseta.
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MEDIDAS CUADRADAS Y CÚBICAS Ó SUPRRFICIALES Y DE VOLUMEN DEL SISTEMA MÉTRICO.
TABLA V.

MEDIDAS CUADRADAS Ó SUPERFICIALES.Miriámetro cuadrado....................... 10000* =  100.000.000 metros cuadrados.Kilómetro cuadrado.......................... 1000* =Hectómetro cuadrado ó hectárea, 100* =  Decámetro cuadrado ó área. . . .  10* =Unidad metro-cúbica ócentiárea. 1* ==Decímetro cuadrado.........................  0,1* =Centímetro cuadrado....................... 0,01* =Milímetrocuadrado..-.......................  0,00l* =

1.000.000 ídem.10.000 ídem.100 ídem.1 met. ó 100 decímetros. 0,01 deíd. ó lOOcentím.c. • 0,0001 de id. ó 100 milím. c.0,000001 de ídem.
MEDIDAS CÚBICAS Ó DE VOLUMEN.

Miriámetro cúbico.................. 10.000* =  l .000. 000.000.000 metros cúbicos.Kilómetro cúbico.................... 1.000* = 1.000. 000.000 Ídem.Hectómetro cúbico.................. 100* = 1.000.000 Ídem.Decámetro cúbico.................. 10* = 1.000 Ídem.Unidad usual, metro cúbico. . 13 = 1 id. ó 1000 decím.Decímetro cúbico.................... 0,1* = 0,001 de id. ó 1000 cent.Centímetro cúbico.................. 0,01* — 0;000.001 deid. ó 1000 milím.Milimetro cúbico..................... 0,001 0,000.’000.001 de Ídem.
Nota. La lev de pesos y medidas vigente no contiene las anteriores; peio como alguna nueva ley puede contenerlas y ademas forman parte del sistema, las exponemos.



NÚMEROS PRIMOS MENORES DE 4000.
229

TABLA VI.

¡ ^ 2 3 5 7 11 13 17 19 ' 23
1 29 31 37 • 41 43 47 53 59 ■ 61 67

74 73 79 83 89 97 101 103 107 109
113 127 131 137 139 149 151 157 163 167
173 179 181 191 193 197 199 2M 223 227
229 233 239 241 251 257 263 269 271 277
281 283 293 307 311 313 317 331 337 347
349 353 359 367 373 379 383 389 397 401
409 419 421 431 433 439 443 449 457 461

1  463 467 479 487 491 499 503 509 521 523
541 547 557 563 569 571 577 ' 587 593 599
601 607 613 617 619 631 041 643 647 053
659 , 661 673 677 683 691 701 709 719 727
733 739 743 751 757 761 769 773 787 797

1 809 811 821 823 827 829 839 853 857 859
863 877 881 883 .887 907 911 919 929 937
941 947 953 967 971 . 977 983 991 967



CUADRADOS Y  CUBOS DE LOS NÚMEROS DÍGITOS Y DE OTROS, CUYAS POTENCIAS SIRVEN PARA DESCUBRIR LA LEY DE ESTAS y  DE LAS RAÍCES.

230

TABLA VII.



FÉ DE ERRATAS.
Página. Párrafo. Linea. Dice. Debe decir.38 142 12 tomado formado’ 47 166 1 punto junto118 393 10 divide al es divisible por el133 438 8 10000 =  100 0̂000 — 100143 465 7 producto por 3 producto por 4149 . 490 21 ( 4 ) ’ ( á ) ‘149 490 22 ( « ) ’ ( 1 ) ’159 527 5 decenas unidades181 595 11 : 3} =  X : ¡r y is =205 670 12 con 6 y 2 son 6 y 2Las erratas que no se han advertido, serán de poca m onta, ó fáciles de corregir por los mismos lectores, aun las de las operaciones numéricas.

A D V E R T E N C IA  F IN A L .Precio de esta Aritmética', en rústica, 15 r e a le s  en Madrid, 16 en provincias, doble en Ultramar y 2 re a le s  más encartonada.Se vende en Madrid en las librerías de H ern a n d o , calle del Arenal; Lopez, calle del CkrcaQn; Q uesta , calle de Carretas; B a illy -B a ü U é r e , plaza de Santa Ana; 
S a n  M a r tin , Puerta del Sol; D u r á n , Carrera de San Jerónimo; M u r il lo ,  calle de Alcalá, é H ijo s  de F e ,  calle de Jacoraetrezo.—Barcelona, R o s e li , y  en las demas provincias, en las principales librerías. Se sirven pedidos de ejemplares sueltos, francos de porte, por 16 r e a le s  en sellos de franqueo cOn carta certificada al autor, pla za  d e l C o rdo n , bajo derecha. En pedidos de más de diez ejemplares, se debe enviar el importe en letras del Giro Mùtuo, con la rebaja del líi por 100.
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Predo de esta Aritmètica, ea rùstica, 15 r e a le s  ea Madrid, 16 en provincias, doble en Ultramar y 2  re a le s  más encartonada.Se vende en Madrid en las librerías à& Hernando, calle del Arenai. 
Lopez, calle del Carmen; Cuesta, calle de Carretas; Bailly-BailUére, plaza de Santa Ana; San Martin, Puerta del Sol; Duran, Carrera de San Jerónimo; M urillo , calle de AlcaUà, é H ijo s de F e , calle de Jacometrezo.—Barcelona, Roseli, y en las demas provincias, en las principales librerías. Se sirven pedidos de ejemplares sueltos, francos de porte, por 16 r e a le s  en sellos de franqueo con carta certificada al autor, plaza del Cordon, 4, hajo 
derecha. En pedidos de más de diez ejemplares, se debe enviar el importe con la rebaja del 415 por 4 00, en letras del Giro Mùtuo ù otras de fácil cobro.
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