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DE ARITMETICA,

ALGEBRA Y PRINCIPIOS DE GEOMETRIA,
CON TABLAS CE SEGUNDAS Y TERCERAS POTENCIAS Y RAICES DE LOS NUMEROS,

PAIIA FACILITAR EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICASen el primer año del segundo período de la 2* enseñanza.
D. 3oiiquin Jlgosít,

Catedrático de la expresada asignatura en este Instituto Provincial,
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PIVOLOGO.

U n libro pava cstudiav las Matemáticas bajo la dirección de maestro , puede ser muy diferente de otro libro ([uc sirva para estudiarlas el lector por sí solo : aquel puede consistir en un texto de pocas padrinas , este nunca será bastante eslenso.E l primero tiene un poderoso ausiliar en la cooperación del maestro, y podrá un discípulo de mediano talento ,  con puntual asistencia al aula y constante aplicación , instruirse bien durante el corlo tiempo de un ano escolar. Mas para instruirse un lector por sí solo con el estudio del scg:undo libro , .  necesita privilegiado talento, meditación profunda, atención sostenida, constancia incansable y  un tiempo indefinido : cuento mas de treinta y  ocho años de profesor cu la enseñanza de las Matemáticas , y solo be conocido dos personas que ,  estudiando sin ausilio agciio , bayan coiisognido instruirse bien en dicha ciencia.Un libro como el primero de los dos que comparo, lo escribe cualquier maestro instruido y  práctico  ̂ que tenga talento é ingenio j mas pava escribir el segiimlo libro no bastan estas dotes, porque sabios muy eminentes han confesado que intentaron formarlo y  no lo consiguieron.Y o  bien sé que todas las obras elementales que se publican de Matemáticas, se sitponcn accesibles á la común capacidad de los lectores , y tales que las puedan estos aprender por sí solos  ̂pero tampoco ignoro que los mas de esos lectores , después de emplear largas vigilias en estudiar sus lecciones, asisten á la clase sin saberlas ó sabiéndolas mal.IVo , no está todo el defecto en los libros j el defecto principal está en sus lectores: dádmelos con las cualidades indicadas, y yo aseguro que tendrán libros á escoger.
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PUOLOGO.

U n libro para estudiar las Matemáticas bajo la dirección de maestro , puede ser muy diferente tle otro libro ijue sirva para estudiarlas el lector por sí solo : aquel puede consislir en un texto de pocas páj^inas , este minea será bastante cstenso.E l primero tiene un poderoso ausiliar en la cooperación del maestro, y podrá un discípulo de mediano talento , con puntual asistencia al aula y  constante aplicación , instruirse bien durante el coi'to tiempo de un año escolar. Mas para instruirse un lector por sí solo con el estudio del secundo libro , necesita privilegiado talento , meditación profunda, atención sostenida, constancia incansable y un tiempo iiidcfínldo : cuento mas de treinta y  ocho años de profesor en la enseñanza de las Matemáticas ,  y solo be conocido dos personas que , estudiando sin ausilio aiycno , hayan eonsejfuldo instruirse bien en diclia ciencia.Un libro como el primero de los dos qne comparo, lo escribe cualquier maestro instruido y práctico ,  qnc tenga talento é ingenio ; mas para escribir el segundo libro no bastan estas dotes, porque sabios muy eminentes han confesado que intentaron formarlo y  no lo consiguieron.l o  bien sé qne todas las obras elementales que se publican de Matemáticas, se suponen accesibles á la comnn capacidad de los lectores , y tales que las puedan estos aprender por sí solos  ̂pero tampoco ignoro que los mas de esos lectores , después de emplear largas vigilias en estudiar sus lecciones , asisten á la clase sin saberlas ó sabiéndolas mal.^IVo , no está todo el defecto en los libros ; el defecto principal está en sns lectores: dádmelos con las cualidades indicadas, y yo aseguro que tendrán libros á escoger.

j



Ahora , pues , »IcbienJo ciisoiiarsc eii un auo escolar , <}uc apenas ofrece ciento y cincuenta dias lectivos, la Aritmética, el Algebra con su análisis de priincro y  segundo grado , y  a<le- inas principios de Geometría , al gran número de alumnos (¡ue concurre a nuestras aulas , de mediana inteligencia por lo general ; ¿podríamos elegir para texto alguna de a(|ucllas mismas obras, que antes nos servían para enseñar en cuatro años'casi las mismas materias? Y o  entiendo <[uc no  ̂ porque deberíamos recurrir á sus cstractos y  compilaciones , trabajo de mal efecto por su incoherencia, y  mas difícil todavía que el de escribir de caudal propio ,  y  con deliberado plan , un libro-Por eso desde que se publicó el nuevo régimen de estudios para la 2.® Enseñanza , me dediqué sèriamente á redactar un sistema de Lecciones que llenasen el espresado objeto, dictándolas después en la clase para que las escribiesen puntualmente mis discípulos ,  y  esplicando en seguida la Lección dictada desde el dia anterior.C on este ímprobo trabajo, sostenido sin interrupción en todo el curso de 18b(> á 67 , curso mas breve aun <pic el ordinario, ya por lo ([uc tardó á principiar , ya por las muclias vacaciones que ocasionaron las fiestas seculares de esta capital 5 logré sin mas texto (juc los espresados manuscritos , ensenar todas sus materias, con notable aprovecbamieDlo de mis discípulos.E n  vista de este buen éxito resolví iiiipriinir cuanto antes aquellos manuscritos, para evitarme la penosa tarea del dictado y  corrección , economizando así el tiempo que en esto perdía, impreso ya el libro lo be ensayado en el presente curso (1667 á 66) obteniendo , cu consecuencia de dichas mejoras ,  resultados mas satisfactorios todavía que los del curso anterior. Y  como también otros profesores de Alatemáticas de varios Eslableci- micnlos literarios , han ensayado el texto impreso y obtenido buenos resultados , uo dudo cu asegurar <¡ue el libro titulado AruNTEs, f[uc acabo de iuipriinir , llena el objeto que lo motivó , á saber : facililut' d fos discípulos el estudio de los Mu~



icmátieas en el prim er nño del seijimdo periodo de la 2 .  ̂ ¿En
señanza.A I formar los présenles Apiinles se Ita proeiirado, cuaiilo tía sido posible , conciliar la claridad con la brevedad , sin defraudar el caudal de la buena doctrina , ni fallar á la exacliliid del lenp,iiaje. Para convencerse de que en laii reducido voliiinen se comprenden todas las ideas espucstas en el Pro(frama que precede á la parte textual, basta comparar este Projrrama con lasl.eccioncs del texto en él indicadas , y  se verá su exacta corres- pomleiicta.Uno de los medios que han contribuido mnebo á esta brevedad es el de las tablas que, como ausillarcs, acomparian al texto; por- <{tie la de potencias y raíces .le números q.ie va al fin ; el apéndice de esta tabla ¡«serlo en la Lección 3i í ; la tabla de factores primos de los números múltiplos puesta al íin de la Lección 15, y  otras tablas esparcidas en la obra , ban facilitado con s.i ,isj reducirá corlas lineas imicbos cálculos difíciles, que iior sus métodos particulares bubicran sido prolijos.También lia contribuido á esto el venlajoso método de ensenar en Alírcbra , y „o  en la Aritm ética, todo lo relativo á potencias y  raíces de números , loj-arilinos, razones y proporciones , y las aplicaciones de estas teorías á las cuestiones llamadas 

realas de tr e s . realas de in terés, realas de compañía ,  etc.; porque esc método, que debe preferirse cuando el estudio del Aljfcbra sijyue inmediatamente al de la Aritmética en un mismo curso ,  facdila enseñar mas doctrina en menos tiempo , v dilatar el campo de las aplicaciones prácticas.Pero donde la brevedad , claridad , caudal de buena doctrina, y  exactitud de lenj-iiajc, se manifiestan de un modo admirable es en la Geometría. Kn treinta y cuatro pá^finas, que al pareced no Ucíjanaform ar nn folleto de simples nociones , se tiene en realidad nn compendio de la ciencia ; se tiene muebo mas de lo que pueda pedirse en la indeterminada denominación de P r in c i
pios de Geometría. Porque síjpiiendo c» la csposicion de las



ideas Sil mejor órden y concsion , se han aginpailo las congéneres , y elasiricando estos grumos se ha conseguido ilecir inuclio en pocas [>alahras.No se .'vcn demostraciones en esas páginas , no las acompaña siTjiiiera una lámina de figuras; pero los discípulos que ,  preparados con la meditada lectura de esc fácil texto , asistcn luego a su clase , rccllicii allí con aumento lo que de propósito aquí se lia omitido.í-n  la clase es donde el método , hermanado con el celo ,  trabajan de consuno para dar á la letra muerta del texto esa yida y acción de lauto fruto y provecho. A llí  los discípulos aplicados aprenden b ic i y sin litiga demostraciones claras ; trazados fieles de las formas , así planas como del espacio ; métodos fáciles e ingeniosos tanto para resolver los prohlemas gráficos como los mimcrleos ; cu una palabra , en la clase es donde apremien la ciencia y también el arte.Y  liasla aprenden algunos, á pesar de sus malas dotes intelectuales ; porque de co m b in n r e l celo  con e l tnéloíio , re sn ita  
c ier ta  fuerzan d id á c lic a  de u n  p od er ir r e s is t ib le . ¡Cuántos prodigios de insti iiceion l.e visto en mi larga práctica obrados por esa fuerza! S i  no temiera exagerar me atrevería á decir que 
h a sta  el m ism o  id iota  es su scep tib le  de Íu stru c cÍ0 7 i, en uso de 
ta n  po7'tentosa fu e r z a .Mucho arredra en general á los maestros mi càmbio de régimen en la Enseñanza : el Inmediato efecto es el trastorno y  desconcierto,  hasta que se vuelve de nuevo al orden; pero los profesores que sallen por larga espcricncia servirse de la csprc- sada fuerza no se turbai., meditan y dclil.cran con serenidad lo que debe hacerse para asegurar la instrucción , y con sn pericia c ingenio saben determinar con acierto el cóm o , el cuándo y el 
cu án to  de cada cosa en el difícil cargo de la Enseñanza.



P U O O U A M Adi; la s  .MATERIAS CONTENIDAS EN LOS A1>ÜNTES.
LfilCCION 1 , pág. 1.  Dofiolcionos de Aritmética , Calcular, Cantidad matemática. Número, U nidad, Numeración, Sistema do numeración y su base , Idem décuplo , Numeración verbal y escrita, Guarismos ó cifras dei número. Número simple ó dígito y número compuesto, Cifras significativas de valor par y do valor im par, Significación y uso del cero , Valor absoluto y valor relativo del guarismo. Troposicion fundamental en 1̂ sistema décuplo. Cómo en este sistema se reducen á seis sus infinitos órdenes numéricos. Lectu/a de números escritos-, escritura de los dictados.
L E C C IO N  2 , pág. 3. Definiciones de Proposición ,  Axioma , Definición, Teorema, Problema, Corolario. Qué operaciones se comprenden en la de componer, y qué otras en la de descompo

ner. Número entero, abstracto y concreto. Números homogéneos y heterogéneos. Colección de signos para las operaciones de la Aritmética.
L E C C IO N  3 ,  pág. 4 . Sum ar,  sumandos, adición,  su signo, suma. 

E l  órden de los sumandos no altera la suma ,  tampoco cuando 
uno ó mas . ,  . etc. Qué parte es de precepto y qué otra es de consejo en la regia do sumar. Cómo se evidencia que lodos los casos de adición pueden reducirse al de sumandos simples. Adición por la izquierda. Método de cooperación.

L E C C IO N  4 ,  pág. 6. Restar ,  datos, sustracción , cómo se indica, nombres del resultado, condición de la resta, consecuencia de



esla condición. Paso do la resta por los tres estados positivo, nulo y negativo •, signos de estas cantidades. E l valor áe um  m ía  no se a/íera . .  .e tc . Como se aplica este principio á la sustracción. Comprobación inmediata de las restas. Complemento aritmético do un número, su aplicación á la sustracción, unidad compiemenlaria.L 1 ÍC C IO N 5 , pág. 7 . Multiplicar, nombre de la operación, sus datos, signos y resultado. Proposiciones :1 .  *̂ líl órden do los factores.2 .  “ Un producto contiene á un factor. . .3 . *̂ Por cada unidad que aumenleó disminuya un factor . .4 . ® Si un factor es la unidad . . .5 . “ Cero multiplicado por cualquier número . .  .Casos de la multiplicación , y tabla. En qué se funda la regla del segundo caso. Factor 1 seguido de ceros ,  factor dígito seguido de ceros. Caso tercero : ejemplos y su demostración^ elección do multiplicador ; cuándo deberán coincidir dos productos parciales en un misino renglón  ̂ número de cifras en e producto de dos factores: demuéstrase.L E C C IO N  6 , pág. 11. Abreviaciones de la multiplicación. Por ceros terminales ,  por ceros entre cifras del multiplicador , por cifras repetidas on este, por ser nueves dichas cifras, por factor constante. Por qué regla se asegura la escritura do los productos parciales, cuando conviene variar el óiJen en la formación do estos.L E C C IO N  7 , pág. 13. Dividir ó partir, nombres do uso en esta operación. Proposiciones consiguientes á la definición1 . « Todo cuociente debe ser tal . . .2 .  * Todo número dividido por la unidad . . .3 .  ̂ Todo número dividido por su igual . . .4 .  ® Cero dividido por cantidad no cero . .  .



—  H ICuestión fumlamental de la division. Cuociente exacto, idem con residuo, ley délas restas. Dos casos de division: Kegla para el primero. Los mas fáciles ejemplos del segundo caso.L L G C IO N  8 , pág. 15. Ejemplos de division para cuociente dígito, regla y su aplicación , utilidad del residuo ^ cuociente. Corno el cuociente digito podría hallarse por sustracción. Regla para los ejemplos del segundo caso en general.Uso de la tabla de los nueve productos de F para el caso do divisor constante. Cuántas cifras en el cuociente. Utilidad de otras tablas semejantes á la dicha , cuando sin repetirse el d ivisor sean muchas las cifras del cuociente.
2 . «3 .“

L E C C IO N  9 , pág. 19. Proposiciones do esta Lección :1.*̂  Un producto de dos factores partido por uno de ambos . . .Si uno de los n factores se multiplica ó parlo. . . Suprimir do un número uno ó mas factores equivale à . . .El valor de un producto no varia cuando un factor se multiplica ó parte por . . .Si el dividendo so multiplica ó parte . . . pero si es el divisor quien se multiplica ó parte . .  ,Un cuociente no se altera . . .Probar una operación ; qué prueba para cada una do las cuatro. Cómo se ousiiian mutuamente las cuatro operaciones. Ejemplos.
5 .‘
6.'

L E C C IO N  10 ,  pág. 20. Divisor, factor,  submúltiplo,  parte alí- ■ cuota; cuándo es simple un factor y cuándo compuesto, factores apareados ,-cuáles para 1 0 , 100 , 1000. Número par é impar ; múltiplo de 2 y 5 ;  de 4 y 25 ; de 8 y 125. Múltiplo de 3 y de 9 . Múltiplo de 11 : tres modos. Consejo para los múltiplos do 7 . Conocimiento de los 25 primos comprendidos entre 1 y loo.



• cslii corídicion. l'aso do la' resta por los tres oslados positivo^ nulo y negativo *, signos de eslas conlidades. E l valor de m a  
resta no se oliera . .  Como se aplica este principio à lasustracción. Comprobación inmediala de las restas. Complemento aritmético de un nùmero, su aplicación à la sustracción, unidad complementaria.L E C C IO N  5 ,  pàg. 7 . M ultiplicar, nombre de la operación, sus datos, signos y resultado. Proposiciones ;1 . ® El órden de ios factores.2 . ® Un producto contiene á un factor . .  .3 .  ® Por cada unidad que aumente ó disminuya un factor . .4 .  ® Si un factor es la unidad . . .5 . ® Cero multiplicado por cualquier número . .  .Casos do la multiplicación , y tabla. En qué se funda la regla del segundo caso. Factor 1 seguido de ceros , factor dígito seguido de ceros. Caso tercero : ejemplos y su demostración; elección do multiplicador ; cuándo deberán coincidir dos productos parciales en un mismo renglón ; número de cifras en e producto de dos factores : demuéstrase.L E C C IO N  6 , pág. 11. Abreviaciones de la multiplicación. Por ceros terminales , por ceros entre cifras del multiplicador , por cifras repetidas en este, por ser nueves dichas cifras, por factor constante. Por qué regla se asegura ia escritura do los productos parciales, cuando conviene variar ei órden en la formación do estos.L E C C IO N  7 , pág. 13. Dividir ó partir, nombres de uso en esta ope ración. Proposiciones consiguientes á la definición1 . ® Todo cuociente de!)c ser ta l . . .2 .  ® Todo número dividido por la unidad . . .3 . ® Todo número dividido por su igual . . .4 .  ® Cero dividido por cantidad no cero . . .



— in —Cuestión fundamentol de la division. Cuociente exacto, idem con residuo, ley délas restas. Dos casos do division: Regla para el primero. Los mas fáciles ejemplos del segundo caso.LCCG IO N  8 , pág. 15. Ejemplos de division para cuociente dígito, regla y su aplicación , utilidad i\q\ residuo <= cuociente. Corno el cuociente digito podría hallarse por sustracción. Regla para los ejemplos del segundo caso en genera!.Uso do la tabla de los nueve productos ile F para el caso do divisor constante. Cuantas cifras en el cuociente. Utilidad do otras tablas semejantes á la dicha , cuando sin repetirse el d ivisor sean muchas las cifras del cuociente.L E C C IO N  9 , pág. 19. Proposiciones do esta Lección :1. ‘‘ Un producto de dos factores partido por uno de ambos . . .Si uno de los n factores se multiplica ó parte. .  . Suprimir do un número uno ó mas factores equivale á . . ,El valor de un producto no varia cuando un factor se multiplica ó parle por . . .Si el dividendo so multiplica ó parte . . . pero si es el divisor quien se multiplica ó parte . .  ,Un cuociente no se altera . . .Probar una operación 5 quó prueba para cada una de las cuatro. Cómo se ausilian mùtuamente las cuatro operaciones. FÜjemplos.

2 . “3 . “4 . '-*
5 . “
6 .  *

L E C C IO N  10 , pág. 20. Divisor, factor, submúltiplo, parto alícuota; cuándo es simple un factor y cuándo compuesto, factores apareados,-cuáles para 1 0 , 1 0 0 ,1 0 0 0 . Número par ó impar ; múltiplo de 2 y 5 ;  de 4 y 2 5 ; de 8 y 125. Múltiplo de 3 y de 9 . Múltiplo de 11 : tres modos. Consejo para -los múltiplos do 7 . Conocimiento de los 25 primos comprendidos entre 1 y 100.



—  IVL E C C IO N  1 1 , pág. 22. Potencias de los números enteros especialmente primos! Tabla de la segunda y tercera de los números dígitos-, anotación con esponcnles ; por quó estos se llaman también índices idea de la análisis y la síntesis del número. Regla para su descomposición en factores, y para ia recomposición del número. Aplicación del principio : 5wprñmr de un producto uno 
ó mas factores^ equivale d dividir el producto por el producto de 
los factores suprimidos.Cuál es el mejor método para la análisis y la síntesis del numero. Número total de factores diversos en un múltiplo ■, cuándo será cuadrado. Regla seguía para conocer si un número dado es primo-, aplicación de ella á los números 71 ,  7 3 , 79 , 83, 8 9 ,9 7 .L E C C IO N  1 2 , pág. 25. Máximo divisor común , anotación ,  ejemplos á p n b n , números primos entro s i ,  carácter de ios consecutivos. Teorema que sirve de baso para la regla del m. d. c. de los números i cómo esta regla so generaliza á tres ó mas datos. Ejemplos. Cómo por la tabla so determina el m. d. c. de cuantos datos se quieran.Dalos espresos eii potencias de sus factores primos. Cuo- oietUes primos entro si ; cuándo decimos quo lo son dos a dos.L E C C IO N  1 3 , pág. 28. Mínimo común múltiplo, su anotación, su regla. Otra deducida dcl ni. d. c . ,  cuándo puede ser preferible la ^segunda regla , se evidencia con ejemplos resueltos por ambas regla!. Casos próspero y Sdverso de esta operación , y do la del m. d. c. Disposición y uso de la tabla de factores primos.L E C C IO N  14 ,  pág. 35. Quebrado ó fracción , sus términos ,  cuándo es propio , impropio , ó =  1 , un quebrado. Lectura quó es lo que esprosa cada término. Proposición fundamenta!. Consecuencias :1.'' Si un quebrado se multiplica por su denominador . . .



2.® Todo nùmero entero puede mirarse como quebrado.S.** Cuando el numerador es cero y cl denominador no . . .4 . '̂  Si el numerador se multiplica ó parte . . . pero si es cldenominador . . .5 . *̂ El valor de un quebrado no se altera cuando sus dostéruiinos . . .Simpiiíicar quebrados. Cuándo se llama irreducible un quebrado. Cómo por los factores comunes suprimidos se determina el tn. d. c. de sus dos términos. Utilidad de la tabla de factores primos para la simplificación de quebrados.L E C C IO N  15, pág. 37. Proposición que compara los quebrados por sus numeradores o por sus denominadores. Relaciones d priori. Regla para el denominador común. Casos próspero y adverso. Cosos de común numera<lor.Adición, sustracción, datos mixtos en ambas operaciones. Restar quebrado de entero. Trasformar el númdí'o mixto en quebrado equivalente.L E C C IO N  1 6 , pág. 43. Reglas. Multiplicar quebrado por entero. Dividir quebrado por entero. Multiplicar un quebrado por otro quebfiidó. Regla general para los productos de tres ó mas factores. Quebrados recíprocos y su propiedad notable.Regla para dividir quebrado por quebrado. Quebrados de quebrados ; su reducción á quebrado único. Qué otros casos pueden ocurrir después de los cuatro dichos. Cómo todos se pueden reducir á un solo caso. Qué ventaja resulta de! denominador común en dividendo y divisor.L E C C IO N  1 7 , pág. 47. El decimal considerado como quebrado común y como consecuencia de la numeración. Do qué órden do los troteros es reciproco cada órden decimal. Regla para la denominación del decimal. Leer decimales escritos *, escribir decimales dictados; dar forma propia al decimal que la tiene



comune traducir á quebrado común el quebrado decimal exacto. Proposiciones :1 . *̂ Poner ó quitar ceros . . .2 . * Multiplicar por 10" .3 . ® Dividir por 10" .Adición , sustracción ,  sus tres casos, uso de la letra d como cifra = .  10.
L E C C IO N  1 8 , pág. 50. Ejemplos de mulliplicador’lO " *, multiplicador dígito, solo ó seguido de ceros. Cambio do la multiplicación en sustracción cuando el multiplicador es uno ó mas nueves.Regla general para multiplicar-un decimal por o tro , su aplicación y demostración sobre el ejemplo.Càmbio de la fracción común en decimal, sus casos y notas de cada uno. Propiedades del quebrado periódico compì e-f  > 2̂  • Ley de los quebrados , 55 • . . etc. Ejemplo del periódico mixto. La fracción por ejemplo, qué decimal dará.L E C C IO N  1 9 , pág. 55. Dividir el decimal por 1 seguido de ceros} se generaliza la regla á dividendos enteros. Divisor dígito, solo ó con ceros á su derecha. Regla para todos los domas casos distintos de los tres que anteceden. Regla para cada uno de los tres casos do retroceso del decimal á su fracción generatriz. Cautela con los decimales periódicos puros ó mixtos ,  suministrados como datos para alguna de las cuatro operaciones.L E C C IO N  2 0 , pág. 58. Definiciones do complexo ,  incomplexo, coeficiente denominai,  cuándo hay sistema. Se suponen sabidas las tablas de pesas y medidas castellanas. Division de los complexos en cuatro clases, y subdivision en géneros. Ejemplos de sistemas de base 12 y do base 4 . Nota distintiva del escu- dilo viejo.



—  V II —Regia para la adición ; ¿por cada cuántas se lleva una? Regla para la sustracción : ¿por cada una en suslraendo cuántas en minuendo? Qué entendemos por análisis y síntesis de! quebrado concreto , y cómo se ejecutan oslas operaciones.L E C C IO X  21 , pág. 61. Para el producto de dos factores concretos cuál debe ser multiplicando. Ejemplos hasta de factores congé- ■ nercs. Casos de la multiplicación con dalos complexos. Regla para el primer caso y su aplicación. Regla para cuando las especies del multiplicando forman sistema y el multiplicador es su base. Aplicaciones.Regla para segundo y tercer casos con sus ejemplos. Los mismos ejemplos resueltos por reducción á quebrado. Indican- so las abreviaciones que esta operación puede ofrecer.L E C C IO N  2 2 , pág. 65. Proposición que nos sirve de baso para la división de los números concretos : de ella se preven dos contingencias para el cuociente y se reducen á dos los casos de división con dalos complexos. Ejemplos del primer caso : divisor complexo *, divisor Incomplexo.División de complexo por abstracto ; cuando este es base del sistema ¿cómo se divide? Regla para c! segundo caso, datos congéneres. Ejemplos.L E C C IO N  2 3 , pág. 69. Sistema métrico decimal : cinco clases de medidas : múltiplos y submúltiplos de cada clase : unidad principal ,  máxima y mínima en cada clase ,  unidad usual.Aberraciones del sistema. Sinonimia de algunas medidas. Abreviaturas simples ; idem compuestas.Equivalencias entre las medidas métricas y sus correspondientes castellanas,  espresadas aproximadamente en números enteros.L E C C IO N  2 4 , pág. 72. Proposición : el valor de una cantidad con- 
creta no varia .  . . e t c ., su aplicación á los decimales. Càmbio



--- vili ---de nombre con permanencia de valor. Càmbio del complexo mélrico en incomplexo y viceversa. Adición con dalos mélrico- decimales, ejemplos. Sustracción ,  ejemplos. Multiplicación, ejemplos. División, ejemplos.L K C C IO N  25 , pág. 77. Definición del Algebra. Cada fórmula sirvo para . . . Algoritmo. Análisis. Signos de cantidad, cómo suplen las letras en su corto número. Signos de operación. Anotación de operaciones» Supuestos y sus consecuencias.Proposición sentada corno axioma al principio del Algebra. Ensayo de traducción de las fórmulas algébricas.L E C C IO N  2 6 , pág. 80. Monòmio y sus cosas, ya esplícitas ya implícitas. Cautela con la sinonimia entre monòmio y término. Síntesis del monomio; análisis del monomio. Lectura del mo~ núrnio.Grado ó dimensiones del monòmio. Valuación del monòmio por supuestos numéricos para sus letras.L E C C IO N  2 7 , pág. 82. Polinòmio y sus denominaciones. Semejanza de mondmios y reducción consiguiente. Cuándo es ó no homogéneo el polinòmio ; su grado. Adición con dalos algébricos. Sustracción. Ambas operaciones simultáneas. -Tres proposiciones , demuéstranse.L E C C IO N  28 , pág. 85. Reglas para la multiplicación de monó- m ios, aplicación.Segunda y tercera potencias del monòmio , reglas y su aplicación. Raíces segunda y tercera del monòmio , reglas y su aplicación.Productos de polinòmio por monòmio, regla. Ordenar los polinómios , letra principa!, sentido de la ordenación. Aparición de los términos polinómios ,  ya advertidos en la Lección 26.



L E C C IO N  2 9 , pág. 89. Regia para los productos do un polinòmio por otro. Tres leyes generales :1 . “ Cuántos monómios en el resultado.2 . ® Para factores ordenados.3 . ® Para factores homogéneos ; factor —  1.Productos á priori : los de las formas (a-+-l))(a —  b) ,  y (a®«f-al)-t-h®). Potencias segunda y tercera del binòm io, reglas y su aplicación.L E C C IO N  3 0 , pág. 92. Regla general para dividir un- monòmio por otro -, casos del cuociente. So modifica paro los casos de cuociente entero. Adoptando la modificación como regla genera l, aparecen los esponentes nulo y negativo ,  cuyos significados se demuestran.Dividir polinòmio por monomio, caso do! divisor— 1. Tres orígenes para la espresion algébrica de signos invertidos. Problema : Descomponer el polinòmio en dos factores, uno que sea su m. f. monomio y el otro . .  . etc.L E C C IO N  3 1 , pág. 9 4 . Regla para la división de polinòmio por polinòmio, cuatro portes : Cuociente entero , cuociente mixto, cuocientes’a  prton', casos :

----  IX  —

2 . ‘

(adjb)® (a —b)3(a ¿:b )(artb)® (arfcb)® 
=  (at+3b)=>.a ± b3 . ” a“ —  b® «« (a-i-b) (a — b) .4 . ® a® —  b® ( a — b) (a^-i-ab-i-b“ ) .Se agrega el recurso del m. f .  monomio de un polinòmio producto.



L E C C IO N  3'2, pág. 97. Fracciones algébricas. Su adición, resultado numérico ,  suma por adiciones parciales ,  denominador menor que el mínimo. Comprobación de las restas.Adición y sustracción simultaneas. Càmbio de la espresion mixta en fracción equivalente: tres casos, regla común para los tres.
L E C C IO N  3 3 , pág. 101. Multiplicación con fracciones algébricas, dos casos y reducción à estos de todos los demas. División, también dos casos y reducción á ellos de todos los demas. Càm bio de la división en multiplicación.Potencias ,  y raíces segunda y tercera do las fracciones con términos monomios. Cantidad racional, cantidad irracional ó radical. Raíces en parle racionales. Modo de hacer racional el denominador de una fracción sin alterar el valor de ella.
L E C C IO N  34 ,  pág. 104. Ninguna raíz de polinòmio puede ser monòmio. La miz de un binòmio es irracional, y también la raíz tercera de un trinòmio. Regla para esimer la raíz cuadrada de un trinòmio. Otra para la raíz torcera del polinòmio de cuatro términos. Ejemplos y su comprobación. Otros en parle racionales.L E C C IO N  3 5 , pág. 107. Regla para la eslraccion de la raíz cua? drada de los números •, número de cifras en el entero raíz ; ley del residuo ; cómo so pueden evitar en la raíz cuadrada las cifras de valor cscesivo. Aproximación de la raíz incomensura- ble 5 abreviación de esta operación con la debida cautela.Regla para la eslraccion de la raíz tercera del número compuesto •, cuántas cifras debe tener el entero raíz*, ley del residuo. Aproximación de la raíz tercera incomensurable 5 abreviación de esta operación ,  con la debida cautela.L E C C IO N  3 6 , Tablas. Cuadrado del número menor que 1000, multiplicado ó partido por 10." Cuadrado del número menor



X I  ----que 2000 ; cuadrado del número de cuatro cifras terminado en5. Cubo de! número menor que 1000 , multiplicado ó partido por 10." Cubo del número par <  2000. Cuadrado y cubo del número entero de cuatro cifras cualesquiera. Sumas y productos que se satisfacen por potencias ; sus fórmulas son :1 . ® l- l-2 - í-3 -t -  . . . n  =  S j  — | ( n “l-n® }.
2 . ®' n x (n -f-d )  =  n^-H n d .3 . ® (m 4- n) X  (m —  n) =  m® —  n®.4.® (m —  n)x(tn®-Hmn-í-n®) m«Potencias do grado superior al tercero.

L E C C IO N  3 7 , Tablas. Del número que ,  considerado como potencia , no esceda los límites do las potencias contenidas en las tablas, hallar inmediatamente cl entero do sus raíces segunda y tercera, llegias para determinar la fracción que debo acompañar á dicho entero cuando el dalo sea irracional. Uaíces segunda y tercera de la fracción (Tomun y dcl número mixto. Raíces segunda y tercera de las cantidades decimales ; condición para que puedan los datos considerarse como racionales. Raíces segunda y tercera de los números primos menores que 1021, ya esplícitos, ya implícitos ,  en productos de primo y factor racional. Usos de la tabla Apéndice puesta al fin do la Lección 35. Raíces cuarta y sexta de números dados.L E C C IO N  38 , pág. 114. Definición do radicales, cosas que deben distinguirse en cada radical. Distinción de estas cantidades en2nreales é imaginarias 5 fórmula de estas — a"*. Tres •proposiciones :1 .® formulada en (4/*3 __2.® formulada en V'b® =* b ® , y reciprocamente a “



XI l
2n3/ c a " b *' =  I(ju a b' y vicoversa=  'V/2ab=cS.Definición general de radicales semejantes. Adición ,  sustracción. Reducción da radicales á índice-oomun.Multiplicación de radicales > cómo la misma regla puedo servir para dos factores imaginarios de segundo grado j alerta con sus factores racionales en la subradioal. División de radicales de grado común , asi reales como imaginarios.Elevación á potencias ,  casos á  -priori formulados en ® -(^/d:a■“ ) “ - = ± :a ' ‘‘ . Regla para los demas casos ; otra para (V'" • a '" ) " '. Potencia de \ / — 1. Estraccion de raíces : regla única para datos reales é imaginarios. En qué casos él cálculo de radicales imaginarios da resultados reales.L E C C IO N  3 9 , pág. 121, Igualdad, identidad, ecuación. Cuándo eá“ determinada y cuándo no ; cuándo de primero ó mayor grado. D atos, incógnitas, miembros, términos. Resolver una ecua-. cion determinada ó despejar la incógnita. Raíz de la ecuación. Cómo se comprueba. Axioma que sirve de base para las operaciones do la análisis. Cuántas operaciones y cuáles bastan para despejar la incógnita en la ecuación determinada do pri-nier grado.L E C C IO N  4 0 , pág. 125. Discusión de la raíz formular x- C — DA — B=  cinco valores diferentes. Demuéstrase qu e----- es símboloodel infinito, y que ----- es símbqlo de la cantidad en general.Sistema de ecuaciones ; cuándo es determinado y cuándo no; cuándo es absurdo y por qué.Eliminación do incógnitas; idea exacta de esta operación. Método de sustitución, de igualación y dé coeficientes opues-



—  x mtos; aplícansü los tros á unos mismos .ejemplos para ver la identidad de resultados, primero en sistemas do dos ecuaciones, y luego en ios de tres ó mas. Consecuencia de la comparación de los tres métodos.L E C G IO X -4 1 , pág. 131. A falta de regla segura, qué procedimiento se aconseja para el planteo (le problemas. Aplícase este procedimiento al planteo de cinco problemas, que evidencian las cinco formas de la raíz única de la ecuación determinada de primer grado.L E C C IO N  4 2 , pág. 1 3 i . Determinación del valor particular que pueda haber oculto en ia espresíon algébrica , cuando esta soreduc(í á —̂  por algún supuesto bocho en las letras. Problemaspara probar el ingenio de! principiante en su planteo. Problema de suma, y diferencia para determinar las dos cantidades componentes ; resolución -, traducción de la fórmula á regla práctica.L E C C IO N  4 3 , pág. 136 Análisis determinada de segundo grado, ecuaciones puras, su fórmula y la de su preparada. Se resuelve esta en general, se discuten sus dos raíces, y se comprueban simulláncamcnte en la ecuación propuesta.Ecuaciones completas de segundo grado determinadas,, su fórmula y la do su preparada. Càmbio do (a ecuación mixta en pura por la completacion. Resolución de esta, aparición de las dos raíces, y discusión ; caso de raíces idénticas.L E C C IO N  44 , pág. 139. Regla para llegar á las raíces do la ecuación desde la preparada ; otra para la comprobación de raíces en la preparada; comprobación do las mismas en la ecuación primitiva.



puesto los ejemplos ya resueltos por interés simple , para apreciar las ventajas.Regla (le descuento, dos métodos, letra Ò pagaré, valor 
nominal, valor actual, descuento propiamente dicho. Cómo se prueba la legitimidad del método rebatido. Fórmula de este para su adopción en la práctica (100 -4-r t)  ; 100 : : V . nominal : V . actual. Por qué entre nosotros so llama rebatido.L E C C IO N  50 , pág. 162. Repartimientos proporcionales ,  regla de 
compañía , es de dos modos. Proporción formular para las cuestiones d(d primer modo ; como las cuestiones del segundo so reducen ó cambian en otras do primero. Cuándo conviene ausiiiar el cálculo con el tanto por ciento ; cuándo con la tabla del factor constante. Cómo debe precederse cuando á muchos individuos corresponda una misma cuota. Regla conjunta, su definición , método para resolverla ,  reducción del método a regla práctica. Demostración do esta regla.I E C C IO N  51 , pág. 166. Aligación ,  cuándo se llama media y cuándo alternada. Formula para los problemas de aligación media , regla que de ella surge. En qué sentido tomamos !a palabra valor. Qué se entiende por quilates en el oro ,  y qué por 
dineros on la plata -, subdivisiones en granos. Regla para los problemas de aligación alternada, ejemplos comprobantes de los antes resuellos en aligación media. Cosos de tres ó mas ingredientes. De las cuestiones llamadas promedios, ejemplos.L E C C IO N  52 , pág. 171. Geometría ,  dimensiones de los cuerpos, sinónimos’ de la profundidad. Definiciones de cuerpo, superficie y línea por las dimensiones ; nombres de sus respectivas medidas (valor numérico)-, punto matemático. Division déla Geometría para su mas fácil estudio. Clases de líneas ,  distiu- clon (inlre la curva plana y la no plana. Clases de superficies como las do las lineas. Línea recta , circunferencia ; bases de
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X V Itla Geometria clcmenlal. Proposiciones consecuencias de las de- (iniciones quo anteceden :La linea recta es la mas corta que se puede tirar de unpunto á otro punto.2 . * La medida de la distancia entro dos puntos, se apreciapor la recta lirada del uno a! otro.3 . ^̂ Por un punto pueden pasar cuantas rectas so quieransin confundirse.4 .  “ Sì dos rectas tienen dos puntos comunes, deberán confundirse en una sola recta.R àd io , cuerda, y diámetro de una circunferencia.5 . ® Todos los radios de una circunfe rencia son iguales , ytambién todos los diámetros.Igualdad y equivalencia do figuras geométricas, cautela con los recíprocos. *L E C C IO N  53 ,  pág. 173. Angulo , su vértice , sus lados, cómo se lee. Angulos contiguos y opuestos por el vértice; ángulos rectos y oblicuos. Cuándo es una recta perpendicular á otra, y cuándo le es oblicua. Angulo agudo y ángulo obtuso ; ángulos complementarios , signo del coinpletnenlo. En qué consiste el valor de un ángulo ,  cuál es el arco correspondiento del ángulo recto. Demuéslranse los teoremas siguientes :1 . “ Si dos rectas que so cortan coinciden con otras dos, lascuatro se corlarán en un mismo punto.2 . ® Por un punto de una recta no puedo tirarse á esta masdo una perpendicular.3 . ® Todos los ángulos rectos son iguales.4 . ° La suma do dos ángulos contiguos vale dos ángulosrectos.5 . ® Si tres rectas forman dos ángulos suplementarios, dispuestos como los contiguos respecto de su lado común , los otros dos lados serán una sola recta.



--- xvill ---Corolax’ios.1.  “ Si uno de dos ángulos contiguos es recto Io será el otro.2 . ° En las rectas la perpendicularidad es mùtua.3 . “ La suma de ángulos á un lado de una recta con vérticecomún en e lla , vale dos ángulos rectos.4 . ® La suma de ángulos consecutivos al rededor de unvértice común , vale cuatro ángulos rectos.5 . ® Dos ángulos que tengan un mismo suplemento soniguales, y también los que tienen un mismo complemento •, pero los de complemento opuesto son suplementarios.tí.“ Los ángulos opuestos por el vértice son iguales.7 .“ Desde un punto eslerior no se puede tirar á una recta mas de una perpendicular.Nombres do los ocho ángulos que pueden formar dos rectas corladas por una tercera. Rectas concurrentes y rectas paralelas. Proposiciones relativas á las rectas paralelas :1. ® Dos rectas perpendiculares á una tercera recta son paralelas.2 . *" Por un punto dado fuera de una recta ,  no so puedetirar á esta mas de una paralela., (Nombre de esta proposición.)3 . *̂ Si dos rectas corladas por otra forman ángulos alternosiguales, serán paralelas.4 .  ® Si dos paralelas se cortan por una tercera recta , resultarán iguales los ángulos alternos -, luego. . .  etc.5 . ® La perpendicular á una de dos paralelas debe ser también perpendicular á la otra paralela.6 .  “ La recta paralela á una de varias rectas que son paralelas entre si ,  deberá ser paralela á cada una de las demas.7 .  ® Dos ángulos de lados respectivamente paralelos, ó respectivamente perpendiculares, serán iguales ó suplementarios, según fueren ó no de una misma c.spocie



X IXL E C C IO N  5 4 , pág. 176. Poligono, sus lados, vértices y contorno ; qué es perímetro, qué son polígonos isoperímctros. Cuándo es ó no convexo un poligono. Nombres del polígono según el número de sus ángulos. Cuadrilátero ó tetrágono. Angulos propios del polígono y ángulos accesorios, ángulo entrante y su efecto, ángulos adyacentes á cada lado, en qué se diferencian de dos contiguos, ángulo esterno. Superficie del poligono, diagonales y sus efectos.L E C C IO N  55 , pág. 177. Triángulo, sus lados y ángulos opuestos, ángulos adyacentes á cada lado. Denominaciones por sus lados y por sus ángulos. Elementos del triángulo rectángulo y sus nombres. Todo lado puede ser base, qué sera la a.ltura.Teoremas.Un lado de triángulo, es menof que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.La suma de los tres ángulos del triángulo equivale á la suma de dos ángulos rectos.Corolarios.1 . ° En todo triángulo hay necesariamente dos ángulos agudos.2 . ® Un ángulo esterno de un triangulo equivale á la suma do los dos ángulos internos no contiguos del esterno.3 . ® Conocido un ángulo y la diferencia de los otros dos, se conocen distintamente los tres ángulos del triángulo.4 . ® En todo triángulo á iguales ángulos se oponen iguales lados, y á mayor ángulo so opone mayor lado. Las recíprocas son verdaderas.Casos de igualdad de triángulos :1 . ® Dos lados y ángulo comprendido.2 . ® Dos ángulos y lado comprendido.3 . ® Los tres lados respectivamente iguales.

1.®2 .'



X XDos lados respectivamente iguales, ó igual el ángulo opuesto a! mayor de ios dos lados.Idea do las partes homólogas. Otras proposiciones ;I.'"* La perpendicular bisectriz de una recta . . •Dos perpendiculares una á cada lado de un ángulo dado,  deben encontrarse.;J.'' Para la perpendicular y oblicuas tiradas á una recta desde un punto esterior : Corolarios. l . °  Distancia de un punto á una recta. 2 .” Nunca tres rectas iguales desdo el punto á la recta.ii.“ La bisectriz de un ángulo tiene todos sus puntos equidistantes de los lados del ángulo.
L E C C IO N  56 , pág. 179. Cuadrilátero , su diagonal, suma de los ángulos, formas dei'convexo , carácter de! trapezoide, del trapecio, del paralelógramo ; rectángulo, rombo, cuadrado, romboide ; bases del trapecio y del paralelógramo, altura en ambos, cuándo un trapecio será paralelógramo, los ángulos do este qué relaciones tienen entre si. Proposiciones :1 . “ La diagonal divide a! paralelógramo en dos triángulosiguales.2 . *' Cada lado de un paralelógramo es igual á su opuesto;y reciprocamente , si cada lado de un cuadrilátero es igual á su opuesto , será paralelógramo.3 . ® Dos paralelas equidistan en todos los puntos de su es-lension indefinida.4 . “ Dos paralelógramos deben ser iguales cuando tenganun ángulo igual formado por lados respectivamente iguales: luego dos rectángulos de igual baso é igual altura ,  deberán ser iguales.5 . " Para la suma de los ángulos propios en el polígonoconvexo de n lados, fórmula.6.  “ Para la suma dc-dos ángulos estemos.



7 .” Tara la igualdad de dos polígonos por la igualdad respectiva de los triángulos componentes. Teorema recíproco.
Homología de parles en las figuras ¡guales no triángulos. Idea de los polígonos regulares. Una de las dos condiciones precisa la otra en el triángulo; pero ya no en los demas polígonos. Qué triángulo es regular; qué cuadrilátero.L E C C IO N  5 7 , pág. 181. Jamas la recta tendrá tres puntos en la circunfcroncía. Cuándo Ic será dísíaníe, tangente, secante. Cómo so aprecia la distancia de la circunferencia á la recta. Un Icorcrna y su reciproco para la tangente á la circunferencia. El diámetro comparado con las derOvis cuerdas , y estas entre sí. Semicircunferencias y semicírculos ; condición convencional para determinar el arco por la cuerda. Comparación de los arcos por sus cuerdas y viceversa. Qué basta para la igualdad de dos circunferencias, y por consiguiente dedos círculos. Tres puntos 

que no estén en línea 7'ccta,  determinan la posición y  magnitud 
de una circunferencia.Graduación de la circunferencia , grados de un cuadrante, división de ios grados y subdivisión de los minutos , espresion Icida y escrita de los arcos, y de los ángulos medidos por los arcos, valor gradual de un arco , esplicase. Graduación del ángulo del triángulo equilátero ; dei ángulo del cuadrado ; del ángulo del pentágono regular, y del ángulo del exágono regular. Angulo central y su medida, ángulo inscrito y su medida, relación entre el ángulo central y el ángulo inscrito cuando los dos interceptan el mismo arco de circunferencia.L E C C IO N  5 8 , pág. 183. Polígono inscrito en la circunferencia ,  ó circunferencia circunscrita al polígono; polígono circunscrito á una circunferencia , ó circunferencia inscrita en un polígono. A todo polígono regular se le refieren dos circunferencias concéntricas. Qué es la corona ó el anillo. Centro , radios y apotemas

!
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e, ,

—  xxir —del poligono, propiedades de estas rectas. Fórmula del ángulo al centro del poligono regular, fórmula de su ángulo al contorno , suma de estos dos ángulos. Qué polígonos irregulares son inscriplibles, ó circunscriptibles ,  ó ambas cosas. Cómo'se circunscribe una circunferencia á un triángulo dado, y cómo se le inscribe otra. Caso mas fácil del primer problem a , caso mas fácil del segundo, caso mas fácil para resolver ambos á la vez.L E C C IO N  59 ,  pág. 185. Líneas proporcionales, teorema que Ies sirve de base , otro que demuestra su existencia ,  otro para la bisectriz de un ángulo de triángulo. Triángulos semejantes, dos condiciones. Teorema que demuestra su existencia. Cómo una de las dos condiciones precisa la otra. Semejanza do triángulos deducida de solo los ángulos,  ó de solo los lados, ó de ángulos y lados, y hasta do la posición de los lados del uno respectiva- mento á los lados del otro. Un teorema y su recíproco para la semejanza de dos polígonos en general. Qué basta para !a semejanza de dos paralelógramos, y qué para la de dos rectángulos. Por qué son semejantes los polígonos regulares de un mismo nombre. L a  proporción •perimetro es á perimetro como apotema 
es á apotema,  cómo da origen ó la razón tt =« ele.L E C C IO N  60 ,  pág. 187. Problemas gráficos.Tirar perpendiculares á rectas dadas.Formar ángulos iguales á otros dados ó de condición determinada.Trazar rectas paralelas á otras dadas.Construir triángulos iguales ó semejantes á triángulos dados.Construir polígonos iguales ó semejantes á polígonos dados.Trasformar un trapecio en triángulo equivalente.Inscribir ó circunscribir á un polígono regular una circunferencia , y reciprocamente.Hallar el centro de un arco de circunferencia , y el ángulo correspondiente al arco.



XXilI —Bisecar un ángulo ó un arco de circunferoncia.Dividir en partes 2 .“ este arco ó aquel ángulo.Tirar rectas tangentes á circunferencias, y viceversa.Hallar el m. d. c. de dos rectas, arcos ó ángulos.Dividir una recta en partes iguales ó proporcionales.Hallar una cuarta proporcional á tres rectas, ó una tercera á dos rectas, ó una medía entre las dos.Rectificar la circunferencia ; y recíprocamente,  hallar el radío de otra circunferencia equivalente á una recta dada.
L E C C IO N  61 , pág. 188. Fórmulas y reglas para determinar las áreas de las figuras planas. El área del paraleiógramo. La del trapecio. La del triángulo en general. La del triángulo regular es = - V^3 x (3 L} . La del cuadrado. La del pentágono regular c s = L * x l ,7 2 0 .  La del exágono regular es == 6 triángulo equilátero componente. La del polígono regular en general. La del circulo es =  5t H“. La del anillo ó corona es «= ___x r “ =5T (R®— r“ ) = .  La del sector de circulo es =  x U * x  — .360 'La del trapezoide. La del polígono irregular que no tenga fórmula propia. Prohiemas numéricos relativos á las áreas de superficies planas.

L E C C IO N  6-2 , pág. 191. Demuéstranse las seis proposiciones que resultan de la perpendicular á la hipotenusa ,  tirada desde el vértice del ángulo recto. Aplícanse también al diámetro y cuerdas suplementarias. Cuál de dichas proposiciones se llama 
Teorema de Pitdgoras y para qué sirve. Se esplican los dos sentidos de esta proposición. Se generaliza á figuras planas de cualquier forma , con tal que sean semejantes. Fundado en el de Pitágoras, qué otro teorema se demuestra relativo á los cuadrados de los lados do un triángulo cualquiera. Dado el valor numérico de cada lado, cómo se determina la naturaleza



del triángulo. Qué fórmula tenemos para determinar el área de un triángulo en función de sus tres lados. Qué proporción sirve para las áreas de las figuras semejantes.L E C C IO N  6.3, pág. 194. Clasificación de los cuerpos geométricos, division de cada clase en sus géneros , relación ordinal de estos géneros. Qué cosas diferentes ofrece la superficie do un poliedro -, carácter de la superficie en el cuerpo redondo. Práctica de la espresada clasificación sobre cuerpos materiales. Cómo algunos de estos cuerpos se pueden representar en su forma verdadera por medio de agujas hincadas sobre un plano do corcho. Dibujo lineal de estos cuerpos sobre un plano , cautela con los accidentes del escorzo y de la perspectiva.L E C C IO N  64 , pág. 195. Pirámide ,  sus cosas y nombre de cada cosa. Nombres de la pirámide , especialidad del íetráedro. P irámide regular,  su altura, sus apotemas, -:área de la superficie lateral, área de la superficie total espresada en dos factores. Area de la superficie lateral de una. pirámide irregular, área de la superficie total. Volumen do una pirámide cualquiera. Cómo de la pirámide se puedo deducir el cono de baso círculo. Generación de este cono por revolución cuando es recto. Qué es la superficie cónica propiamente dicha , y cuál su base. Vértice ó cúspide; eje ó altura ; arista, lado, generatriz. Area do la superficie cónica en el recto de base círculo. Idem de la superficie total ; reducción de esta ó dos factores. Volú- nien del cono base círculo ,  así recto como oblicuo.L E C C IO N  65 , pág. 197. Prisma ,  sus cosas, nombre de cada cosa. Nombres del prisma según su base ; especialidad del paralelepípedo. Cuándo es regular un prisma, altura de este y de otro cualquiera. Area de la superficie lateral del prisma recto, ídem del prisma oblicuo, sección recto •, cómo esta podría ser factor común para el área do todo prisma -, área do la superficie total.

— . X X IV  ----



—  X X V  —reducción de esta á dos factores en el prisma regular* Volúmen del prisma, sea rectoúoblicuo. Cómo del prisma se puede deducir el cilindro de bases circuios. Otra generación mas exacta de este cilindro cuando es recto. Qué es la superfìcie cilindrica propiamente dicha ,  y qué sus bases. A ltura, eje ,  arista, lado, generatriz. Area de la superfìcie cilindrica en el recto bases circuios, idem do la superficie total,  reducción de esta á dos factores. Volumen del cilindro bases círculos ,  asi recto como oblicuo.L I ÍC G IO N 6 6 , pág. 199. Poliedros regulares, cuántos y cuáles. Qué basta saber para determinar el área de la superficie total encada uno de estos cuerpos. Centro, radios y apotemas de estos poliedros, conexión do cada uno con dos esferas. Qué recta es factor del volumen , cómo se suple en los principios de Geometría , tabla de los cinco volúmenes en función de L*. Volumen del dodecáedro comparado con la doble suma de los demás poliedros regulares, cuando todos tienen la misma arista L .Esfera, su generación, la superficie, el sólido ,  los rádios, los diáfnetros , las secciones por planos , círculos máximos y círculos menores, hemisferios, segmentos mayor y menor que el hemisferio , base de cada segmento, otros segmentos de dos bases. Do quién se considera limite la esfera cuando se deducen fórmulas para determinar la superficie y la solidez de ella. Arca de la superficie esférica. Volúmen de la esfera.L E C C IO N  6 7 , pág. 202. Semejanza de cuerpos geométricos. Idea exacta de la homología de parles , razo» de similitud y. sus pasos. Cuerpos inmediatamente semejantes por la definición. Qué basta para la semejanza de dos conos ó de dos cilindros. Hazon do líneas, áreas ó volúmenes entro parles homologas de dos cuerpos scmojaulcs. Cómo so dcmueílra la existencia do

/



— xxvr —poliedros semejantes. Demostración de los tetraedros , de las pirámides,  etc. Casos en que la razón do dos áreas ó de dos volúmenes es mas simple que la de cuadrados y cubos usada en las formas semejantes.
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ERRATAS Y CORRECCIONES,

Pág. Linea. Dice. Debe decir.

IV 17 do 0̂5 números de dos números
XII 1 c a “ b'' =2n a™ b-̂  G «2>i^ y  n m4.u r ^ n

V y  c a b a " b'“ " c“« 11 Potencia de 4/ —  1. Potencias do —  1 . .7 17 T8122 161229 14 3102008x8 3102009x8
U 6 mayor valor menor valor24 —  2 75 i 75 ¡ 225 \ 25 I 75 1 225 |27 16 5 5 0 «  2 .3 * . 5* 450 =  2 .3 * .  5*540 2 .3 * . 5“ 450 2.3».;5®1 18 2 .3 * 18 2 .3 *29 16 suprimido el 4 dcl12 y de! 8 , suprimido el 4 dcl 12 ó del 8,» 19 e! m. de c. 3 , el m. d. c . 3 ,35 —  5 denominndor dtnomimdor36 — 1 estas dos divisiones estos dos divisores41 5 denominadores los denominadores51 9 factores justos. factores juntos.52 5 obtendrá se obtendrá54 —  2 cuantos factores del10 haya cuantos factores 10 baya56 ■- 1 0 El residuo 2 41 5 , Ejemplo l . ° ,  está corrido un órdená la izquierda.67 — 2 contentarse en contentarse con71 —  12 espresa miriámetros espresa 7 miriámetros



PúS- Linea. Dice. .Debe decir.

7 4 --  1 29 maravedises 28,186 maravedises8 4 -- 1 0 =  5 a b®c -+-7 bc®H- =  5 a b“ c 71) c® -1-  4 â b c®-i-4 abe® a® be®.95 --  1 Residuo 7 , Residuo —  7.7 ^7_  7 •+64-I— . ^ . 6 4 -----a — a —
)) -- 1 1 ’  X |a 8 ^ a — 8 ^103 3 raizes . ti raícesEsta errata se repite varias veces; pero'desde 61 pliego17 en adelante ya no so ve raas.123 —  1 =3 2 c Para compro-bar. « * 2 c .  Para comprobar132 —  3 si ál duplo si al duplo139 7 coeficiente de según- coeficiente del segundo ter-do término mino141 15 ’cgc=a 5 =  coeficiente tíS — 5 =  coeficiente161 —  3 de esta proposición dé está própolcion174 15 5 .° Si dos rectas 5 °  Si tres rectas190 — 9 4.® Siendo 11761 4 .° Siendo 11781

En la tabla de raíces, pág. x ix , linea — 6 , mitad de la derecha.dice N . 883 ; debe decir N . 983. ió1 •.'-lo ' ■ ■b í — ‘ =-. 'I!. í. i  :'noi‘Ji.i colíicuo .obirion idey r -̂ ■ l'ú  - d v -f.í i- ;,Í1 •••• í ;  — - »



—  xxy —reducción do esta á dos factores en el prisma regular; Volumen del prisma , sea recio ú  oblicuo. Cómo del prisma se puede deducir el cilindro de bases circuios. Otra generación mas exacta de este cilindro cuando es recto. Qué es la superEcíe cilindrica propiamente dicha,  y qué sus bases. A ltura, eje ,  arista, lado, generatriz. Area de la superEcíe cilindrica en el recto bases circuios, idem do la superficie total,  reducción de esta á dos factores. Volumen del cilindro bases círculos , asi recto como oblicuo.L E C C IO N  66 , pág. 199. Poliedros regulares, cuántos y cuáles. Qué liasta saber para determinar el área de la superficie total en cada uno de estos cuerpos. Centro, rádios y apotemas de estos poliedros, conexión de cada uno con dos esferas. Qué recta es factor dei volumen, cómo se suple en los principios de Geometría , tabla de los cinco volúmenes en función de L®. Volumen del dodecáedro comparado con la doble suma de los demas poliedros regulares, cuando todos tienen la misma arista L .Esfera , su generación, la superficie ,  el sólido ,  los rádios, los diámetros , las secciones por plonos , círculos máximos y círculos menores, hemisferios, segmentos mayor y menor que e! hemisferio , base de cada segmento, otros segmentos de dos bases. De quién se considera límite la esfera cuando se deducen fórmulas para determinar la superficie y la solidez de ella. Area de la superficie esférica. Volúmen de la esfera. *L E C C IO N  6 7 , pág. 202. Semejanza de cuerpos geométricos. Idea exacta de la homología de parles , razón de similitud y sus pasos. Cuerpos inmediatamente semejantes por la definición. Qué basta para la semejanza de dos conos ó de dos cilindros. Razón de lineas , áreas ó volúmenes entre partes bomóiogas de dos cuerpos semejantes. Cómo so demuestra la existencia de
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X X V I  -----poliedros semejantes. Demostración de los tetraedros , do las pirámides,  ote. Casos en que la razón de dos áreas ó do dos volúmenes es mas simple que la de cuadrados y cubos usada en las formas semejantes.



ERRATAS Y CORRECCIONES.

Pág. Linea. Dice. Debe decir.

IV 17 de ios números de dos números
XII 1 ca** =2n a"* b‘‘ c =2n

^ y  n m u r ̂  ttc a b a m n [jn r gii» 11 Potencia de s / —  1. Potencias de s / —  1.7 17 18122 161229 14 3102008x8 3102009x814 6 mayor valor menor valor24 —  2 75 1 75 1 225 | 25 I 75 1 225 [27 16 5 50 — 2 .3 ^  5* 450 =  2 . 3=*.5“540 450 2.3®.f5®1 18 2 .3 “ 18 2 .-3®29 16 suprimido el 4 del. ■12 y de! 8 , suprimido el 4 del 12 ó del 8,» 19 el m. do c. 3 , e! m. d. c . 3 ,35 —  5 denominndor denominador36 —  1 estas dos divisiones estos dos divisores.41 5 denominadores los denominadores51 9 factores justos. factores juntos. . .52 5 obtendrá se obtendrá54 —  2 cuantos factores del10 hoya cuantos factores 10 baya56 —  10 El residuo 2 4 1 5 , Ejemplo l . ° ,  está corrido un órdená la izquierda.67 —  2 contentarse en contentarse con71 —  12 espresa miriámetros espresa 7 miriámeiros
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Linea. Dice. Debe decir.

7 4 — 1 2 9  m araved ises 2 8 ,1 8 6  m aravedises8 4  — 1 0 =  5 a b ® c - i - 7 b c 3 - f -  4 a  be® =  5 a b ® c - t - 7 b c 3 - t -  a3 b c®.9 5 — 1
» 7

R e sid u o  7 .7 R e s id u o  —  7 . 7
M — 1 1

a —7 a — 8 -
* a — 8 a — 81 0 3  3 raízes rafees

1 2 3 —  1132139141161174190

4a bc®-

—  3
153159

Esta orrata SC. repite varias veces ; pero desde el pliego 17 en adelanto ya no se ve mas.=  2 .cPara compro- <=“  2 c. Para comprobar si a! duplobar.si al dupto coefícíente de segundo término es »  5 «  coeOciente de esta proposición 5 .°  Sí dos rectas 4.« Siendo 11761
Goeftcienle del segundo Icr- minoes — 5 =  coeficiente de esta proporción 5 .°  Si tres rectas 4.® Siendo 11781En la tabla de raíces^ pág. x i x , linea — 6 ,  mitad de la derecha, dice N . 8 8 3 ; debe decir N . 983.



APUNTES DE ARITMÉTICAR E t A T I V O S  A  L A S  L E C C I O N E S  D E L  P R O G R A M A .

LE CC IO N  1.S e llama Aritmética la parte de las Matemáticas que enseña á conocer y calcular la cantidad espresada por números.
Calcular es espresar,  componer ó descomponer la cantidad.
Cantidad tnalemáíica es el cuánto de las cosas, espresado exacta ó aproximadamente por números.
Número es toda espresíon que nos dice cuánto es una cantidad respecto de su unidad.Se llama unidad cualquier cantidad conocida que se elige ,  para determinar por ella otra desconocida del mismo género que la elegida.La espresion de los números se llama numeración,  y es hablada ó escrita : una y otra se regularizan según el sistema á que se reíicran los números.
Sistema de numeración es el método que se adopta para formar las unidades superiores, con grupos constantes de las inferiores inmediatas : el número regulador de esta composición se llama base 

del sistema. En el sistema de uso común la base es el número 1 0 , y por eso se llama sistema decimal ó décuplo.Para la numeración verbal ó hablada , según este sistema ,  bastan trece palabras, ya pronunciadas como son en s i ,  ya modificadas convenientemente; y para la escrita ó gráfica bastan diez cifras diferentes, que se llaman guarismos de los números.

1
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El número se llama simple ó compuesto, según consta üe una ó de mas cifras •, los guarismos de un número son por sí números simples, y se liacnan también números dígitos.En el número compuesto cada guarismo tiene, ademas de su valor propio que se llama absoluto,  otro valor relativo al lugar que ocupa en el número: la cifra cero no tiene valor alguno •, pero sirve para ocupar les lugares vacíos, ó impedir asi que disminuya el valor relativo de las cifras situadas á la izquierda del cero. Esceplo el cero todas las demas se llaman cifras significativas,  do valor impar como 1 , 3 ,  5 , 7 , 9 , ya de valor par como 2 , 4 ,  6 , 8 .El lugar de cada cifra enei  número compuesto, se llama drden wwm̂ rtco 5 y aunque estos órdenes pueden ser cuantos se quieran, basta conocer bien los seis primeros para leer y escribir perfectamente todos los números. Esta admirable propiedad del sistema decimal, se funda tm la siguiente proposición : L a  unidad de un órden cual
quiera ,  es décupla de la unidad del órden inferior inmediato.En todo sistema se requieren para la numeración escrita tantas cifras cuantas unidades vale la base, contada entre ellas la de valor nulo : la cifra ó guarismo de mayor Valor, en un sistema dado ,  es igual á la base menos uno.Aunque en el sistema decimal es muy fácil la lectura de números ya escritos, no lo es tanto la escritura de los hablados. Para esXo debe el calculador determinar antes cuántas cifras se requieren, cuá
les sean ellas, y á qué órden pertenece cada una : el acierto en este triple ju icio , será una buena prueba de la comprensión del principiante.Lectura deúiúmeros escritos : 4300102 ; 100350785-, 9800030507*; 70105703; 408005007; 10112003040507, etc.Escritura de números hablados : Ciento nueve mil setenta y  dos¡ 
un millón cuarenta mil cincuenta ¡ ciento un mil trece millones setenta 
mil diecisiete ¡  diez mil siete millones doscientos mil ciento seis ;  siete 
irillones dos mil seis billones ,• mil once millones cien mil sesenta y  
tres , etc.

—  2  —



3  —
LE CC IO N  2 .

Proposición es uno ó mas juicios enunciados con palabras. Las proposiciones de roas frecuente uso en Matemáticas, son : 'E l axioma , que es toda proposición evidente por si misma.La definición, que espone clara , breve y exactamente la naturaleza de una cosa,  ó el significado de una palabra : en la definición no debe entrar el definido.El teorema,  que enuncia verdades no evidentes, y que por lo mismo necesita demoslraeion \ esto e s , un razonamiento que pruebe la verdad enunciada. El teorema, una vez demostrado , tiene ya fuerza de axioma *, pero no es, como este, proposición evidente por sí misma.
FA problema,  quc'*pide hallar una ó mas cantidades desconocidas (llamadas incógnitas) por medio de otra ú otras conocidas (llamadas datos) . Consta de resolución y demostración : en la primera se dan las reglas para hallar loque se busca, yen la segunda se prueba la verdad de dichas reglas.Y  el corolario : proposición que se infiere, como consecuencia do proposición evidente ,  ó de otra ya demostrada.La Operación que hemos llamado componer la cantidad, comprende tres operaciones,  que son : Adición ,  multiplicación, y elevación á potencias.Y  la que hemos llamado descomponer la cantidad comprende también tres , que son : Sustracción , división y estraccion »le raíces.Todas estas operaciones so practican con datos numáricos do diferentes clases ; pero’ ahora nos limitamos á números enteros abstractos.
Tiúmcro entero es el que se compone exactamente de unidades Iguales.
Número abstracto es el que solo espresa su cuánto ; pero será con

creto si ademas espresa el qué.D osò mas números CQncrctos á^una misma especie, se llaman hn~



mogéneos\, pero si espresan especies de distinto género, serán hete
rogéneos.Para indicar por escrito las operaciones ,  y espresar con uniformidad y sencillez los cálculos, se usan generalmente los signos que aquí se ven ; -t- que se lee : mas •,—  menos •,X ó .  multiplicado p or;. ¿ —  dividido por, ó partido por 5=  igual á ;■< menor que *,>  mayor que •,
y otros que en su caso daremos á conocer.L E C C IO N  3.

—  4  —

Sumar es reunir en un solo número el valor de otros números dados : la operación se llama adición,  y se índica con el signo -h  •, sus datos se llaman sumandos,  y el resultado swma.La espresion 7 -1- 3 =  3 -t-7 =  1 0 , es una adición indicada que nos advierte una verdad importante ,  á saber: que el órden de ¡os su
mandos no altera la suma. Si esta verdad la corroboramos con esta otra : Una suma no se allera cuando uno ó mas sumandos crecen tanto 
cuanto disminuye otro ú otros , tendremos una base sólida para apoyar con seguridad las modificaciones que la operación requiero en ciertos casos.Bien estudiadas las reglas que so nos dan en la Aritmética «para sumar números enteros, es fácil distinguir en ellas lo que es de rigoroso precepto, de lo que solo es un consejo. La escritura de los sumandos, uno hago de otro de modo que se correspondan los órdenes Aomog'Jneos,  es consejo muy útil por la comodidad y claridad que proporciona al calculador ; pero el sumar primero las unidades de 
todos los sumandos, luego las decenas, después las centenas, et c . ,  -y



llevar una unidad para la siguiente suma por cada 10 obtenidas en
la suma anterior,  es de precepto rigoroso.También se ve en dichas reglas que por muchos que sean los sumandos, y estos consten de muchas cifras, su adición se reduce á sucesivas adiciones parciales de números dígitos.Ejemplos de adición:

—  5  —

1 .®753868535563847248369753735791998469

2 .®74932-H 69204-*-70803 
^  45638 -H 7946 1200032í=» 1468555.

Una de las modiricaciones convenientes que suele darse á la adición , es repetirla empezando por la izquierda. Aplicada al primer ejemplo, tendremos 96 decenas de millar . 960000-H 35 millares . . -í- 31 centenas. . -i- 34 decenas . . 
-I -  29 unidades. .

35000310034029
la misma suma anterior............................................. 998469.Fácil os la adición ; pero muy espuesta á errores : nunca será demasiada la cautela del calculador para evitarlos. Entre los muchos modos de asegurarse está el que llaman método de cooperación : consiste en que dos ó mas personas ejecuten por separado , y cada uno del modo que mas le plpzca, la misma Operación hasta llegar á un mismo resultado.



Otro ejemplo : ¿ Cuánto suman 103 centenas-^ 401 decenas-ì^ 739 
centenas de millar - t -15 decenas 542 millares ?L E C C IO N  4.

Sestar es resolver este problema : Dados dos números, que se lla
man minuendo y  sustraendo ,  hallar un tercer número que se llama resta, resto <5 diferencia, el cual sumado con el sustraendo recom
ponga el minuendo. La Operación se \hvoo sustracción, y se indica con el signo —  *, de modo gue ,  por ejemplo , 9  — 4 =  5 es una sustracción cuyo minuendo es 9 ,  el sustraendo es 4 ,  y el resultado es 5 . Según la definición de restar,  no podrá ser verdadera resta un número que sumado con el sustraendo no dé por suma e! minuendo: de aquí el tomar esta suma como prueba de la sustracción.Por lo regular el minuendo es mayor que el sustraendo, y las cantidades que espresan estas restasse llaman cantidades positivas. Cuando el minuendo y sustraendo son ¡guales,  la resta es cero y se 
Wamdi’cantidad nula \ pero si el sustraendo fuere mayor que el minuendo , entonces la resta se llamará cantidad negativa,  y se le antepondrá el signo —  : de modo que 3 —■ 8 -“ i —  5 , es un ejemplo de este caso,  que se lee : 3 menos 8 igual menos 5 . N unca,  pues, deberá confundirse la cantidad negativa con la positiva.Es muy importante la siguiente proposición-, que fijamos como base : E l  valor de una resta, no varía cuando al minuendo y  al sus- 
traendo se les añade 6 se les quita una misma cantidad.Ejemplos de sustracción :

—  6  —

1.® 2/
Minuendo . 908659 Sustraendo. 400613

Resta. .  . 508046
385748124000261748



3 .°828696379147449549
4 .“78500003878

7846122
La comprobación de las restas se hace sumándolas mentalmente con el respectivo suslraendo, y viendo si reaparece el minuendo.Se llama compUmmlo aritmético de un número entero, lo que le falla para valer la unidad seguida de tantos ceros cuantas cifras tenga el entero. Esta unidad seguida de ceros se llama unidad complemen

taria del número,  la cual es 10 para los números dígitos, lOO para los compuestos de dos cifras, 1000 para los de tres, etc.La sustracción se puede cambiar en adición sumando con el minuendo el complemento del sustraendo, y quitando de la suma la unidad complementaria.Aplicando este método al ejemplo 4 .°  tendremos :Minuendo. .  - 7850000 H- Complemento del suslraendo —  10000. .  18122Suma =  resta anterior Asi de cuantos ejemplos se quieran.L E C C IO N  5.
7846122

esMultiplicar un número cualquiera por otro que sea entero lomar al primer número por sumando tantas veces cuantas unidades tenga el entero. La operación consiste en una adición abreviada que se llama multiplicación,  y se indica con uno de los signos X ó . i de modo que v. gr. 7 X 3 significa lo mismo que 7 . 3 :  ambas espre- siones se leen 7 multiplicado por 3» El resultado so llama producto'  ̂los números que se dan para obtenerlo se llaman multiplicando y 
multiplicador, y también factores del producto.



; ^

Liuiilondo por ahora la doctrina ó factores ombos enteros, se fijsn desde luego las proposiciones siguientes ;1. “ El orden do los factores no altera el producto.2 .   ̂ Un producto contiene á un factor , tantas veces cuantas unidades tiene el otro factor.3 . “ Por cada unidad que aumente ó disminuya un factor, crece ó mengua el producto , tanto cuanto es el otro factor.4 . “ Si uno de dos factores es la unidad, el producto sera eotro factor. . ,5 . ® Cero multiplicado por cualquier número y al contrario , dapor producto cero.La multiplicación de un número por otro, ambos enteros, olrcce los casos siguientes :1 . ® Multiplicar un número dígito por otro dígito. ^2 . ® Multiplicar un número compuesto por un número dígito.3 . ® Multiplicar un número compuesto por un número compuesto. Para resolver las cuestiones del primer caso ,  basta saber de memoria laTa b la  que contiene los productos de los números digitos 
dos á dos.

— 8 —



—  9 —El 2.® caso de multiplicación se lunda en el 1. > que compara un ioio con el conjunto de sus partes^Ejemplos :
1.  “ 437028x 3 =  1311084.
2 . "* 785463 x  5 =  3927315.

(
3 . ° .3102008 X 8 =  24816072.
4 “ 3876542 x  9 =  34888878.

y en el axioma - 'Operación.43702831311084785463539273153102009
8248160723876542934888878

Caso 3.® de la multiplicación ; Los ejemplos mas fáciles,  se ofrecen cuando uno de los dos factores es la unidad seguida de ceros: 
hasta para obtener el producto añadir ú la derecha del otro factor^ 
los ceros que siguen á la unidad. M cuasi tan fáciles como estos, serán los ejemplos en que uno de los dos factores sea un número dícilo seguido de ceros: basta entonces para obtener el producto, 
multiplicar por el dígito el otro factor, y á la derecha del producto 
añadir los ceros que seguían al dígito. En efecto, 129x tOO =  129-í- dos cerosál a derecha =  12900 ; y 342 X 3000 =  1 0 2 6 tres ceros á la derecha =  1026000.Con estas dos reglas y la propia del 2.'’ caso, so pueden ya resolver cuantos ejemplos se quieran del caso 3-°



— IO
j 2758 X  1203 =» 3317874.
2 .“ 2708 X 243 =  658044.

Operación.82745516275833178748124108325416658044Dése la razón de estas prácticas.En los ejemplos de este caso puede observarse, que los productos parciales son tantos cuantas cifras significativas haya en ei multiplicador -, y como ademas sabemos que el orden de los factores no altera eí producto, convendrá tomar por muUipUcador el factor que 
tenga menos cifras significativas.Ejemplos :

l . °  321x7849 =  7 8 4 9 x3 2 1 = -2 5 1 9 5 2 9 .
Operación.7849 3217849 15698 235472519529342 200930786846870783 .“ 3 8 9 x7 0 0 1  =  2723389.Obsérvese en este ejemplo que los dos productos parciales, ban coincidido en un mismo renglón, cosa bien frecuente en esta operacio

2.° 2009x342 =  3 4 2 x2 0 0 9  =  687078.



— 11 —Las cifras do un producto de números enteros, guardan cierta ley con las de los factores: cuando los factores sean dos,  tendrá el 
^producto tantas cifras cuantas hay en los dos factores ó una menos.L E C C IO N  6 .Aunque la multiplicación es ya una adición abreviada , se abrevia todavía mas en ciertos casos. Enumeremos los principales, y sus ejemplos los harán comprender.Caso l . °  Abreviación por ceros terminales en uno ó en ambos 
factores.Ejemplo : 2300 X  5647 =  5647 x  23 -h  dos ceros á la derecha del producto =  12988100. 1694111294129881

Otro ejemplo: 7500x 1200 =» 75 X 12 -h  cuatro ceros á la derecha del producto 900 j y el producto total será 9000000.Caso 2 .° Abreviación por ceros comprendidos entre las cifras del 
multiplicador. Véanse los ejemplos 2 ." y 3.® al fin de la Lección 5. Caso 3." Abreviación por cifras repelidas en el multiplicador. Ejemplo : 777x  389 =  389 x  777 =  302253.

Operación.272327232723Producto =  302253
Caso 4.® Abreviación cuando son nueves las cifras del multipli

cador.Ejemplo : 2983x 999 =  (2983 x  1000) —  2983 »» 2980017.



1 2 Operación.2983000 —  2983Producto =  resta «= 2980017Otro : 2341X 1999 =  (2341 x  2000) -  2341 =  4679659.4682000 —  2341Producto =  resta =  4679659Caso 5 ." Abreviación por factor constante.Cuando se prevé que mi número compuesto > entrará por factor en muchas multiplicaciones, conviene tener preparada una tabla que contenga los nuevo productos de dicho factor por cada uno de los números dígitos ; asi podrán tomarse de ella cuantos productos parciales se necesiten , y reducir las multiplicaciones á sumas de productos parciales de segura exactitud. El número 31416 está en este caso •, entra por factor en muchas de las multiplicaciones que ofrece el estudio de las Matemáticas, y por eso lo preferimos ya ahora, espresándolo por F  en la tabla que se ve preparada al márgen.
Aplicación :Quiérese el producto de los números 30207 X  31416 =  31416 x  30207.Operación :219912. . . 7 F 62832 . . . .  200 F 94248 .................... 30000 F

F x l - =  F  =  31416 F  X  2 = * 2 F  «  62832 F  X 3 —  3 F  94248 F  X 4 =  4 F  =  125664 F  X  5 =  5 F  == 157080 F  X  6 =  6 F  =  188496 F x 7 =  7 F  =  2199I2 F  X  8 =  8 F  =  251328 F  X 9 =» 9 F  282744948983112 ==* producto pedido.A si cuantos ejemplos se quieran j pero aunque en este y los demás pertenecientes á productos de compuesto por compuesto, se ha em



pezado la multiplicación por la cifra del menor orden del multiplicador (que es la regla común) podremos, cuando se necesite, operar en sentido contrario. Lo único indispensable será referir cada producto parcial, al órden mismo de la cifra multiplicadora. Apliquemos este método al último ejemplo, y tendremos94248 .................... 30000 F62832 . . . .  200 F219912. . . 7 F

—13~

Producto =  948983112 como antes.
L E C C IO N  7.

Dividir Ò partir, en Aritmética es resolver este problema: Dados dos números, que se llaman dividendo y divisor,  hallar un tercer número llamado cuociente , el cual multiplicado por el divisor dé por producto el dividendo. La operación se llama división, y se indicacon uno de los signos : ó —  ; de modo que v. gr. 2 4: 3 ,  indica lo 24mismo que —  ; pero prevenimos desde ahora que en las espresiones 3 24de la forma 24 : 3 ,  leeremos dividido p o r ,  y en las de la forma —3leeremos partido por : distinción que mas adelante será indispensable. El dividendo y el divisor, colectivamente considerados, se llaman términos ie  la división, ó términos del cuociente.De solo esto se infieren ya las proposiciones siguientes :1 .  “ Todo cuociente debe ser tal que multiplicado por el divisor, 
reproduzca el dividendo. s2 . ® Todo número dividido por la unidad, da por cuociente eVdi~ 
videndo.3 . ® Todo número dividido por su igual, da por cuociente la 
unidad.



w .
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■ ■ 14 —4.® Cero dividido por cualquier número,  diferente de cero ,  da 
por cuociente cero.La división de los números enteros ofrece muchos casos ; pero lodos suponen perfectamente entendida la siguiente cuestión : D ivi
dir por un número dígito otro número dígito,  6 un número compuesto 
de dos cifras tales, que la de segundo órden tenga mayor valor abso~ 
luto que el divisor dígito. Esta operación , que consiste en descomponer la tabla de los productos de los números dígitos ,  es la base de la división ; y como en la composición de dicha tabla se fundó la multiplicación ,  fácil os inferir la importancia de su conocimiento. Ademas esta división fundamental  ̂ descubre qué cuocientes son exac
tos, cuáles dejan residuo y qué ley sigue este. E l  residuo de la división 
con números enteros. varía desde cero hasta el divisor menos uno.Previa esta simple cuestión, se puede emprender ya la división de los números enteros en sus diversos casos. Para el efecto los reducimos á solo dos ;Caso l . °  Dividir un número entero de cuantas cifras se quieran, 
por un número dígito.Caso 2.® Dividir un número entero de cuantas cifras se quieran, 
por otro entero que no esceda al dividendo.Lo esencial de las reglas que se dan para resolver los problemas del caso 1.®, se puede compendiar en la siguiente: Tómese de cada 
órden del dividendo ,  empegando por la izquierda , la parte que diga el 
dígito, y  escríbase cada cifra del cuociente en el órden numérico que le 
corresponda.He aquí un solo ejemplo para todos los divisores dígitos:

Dividendo 27720 :
Divisores. 2 =3 = .4 ^5 =6 =  7 «9 =

Cuocientes.138609240693055444620396034653080



Los ejemplos mas fáciles del caso 2 .° , son todos aquellos que tienen por divisor á la unidad seguida de ceros, pues se resuelven inmediatamente por la siguiente regla : Sepárense del dividendo á su 
derecha tantas cifras cuantos ceros tenga el divisor ¡ las cifras sepa
radas espresarán el residuo , y las demas que hubiere en el dividendo 
espresarán el cuociente entero.Ejemplos : 523 : 10 == 52 de cuociente y 3 de residuo.2 . ® 3661 : 100 ==• 36 de cuociente, y 61 de residuo.3 . ® 4=30000 : 1000 =  430 de cuociente exacto.4 . ” 129 ; 1000 «= 0 de cuociente y 129 de residuo.

L E C C IO N  8.Después de los ejemplos que tienen por divisor la unidad seguida de ceros, vienen los de cuociente dígito : estos se conocen en que el •. dividendo es mayor que el divisor, y menor que el décuplo del divisor. Para determinar con seguridad la cifra única del cuociente, in- 
clúyase cada órden del divisor en su homogéneo del dividendo un mismo 
número de veces,  el mayor posible ,  y este número será el cuociente.

—  1 5  —

Ejemplos :Dividendo. 9839 Residuo 3
2.® 1026 Residuo 28

1 Divisor 2459Cuociente 4 que x  2459 es 9836-k 3Comprobación. ¡ 4992
. 9839

998h 2 8Comprobación. . * 1026



1 63.‘ 19662 Residuo 4908 4918
14754 h 4908Comprobación. . 19662Aunque para la seguridad del cuociente exige nuestra regla que cada órden del divisor se incluya en su homogéneo de! dividendo, como se ha hecho en el primer ejemplo , puede suspenderse este tanteo en aquel órden que deje un residuo igual ó mayor que el cuociente tanteado -, porque entonces este cuociente será verdadero. Asi lo hemos hecho en el 2.® ejemplo •, pero si en el 3.® omitiéramos, por sobrada confianza , el tanteo de la ultima cifra ,  hallaríamos por cuociente 4 , en vez de 3 que es el verdadero. Esta observación basta para recomendar la observancia de la regla.Un cociente entero, dice con sus unidades cuántas veces (quoties) está el divisor contenido en el dividendo ; luego de este podrá res- • tarse aquel las veces que dice el cuociente. De aquí viene el decir que la división es una sustracción abreviada  ̂ en muy pocos casos podrá esto ser dudoso : he aquí el 2.® ejemplo resuelto por sustrac-1 1026 — 499 =  527 C lo n  , y juzgúese................... j 527 — 499 =  28Para los demas ejemplos del caso 2.®, usaremos de la siguiente regla : Tómense à la izquierda del dividendo tantas cifras como hay 

en el divisor, ó una mas si es necesario , para formar un dividendo 
parcial de cuociente digito ; y  este cuociente será la primera cifra del 
total que se busca. A  la derecha del residuo que deje esta primera di
visión, escríbase la primera cifra que sigue en el dividendo á las ya 
tomadas^ y  se tendrá un segundo dividendo parcial,  que dará la se- 
gunda cifra del cuociente y su residuo, por el mismo metodo que la 
cifra anterior. Continúese de este modo hasta haber tomado la cifra  
de las unidades del dividendo total,  y  haber obtenido la cifra de las 
unidades del cuociente. S i  aun queda algo , esto será el residuo final} 
pero si nada queda, se tendrá cuociente exacto.

L .  Vi, \ _________



—  17 —Prèvia esta regla, vamos á su práctica.
1.« Ejemplos:Dividendo.38806621961046

0

Divisor. 523 =  D742 Cuociente.Productos í3661 =  D x  700 sustraendos. < 2092 =  D x  40 1046 =  D X  2
2.‘ 1174234628922373_______ ^ 4 6166 Productossustraendos.

388066 Comprobación.
I 295 =  D ’39804885 =  D X  30000 2655 =  D X 9000 2360 =  D X 800 1180 =  D x  4 166 =  Residuo.11742346 Comprobación.Cuando se prevé que algún número compuesto,  ba de ser divisor constante para muchos cuocientes, conviene tener preparada de antemano una tabla que contenga los productos de dicho divisor por cada uno de los nueve números digitos. Ella evitará el enojoso tanteo de los cuocientes parciales; dará ya hechos y asegurados los productos sustraendos; facilitará mucho la división, reduciéndola á sustracciones sencillas, y dará por fin al resultado la exactitud deseada.El número 31416 ,  que en la Lección 6 espresamos por F , no3



í\!
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— 18 —solo es frocucntísimo como factor,  si que también como divisor. Veamos el uso (le su tabla en el siguiente ejemplo :
2334239913511994559

31416743
311 219912 =  F x 7 0 0  125664 =  F  X  40 94248 =  F  X 3 311 «  Residuo.23342399 Comprobación.A l dividir un número compuesto por otro compuesto, se puede saber desde luego cuántas cifras tendrá el cuociente entero ; porque 

deben ser tantas mas un a, cuantas hay à la derecha del primer dwi- 
dendo parcial. Luego cuando, un cuociente deba tener nueve ó mas cifras, será muy útil el uso de una tabla con las condiciones dichas, aunque el divisor no se repita. He aquí un ejemplo,  de que mas adelante haremos uso, resuelto ahora por el mótodo que aconsejamos:Dividendo. Ta b l a .470000000000

10080l i o18019060140
200

23 Divisor.204-34782608 Cuociente.
16Hágase prever la admirable propiedad que encierra este cuociente.

a h . L . .
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L E C C IO N  9.

Estudiadas las cuatro operaciones con números enteros  ̂ es fácil descubrir relaciones entre ellas, que no pudieron inferirse del estudio particular de cada operación. He aquí las principales consignadas en las proposiciones siguientes :1 . “ Si un producto de dos factores se parte por uno de ambos, se tendrá por cuociente el otro factor.2 . “ Si uno de los factores de un producto se multiplica ó parte por un número, todo el producto resultará multiplicado ó partido por dicho número.3 . “ El valor do un producto, no se altera cuando uno de sus factores se multiplica por el mismo número por quien otro factor se parte,4 . “ Si el dividendo se multiplica ó parte por un número ,  resultará el cuociente multiplicado ó partido por dicho número \ pero si es el divisor quien se multiplica ó parte ,  resultará el cuociente partido ó multiplicado,5 . '' El valor de un cuociente no se altera cuando sus dos términos se multiplican ó parten por un mismo número.Pruebas de las cuatro operaciones : Probar una operación es hacer 
otra , 6 repetir la misma con alguna modificación que no altere el re
sultado que se busca, para conocer si el resultado que se examina es ó no verdadero.Aunque la adición se comprueba por sí misma , como indicamos en la Lección 3 ,  puede á veces recibir muy eficaces ausilios de la multiplicación. Supongamos que la adición de veinte números ba dado una su m a S , que vamos á comprobar. Pero examinados los datos descubrimos,  á pesar de su desórden , que el número 3429 está repetido 9 veces •, que el 12053 está repetido 7 veces, y que el 103904 lo está 4 veces : luego practicando la operación que aquí se ve , tendremos el verdadero valor de S con brevedad y seguridad.



li!

Operación.3429 X  9 =  30861 12053 X  7 =  84371 103904 X  4 =  415616

—  2 0  —

S == 530848Definida la sustracción  ̂ surje como corolario su comprobación por adición : este es el modo mas breve y fácil. Pero como la sustracción ofrece al principiante ocasión muy oportuna para adiestrarse en el cálculo por complemento aritmótico, que necesitará mas adelante, le aconsejamos su uso como medio comprobante.En la 1.^ proposición do la Lección presente, está indicado el método común de comprobar los productos de dos factores 5 pero si hay oportunidad , se pueden preferir otros medios. Supongamos que hallado el producto 9 3 6 x  25 =  P ,  se quiera comprobar aplicándole la proposición 3.^, y digamos ,  936 ; 4 =  234 •, 25 X  4 =  100-, luego P =  234 X  100 .=  23400. Este método tiene sobre el primero la ventaja de la pluralidad de factores.La división tiene como la sustracción , su operación comprobante en la definición propia j sin embargo, cuando la ocasión se presta puede preferirse otro método. Si por ejemplo, tenemos 7234 ; 125 = Q ,  podremos decir , en uso de la proposición 5.®̂ , que el valor de Q debo ser igual á 57872 : 1000 = 5 7  de cuociente, y 872 de residuo ; sin mas artificio que haber multiplicado por 8 los dos términos de Q . L E C C IO N  10.El número entero que partiendo á un entero da cuociente exacto, se llama divisor,  factor, submúltiplo, ó parte alícuota del dividendo. Todo número tiene precisamente dos factores, que son la umdad y 
el mismo número : el que no tiene otros factores se llama número 
primo •, pero el que ademas tiene otros factores so llama múltiplo de 
ellos. A s i , el 7 por ejemplo, es un número primo, porque solo



2 1  —tiene por factores al 1 y al mismo 7 j pero el 12 es un múltiplo do 2 ,  3 ,  4 , 6 , porque tiene estos factores ademos del 1 y 12.Los divisores de un múltiplo, se llaman/acíorcs simples cuando son primos ; y se llaman factores compuestos cuando no son primos: 
V. gr. entre los factores del 12, son factores simples el 2 y el 3 ; pero son factores compuestos el 4 y el 6 .Para cada factor de un múltiplo, hay necesariamente otro factor que multiplicado por el primero da el múltiplo-, estos dos,  sean los que fueren ,  se llaman factores apareados del múltiplo : entre los factores del número 2 4 , quo son 2 ,  3 ,  4 ,  6 , 8 ,  12, son apareados los números 2 y 12 •, 3 y 8  ̂ 4 y C.Conviene mucho retener en la memoria los factores 2 y 5 , que son apareados del 1 0; los 4 y 25 , que son apareados del 100 ; los 8 y 1 2 5 , que lo son del 1000, etc., pues son de frecuentísimo uso.He aquí otras notas ó caracteres de los números que también deben retenerse en la memoria.Es número p a r ,  el que tiene mitad exacta , y se conoce por su terminación en cero ó en cifra do valor par.Es número impar , el que no tiene mitad exacta ,  y se conoce por su terminación en cifra de valor impar.Es múltiplo de 2 ,  el número que termina en cero, ó en cifra de valor par ; y lo es de 5 ,  si termina en cero ó en 5.Es múltiplo de 4 un número, cuando !o es en sus dos primeras cifras do la derecha ; y lo es de 25, cuando multiplicado por 4 da dos ceros terminales.Es múltiplo de 8 un número, cuando lo es en sus tres primeras cifras de la derecha ; y lo será de 1 2 5 , si multiplicado por 8 da tres ceros terminales.Es múltiplo de 3 un número , cuando lo es la suma de los valores absolutos de todas sus cifras : si esta suma fuere un múltiplo de 9 ,  el número lo será también. El múltiplo do 9 ,  es necesariamente múltiplo de 3 ; pero el múltiplo de 3 no es preciso que lo sea de! 9.Son múltiplos de 11 los números de dos cifras, siempre que estas



—  2-2 —sean iguales, como 22 ; 55 -, 88 -, 99. Mas para conocer esta pro- piedatl en los demas números , sirve la siguiente regla ; Súmense los 
valores absolutos de las cifras de órden impar , contando de derecha 
á izquierda ¡ súmense aparte los valores absolutos de las cifras de órden 
p ar; réstese esta suma de la primera; y  si la diferencia es un múlti
plo de I X ,  el número propuesto lo será también.Otra regla : Divídase el número en secciones de á dos cifras ,  con
tando de derecha á izquierda; si la suma de valores absolutos de estas 
secciones es un múltiplo de 11 ,  también lo será el número pro

puesto.Este segundo método, ademas de su analogía con el dado para los múltiplos de 9 , tiene la ventaja de evitar los resultados negativos ,  y hasta de esplicarlos cuando urje su interpretación.El número que no es múltiplo de 2 ni de 3 ,  lo será do ambos si se le añado ó quila una unidad.Aunque bay regla para conocer los múltiplos de 1 ,  es mas fácil en números de pocas cifras averiguarlo por tanteo.Es de indispensable necesidad para el estudio de los números múltiplos ,  un conocimiento prèvio de los números primos. Pronto ampliaremos los medios de conocer estos ; roas por ahora sépanse do memoria los comprendidos entre 1 y 100 : cosa fácil, pues no hay mas de 25 , y de estos solo hay uno en la última decena.L E C C IO N  11.
La teoría de los factores de los números, requiere una suficiente idea de las potencias de los números enteros, para llenar la condición de espresar los múltiplos en productos de potencias de sus factores primos.El producto de factores iguales, ó de un número que se repita por factor dos ó mas veces, se llama potencia factor repetido ,  y este se llama raíz de aquella potencia. El número 9 ,  por ejemplo, es la 2 .“ potencia ú el cuadrado del 3 •, y el 3 es la raíz 2.®, ó la raíz 

cuadrada del 9 ; el número 8 es la 3.® potencia ó el cubo de 2 5 y



el 2 es la raiz 3 .“ ó la raíz cúbica del 8 : el número 16 es la 4.® potencia del 2 ; y el 2 es la raíz 4 .“ del 16. Así de otros números.Estos misinos conceptos, espresados en debida forma , se escriben y se leen como aquí se ve.
—  2 3  —

Cada uno de los números que , en menor tamaño , se escribe encima á la derecha del número raíz, se llama esponente de la potencia. Cuando un número no lleva esponente, se lo sobreentiendo el 1, que solo se escribe siendo necesario.El esponente se llama también indice , porque indica las veces que la raíz entra por factor-, do modo que, por ejemplo, 3 diremos que es igual á 8 1 , porque esto es el producto de 3 x  3 X  3 x 3 .Descomponer un número en sus factores simples,  es propiamente la análisis del número ; y recomponer el número con sus elementos ó factores primos, es la síntesis: operaciones que se comprueban mùtuamente, é instruyen mucho acerca de la naturaleza de los números. Ved aquí una muestra do este doble ejercicio , tan necesario para los principiantes :Análisis.18 =  2 x 9  =  2 x 3 ^  2 4 * = 8 x 3 - = 2 3 x 3  36 -=  4 X 9 <= 2= X 3* 72 =  8 X 9 =  23 X 32 63 =  9 X 7 =  3 “ X 7 etc.

Síntesis.3®. 5 9 . 5  =  45 .23. 7 -=  8 . 7 =  56 .25 = . 2 . 2 . 2 . 2 . 2  =  3224. 3 «  16 . 3 =  4823. 3*. =  8 . 9 . 25 == 1800etc.

So escriben ; Se leen :í =  3 elevado á 2 ,  ó I9 =  3.® 9 .1 =  2 . “ potencia de 3 , o Ìf = i  cuadrado de 3. ![ =  2 elevado á 3 , ó8 =  2.3 8 .' asa 3.^ potencia de 2 , ó [ cubo de 2 . !
16 => 2.4 i g { =  2 elevado á 4 ,- ó  =  4.*̂  potencia de 2. i
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2 4Mas para descomponer en sus factores primos un número compuesto 
cualquiera, divídase el número por 2 todas las veces que se pueda-, luego el último cuociente de las divisiones por 2 , divídase por 3 todas las veces que se pueda y continuando'así las divisiones ordenadamente por los primos 5 , 7  , 11 . . . que las permitan, se llegará á un cuociente que deberá ser número primo , el cu al,  dividido por sí mismo, dará de cuociente el 1 por fin de la operación.Ejemplos :. ' 1 0 2.“ 3.l í  i 1260 2 1452 2 2310' i ' 630 2 726 2 1155315 3 363 3 385i '* 105 3 121 11 77■ 35 5 11 11 117 7 1 1, ' 1 • t • 1

235711
1 . ’’
2 . “ 3.°

Sus resultados son ; 
1260 =  2^ 3". 5 . 7  

1452 =  2 .̂ 3 . 11 = 

2310 =  2 . 3 . 5 . 7 11
Apliqúese á estos resultados la proposición siguiente, para conocer cuanto antes su importancia : Suprimir en un producto uno ó 

mas factores,  equivale á dividir el producto por el producto de los 
factores suprimidos.Obtenidos los factores simples ,  que son los eletncntos del múltiplo ,  es ya fácil bollar los compuestos, en aso de los diversos métodos que para esto dan los autores. Ved aquí el método do Vallejo, aplicado al número 6 7 5 , para determinar por un cálculo seguido, tanto sus factores simples como sus compuestos.Operación.675225 33 975 3 , * 2725 5 15 45 13551 ,5 75 75 225 675)

Este ingenioso método da todos los factores del número propuesto, ordenados en secciones según su grado de composición. En el primer espacio interlineal aparecen los



factores simples 5 en el 2 °  los factores compuestos de á dos simples; en el 3 .° los compuestos de á tres; y así hasta llegar á obtener por último resultado el número propuesto, formado por el producto de todos los factores simples.
JTl número total de factores diversos de %tn múltiplo cualquiera, es 

igual al producto de los esponentes de sus factores primos,  aumenta
do en 1 cada esponenle. Si osle número total resulláro impar ,  será indicio cierto de que el número propuesto es cuadrado.Aplicada esta regla ai número de nuestro último ejemplo , escrito asi : 675 =  3 ^ x5 ® , revela en él 12 factores, y en efecto son los que tiene.Si lodos estos factores los escribimos en una linea, ordenados de menor á mayor como aquí se ven,1 ,  3 ,  5. 9 ,  1 5 , 2 5 , 2 7 ,4 5 ,  75 , 1 3 5 , 225 , 6 7 5 ,observaremos fácilmente que los equidistantes de los eslremos de la linca son apareados : en efecto ,  1 x  675 “=  675 ; 3 x  225 =» 675; 5 X 135 =  675 ; 25 X 27 =  675.Luego si para el número 675 no hubiéramos hallado factores menores que el 2 6 , como son lodos los seis contados de 1 á 2 5 , tampoco los habríamos hallado mayores que el 2 6 , como, son todos los seis contados de 27 á 6 7 5 ; y por consiguiente, el número propuesto seria primo.En tan admirable propiedad se funda la mejor regla que tenemos para conocer si un número dado, es ó no primo. He aquí la proposición en que esta regla so enuncia : S i un número, no cuadrado, no 
tiene factores menores que sm rah  ,  tampoco los tendrá mayores ,  y 
por consiguiente será número primo,

L E C C IO N  12.

—  2 5  —

Máximo divisor común do yQÚos números, es el mayor número que puede dividir exactamente á todos ellos: so indica así m. d. c. de. . . 4
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2 6Cuando los números dadoSj no son de niuclias cifras, suele determinarse íi la simple vista ; por ejemplo ,  el m. d. c. de 2 0 ,3 0  y 5 0 , es =  10. El m. d. c. de 16 , 40 y 5 6 , es =  8 ,  ele.Si hallado el m. d. c. se dividen por 61 lodos los datos, los cqo- cicDtcs que so obtengan serán íiíímcros primos entre esto e s ,  números que solo tienen al 1 por factor común, como puede verse en los dos ejemplos que preceden.
D os mimeros consecutivos, son primos entre si. Esta propiedad , y la regla que vamos á dar para el m. d. c . de dos números ,  se funda en la proposición siguiente : S i  dos números tienen un factor común. 

Ja suma de ambos, la diferencia de los mismos, y  el residuo de su 
mutua división, tendrán también aquel factor común.Kegla para hallar el m. d. c. de dos ntimeros enteros cualesquiera. Divídase el mayor por el menor ; luego divídase este por el residuo-, luego este primer residuo divídase por el segundo residuo, y conti núese de este modo hasta llegar á un cuociente exacto ; el divisor que baya dado este cuociente, será el máximo buscado.He aqui esta regla aplicada á ejemplos. Quiérase el m. d. c. do los número 527 y 289 •, y operando como aquí se ve17527 289 1 238 51 341 1 4 1 , hallamos por re
sultado el número 17.Si los datos fueran 319 y 186 ,  por el mismo método319 186 133 53 27 261 1 2 1 1 hallaríamos26

1.m. d. c. de 319 y 186El 1 .“ de estos ejemplos nada ofrece de particular, da el máximo divisor pedido poro el 2 .*̂  reclama nuestra atención con su resultado =  1. Siempre que so llegue á este resultado, debe inferirse que los datos son primos entre si. Y  no es menester esperar al fin de la operación, puede conocerse esto mucho antes; tan luego como



se llegue á un divisor que, siendo número primo, no dé cuociente exacto,  so tiene evidencia del suceso ; el divisor 53 do nuestro ejemplo nos lo advierto con su residuo.Cuando se quiera el m. d. c. do tres ó mas números puedo servir la misma regla, buscándolo desde luego para los dos menores,  y en seguida buscarlo para este resultado, y uno do los datos que no entraron en el cálculo ; continuando de esto modo basta el último dato.Pero si los datos estuvieren espresos en potencias de sus factores primos, la operación es mas breve y fácil : Tómese de cada factor 
primo común la menor polcneia , ó una de ellas si fueren iguales ;  y 
el producto de las potencias tomadas, será el m. d. c . de todos los nú
meros dados. He aquí ejemplos :

—  2 7  —

Datos.
216 =  23. 33 
324 - =  2^  34 
550 =  2 . 3®. 5*

504 =  23 . 3®. 7 
180 «  2®. 3®. 5 
540 =  2®. 33. 5 

72 = =  23. 3®

1.'Producto do las potencias tomadas 2 X  3® =  18 =  m. ü. c. do 216 ; 324 ; 4o0.2 .°Luego 2®x3®3 6 , es el m. d. c. do 72 ; 180 j 504 ; 540.
Para mas conocer las ventajas do este método, llenemos el objeto del m. d. c . ,  quo es dividir por él los datos.
El ejemplo l . °  da 216 23. 3818 2 .3 ®324 2®. 3418 2 . 3®540 2 . 3®. 5®18 2 .3 ®

2x3® =  1 8;
=-- 5® =  25.
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El ejemplo 2 ." da 504 23. 3®. 736 2®. 3®180 2®. 3^ 536 ~  2 \  32540 2®. 33. 5

« 2 x 7  =  14i

3 x 5 = .  15',

Fijando la atención en los cuocientes se observa , que si bien 12, 1 8 , 2 5 , son en totalidad primos entre sí,, y lo mismo los cuocientes 1 4 , 5 , 1 5 ,2  •, no son estos números do los que llaman primos entre sí dos d dos; porque 12 y 18 tienen el factor 6 j 14 y 2 tienen al 2 j 5 y 15 tienen al 5. Compréndase bien esta distinción para no confundir las ideas en adelante.L E C C IO N  13.
Mínimo común múltiplo de varios números dados, es el menor número que puede dividirse exactamente por cada uno de los números dados : se índica así m. c . m. de. . .
Para hallarlo suprímanse desde luego aquellos datos que fueren 

factores de oíros, y cada uno de los restantes descompóngase en po
tencias de sus factores primos. Después tómese de cada factor prtmo 
la mayor potencia,  ó una de ellas si son iguales, y  el producto de las 
potencias tomadas será el m. c . m. de todos los números dados. La supresión de datos aquí prescrita, no altera el valor del resultado , y ademas facilita la operación.

K  %.



<
Ejem plos:1.® m. c. m. do (2, 3, 4 , 6, 8 ,1 2 )  = N  =  ni. c. rn. de (8 y 12) Operación.8 =  23 I Producto de potencias 12 =  2®. 3 I tomadas 2  ̂x 3  =» 24 =  N .m .c . m. de (4, 8 ,1 6 , 30, 27) = ]N ^ =  m .e. de (16, 30, 27)

—  2 9  —

16 2430 =  2 . 3 .  5 27 =  38
Operación.Producto de potencias /tomadas 2^x 3 8 x 5  =  1 6 x 2 7 x 5  =  2160 =  N .

Para determinar el m . c. m. hay también otro método ,  que se funda en la siguiente proposición : S i  d  froducto de dos números,  se 
parte por el máximo divisor común de ellos,  el cuociente será mínimo 
común múltiplo de los dos números.Resolvamos por esto método los ejemplos que anteceden. El l . °  reducido á m. c. m. do (8 y 12) da 4 para m. d. c. de (12 y 8 ) ;  luego.suprimido el 4 del 12 y del 8 ,  y multiplicando el cuociente por el número que quedó intacto , se hallará 3 x 8 = » 2 x l 2 =  24.El 2.® reducido á m. c . m. de (16 , 30 ,  27) , nos da para el 30 y 27 el m. de c. 3 ,  y el producto 10 X  27 =  9 x  30 =  270. Pero 270 y 16 , dan por m. d. c. al 2 ,  y el producto 270 X 8 = 1 6 x 1 3 5  ««•2160. Resultados ambos idénticos a los obtenidos por el primer método. La ventaja de este 2.® método, solo será evidente cuando se aplique á cuestiones de dos datos; para los casos de muchos datos es mejor el primer método.

Todo número es de sí mismo el máximo divisor y  el mínimo múlti
plo 5 luego ni el m. d. c. de varios números podrá ser mayor que el menor dato, ni el m. c. m. de ellos podrá ser menor que el dato mayor.Por consiguiente,  cuando uno de los datos para el m. d. c. sea factor de los otros, él deberá sor el m. d. c. do todos  ̂ y cuando



uno de los datos para el m. c . m. sea múltiplo de los dehias > él deberá ser el m. c. m. de todos los datos. Estas condiciones son las mas favorables que puede ofrecer el cálculo del m. d. y del m. m ., y por ello las llamaremos caso próspero \ por el contrario ,  llamaremos caso adverso al que ofrezca para datos de una de estas operaciones números primos entre sí.Para ampliar el importante conocimiento de los factores de los números, ponemos á continuación una tabla, por cuyo medio se determina inmediatamente la naturaleza de cualquier número entero desde 1 hasta 2840. Esta tabla escluyo desde luego los números primos y los que sean múltiplos de 2 , 3  ó 5 : de modo que si un número , que privado de los factores 2 , 3 ,  5 ,  es <  2840,, no está en la tabla ,  dígase con toda seguridad que es número primo. Para los demas números están las columnas de la tabla apareadas por las letras N  y F  : la columna N  contiene los números, y los factores de estos van espresos en la columna F  contigua á la derecha.Quiérase, por ejemplo ,  saber por dicha tabla la naturaleza del número 2127 ; y aunque no sale del límite ,  no lo busco en ella hasta quitarlo ei factor 3 , que deja el cuociente 709 : busco en la tabla este cuociente,  y no estando lo califico de primo, diciendo con toda seguridad que el número 2127 es un compuesto de los factores primos 3 x 7 0 9 . Si el número propuesto fuera 2 12 1 , operando del mismo modo veria que el doto es un compuesto do los tres factores primos 3 x 7 x 1 0 1 . *Quiérase, por fin, los factores del número 1147 •, y como carece de los factores 2 , 3, 5 , lo busco en la tabla y bailo 1147 =  3 1 x 3 7 : este ejemplo ,  sin la tabla hubiera apurado la paciencia del calculador mas sufrido.
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TABLA
P A R A  D E T E R M I N A R  L O S  F A C T O R E S  D E  L O S  N U M E R O S  E N T E R O S  C O M P R E N D ID O S  E N T R E  1 T  2840.



N . F . N . F . N .
ä 9 7 . 7 451 11.41 74977 7.11 69 7.C7 6391 7.13 73 11.43 67119 7.17 81 13.37 7921 11.11 93 17.29 8133 7.19 97 7.71 9143 11.13 511 7.73 9361 7.23 17 11.47 9969 13.13 27 17.31 80387 11.17 29 23.23 17203 7.29 33 13.41 339 11.19 39 7.7.1117 7.31 4121 13.17 51 19.29 4747 13.19 53 7.79 5153 11.23 5 a 13.43 6959 7.37 81 7.83 7187 7.41 83 11.53 8989 17.17 89 19.31 9399 13.23 611 13.47 99301 7.43 23 7.89 90119 11.29 29 17.37 1323 17.19 37 7 .7 .1 3 1729 7.47 49 11.59 2341 11.31 67 23.29 3143 7 .7 .7 71 1 1 .G l 4361 19.19 79 7.97 4971 7.53 89 13;53 5977 13.29 97 17.41 6191 17-23 703 19.37 73403 13.31 7 7.101 797 11.37 13 23.31 8913 •7.59 21 7.103 100127 7.61 31 17.43 337 19.23 37 11,67 7

F . N .- F . N . F .
7.107 1027 13.79 313 13.1017.109 37 17.61 31 11.11.1113.59 43 7.149 33 31.4319.41 57 7.151 37 7.19111.71 67 11.97 39 13.1037.113 73 29.37 43 17.7913.61 79 13.83 49 19.7117.47 81 23.47 51 7.19311.73 99 7.157 57 23.5919.43 111 11.101 63 29.477 .7 .1 7 21 19.59 69 37.3727 7.7.23 79 7.19729.29 33 11.103 87 19.737.11.11 39 17.67 91 13.10723.37 41 7.163 93 7.19911.79 47 31.37 97 11.12713.67 57 13.89 403 23.617.127 59 19.61 11 17.8319.47 69 7.167 17 13.10929.31 77 11.107 21 7 .7 .2 917.53 83 7.13-13 41 11.13111.83 89 29.41 57 31.477.131 99 11.109 63 7.11.1913.71 207 17.71 69 13.1137.7 .19 11 7.173 77 7.21123.41 19 23.53 501 19.7913.73 41 17.73 7 11.1377.137 43 11.113 13 17.8931.31 47 29.43 17 37.417.139 53 7.179 19 7.7.3111.89 61 13.97 29 11.13923.43 67 7.181 37 29.537.11.13 71 31.41 41 23.6717.59 73 19.67 47 7.13.1719.53 309 7.11-17 61 7.223



N . K. N . F . N . F . N . F . N. F .1573 11.11.13 1829 31.59 2077 31.67 2327 13.179 2573 31.8377 19.83 37 11.167 93 7.13.23 29 17.137 81 29.8989 7.227 41 7.263 101 11.191 53 13.181 87 13.19991 37.43 43 19.97 7 7.7.43 59 7.337 97 7.7.53603 7.229 49 43.43 17 29.73 63 17.139 99 23.11331 7.233 53 17.109 19 13.163 69 23.103 2603 19.13733 23.71 59 11.13 13 23 11.193 87 7.11.31 11 7.37339 11.149 83 7.269 47 19.113 401 7 .7 .7 .7 23 43.6143 31.53 91 31.61 49 7.307 7 29.83 27 37.7149 17.97 97 7.271 59 17.127 13 19.127 29 11.23951 13.127 903 11.173 67 11.197 10 41.59 39 7.13.2961 11.151 9 23.83 71 13.167 29 7.347 41 19.13973 7.239 19 19.101 73 41.53 31 1113.17 51 11.24179 23.73 21 17.113 77 7 311 43 7.340 53 7.37981 41.41 27 41.47 83 37.59 49 31.79 69 17.15787 7.241 37 13.149 89 11.199 53 11.223 81 7.38391 19.89 39 7.277 91 7.313 61 23.107 701 37.73703 13.131 43 29.67 97 13.13.13 71 7.353 17 11.13.1911 29.59 57 19.103 201 31.71 79 37,67 23 7.38917 17.101 61 37.53 9 47.47 83 13.191 37 7.17.2327 11.157 63 13.151 19 7.317 89 19.131 43 13.21129 7.13.19 67 7.281 27 17.131 91 47.53 47 41.6739 37.47 69 11.179 31 23.97 97 11.227 59 31.8951 17.103 81 7.283 33 7.11.29 2501 41.61 61 11.25157 7.251 91 11.181 49 13.173 7 23.109 71 17.16363 41.43 2009 27.41 57 37.61 9 13.193 73 47.5969 29.61 21 43.47 61 7.17.19 13 7..359 79 7.39771 7.11.23 23 7.17.17 63 31.73 19 11.229 83 11.11 2381 13.137 33 19.107 79 43.53 27 7.19.19 807 7.40193 11.163 41 13.157 91 29.79 33 17.149 9 53.5399 7.257 47 23.89 99 11.11.19 37 43.59 13 29.97807 13.139 51 7.293 303 7.7 .47 61 13.197 21 7.13.3113 7.7.37 57 11.11.17 17 7.331 63 11.233 27 11.25717 23.79 59 29.71 21 11.211 67 17.151 3î 19.14919 17.107 71 19.109 23 23.101 69 7.367 39 17.167
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LE CC IO N  14.Se llama quebrado el número que espresa una ó mas, de las partes iguales en que se considera dividida la unidad. En la espresion del quebrado entran dos números; el numerador ,  que dice cuántas 'par

tes, y el denominador,  que dice cuáles sean : estos dos números se5llaman colectivamente términos del quebrado. La espresion —  es un13 8quebrado que se lee cinco octavos, y la espresion —  es otro quebrado
21que se lee trece veintiún avos; los numeradores son el 5 y el 13, estos siempre se leen cardinalmente •, los denominadores son el 8 y el 2 1 , que se leen ordinalmento basta 10, y cardinalmente con el aditivo avos desde el 10 en adelante. Un quebrado se llama propio cuando el denominador es mayor que el numerador, y se llama im

propio en el caso contrario. Los quebrados do términos ¡guales, 2 3 4 13 19como — ,  —  , —  . . .  — , —  . . .  e t c .,  no son otra cosa que la 2 3 4 13 19unidad en forma de quebrado. Esta propiedad se enuncia a s í: el 
quebrado de términos iguales,  es igual á la unidad.Proposición fundamental para la teoría de los quebrados: Todo 
quebrado es un cuociente cuyo dividendo es el numerador,  y  cuyo di
visor es el denominndor. En efecto ,  el quebrado se origina de la division cuando en ella bay residuo; y no es otra cosa que el cuocien-3te que resulta de partir el residuo por el divisor. A si,  4 -H —  , por4 5ejemplo, es el cuociente completo de 23 : 5 ; y 3 ■+■ —  es el cuociente completo de 40 : 12. 12



V

Aplicando á los quebrados las proposiciones de los cuocientes, tendremos :Si un quebrado se multiplica por su denominador , dará por producto el numerador.2 . ® El número entero , puede considerarse como quebrado poniéndole por denominador la unidad.3 . ® Cuando es cero el numerador de un quebrado y su denominador n o , el quebrado es igual cero.4 . ® Sí el numerador do un quebrado se multiplica ó parle por 
\xn número entero,  resultará el quebrado multiplicado ó partido por el número entero •, pero si es el denominador quien se multiplica ó parto , resultará el quebrado partido ó multiplicado.5 . ® El valor de un quebrado no se altera aunque sus dos términos se multipliquen ó parlan por un mismo número.

Simplificar un quebrado es trasforinarlo en otro equivalente,  y cuyos términos sean primos entre sí. Cuando la simplificación llega á este grado, se dice que el quebrado es irreducible.Un quebrado quedará irreducible cuando en sus dos términos se hayan suprimido todos los factores comunes , pues el producto de ellos equivale al m. d. c . de sus dos términos. Ved aquí ejemplos:2970l . °  SI los dos términos del quebrado--------  se dividen por 30,99 5610resultará el quebrado equivalente---------•, y si los dos términos de9 187este se dividen por 11 , resulta — , quebrado no solo equivalente al17primitivo si que irreducible : luego la simplificación ha consistido en 2970 '  . 9trasformar-------- en su equivalente irreducible —  .5610 17Como para la simplificación perfecta , es preciso que los dos términos del quebrado se parlan por su m. d. c . ,  y en el presente ejem- pío se ban hecho dos divisiones sucesivas, una por 30 y luego otra por 11 j conviene advertir que el producto de estas dos divisiones
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1 1 x 3 0  =  3 3 0 , es lo mismo que el m. d. c. de los dos términos 2970del quebrado --------  .5610 1561
2 °  Aplicando el mismo método al quebrado---------nada logra-2453riamos; tantearíamos en vano mas y mas símplificadores,  sin acertar con uno. Pero tan luego como veamos este inconveniente,  acudamos á la tabla de factores de la Lección 13 , y ella nos dirá que, por 1561 7 x 2 2 3ejemplo, el quebrado --------- , es lo mismo q u e----------------- ; luego2453 1 1 x 2 2 3suprimido el factor común ,  tendremos iemediatamente 1561 7

— 37 —

2453 11Sin el ausilio de la tabla so hubiera tenido que buscar el m. d. c. de 2453 y 1561 ; bailado (que seria el 223) dividir por él los números 1561 y 2453 ; y obtenidos los cuocientes 7 y 1 1 , partir el7primero por el segundo para llegar al sultado —  .11La simplificación de quebrados es otra do las operaciones á propósito para aguzar el ingenio del principiante.L E C C IO N  15.Proposición : De quebrados que tengan igual denominador, será 
mayor el que tenga mayor numerador ¡ pero si tienen igual numera
dor ,  será mayor el que tenga menor denominador. Según esto el que- 7 5 7brado —  será mayor que —  y menor que — , ó espreso en debida9 

7form a: —  9
5>  —9 .7<  _ _8

9 8



Aun sin la igualdad de los numeradores ó do los denominadores, se puede fallar muchas veces por el juicio que llaman á fo rtio n , ó3 5
con mas razón ; como sí afirmamos que es —  >  —  , pues mirando3 6 4  9á —  como — ,  la relación es evidente. Pero cuando no podemos4 8fijar una relación de quebrados por juicio á fortiori,  es preciso tras- formarlos en otros respectivamente equivalentes, y tales que todos tengan el mismo denominador ó numerador. En efecto ,  no podrla-2 3mos evidenciar que es —  >  —  ,  sin cambiar nuestro enunciado en 10 9 6 6 3 5—  >  —  ; ó —  !>  — , que dicen lo mismo en otros términos.15 15 9 10Hay operaciones que requieren denominador común en los datos quebrados, y para ello fijamos la siguiente regla: E l  denominador 

■ común, puede ser siempre el m . c . m. de los denominadores , con tal 
que cada numerador se multiplique por el apareado de su denomina-1 2  3 5
dor respecto al m. c. m. A s i , — , — , — , —  se trasforman en sus2 3 5 615 20 48 25equivalentes respectvos —  , — ,  —  , —  ; porque es 30 el m. c. m. 30 30 30 30de los denominadores, y los numeradores se han determinado según la regla. 3 4 9 1 462 440Los quebrados — ,  —  ,

— 38 —

5 7 1 462— se Irasforman e n --------11 2 770 770630 385-------- , -------- - 5 porque el m. c . m. es el producto do todos los de-770 770nominadores, y cada numerador so ha multiplicado por el producto de los denominadores de los demas (Caso adverso).



7 5 3 11,Por oposición á este ejemplo ,  iio aquí estotro : — , —  ,  —  , —8 6 4 1217 21 20 18 22 17—  dan por equivalentes respectivos á —  , —  , —  , —  , —  ; por- 24 24 24 24 24 24que todos los denominadores son factores del mayor 2 4 , y se constituye la cuestión en el caso próspero.Para ejemplo de común numerador,  sirva la siguiente cuestión:5 6 10 15
Escribir en órden de menor á mayor los quebrados —  , —  , — ,  —  :23 13 11 19como para esto basta que tengan numerador común,  y aquí es muy preferible, les pondremos el m. c. m. de los numeradores que es 30 ; luego multiplicando por 6 el 2 3 , por 5 el 13 ,  por 3 el 1 1 , y30 30 30por 2 el 19, se tendrán los equivalentes respectivos ------ ,  — , — ,30 138 65 3338 - 5 6 15Luego los datos,  escritos según el órden pedido,  son : — ,  — , — , 10 23 13 19

—  3 9  —

11 A D IC IO N .Para sumar quebrados que tengan ya denominador común, súmen- 
se los numeradores, pártase la suma por el denominador común; y  si 
de ella queda quebrado,  simplif{queso.Aplicando esta regla á los tres ejemplos do común denominador que anteceden, nos darán :1.®

1 2 3 5 15 - 1- 20 -4- 184-25 78----- 1-------- 1---- H------ — ---------------------------   =  —
2 3 5 6 30 301 8  3

30 5



r

462-*-440H-630-f-385■40 — 1917770 770
1724 21-1-20 1 8 -I-22-f-1724

2.*̂ 3 4 9 1----- i------- !-----H------5 7 11 2377 1=  2-f-(--------< - ) •770 2S .“ 7 5 3 11—  -+ . — -4- —  Hh —8 6 4 129S 2 1:5= --- =e 4 *4- (--- =* --- ) •24 24 12L ds esprcsioncs que se componen de un enlero y un quebrado, se llaman núm eros m i x t o s : su adición se ejecuta sum ando prim ero  los 
quebrados y  en  seg uida  los e n te r o s ,  añadiendo á  la  su m a de estos las 
unidades que re su lta ro n  de la  a d ic ió n  de los quebrados.SUSTRACCION.Para restar quebrados que tengan ya denominador común , réstese  
d e l n um erador d d  quebrado m in u e n d o , e l  num erador d el quebrado  
sustraendo  ,• póngase á  la  resta  e l  d en om ina do r com ún , y  s im p lifiq u e-  sc el quebrado re su lta n te . Ejemplos:1 .0 97

3 . °

10 3 130 _  3311 13 14324 1 24 — 9 1545 5 45 4572 5 9 — 5 488 11 11 11

14313



Advertencia. Aunque el m, c. tn. de los denominadores es el menor denominador común que pueden tener los quebrados trasformados, cuando son irreducibles; no ya si fueren simpHficables, pues entonces podrá el denominador común ser menor que el m. c. ra. de denominadores primitivos, como ha sucedido en el ejemplo 3 .°  Ademas la facilidad del denominador común en la sustracción, consiste en ser dos los datos : basta el caso adverso se reduce aquí á multiplicar en cruz numeradores por denominadores.

—  4 1  —

1.« Ejemplos con datos mixtos:35 9 26 239 39 39 3
2 .«

2 7 ( 2 4 .^  — ) — ( 1 7 -h  — )3 9
3.«

6 - ( 3  +  ~ )  5

152 3 +  —  9 71 7 -H —9
86 -h — 9

3 -h



—  4 24 .«
3 19(1 7  + _ ) --------11 33

4216 +  —331933231 6 +  —33Para ausiliar el quebrado minuendo, cuando es menor que el respectivo suslraendo, nunca se necesita mas de una unidad : esto se ha hecho en los ejemplos que siguen al 1." En el mismo principio se funda la siguiente regla para restar de un número entero, un quebrado propio : á la derecha del entero disminuido en una unidad;

añádase el quebrado complemento del sustraendo. A s í, 1 1 --------, es4 31 8 9—.1 0  +  —  . 2 1 ------- =  20 H------ ; etc. Llamaremos quebrados9 39 39
complementarios dos cuya suma valga una unidad.Es de frecuente necesidad el trasformar un número mixto en quebrado equivalente, para ¡o cual se multiplica el entero del mixto por 
el denominador de su quebrado, al producto se añade 6 quita el nu
merador de dicho quebrado según este lleve el signo +  d el —  ,  y al 
resultado se le pone por denominador el del quebrado.

2.«
E jemplos :

11 + 5 88 +  ,5 938 8 8
1 3 - 2 39 — 2 373 ~ 3 3

i



LECCIO N  16..De la proposición 4.% Lección 14 ,  se deducen las reglas siguientes :1 . *̂ "Para multiplicar un quebrado por un entero,  divídase el de
nominador del quebrado ■ por el entero ,  si se puede, y  si n o ,  multipli
qúese por el entero el numerador del quebrado.2 . * Para dividir un quebrado por un entero, divídase el nume
rador del quebrado por el entero ,  sí se puede, y  si no , multipliqúese 
por el entero el denominador del quebrado.3 . ® Para multiplicar un quebrado por otro quebrado , fórmese el 
producto de los numeradores; fórmese el producto de los denominado
res ; pártase el primer producto por el segundo , y simplifiquese el 
quebrado resultante. Ejemplos de la regla 1.®

-43 —

7 7 11.« —  x 4 5 := ___ =  3 -1 -—  .90 2 211 99 252.° —  x 9  = = —  ■==>2-h —  .37 37 375 5 5 X 393.« 39 x  —  —̂ __ _ X 39 ---------------13 13 13Ejemplos de la regla 2 .‘18 3 11 .“ —  : 6 =  —  =sr --- ,39 39 13

=  5 x 3 - .  1 5 .

o  o 6391 63
—  : 11

7 . 99 1 x 1 1  7 .1 3 .1 1 9143



3.®
1.^
2.«
3/

57—  : 38 =60 60 X 38
—  44 —57 3 . 192 . 1 9 . 6 0 401Ejemplos de la regla 3,®36 34 3 6 x 3 4  2 x 2  4—  X —  =  —----------=   --------51 54 5 1 X  54 3 x 319 50 1 9 x 5 0  225 57 2 5 x 5 7  3

9
17 71—  X —53 87 12074611 : sin detenernos en buscar factoresdonde no los hay •, pero habiéndolos, no se fije el resultado hasta la completa supresión de los comunes.Los productos de dos factores se llaman ■ productos binarios; los do tres so llaman productos ternarios,  etc. Luego para formar un producto de muchos quebrados, fórmese uno binario y multipliqúese por el tercer factor, si son tres los factores; ó fórmense dos binarios y multipliqúense un producto por otro, si los factores fueran cuatro, etc. Sin embargo, de estos métodos razonados surge la siguiente práctica: fórmese un quebrado cuyo numerador sea el pro

ducto indicado de todos los numeradores,  y  el denominador sea el 
producto indicado de todos los denominadores; simplifiquese este que
brado ,  y  se tendrá el resultado exacto.5 3 8 7 3 8 3 1Ejemplo 4.® — x  —  X  — X  — =  —  x  — =  —    7 . 8 15 5 8 15 15 5

E l producto de dos quebrados recíprocos  ̂ es ig ua lé la unidad; y 
son recíprocos dos quebrados tales que tienen los mismos términos pero5 7en posición inversa los del uno á los del otro, como —  y —  . Omití-7 5



4 5(Jos estos quebrados en ci ejemplo 4.'’,  ha quedado ia operación re- 3 8 3dúcída á —  x  — , ó á —  suprimido el factor común 8.8 15 15Para dividir un quebrado por otro quebrado ,  surge de la proposición 5.* ,̂ Lección 1 4 , la siguiente reglar multipliqúese el numera
dor del dividendo por el denominador del divisor; multipliqúese lam- 
hien el numerador del divisor por el denominador del dividendo; 
pártase el primer producto por el segundo , y  se tendrá el quebrado 
cuociente. Ejemplos:1.'

2/
3/

18 9 1 8 x 4 4 2 x 2 466 ' 44 9 x 6 6 3 336 48 36 x 6 0 3 x 4 145 60 4 8 x 4 5 4 x 37 5 77 329 11 =  — =  1 4 ,45 45 *

11-1----- .3

El ejemplo 2.® es notable por su cuociente =  1 : ¿qué se infiere de los datos ?Al modo como la división de los números enteros díó origen al quebrado, así la división de los quebrados da origen á ciertas espre- siones que se llaman quebrados de quebrados,  tales como 1 ^ 3  3 3 1 x 3  5 7 72 4 4 8 2 x 4 ’ s  5 ’ s ’ *Con la denominación común do números fraccionarios comprendemos desde ahora el quebrado, el número mixto , y el quebrado do quebrado.Para reducir á quebrado único las espresiones quebrado do quebrado ,  fórmese un producto de todos los quebrados de la espresion ,  y

m



simplifiquese. En uso de osla regla, diremos que es la espresion2 3 5 2 . 3 . 5  1—  de —  de —  ------------------ — .3 5 8 3 . 5 . 8  4
Advertencias sobre las operaciones con datos fraccionarios.Sí se imaginan combinados solamente de dos en dos los nombres, 

número entero, quebrado, m ixto , y quebrado de quebrado ,  severa que la multiplicación con datos fraccionarios, ofrece muchos mas casos de los que hemos considerado, y aun muchos mas la división. Pero como al número entero se le puede poner la unidad por denominador, y tanto el número mixto como el quebrado de quebrado se pueden trasformar en un solo quebrado equivalente , resulta que 
todos los casos de multiplicación y  división con datos fraccionarios,  se 
pueden reducir al caso único de multiplicar 6 dividir un quebrado por 
otro quebrado. Y  tanto áerá único , cuanto los casos de división podrán cambiarse en multiplicación, tomando por multiplicador del di
videndo el quebrado reciproco del divisor.Como consecuencia necesaria de los principios establecidos, sucede que si uno de los dos factores de un producto es quebrado propio, 
resultará el producto menor que el otro factor ; y cuando sea quebra
do propio el divisor, será el cuociente mayor que el dividendo.Muchos ejemplos podríamos aducir para mas ilustrar esta doctrina *, pero nos limitamos á uno importante por su trascendencia. Quiérase el cuociento de los números mixtos1 2 20 13 20 5 26( 5 h-----) : ( 3 ---------) = _ : _ = _ x  — =  —  - = 2 ;  y o b -5 5 5 5 5 13 13sérvese que reducidos ambos datos á quebrado equivalente , han aparecido con denominador com ún, el cual no funciona en la ope
ración: luego en general puede establecerse, sin peligro de error, que para dividir quebrados que tengan denominador común,  basta 
partir el numerador del dividendo por el numerador del divisor.

- 4 6 -



— 47La comprobación de los resultados es útil en todas las operaciones, cualquiera que baya sido la naturaleza de los dalos; poro es Utilísima cuando se ha operado con datos fraccionarios , porque si bien dan la equivalencia ,  siendo verdadero el resultado, no siempre dan la identidad : y el empeño del calculador en descubrirla ,  es un estímulo de mucho provecho.LE CC IO N  17.El quebrado cuyo denominador es 1 0 , 100, 1000, 6 en general la unidad seguida de ceros, se llama quebrado decimal ó fracción 
decimal: se escribe en forma de entero , supliendo el denominador con una coma.La fracción decimal en su forma propia , es una consecuencia del sistema décuplo de numeración. Si á la derecha de las unidades de un número se escribe una cifra,  esta, en virtud del sistema, esprc- sará décimas de la unidad. Si á la derecha de esta cifra se escribe otra , esta segunda espresará décimas de la décima , ó centésimas de la unidad. Escribiendo uña tercera, espresará décimas de la centésima , ó milésimas de la unidad ; y agregando una cuarta , quinta, sexta, e tc ., cifras ,  se espresarian dicz-wu7¿simas , cien-milésimas, 
millonésimas, e tc ., de la unidad.Todo el sccrojo, pues, de la forma propia del quebrado decimal, consiste en distinguir la cifra unidades de la cifra ó cifras propias de la fracción decimal; y esto se advierte con una coma,  escrita entre las unidades y las décimas.Ejemplos: 17,G espresa 17 umV/arfes y 6 décimas \ 8,56 esprosa 8 unidades y 56 centésimas •, 0,342 espresa 342 milésimas, sin ninguna unidad , lo cual se advierte con la cifra cero siempre que la espresion carece de entero.Si en un número mixto de entero y decimal, se comparan las cifras equidistantes de la de unidades, se verá que son decenas y 
décimas; centenas y centésim asm illares y milésimas,  etc. Esta importante propiedad se enuncia así : Dos cifras equidistantes de la 
cifra unidades, tienen reciproca su unidad ordinal.

íñ l



48

\ì \  i

Sabido, pues, cuántas cifras decimales tiene un número , ¿a cíe- 
mmimcion del decimal será reciproca de la del mayor órden de un nu
mero entero , formado con ¡as cifras del decimal más una. Kn efecto, un decimal de cinco cifras ,  se denominará cien-müésimas \ porque la unidad del mayor órden de un número entero de seis cifras, es cen
tena de millar : un decimal de siete cifras, se denominará diez- 
millonésimas •, porqiíe la unidad del mayor orden de un número entero de ocho cifras es decena de millón, etc.He aquí ejercicios en que conviene adieslrarsé antes de entrar en la práctica de las cuatro operaciones con decimales:

í °  Leer decimales escritos. Ejemplos; 7,028 *, 10,006 ; 0,07009', 0,4371908.
¿Qué denominación tendrá un decimal de nueve cifras"!2 . ° Escribir decimales dictados. Ejemplos; Tres mil once diez- 

milésimas;  cuarenta y  dos mil cincuenta y  tres millonésimas.¿Cuántas cifras se requieren para la denominación hillonésimas^.3 . ° Dar forma propia al quebrado decimal que la tiene común.17 1013 349Ejemplos : 12 H---------- » 1 2 ,1 7 .  ----------- =  1,013.=  0,0349. 100 1000 10000
4.° Espresar en forma de quebrado com ún, la fracción decimal728que está escrita en forma propia. Ejemplos : 5,728 5 -------- .

0,027 = 27 911,09 =  11 127,9 =  127 10009
1000 100 10De la definición del quebrado decimal so deducen,  entre otras,las proposiciones siguientes :1 . ® E l  valor de tin decimal no se altera aunque se pongan 6 qui

ten ceros á la derecha de las cifras decimales.2 . “ P a ra  multiplicar un decimal por la unidad seguida de ceros, 
hasta correr la coma hácia la derecha tañías cifras cuantos ceros 
siguen á la unidad.



3.® Para dividir un decimal por la unidad seguida de ceros, 
basta correr la coma tantas cifras hacia la izquierda cuantos ceros si
guen á la unidad.La adición y sustracción de espresiones decimales,  se ejecutan del mismo modo que si fueran números enteros; teniendo cuidado de escribir los datos uno bajo de otro de manera que sus comas formen columna , y poniendo también la coma en el resultado al pasar de las décimas á las unidades.

- 4 9 -

Ejemplo de adición:26,129,0357,610,04552,800 «« 52,8

Ejemplo de sustracción:372,4589139,2938233,1651
Si el sustraendo tiene menos cifras decimales / se luego en la resta las cifras escedentes del minuendo, y se empieza la sustracción desde la primera cifra correspondiente en el sustraendo.Cuando las cifras escedan en el sustraendo, complétense con ceros las del minuendo, y procédase como • en el primer ejemplo 52,300017,2487A sí: 52,3 —  17,2487 ----------------------

ponen desdeEjemplo :3,257484,36
1,89748

35,0513
Cuando en algún órden decimal necesitemos escribir 10 ,  usaremos de la letra d : así en el ejemplo anterior podremos decir 52,3 —  17,2487 =  (52,299 d — 17,2487) == 35,0513 como antes. Esta ingeniosa forma no es otra cosa que la aplicación evidente del complemento aritmético á las cifras escedentes del sustraendo.

k
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—  5 0  —
L E C C IO N  18.

El caso mas fácil de muiliplicar decimales se ofrece cuando siendo dos los datos, es uno de ellos decimal, y el otro la unidad seguida de ceros. La regla está dada en la proposición 2.% Lección 17 •, he aquí su aplicación. Ejem plos:1 . '* 3 4 ,2 7 8x1 0 0  =  3427,8.2 . “ 2 3 ,7 x 1 0  =  237!3 . “ 364,5 X 1000 =  364,500 x  1000 =  364500.A este caso sigue en facilidad el' de multiplicador d í g i t o basta multiplicar por é l , como si el decimal fuera entero •, cuidando de escribir la coma en el producto cuando se pase de las décimas á las unidades. Ejemplos :183,07541.' 1 83,075x4
9

732,300 = 7 3 2 ,3 .
129,47192.® 1 2 9 ,4 7 1 x9 1165,239.Este ejemplo, y todos los que lleven por multiplicador «no d mas 

nueves, se pueden resolver por sustracción, como vimos en la Lección 6. 1294,710En efecto ,  el producto 1 29 ,4 7 1 x9  bailado en el 129,471 ejemplo 2 .° , se puede obtener por sustracción, a sí: 1165,239



Y  también 3 6 ,7 5 x 9 9  es lo mismo que—  5 1  — 3675,0036,753638,25Los demas casos de multiplicación, ya sean decimales ambos factores ó bien uno solo , se resuelven por la siguiente regla : Prescin- 
dase de las comas,  multiplicando los datos como si fueran números 
enteros, y  luego del producto sepárense á la derecha,  con una coma, 
tantas cifras para decimales cuantas cifras decimales había en los dos 
factores justos. Ejemplos :1 .“ 3 ,7 x 4 ,1 2  = 1 5 ,2 4 4 .Operación.4123728841236 Tomando en esto resultado tres cifras para decimales, se tiene el verdadero producto 15,244.

15244Operación.10101625
2 .°  101,016 x 0 ,0 0 2 5  == 0,25254.

505080202032
Guando en el producto entero no resulten tantas cifras como se necesitan para decimales, pónganse á su izquierda los ceros que fueren menester, antes de colocar la coma.

2525400Operación.20328125
3 .'’ 2 ,0 3 2 8 x 0 ,0 1 2 5  =  0,02541.

1016404065620328
De este producto entero, con dos cerosa su izquierda , tóinenso ocho cifras para decimales ; y borrados después los ceros de la derecha, se llegará al resultado perfecto 0,02541.

2541000 Las demostraciones de la regla serán mas claras para los principiantes si se contraen á los mismos ejemplos resueltos.

T



Proposición : Todo quebrado común, se puede trasformar exacta 6 
aproximadamente en fracción decimal. Para conocer desde luego, á la simple vista del quebrado común, en cuál de estos dos casos caerá la trasformacion ; debe hallarse ya el quebrado en estado irreducible, y entonces,  si su denominador solo contiene factores del 10 ,  obtendrá decimal exacto ; pero si no contiene ningún factor del 10 ,  el decimal que resulte será periódico puro. En efecto,  el quebrado que pertenezca al primer caso, se podrá cambiar en otro equivalente, cuyo denominador sea la unidad Seguida de ceros , con solo multiplicar sus dos términos por los factores apareados del denominador.

—  5 2  —

i . °
2 .'
3.'
4.'

3 3 x 25 5 x 219 4 x 1 925 2 5 x 43 3 x 1 2 58 1 2 5 x 8109 109

Ejemplos : 
6

10

76
100

0,76.
375
1000

=  0,375.
545 0,545.200 2 0 0 x 5  1000Cuando el denominador del quebrado irreducible no contenga factores del 1 0 , procédase á su trasformacion del modo siguiente : D¿~ 

vídase el numerador por el denominador, y  á la derecha del cuociente 
entero escríbase una coma : decuplíquese el residuo ,  y  partiéndolo 
por el denominador , dará las décimas : decuplíquese el segundo resi
duo, y  partiéndolo por el denominador , dará las centésimas. A sise  
continúa hasta encontrar un residuo igual a l primero,  y  entonces las 
cifras decimales halladas compondrán el periodo decimal.



- 5 3
2 4 Ejemplos:1 . ° —  «=2,1818 . . . « 2 ,  (1 8 ).11 Operación.24 I 11

20 --------------90 2 ,1 8 _______9 22 . « — =  0,243243 . . . =  0 ,  (2 4 3 ).37 9 Operación. I 37
3 .” —7 0 ,(1 4 2 8 5 7 ) .

901601209 0,243
Operación. I 7

10 --------------30 0,142857
20 60 40 50 1Obsérvese que en los resultados de estos ejemplos va el período encerrado en paréntesis, pora distinguir el decimal periódico del decimal exacto. E l núnero de cifras de un período varía desde una 

hasta tantas cuantas unidades, menos una ,  valga el denominador del 
quebrado común irreducible que se trasforma en decimal.Cuando el número de cifras de un período es el mayor posible, se dice que el período es completo. Hemos visto en el ejemplo 3.® que1el período correspondiente á — , consta de seis cifras: podríamos ver7



1 1 1que para — , — ,  — , los períodos respectivos constan de diez y seis, 17 19 23diez y ocho, veintidós cifras ; todos estos son períodos completos, los cuales gozan de propiedades muy útiles para el estudio y sus aplicaciones. Mucho puede contribuir al conocimiento de estas propieda-1 1des el estudio de la relación —  =  0 ,(1 4 2 8 5 7 ) , y el de la —7 23=  O, ( 0 4 3 ............... 913) que surge del último ejemplo, Lección 8 ,donde ya llamamos la atención.Son de precisa retención en la memoria, por su mucha importancia, las siguientes relaciones:* 1
--------------------0 , ( 1)

—  5 4  —

99199919999

=  0 ,( 0 1 )
0 ,(0 0 1 )
O , (0001)etc.Cuando el denominador del quebrado común irreducible que se quiere trasformar en decimal, tiene algún factor del 10 ,  y ademas otros factores, se obtendrá decimal periòdico m ixto , en el cual la primera ó primeras cifras no se repiten , y constituyen lo que se llama paría no periòdica de la fracción^ y las siguientes á estas, constituyen el periodo ,  que se puede imaginar repetido índelinida- mente. Las cifras no periódicas en estas fracciones, deben ser precisamente tantas cuantos factores del 10 haya en el denominador del quebrado que se trasforma.



—  5 5La trasformacion se ejecuta en este caso clel mismo modo que en el del periódico puro. He aquí relaciones que pueden servir de otros tantos ejemplos:1.^ 1722 0 , 77272 . . . ,, =  0 ,7 ( 7 2 ) .
2 .^ 974 0 ,  1216216 . . . . — 0 ,1 ( 2 1 6 )
3 .“ 712 0 , 58333 ______ =  0 ,5 8 ( 3 ) .  ,

Obsérvese constantemente la inclusión del período en paréntesis.Bien estudiado el decimal periódico mixto ,  no es otra cosa que cl cuociente que resulta de partir por la unidad, seguida de uno ó mas ceros, un decimal periódico puro.L E C C IO N  19.El caso mas fácil de dividir decimales, se ofrece cuando el divisor es la unidad seguida de ceros; basta adoptar como regla la proposición 3 .“ de la Lección 17. He aquí su aplicación á ejemplos:1 . « 743,52 : 10 =  74,352.2 . ° 2 1 7 ,4 8 :1 0 0  =  2,1748.3 . '’ 9,49 : lOOO =  0009,49 : 1000 =  0,00949.Se ban puesto tres ceros á la izquierda del dividendo, antes de correr la com a, para que esta se fije sin alteración de valor en los datos.Este ingenioso medio de poner los ceros que se necesitan ,  sin alterar el valor do los datos, hace estensible la regla hasta dividendos enteros. En efecto, quiero partir por 1000 el número entero 3856, y digo 3856 : 1000 =  3856,0 : 1000 =  3,856.2 .“ 123 : 10000 =  00123,0 : 10000 =  0,0123.



-H i

Al caso de divisor 1 seguido de ceros, sigue en facilidad el caso de partir por un número dígito : basta ejecutar la división como si el 
dividendo fuera entero; cuidando de escribir la coma en el cuociente 
cuando se -pasa de las unidades á las décimas.Ejemplos : 1 .“ 35,728 : 7 =  5 ,104.2 . “ 3,241 : 4 «= 0,81025.3 . “ 4 3 ,7 : 5  =  8,74.En estos dos ejemplos previendo el decimal exacto que revelan los divisores 4 y 5 ,  se ban agregado mentalmente á la derecha del dividendo el cero ó ceros que se necesitaban.■ 4 .°  123,148 : 9 =  13,683(1) i resultado periódico mixto , que conviene meditar.Los demas casos de división , ya sean decimales ambos datos ,  ya uno solo ,  so pueden resolver por la siguiente regla : A la derecha 
del dalo que tenga menos cifras decimales , pónganse tantos ceros 
cuantas sean las cifras decimales escedentes en el otro dato ; suprí
manse después las comas, y  pártase el dividendo por el divisor como 
si fueran números enteros. Ejemplos :1 .“ 99,015 : 8 ,05  =  99,015 : 8,050 =  99015 : 8 0 5 0 =  12,3 .

—  5 6  —

Operación. 99015 18515 24150 805012,3
02 .” 4 5 ,6  : 0,37 =  45,60 : 0 ,37  =  4560 : 37 =  123 , (243)Operación. 4560 j 3786 --------------120 123,(243)90160

1209



— 57 —3.*’ 305,9 : 0,24 =  3 05 ,9 0: 0 ,24 =  3 0 5 9 0 :2 4  =  127 4 ,58 (3).Operación. 30590 65 179l io
241274,58(3)

140
2008Cuando la fracción decimal está bien escrita ,  se conoce á la simple vista si es exacta, ó periódica , ó mixta : conocimiento indispensable "para retroceder de la fracción decimal al quebrado común de 

quien ella proviene ,  pues según el caso así la regla.Si el decimal lleva número entero, sepárese este desde luego, y diríjase el cálculo á determinar el quebrado propio que se le ha de añadir. Para esto , si el dato es decimal exacto ,  quítesele la coma, y  
á lo que resulte póngasele por denominador la unidad, seguida de 
tantos ceros cuantas eran las cifras decimales,  y simplifiquese el re
sultado. Esto es lo que ya se hizo en el ejercicio 4 .°  de la Lección 17. Sin embargo , he aquí otro ejemplo :625 52,625 == 2 - f  ( .............................  — ) .

1000 8Si el decimal dado es periódico puro, tómese por numerador el 
periodo, y  póngansele por denominador tantos nueves cuantas cifras 
tenga el periodo,  simplificando este quebrado.Ejemplos :54 6I . ” 1 7 , (54) =  17 -f. ( —  =  — ) .

2 .°  9 ,  (162)«= 9 -* -(
99 11162999 6



3 °  0 ,(0 2 97 ) « = (
—  58 — 297 339999 i m 1 0 1Y  en fin , si «I decimal dado es periódico mixto, réstese del dato 

integro (no se olvide que suponemos separado el entero, si lo hay) 
la parte no periódica; y  á la resta póngansele por denominador tantos 
nueves cuantas cifras tenga el periodo , más tantos ceros á la derecha 
de los nueves cuantas sean las cifras no periódicas.Ejemplos :83 — 8 «= 75 1.“ 1 3 ,8 ( 3 )  --=13-+-■(- 90 )•

2/’ 0 ,2 ( 7 ) = = 27 —  2 =  25 518
3.0 9 . 5 8 ( 3 ) «  9 +  (

90583 —  58 =  525900 Í 2 )•
LE CC IO N  20.Son números complexos los que se componen de dos ó mas números, 

cada uno concreto á diferente especie ,  y todas estas relativas á tin 
mismo género. Tales son : 7 varas , 2 pies. 5 arrobas ,  7 libras, 9 onzas, etc.Cada número concreto que entra en la composición del complexo, se llama número incomplexo : como 9 libras ; 13 varas •, 10 azumbres ; y en general todo número que esprese una sola especie. En el número complexo, so llama coeficiente denominai el número por 
quien se debe multiplicar la unidad de una especie, para obtener la 
unidad de la especie superior inmediata. Cuando este número es constante en todas las especies del complexo, se tiene un verdadero sistema de medidas. Las-especies punto ,  linea, pulgada , pie y estadal, forman sistema duodecimal i esto e s , de base =  12.



Para la buena inteligencia en el cálculo de los complexos, es indispensable saber antes de memoria las tablas de pesas, medidas y 
monedas. ( Véanse en cualquier tratado de Aritmética.)En estos Apuntes solo haremos observar, que las pesas, medidas y monedas castellanas las consideramos divididas en cuatro clases, que son1 . ® Ciase : Medidas do ostensión. Comprende tres géneros, que son : estension en longitud, cstension en superficie,  estension en v o 
lumen.2 . ® Clase : Medidas de capacidad. Comprende dos géneros ,  que son : medidas para áridos, medidas para líquidos.3 . ® Clase : Medidas ponderales. Comprende un solo género, que es el formado por las pesas ó medidas del peso , cuyas especies varían desde el grano basta la tonelada de peso 20 quintales.No se confunda esta tonelada con la llamada dear^^Meo, que es 1 •una capacidad cúbica de 4 —  pies do arista : 100 de estas toneladas

8equivalen á 7019 pies cúbicos.4 . ® Clase : Medidas del precio. Comprende dos géneros, que son: 
monedas efectivas,  monedas imaginarias. Entre las efectivas conviene distinguir la llamada escudito viejo ó de aumento, que acuñado antes del año 1786, tiene sobre el valor común do 20 reales un premio ó

1rfúmento de 42 —  maravedises.
2 A D IC IO N .

—  5 9  —

Para sumar números complexos se escriben los sumandos uno bajo 
de otro en lincas horizontales, y de modo que formen columna las es
pecies de una misma denominación. Su empieza á sumar por la colum
na de especie inferior ,  llevando una unidad á la especie superior in 
mediata por cada tantas cuantas hay en el coeficiente denominal de la 
especie que se suma. He aquí ejemplos :
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1 /

f •• Varas. Pies. Pulgad.17 1. 928 2. 11.53 0 8.46 2 . 10.9 1 452 0 6.208 1 03.«
Duros. Reales. M rs.13 , 5 2871 18. 16.43 9 24.19 11. 3210 17. 12.

Cahices.

2 .«
Faneg. Celem.13 9. 1011 7 8 .9 6 . 11.6 0 415 2 5 .8 3 064 6 2

159 IO

Libras. Onzas. Ádarm. Tom.7 3 11 19 12. 15. 2 .11 14. 9. 014 9 10 217 0 7. 1.60 9 6 0SUSTRACCION.Operación muy fácil cuando las especies del sustraendo están es-» presadas en números de menor valor que los de la misma denominación en e! minuendo : ni siquiera se necesita entonces conocer el coeficiente denominai. He aquí un ejemplo ;
Varas cúbicas. Pies cúbicos. Pulgad. cúbicas.133

102
1089231 16



— 61Pero cuando los dalos no ofrecen esta condición tan favorable , se necesita conocer el coeficiente denominai de cada especie, para saber 
cuántas unidades se han de añadir á una especie del minuendo , por 
una sola que se añada á la especie superior inmediata del sustraendo-. así es como podrá estar seguro e! calculador , do que al minuendo y sustraendo añade cantidades iguales quo no alteran la resta.Otros ejemplos :

Cántaras. Azumbres. Cuartillos.38 3 317 5 220 6 1
2 °

Toneladas. Quintales, Arrobas.346 9 0109 18 3236 10 1Recomendamos la comprobación de las restas de complexos por adición, sio escribir para ella un solo número, pues bástanlos datos y el resultado de cada ejemplo.L E C C IO N  21.Cuando los factores de un producto son números concretos , deberá ser multiplicando aquel factor que espresc unidades del mismo género que las buscadas en el producto ; y el otro factor se considerará como un número abstracto. S i ,  por ejemplo ,  queremos averi- " 1 "uar cuánto pesan 16 varas de alambre á 2 —  onzas por vara , dire- °  2

, ( >



w -

mos , cl resultado debe ser concreto al gènero peso  ̂ luogo el mul-
1tiplicando en esta cuestión es el número 2 —  ornas, y el factor16 varas deja aquí su especie ,  y se limita á decir que se tome 16 ' 1 veces por sumando el número concreto 2 —  onzas, lo cual dará por

2producto 40 ovzas de peso. Hasta en los casos de ser congéneres ambos factores, se discierne por el sentido de la cuestión cuál de los dos debe tomarse abstracto. Pregúntese , por ejemplo , cuánto debe 
descontarse en un pago de 1000 reales á razón de 3 céntimos por real-, y al momento decimos : Debe rebajarse 1000 veces 3 céntimos*, esto es , 0,03 reales X  1000 «=> 30 reales. Así de cuantos casos se ofrezcan.La multiplicación de los números complexos, so puede reducir á tres casos : 1 °  Cuando solo es complexo el multiplicando. 2.® Cuando solo es complexo el multiplicador. 3.® Cuando ambos factores son complexos.Para resolver los problemas del primer caso ,  considérese como 
abstracto el multiplicador, y por él multipliqúense iodos los números 
del multiplicando, empezando por el de la menor especie. Ejem plo: ¿ Cuánto pesan 32 cántaras de un liquido, á razón de 26 libras 7 onzas 5 adarmes la cántara ?Este problema es un caso de adición en que cl samando complexo se repite 32 veces -, luego multiplicando dicho complexo por el número abstracto 32 , se tendrá fácil y prontamente el verdadero resultado, como aparece en la siguienteOperación.5 adarmes x 3 2  =  160 adarmes ....................10 onzas.7 onzas x 32 =  224 onzas =  . . 14 libras.26 libras X 3 2 = ....................................832 «

_62 ->

Suma =  producto =  . . . 846 libras 10 onzas.



Hallamos, pues, que el peso de las 32 cántaras del supuesto liquido ,  es — 33 arrobas 21 libras 10 onzas.De los diversos ejemplos que puede ofrecer el primer caso , seria facilísimo aquel cuyo complexo formase sistema, y se hubiera de multiplicar por la base; esto es, por su coeficiente denominai constante : bastaria ascender un grado á cada especie del multiplicando, como se ve en la siguiente cuestión.
De un granero se han sacado 12 medidas trigo de á Z fanegas 7 celemines la medida ,  ¿ cuánto trigo se ha extraído ?Respuesta : 3 cahíces 7 fanegas.Otro ejemplo : Quiérase multiplicar por el número abstracto 12, el complexo 3 varas 2 pies 8 pulgadas 7 líneas ; y reduciendo ,  ante todo, las varas á pies para que haya sistema en todas las especies, diremos : (3 varas 2 pies 8 pulgadas 7 líneas)x 12 =  (11 pies 8 pulgadas 7 líneas) X  12 =* 11 estadales 8 pies 7 pulgadas : inmediatamente según la regla.Esta sorprendente facilidad se apoya on el mismo principio que nos sirvió para multiplicar por la unidad seguida de ceros , corriendo la coma liácia la derecha ; si bien aquí referimos al sistema duo

decimal lo que allí se refiere al decimal.Para los problemas pertenecientes á los casos 2.'’ y 3 ." , sirva la siguiente regla : Multipliqúese el dato que deba ser multiplicando^ por 
el número que esprese las unidades de la mayor especie en el multipli
cador ¡ y  luego para cada uno de los números que espresan las demas 
especies del multiplicador, en órden dn superior á inferior, tómese 
del multiplicando la parte ó partes alícuotas que le correspondan : la 
suma de estos resultados parciales dará el producto pedido.Ejemplo :

— 63 —

iCuánto míen 8 libras, 5 onzas, 5 adarmes y  1 tomín de cierto 
género  ̂ á razón de 24 reales libradEste ejemplo pertenece al 2.° caso ; he aquí su



Cálculo.8 libras á 24 reales...............................................reales.1por 4 onzas tomo —  de 24 reales................  o »4lpor 1 onza tomo —  de 6 re a le s .................... 1 ” “ rs. 3 12por 4 adarmes tomo —  de (1 real 17 m rs.)................ ” T  16
por 1 adarme tomo —  de (12 mrs. —  ) .....................  3 ‘ ' 16l ' '  3 . ipor 1 tomín tomo —  de (3 mrs. — ) ............................ 1 ̂ 3 16 _________________Suma producto «=> 200 reales.Ejemplo 2 .°¿ Cuánto míen 3 arroha$ y  5 libras de «n género ,  á 2 duros 5 rea

les y 20 wirs. la arroba^!Esto ejemplo pertenece al caso 3 .” -, he aquí suCálculo.i á 2 duros..................................... 120 reales.3 arrobas.! á 5 reales............. .......................  1^ ”  ocI á 20 mrs..........................................  ^ « ^6 mrs.1por 5 libras tomo — de (4 5 reales2 0 mrs.) ,9  » 4 »
Suma =  producto =  145 reales 30 mrs.El método prescrito en la regla que acabamos de aplicar >j e  Ibma 

método de tas partes alícuotas-, es el mas á propósito para aguzar

—  6 4  —



6 5  —ingenio de) calculador, y entre otras ventajas tiene ia do dar resueltas al mismo tiempo que la principal, varías cuestiones parciales.Otros métodos hay para resolver esta clase de problemas ; pero nos Jimilamos ¿1 que llaman de reducción á quebrado. He aquí los mismos ejemplos resuellos por este segundo método:1 . ® f8 libras 5 onzas 5 adarmes 1 lo m in )x2 4  reales, es lo1 25mismo que (8 libras n----- ) x2 4  reales =  reales ( — x  24 ) =  rea-3 3les 2 5 x 8  =  200 reales. 162 . ® (3 arrobas 5 libras) x  (45 reales 20 mrs.)=s=— arrobas X10 2 5( 45 H----- ) reales —  reales (1 6 x 9 -i-  16X — )17 17144 reales.-H  1 » 3 0  m rs.=  145 reales 30 mrs.Los dos resultados idénticos á los obtenidos por el primer método.Hay casos en que se pueden aplicar con ventaja á la multiplicación de los números complexos, uno ó mas de los principios establecidos en ia Lección 9.En efecto, su proposición 3.^ aplicada al último ejemplo, lo càmbio en estotro de igual resultado : 16 arrobas x  (9 reales 4 mrs.)144 reales.1 » 30 mrs.145 reales 30 mrs. idéntico h los obtenidos por los otros dos métodos.L E C C IO N  22.Para la división de los números complexos, lomaremos por guia esta proposición general : V n  dividendo concreto ,  se •puede mnside-

i



—  c e rar como el producto de un número de unidades concretas, multipli
cado por el valor de una de ellas. Luego partido este producto por uno de sus factores , dará por cuociente el otro factor. Cuando el divisor sea el número de las unidades concretas, et cuociente deberá ser el valor de la unidad*, pero cuando el divisor sea el valor de la unidad, saldrá el cuociente determinado en su cuánto, mas no en su qué. La completa determinación del cuociente ,  solo puede buscarse en las condiciones especiales del problema.Prevista esta contingencia ,  reducimos á dos casos la división con datos complexos :1 . ® Cuando el divisor es de distinto género que el dividendo.2 . ® Cuando el dividendo y el divisor son congéneres.Regla para el primer caso ; Redúzcase el divisará quebrado de su 
mayor especie ,  y  por el reciproco de este quebrado considerado como 
abstracto,  multipliqúese el dividendo tal cual sea.EjeíDplo :

Sabiendo que 11 arrobas 8 libras 5 —  onzas de un género ,  han

importado 348 duros 18 reales, se pregunta cuál debió ser el precio 
de la arroba. Resolución.1E l divisor 11 arrobas 8 libras 5 — onzas referido á la especie31 34arrobas, se convierte en ( 11-+- — , ó — ) arrobas, cuyo reciproco3 33abstracto es —  . En este estado la operación se reduce á (348 duros 34 318 reales)X— , que consiste en multiplicar por 3 el dividendo, tal 34
cual es (sin reducir especies), y partir el producto por 3 4 , como se ve practicado á continuación :



—  6 7Dividendo. Divisor.1044 duros 54 reales. 24 )) ̂ x 2 0 -^ 5 4 _____________»  534 reales.194 »24 «

3 4 2430 daros 15-4----- reales.34Luego el precio do la arroba del supuesto género , fue 30 duros 15 reales 24 mrs.Ejemplo 2 .°
Se sabe que 32 cántaras de un liquido pesan 33 arrobas 21 libras 10 onzas; iqué peso corresponde á la cántara^Aquí el divisor es también de distinto género que el dividendo; pero como es incomplexo y se ha de considerar como abstracto, queda la operación reducida á partir por 32 todas las especies del dividendo , como aquí se ve : División. 321 arroba 1 lib. 7 onz. 5 adarrn.33 arrobas 21 libras 10 onzas.46 libras.14 » -f. 10 onz. =  234 onz.

10 »Luego la cántara del supuesto liquido pesaba 26 libras 7 onzas 5adarmes. ,Este problema puede considerarse también como una comprobación del primer producto do números complexos, obtenido en la resolución del primer ejemplo. Lección 21.
Advertencia. Cada producto de complexos puede dar dos ejemplos de división, y en cada uno la comprobación exacta de aquel producto. El empefio del calculador en llegar á la rigorosa exactitud, sin contentarse en aproximaciones, podrá ser alguna vez penoso, pero nunca estéril.



Entre las divisiones por número incomplexo, y aun por número abstracto, lam as fácil se ofrecerá cmcskí/o Zas especies del complexo 
dividendo formen sistema, y  el divisor sea su base ; basta entonces re
bajar un grado á cada especie del dividendo y  se tendrá el cuociente 
exacto. En efecto, (7 pies 5 pulgadas) : 12 = 7  pulgadas 5 lineas, (9 cablees 7 fanegas) : 12 =*=9 fanegas 7 celemines.Esta admirable facilidad se funda en el mismo principio (jue la división del decimal por la unidad seguida de ceros 5 si bien, como ya dijimos, el sistema aquí es de base =  12 .Regla para el 2.® caso : Cuando el dividendo y  el divisor sean con

géneres, redúzcanse ambos datos á la menor especie de aquel que la 
tenga menor ; y  referido el dividendo á la mayor especie del género 
buscado en el cuociente, divídase por el divisor considerado como abs
tracto. Ejemplo : 2¿ Qué longitud tendrá un alambre que pesa 20 onzas 8-1_____adar
mes ,  siendo el peso de la vara 3 onzas 10 adarmes"} '________3Reducido el dividendo á tercios de adarme, y también el divisor, 986 174tendremos---------adarmes ; --------- adarmes y aplicando abora la3 3segunda parte de la regla ,  se obtendrá el resultado como so ve en el siguiente Cálculo.986 varas. I 174116 )i --------------------- 5=  348 pies. 5 varas 2 pies.OLuego la longitud del alambre es de 5 varas y 2 pies.Ejemplo 2.®

D e  un liquido,  cuya cántara pesa 28 libras,  se tienen 11 arrobas 24 libras 4 onzas ,• ¡^cuánto liquido habrá medido por cántaras ?

— 68 —



Besolucion.Reducidos á onzas ambos datos, ó mejor, á cuartos de libra ,  se1J97 112convierte la cuestión en esta : ---------libras ; ---------- libras ; y apli-4 4cando ahora la segunda parte de la regla, se obtendrá el resultado como se ve en el siguiente. Cálculo.

— 69 —

1197 cántaras.77 »ó . . .  616 azumbres.56 »ó ................ 224 cuartillos.
11210 cántaras 5 azumb. 2 cuart.

OLuego debe haber 10 cántaras 5 azumbres y 2 cuartillos de líquido.L E C C IO N  23.Con la denominación común de mélrico-dccimales,  se comprenden cinco clases de medidas, á saber :Su conjunto constituye lo que se llama sis-- 
tema métrico decimal,  y todas se originan de una primitiva , llamada metro.El metro lineal, prescindiendo de su parte histórica y científica ,  no es otra cosa que una medida poco mayor que la vara castellana ; es

M edidasDE
Longitud. 
Superficie. 
Vohímen. 
Capacidad.
Peso ó ponderales.

6como unos —  do vara. He aquí su correspon-sdencia reciproca, determinada por la Comisión de pesas y medidas: / 1 metro =  1,196308 varas. \1 vara =  0,835905 metros.El que tiene nociones de Geometria infiere fácilmente del metro lineal, el metro cuadrado y el metro cííáico -, pora los demas diremos



quo : metro cuadrado es la superficie plana quo se cubriría con un 
tablero cuadrado de un metro ancho ; y metro cùbico es cl volùmen representado por un stilar de caras cuadradas, que tuviera un metro de alto.Si imaginamos construido un ííacío, que tenga de alto la décima parte de un metro, tendremos lo que so llama decimetro cùbico. Imaginemos también una caja en que ajuste perfectamente el dado , y la cavidad do esta caja representará el litro. Supongamos ahora que la cavidad litro se llena de agua destilada ,  y prescindiendo de otras condiciones para esta agua , tendremos en el peso de ella la medida ponderal llama hilógramo. Y  por fin , el peso del pequeño volumen de agua, espresado en la mlésima parle del agua que constituyo el kilógramo, dará la medida ponderal llamada gramo. Tenemos, pues, en las palabras metro lineal,  metro cuadrado,  metro cúbico ,  litro y 

gramo ,  cl nombre respectivo do cada una de las medidas llamada 
■ principal,  en cada una do las cinco clases que constituyen el sistema métrico.Para cada una de estas medidas principales, hay una tabla que contiene todos sus múltiplos y submúltiplos jisuales. Omitimos esas tablas en los presentes Apuntes para evitar complicación ,  y porque deben ya saberse de memoria desde la Instrucción primaria ,  como está mandado ; pero no omitiremos ciertas observaciones que pasan desapercibidas si no se advierten.1 . “ Las medidas métrico'decimales no constituyen rigoroso sistema , pues el coeficiente denominai es 10 en el metro lineal, en el litro y en el gramo ; pero es 100 en el metro cuadrado, y es 1000 en el metro cúbico. Adem as, aun dentro de una misma clase se pueden notar aberraciones ; del kilógramo ,  por ejemplo , so pasa al quintal métrico por el coeficiente 100 ,  dejando un órden vacío.2 , “ Muchas unidades métricas tienen mas do un nombre : en las cuadradas, c\ heclimetro, decamómelro y metrò, se llaman respectivamente hectárea, área y centiárea. Para medir la estension de una capacidad no pequeña , tanto puedo servir el kilólitro como el metro 
cúbico-y y por eso se denominan ambas medidas tonelada de arqueo,

—  7 0  —



en la medición de los buques. En las medidas ponderales las llamadas quintal métrico y tonelada de peso, se denominan con mas propiedad por algunos autores kecío-kilógramo y kilo-hilógramo.3 .“ El franco (moneda francesa de plata) pesa 5 gramos, y el diámetro do la moneda de 5 francos es de 37 milímetros. Solamento de estas dos condiciones se pueden sacar muchas consecuencias ,  y muy útiles.Para escribir los nombres de las medidas métricas ,  y los de los múltiplos y submúltiplos de ellas, se han adoptado las abreviaturas siguientes:

-71 —

m =  metro lineal.=  metro cuadrado, a =  área. niS =  metro cúbico.1 sss litro.gD gramo.deca.
HKM
Qdcm

~  becto. •= kilo.=  miria. =  quintal. =  deci.=  centi. «« mili.Con dos de estas letras, cuya segunda sea siempre la inicial de la medida que so quiere espresar, se escriben breve y claramente todos los números métricos. lie  aquí ejemplos:7 M m , espresa miriámetros.13Kni® espresa 13 kilómetros cuadrados.17 D m® => 17 a ,  espresa 17 decámetros cuadrados «= 17 áreas.5H m 2 =  5 l la  ,  espresa 5 keciómetros cuadrados =  5 hectáreas.3 0 0 K g  =» 3 Q  , espresa 300 kilógramos «= 3 quintales métricos.187 d m®, espresa 187 decimelros cúbicos.96 cm®, espresa 96 cenlimeiros cuadrados.72 c a =  72 m®,  espresa 72 centiáreas =  72 metros cuadrados.1372 m m 3 =  Icm ^ -f-3 7 2 m m ^ , espresa 1372 milímetros cúbi
cos =*> 1 centímetro cúbico 4-372 milímetros cúbicos,  etc.En vez de las correspondencias recíprocas entre medidas métricas y castellanas, que pueden verse bien detalladas en las diversas tablas



que las conlicnen, pondremos aquí las relaciones que llaman equxva- 
Uncías y  aproxiinaciones en números enteros,  fáciles de retener en la memoria ,  como se necesita para su frecuente uso. He aquí su
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51 metros 39 kilómetros 25 metros cuadradoi» 9 metros cúbicos 5 hectólitros 60 litros de liquido 100 litros do aceito46 küógramos 46 toneladas mótricas

T a b l a .-  61 varas.= 7 leguas de á 20000 pies.= 322 píes cuadrados.= 416 pies cúbicos.= 9 fanegas.= 119 cuartillos de azumbre.= 199 libras.= 100 libras , óas 1 quintal de Castilla.=  50 toneladas de Castilla ,  etc.Y  no se limita á lo dicho la ventaja de las espresadas equivalencias, si que también se puede encontrar por ellas la relación recíproca, cuyas tablas hemos omitido. En efecto , la que hay entre el metro y la vara castellana, la hallaríamos facilísimamente como aquí se ve:611 metro =* varas ( —  =  1,1962 . . . .51 511 vara castellana =  metros ( —  =  0,8363 . . . .61resultados ambos exactos hasta milésimas, que es suficiente aproximación para los usos ordinarios ; así do cuantos ejemplos s% quieran. L E C C IO N  24.Proposición : E l valor de un decimal no se altera cuando por càm
bio de nombre,  se multiplica ò parte por el mismo número por quxen  ̂
el movimiento de la coma , lo ha partido ó multiplicado. En esta proposición evidente, se funda ia operación ausiliar de los numerot



métrico-decimales llamada càmbio de notròre con permanencia de 
valor. He aqui^ejemplos :

- 7 3  -

7 4 8 ,1 6 [ij«= 7 4 ,8 1 6 Dm  7481,6 d m .3522,431. =  3 5 ,2 2 43 H l. = .3 5 2 ,2 4 3  01. 1879,3g. = l ,8 7 9 3 k g .  = l k g  +  8 7 9 ,3 g .eie.
Trasformacion del nùmero complexo métrico en incomplexo y  vice

versa. Ejemplos : •3 k g H - 1 6 D g +  9 6 d g = .-3 1 6 9 ,6 g . 3 02 0 ,07 i. =  3 k l - i - 2 D l  -h 7 c I. 2 H a - i - 7 a - H l8 c a . =20718m ® .4729,32 rn3 =  4 D m3 H- 729 h-  320 d m .̂etc.L as C uatro  O peracio n es con números métrícos-decimales.ADICION.Ejemplo l . °  Hallar en decámetros la suma de17,36 m •+■  125,26 km h-  25,84 D m.Operación.25,84 D m . 1,736 12526,00012553,576 Decámetros.
2.® Hallar en litros la suma de2 9 H I - i- 7 D l- i - 1 2 ,7 k l- f - 5 0 0 d l . 10



Operación.70 I.29001270050Suma =» 15720 litros.=  1572 D i .
SUSTRACCION.Ejemplo 1." Dados los números 2,979 k l . y 127,79H 1. ,  hallar 

en decálitros el esceso del mayor sobre el menor.Operación.1277,9 D I.297,9

—  7 4  —

Resta 980,0  Decálitros. 98 H l.2 .“ Bailar en metros cuadrados la diferencia entre 2 ,752a y 5432 d m .̂ Operación.275,20 m®.54,32Resta ^  220,88 Metros cuadrados.Ejemplo de multiplicación ;j  Cuánto importan 89 küógramos 14 gratnos de un género à 2 es-
cudos'lZg^Oj'eales e l  hilógí'amolReducidos los datos (x forma incomplexa ,  se tendra89,014kg. X2,350 escudos = 2 .3 5 0  escudas x89 ,014 =209,1829 escudos =  2091 reales 29 mrs.



_  7 5Operación.8901423544507026704217802820918290Producto verdadero »  209,1829 escudos.Ejemplo de divísiou ;¿ Cuál debe ser el precio de 1 Idlógramo de cierto género , siendo 66 duros 4 reales 17 mrs. el mporte de 17 k g . ^ I l g .  66 jr.?Reduciendo desde luego los datos á incomplexos, la cuestión se cspresa asi :132,450 escudos ; 17,466 k g . =  132450 escudos ; 17466 =  7,583 escudos. D IV IS IO N .escudos ;13245010188101880145501455005772577205322
décimos de escudo -,»centésimos de escudo,»milésimos de escudo ;»

174667,583 Escudos.

Luego el cuociente aproximado basta milésimos de escudo , es 7,583 escudos =* 75 reales 28 mrs.
Observación. Los dos últimos ejemplos, apoyados en la doctrina que Ies precede, nos advierten que la multiplicación y  la división de 

los números complexo-métricos, se pueden reducir, por cámhios suce
sivos de form a, á multiplicación y división de números enteros.



p | | :  ' . . . .
......- f e ? . —  * ' I

v...no!OB-«qO * ■

à i m s

o ú t h i  . -‘  H«Tro£.
;OC£81ÖOE

\tiíitíí.i'Oü oitíbclítyv ,oluubo'iU' sT*-■ i'V;
- , , « yH  ■• •'. VV'-̂ V. 4‘.'j 0 4VI ^  ao*usV^ -

■ = i 8 u m  t  ̂ ’ f e i - - - .,-H^ ■
•A' *• à#Û ítWít C'À' '**‘''';íMl>üSt8

.' m jt-n
• " »'-MìDèH L 8 C .Y *•' .'• .• • » •: • i / * .¿U t,b t ‘;u‘ iy^b ' Ò 'o ô b ii. •••.■-■:4̂ {̂ QiO)i40)a«o OOÔG^l ü '*) «h fc(Wi<:‘jÎim krve-"ÔL-'^ô Ò<!..• f£r.e

• f.
'jt-

ty ( t ó s a  ¿  toqïitèliiîi t>-'-*i Lí;.¡j'.n<5e vinbiMn;. ^; i;s  wif,v: L.V

p^ltoisSÉÈLté?*, •;';'v.?>̂ : À;'>■;'''' .. . • .Q S a i H B H I & s £ « . w v  . •••'>.-->v>-/v^--V'-. ••<•.■■."•



APUNTES BE ALGEBRA
R E L A T I V O S  A  L A S  L E C C I O N E S  D E L  P R O G R A M A .

L E C C IO N  25.Algebra es una Arilmótica universal, que representando por letras las cantidades que entran en los cMculos, obtiene para Ips resultados unas espresiones generales llamadas fórm ulas, por cuyo medio se resuelven las cuestiones con facilidad y seguridad.Cada fórmula sirve para resolver el problema de que ha provettido, y ademas cuantos otros sc’ofrcícan análogos á él.El Algebra so divide en dos partas esencialmente distintas : una llamada por algunos Algoritmo, y otra llamada por todos Análisis. La primera enseña á practicar con las letras las mismas operaciones que la Arilniélica con los números,  y la segunda ensena á resolver los problemas después de planteados ; esto e s , cuando están ya cifrados en una ó mas ecuaciones.Los signos de cantidad en el Algebra son las letras del alfabeto; y aunque estos no pasan de veinticuatro, bastan sin embargo para todas las urgencias, pues se sirve el Algebra do Jos dos alfabetosmayúsculo y minúsculo, y también del griego. Ademas una sola letra11



- - 1 -

puede tomarse en diferentes significados por medio do los acentos que pueden agregársele. He aquí una muestra de los
— 78 —

Signos de cantidad.

a b c dA  B C  D£í (5 y  d.a M ) f  ..............................................................................................A ' B ' C ' ...................................................................................................
a' y ' ...................................................................................................a'' bj c ¡ ¡  d ”̂ -, A  ̂ C j , ; ;  f^ü i

PP
%

etc.En cuanto á signos de operación, usa el Algebra de los que la Aritrnébica,  y de otros que se darán a conocer.
Anotación de operaciones.a ^ b ;  a — b-, a ± b  ; oq=b.a x b  =  a . b =  a b  =  b a.a x (b -4 -c )  =  a (b -H c ) =  (b  +  c ) x a .( o - í - b ) x ( c  —  d) =  (a-*-b ) (c — d) «  ( c ) (aaa : b =» —  (b -4- c) ; a =b “

Supuestos y  sus consecuencias.a ^ .b  =  2 a =  2 b-, a — b - = b  — a = o - ,a « b  c 2 c  a bda - —  <  —  j '—  >  ” “  ♦a b c 2 c

mismos

• b ).



79
a >■ b(la a t t c ) ’̂  ( b r t c )  ; (c —  a) <  ( c — b) b bC x  — ) < C  5 (G ; _ ) > € .a a
Desde abora sentarnos como principio el siguiente aserto : l'oda 

proposición aritmética cuyo enunciado sea independiente del valor 
numérico de la cantidad á que se refiere,  será también proposición 
algébrica } por fundarse en la generalidad de valores, que es el carácter esencial del Algebra.Como las fórmulas son frases simbólicas en el idioma algébrico, conviene comprenderlas cuanto antes. S i ,  pues, apoyándonos en e| principio que acabamos de sentar, espresamos algébricamente algunas proposiciones de la Aritmética, oT)tendremos resultados formulares de fácil comprensión. He aquí ejemplos :1 . ° M — S = . R ,  d a M = .R - « - S ( a ) ,y también R «  ( IVI :±  c) —  (S d ; c) (b) : fórmulas que en pocas letras nos dicen lo que se lee en suTraducción.(a) Toda resta debe ser tal que sumada con el sustraendo dé el 
minuendo.(b) Vna resta no se altera cuando á minuendo y  sustraendo se 
les añade ó quita una misma cantidad*2 . “ A x B  = .  P ,  da P :  A  =  R y P : C = = A  (c) ;y también P =  ( A . n ) x ( B : n) =  (A  : m ) x ( B  . m) (d) .Traducción.(c) ü n  producto de dos factores partido por uno de ellos ,  debe 
dar por cuociente el otro factor.(d) JJn  producto no se altera cuando un factor se multiplica por 
lo mismo que otro se parte.



— 80 —¡y ; D , (3a N =  Q  t)
y también Q = c N  c D D :.m

-• <(Q
Traducción.(e) Tocio cuocienic dehe ser tal que muUipHcado por e id m so r ,

l l) '% 7 fu o c ie n t e  no se altera cuando dividendo y  divisor se mul

tiplican ó parten por una misma cantidad.L E C C IO N  26. '
So llom» monòmio toda esprosioQ do cantidad “ ‘ f  ^parada do otra por el signo +  ó ol —  . En un monóm.o ay si p Latro cosas, ospresas todas ó sobro entendida a guna do e la ^ yson- S ign o , oooficiooto; letras y los esponontos de estas. El si„nsiompro va anexo al cooRcionto ,  y cuando os -  nunca so omite ,cooricionto y el espononto 1 ,  no -  - P ™ - "  -  cesidad. He aquí monomios : a -, 2 b c , 3a b , -  ?El monòmi! so llama también «rmino ; pero estos nombres n son siempre sinónimos, porque si bien el monòmio siempre os term i  no asi el tórmino serd siompro monòmio : i su tiempo veremos tórminos que constan do dos ,  tres y mas monómios.

Origen de los coeficientes.a - i - a - i - a  +  a =  4a. a b —  b'c ^ b a  —  cbab e — bd >+-abc —  d b -H .a c b  =  3 a b cbe »i» 2 a b  —  -3bo.‘•;t):
Origen de los esponeníes.a . a . a . a =  a a a a  =  a^.aa X b b b  ^  a® b®. m <i 2a b . b c a . a b e - a a a x b b b x c c = - a 3 b 3 o .



—  81 —Eü los dos ejemplos qpe. preceden esUi la síntesis del monomio. Véase su análisis en los siguientes.1.05 a® b c* ■-= b c° â  b c® -f- a® b c® -t- b c® a® b c® =a a a b c c - 4-a a a b c c -H a a a b c c - + * a a a b c c -4- a a a b c c .
2 o 8 ,. . 8 ' '  ̂ -—  3a®b®c =  —  a® b®c — a“ b®c —  a®b®c —  ■— ó a bb be —  a a b b b c  —  a a b b b c .

K  ' S,,
Lectura de monómtos.Siempre el signo y el coeficiente deben leerse juntos ; pero respecto á los esponentes cállese la palabra elevado á en el do cada letra ,  cuando este esponente sea un solo número entero positivo sin signo espreso.Ejemplos : 7®ab®c =* 49ab® c;^2a-*f® " ; 2®b^c®'* =í= Sb^c®;-  fo K t ^11 a” b ‘ c  ̂ " 8 B11 a "b®c® , ele. 8

El grado ó dimensiones de un monòmio entero , so aprecia por la suma de los esponentes de sus letras ; pero si el monòmio es quebrado, sus dimensiones serán las del numerador menos las del denominador. Por esta regla puede ya preverse que las dimensioné^ de un monòmio serán positivas, nulas ó negativas. He aquí,ejemplos;1 . ° 2 a be®, monòmio do cuarto grado , ò de cuatro dimensiones.5a^b® a , ¿  ■2.  ° -------- -, monòmio de primer grado , ó do una dimensión.3 c® t, a .  C ■ inii'li;-:2 i)® c3.® -------- ;  monòmio do cerò grado ,  ó do dimension nula.3 a» ‘ ■ -I' r' ^





—  83 —En el estudio de ios polinómios conviene conocer pronto ios términos semejantes. Se llaman semejantes los monómios idénticos en 
todo,  y  también los gue solo se diferencian en el signo, en el coefi
ciente ,  ó en ambas cosas.Dos monómios que solo se diferencian en ei signo ,  se llaman 
opuestos : la suma de ambos siempre es cero ; pero su diferencia será el duplo del monòmio ,  que se tome por minuendo.La existencia de términos semejantes en un polinòmio , ofrece desdo luego la ventaja dff su reducción sin alteración de valor ; porque todos los monómios do un mismo tipo ,  so reducen á un solo monòmio. Ile  aquí ejemplos : 1 . “3a“ b —  5c8 4- a * b - 4- 7 c3 — 2 a® =  4a® b-i-ac3 —  2 a=.2 .°—  4 a b c -4- 7 d® — 5c®b® =  7d* —  4 a b c .

6 a®b —  6fi8c -H 4d® —  5 a “jb-H 6a8 c—  4d® •= a“ b.Un polinomio se llama homogéneo cuando todos sus términos son de un mismo grado, y esc mismo grado será el del polinòmio ; pero si los términos son de diferente grado, el polinòmio se llama hete
rogéneo. He aquí ejemplos :3 a 8 -t-a b c  —  5a c * , es un trinomio homogéneo de tercer grado.7 c'5 a c  — +  b « , es un trinòmio homogéneo de segundo grado.5 a *9a — es un binòmio homogéneo do primer grado.9a® — 51) “í- — 3 , es un polmómio hfterogéneo.



—  8 4  —
A D IC IO N .Sumar eti Algebra no es ótra cosa que formar un solo polinòmio con los datos, tales cuales sean ,  y simplificar la suma cuanto se pueda. Ejemplos : - •Los sumandos 5 a ;  3b® ; —  7c3 ; Sb^-, darán por suma el polinòmio 5a -+- 3 b* —■ 7 -H 81/.Los sumandos (3 a* — 5 b ) ;  6 a * ; (5b — 8 a*)-, darán por suma el polinòmio 3 a *—  5 b -h 6 a*.-t- 5 b  -  8 a* : el cual por reducción de términos semejantes,  da por último resultado el monòmio a*.Poro sin repetir detalles tan minuciosos , he aquí otros ejemplos resueltos con la destreza y agilidad qué se Requiero ê n la práctica ;1.«( 4 a -t -9 b  —  2 c) H -(4 d  —  3 c - í- 2 a ) - t - ( c  —  4d 7b)=  6 a - I - 1 6  b —  4 c.

2 . “( 3 a b * c — b c 3 -H 4 a * d * ^ 2 a b c 8 ) H - ( 2 a b * c í^ 8 c 3 b - 6 a b c 3—  3a*d*) -h ( a 3 b c * —  a= d*H -8ab c3 )=  5 a b * c  +  7 b c 3 -H 4 a b c 3 .
S U S T R A C C IO N .Para restar en Algebra basta invertir los signos del suslraendo; esto es , a! -í- hacerlo —  y al —  hacerlo -H ,  y luego suirrár-ambos datos. He aquí ejemplos :  ̂  ̂ ^(5a3o -  9 a= b3 +  2 a" b -  8 b « ) -  (7 b « -  9 a“ 1)3 +  2 c +  11 a<b)5aSc — 9 a *b 3 -f-2 a ‘*b — 8 b*- 2a3c 9a* 1)3 —  lla -< b  —  7b* ,3a3c — 9a4b — l 5 b *



85 —2 °(8 a-í — 9 a3 b ^  G a= —  7 a b 1 1 bS) —  (C a® b® -*- 6 bS -i- 3 a-* —  8 a b -1-  5 c4)8a4 _  9a3b-i-6a=^b=*— 7 a b  +  l l b 3  
I — 3 a'* —  5 c'* —  6 a® b® -h  8 a b —  6 lj35 a'̂  —  9 a® b —  5 a“ a b -ì- 5
La adición y  sustracción simultáneas.lìjemplos :1.0 (4a=l)3 —  3c® H- b=c3) ±  C3bSa= —  4 c“ +  2c3b“)^  ( 7 a = b S _ 7 c = 4 -3 b = c 3  I a* 1)3 •+• c® — b® c®2.«(8 a“ 1)3 c— 3® a b® c®-f-3 2 a®b® c^ )±  a® b® c -̂+- 27 a b® c3~23l)3 a® c)^  16 4 a® b® c®n6a® b3c — 54ab®c3

Con las nociones dadas basta aquí se puedo y» demostrar la proposición indicada en esta misma Lección sobre las cantidades opties- 
(as, y también estas otras :

Toda cantidad negativa es menor que cero.
De dos cantidades negativas es mayor la de menor valor numérico. 

L E C C IO N  28.La multiplicación en Algebra ofrece tres casos : Multiplicarmonomio por monòmio. 2 .” Multiplicar polinòmio por monomio.3 .°  Multiplicar polinòmio por polinomio. Como los casos segundo y tercero se apoyan en el primero , damos desde luego para multiplicar un monòmio por otro monòmio las siguientes reglas : 42



- - 8 6  —1 ■ El producto do dos inonómios será positivo si los datos sondo un mismo signo; poro será negativo si son do2.> El ooericionte dol producto os igual al productot ir a s  del producto sor6n todas las de los tactores con sus propios esponontes, si todos son distintos ; pero de las idénticas 
Z o Z T L L .  de cada identidad , y esta con un esponente igualí  la suma do los esponontes de todas sus idóntscas. , , t4 • Si los tactores monomios tueren mas do dos,  el prodnclo deberá sor positivo ó negativo ,  según tuero par ó impar el numero do tactores negativos : el producto de monóniios siempre es un mo-nómio. , .

P r o d u c to s  de fa c to r e s  m on óm ios.Ejemplos :1 . “  3 a “ i) X  l l c ® d  =  3 3 a “ b c ’ d .2 . °  9 a “ b^df X  —  “  —  OOaSb^c® d®f.
3.0 ^ 2 á a “ b c = d 3 x - 2 “ a b " - '  =  2 5 a 3 b - c = d 3 = .3 2 a 3 b »  c=d3.4.0 2 a b 3 x - 7 b c 3 x - - 5 a c - 7 0 a » b 4 c 3 .5.0 2 c d 3 x - 5 a M x - 5 b V x - 2 a b c = . - 1 0 0 a  1. c d .

C u a d ra d o  y  c u lo  d el m on òm io.

“ i r . r ; r  ?.£ ■ : r r “ -  rlo r ia  ó el cuadrado : tros factores iguales , daran el cubo ó tercera*  u n  m onòm io es ig u a l a l  cu adrado de cu c o c ¡k ic n -  re “ d f  t f . U r a c  d e l m o n ó m io , co n  d u ,l o  esponente en o«du 
le tra . E sto s  cu a d ra d o s siem pre son  p o sitiv o s.Ejemplos :

1.0 (7 a lr c 3)3 =  49«"l>'*o'’ -



—  87 —2 . “ (—  2 0 a Ire" )® =  400a“ M c '"  .3 . « C ±  lla M )8 c )® -=  121a=^
l i l  cubo de un monòmio es igual al cubo de su coeficiente seguido 

de las letras del monòmio, con triplo esponente en cada letra. L a  ter
cera potencia conserva el signo de la  raíz.Ejemplos ;1 . ° (2aab 3c)8 ^ 8a«l)í>c3 .2 . '’ (ijz 3 a b« c®) 3 =  tp 27 aS 1)3" é .3 . « (2  ̂ a®bc3(l" )3 = = 2 3 t a^i^ScídS^ =  8' a^bSc^dS^ .

Raíz segunda y  raíz tercera del monòmio.Raíz cuadrada ó segunda do una cantidad dada, es otra cantidad quo elevada á la segunda potencia , reproduzca la cantidad dada. El signo \/a pide la raíz segunda de la cantidad a , y so leo : raíz cua
drada de a , Ò raíz segunda de a , ó solamente raíz de a.-Raíz cúbica ó tercera do una cantidad dada, es otra cantidad que elevada á la tercera potencia, reproduzca la cantidad dada. El signo
3.v b  pide la raíz tercera de la cantidad b , y so lee : raíz ciibiea de h, ó raíz tercera d e h .La raíz cuadrada do un monòmio es igual á la raíz de su coeficiente, seguida do las letras del monòmio , con la mitad del esponente en cada letra : el resultado lleva antepuesto el signo ±  .Ejemplos :l . °  'V/49a'^b2c4^ Hr 7a3bc®.

2 .“ V'lGOOa^b'^c®" = : ±  40a®b8c” .



ñ r

—  88 —La raíz cúbica ó torcera do un monòmio es igual ù la raíz tercera de su coeficiente,  seguida de las letras del monòmio,  con un tercio do esponente en cada una. Ejemplos :1.0 ^ 2 1 6 b n S d 9  **»6b*cd3.2,0 8000 a? c31 _  20 a« b“* ĉ  .
Productos de ■ polinòmio por monòmio.So obtienen muUiplicando cada término del polinòmio por el monò

mio ,  y la suma algébrica de los monómios resultantes será el polinò
mio producto. Ejemplos :1 ." (4 a —  3b®c -H 2a'*b4c*J X  2a3b“ =  8 —  6a3¡)4c -i-4a7b<^c®.

2 . ® (2b3c4 —  3 a b d 3 -í-d  —  4a®b) x  —  4a®b®-= 12a3b^(13-f-16a4b4 — 4a»b3d —  8 a® b'^c'*.3 . ® (2 n8 —. 3 b® -H c4) X  5 a® b® c( lOa'^b’ c —  15a®b'*c-4- 5b®b®c ;̂( 15a®b'*c —  10a*^b®c — 5 a®b®c .̂
So ban escrito los resultados en el órden que aparece porque el 

valor de Mnpo/ínómío no se altera aunque se permuten sms términos. En esta propiedad se funda la operación que llaman ordenar un poli
nòmio, y consiste en escribir sus términos con relación cá la letra mas repetida, llamada letra principal, y según el órden de magnitud marcado por los osponentes de dicha letra. He aquí ejemplos t



1. ”aSa5 _  5a4(i4 4 -9 a  c7 —  6 d ® 3 a ^ l» 3  —=  3a3b3 — 5a4c4-H aSd f̂ — a ® b * ^ -t-9 a —  6 d^.2.05 b"* d" -t- 3 bs c® —  7 a® b —  5 b3 c“ = - — 2 b3 c= -H 5 b® d® —  7 a= b.
En cl primer ejemplo os letra principal la a , y en el segundo es la h. Ademas, el resultado de este comienzíi por término negativo, lo cual debe evitarse cuando no sea de absoluta necesidad ,  como lo es en dicho resultado. L E C C IO N  29.Para formar el producto do un polinòmio por otro ,  tómese por 

multiplicador cl factor de .menos términos,  y  por cada uno de estos 
multipliqúese el otro factor : se obtendrán tantos productos parciales 
cuantos términos haya en el multiplicador ,  y  la suma algébrica de 
dichos productos dará en un solo polinòmio el producto total.Ejemplos :1 .  “ (a^b-t-a^b®— a ^ c S ) ( a ^ c — ab®)f a^bc-I-a^b®c — a'̂ c'*) — a^ljS —  a'̂  b'^-í-a^b® c3

f b c -i- b® c — b® —  a'̂  c* — a'̂  -h a® b ® c®2 . ” (a^-4-a^c-f-a®  c® *i-a c^-+■ c*) ( a — c)^  fl4c »f, a3(j2 _}̂  g2(;3 Qt4

—  8 9  —

—  a4a't’C S r.2 —  a ® c® — o c.̂  —  cAa^c"
A  — f.3



—  90 —3 .“ ( 2 & S „ 3 b ® + c ) ( 2 a 3  — 1-H  3b®)4a^ —  6a^i)2 -h  2a®c— 2aS -1-  3b® — c^-Ga^b^ -f* 3 b ^ c — 9b^4 a*̂  —■ 2 a® >+- 2 a®̂c —  9 b^*4- 3 b^ +  3b®c —  cEn oi producto de uu polinòmio por otro polinòmio so observan exaclamcnle las siguientes leyes :K1 número de monomios del producto total es igual al nú- moro do monómios que lieno un factor, multiplicado por el número de monomios que tiene el otro factor.2 . " El producto de polinómios ordenados do un mismo modo, saldrá ordenado como ellos ,  y sus términos primero y último no tendrán semejante.3 . ® E l producto do polinómios homogéneos será homogéneo, y su grado será igual á la suma do los grado*s de los factores.Revísense ahora los ejemplos que preceden, y so verán cumplidas rig irosamente todas estas leyes. Adem as,  el tercer ejemplo nos dice que para multiplicar por — 1 mía espresion algébrica,  basta inver
tirle los signos.

Productos determinahles por fórmula propia.Regla para el l . °  La suma de dos cantidades multiplicada por la 
diferencia de las mismas, da por producto el cuadrado del minuendo, 
menos el cuadrado del suslracndo.Fórmula de esta regla : (A-+- B) (A —  B) =  A “  — B^.Ejemplos :1.  « ( a b e - í-d g f)  (abe — d g f)  =  a^b®c« —  d ^ g ^ P .2 . “ (2ab® w -3bca) (3bc^ —  2 ab®) 9 b 2 c4 — i a ^ lA



—  91 —Kcgla para el 2 ,°  La diferencia de dos cantidades multiplicada 
por el producto de las mismas y  la suma de sus cuadrados,  da por 
producto el cubo del minuendo ,  menos el cubo del sustraendo.Fórmula de esta regla : (A  —  B) (A C  A® -4- B^) =  A^Ejemplos :1.0 (3a — 2 b) (6 üb +  9aa -í-4b® ) == 2 7 —  8 b .̂2.« (a-íb^ H -S a ^ b c -H  25c^) (a^ b —  5 c) =  a^b^ — 125cS.

Potencias segunda y tercera del hinÓmw.El producto de dos binómíos iguales da el cuadrado ó segunda potencia de uno de ellos *, pero si los binómios iguales son tros , su producto sera cubo ó tercera potencia de uno de ellos.Begla para el cuadrado del binomio. E sta  potencia consta de 
tres términos , que son : cuadrado del primer término del 6írjómio raiZ} 
duplo del primero por el segundo , y cuadrado del segundo.Fórmula do esta regla : (A ri:B )^  =  A ® ± :2 A B -t-B ® .Ejemplos :1.“ (aab 8 -H 5 c3 )a  -=  a4b*^-í- lOa^^bScS-t- 2 5 c**.2.0 (3a® —  5bc3)2 =  9a4 —  30a^bc3 +  25b^c< .̂Begla para el cubo del binòmio^ Esta potencia consta de cuatro 
términos , que son : cubo del primer término del binòmio raíz ; triplo 
del cuadrado del primero por el segundo; triplo del cuadrado del se
gundo por el primero , y  cubo del segundo.Fórmula de esta- regla ; (,V dr B) ® A® i :  3 A^ B -4- 3 A B^ ti: B®.líjemplos :

1.0 (a 2b + 2cd )3  =  a'5b3-4-6a4b^cd4-12a^bc^d^ +  8c8dS2.0 (2a3 — 3b'^)3=8aP— SGa'^b  ̂ -t- 54a3i)4— 27lA
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L E C C IO N  30.

Dividir un monòmio por otro monòmio.todas las reglas que ordinariamente sedan para esta operación, se pueden reducir á la siguiente : Escríbase un quebrado cuyo nume
rador sea el monòmio dividendo, y  el denominador el monòmio divi
sor • en seguida, « sm derecha ,  escríbase el signo «-•, y á la  derecha 
de este signo escríbase el quebrado que resulte de suprimir en los dos 
términos del primero todos los factores comunes que haya ,  poniendo á 
este resultado el signo sí ambos datos son de un mismo signo, Ò el
signo —  si tienen signo contrario.Se^un esta regla siempre consideramos como quebrado el cuociente de°un monòmio por otro monòmio -, pero como este quebrado debe tener la unidad por denominador ó por numerador, ó ambos términos distintos de la unidad, resultan, como por las otras reglas, solo dos formas de cuociente . el entero cuando es la unidad el denominador , y el quebrado irreducible eu los otros dos casos.He aquí ejemplos de todo :
18 a» 1)4 o® : O a^bSc ■-= IS a S b ^ c* 2 a b c =  2 a b e .

2 .°39a^b®c4 : — ISa^b^c^
3 .‘

9a®bSc 139a^b^c4 3a^b4c—  I3 a n ^ c 3  1—  17ab2c3d2 - 1
-3 a2 b-4 c.

___17 a b2 c3 d2 : — 51 b̂  c^d^
—  ICa^b^c" ; 24a^l)2e“ =

—  Sla^bH ^d^ 3 a cd—  16a4b3c" 2 b24 b2 c" 3 a

■n • ' i



Cuando ya so liíne deatr í̂za en esta operación se evita el dar forma de quebrado á los ejemplos de cuociente entero ; basta para obtenerlos dividir el cocficicnle'del dividendo por el coeficiente del divisor , y en cada letra del mismo nombre restar el esponente qui) tiene la dei divisor del que tione la del dividendo.rjomplos :1 .“ SGa'ib^c^d'^: 2 8 a 2 b c d ‘ =  2a"^l)2c.
2 °  —  4Sab4c3 : —  16b c® =  3¡ab3c.3 .°  42a3c®b‘ "»-® : — 14a® b3c® = — 3 a b ‘- ' .Adoptando para todos los cuocientes de un monòmio por otro la sustracción de esponentcs, aparecerían los resultados con letras de esponente cero , y otras de esponente negativo*, y aunque la división por nuestra regia no darà tales esponentes, debemos entender su significado , y probar esta inteligencia con la demostración de las proposiciones siguientes :1.  ̂  Toda cantidad etemda á cero, ef igual á \ .2 . “ Toda cantidad con eiponente negativo, es igual á 1 partido 

por dicha cantidad con esponente positivo.Probada la legitimidad do estos esponentes, usemos de ellos con ia parsimonia que la prudencia reclama.
Dividir un polinòmio por un monòmio.Esta Operación so ejecuta partiendo cada lórmino del polinòmio por el monòmio •, el cuociente será un polinòmio de tantos lórminos cuantos baya en el dividendo ; y podrán ser todos enteros , todos quebrados,  ó unos enteros y otros quebrados.

— 93 —

Ejemplos ;!.'> (8b4c®d‘*~ 4 a ^ l) 'íd ‘̂ c) : 4b3cd’ =  2 bcd4 — a^bd^.13
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2." (6b'*c3f4 — 12a^b^d-4-31>®c8d) : 61)3t8Jbf4 2 a®b 1d c® 2 b3 .“ (ISaSb^c® — 27a“ l) 4 c +  6 a-*b8—  36ab*^) : 9a“ b4c2 a® 4b“=a» 2 al)c —  3 -1 -------------- - •3 bc a c
Cuando el divisor sea —  1 , bastará invertir los signos del divi

dendo para tener el cuociente. .Como consecuencia de la división del polinòmio por e! monomio, se propone y resuelve el siguiente problema : Descomponer un poh- 
nómio en dos factores , tales que el uno sea el monomio mácemo divi
sor de todos sus términos.He aquí ejemplos que lo resuelven :' 1 ( 2 4  aS b’  c3 —  36 b  ̂c^) =  12 b^ c® X  (2 a c —  3 b) .2 . “ (27a3b^c4—  45a4b3c3 +  36aab4c5) =  9a“ b3c3 x(3 üb’ c — 5 a = -* -4 b c » ) .L E C C IO N  31.

Dividir un polinòmio por otro polinòmio.Para resolver este problema obsérvense por su órden las siguientes reglas :1 . " Ordénense ambos datos por una misma letra y  en «n mismo

sentido. , j  »2 . “ Pártase el primer término del dividendo ordenado, ^or el
primer término del divisor ordenado, y  se obtendrá el primer término
del cuociente que se busca. i j3 . “ Multipliqúese este cuociente por todo el divisor ,  y  el produc
to réstese del dividendo ordenado,  cuidando de que la resta salga or

denada como él.



— 954 .“ Esta resta será un segundo dividendo que , sometido á las tres 
reglas que preceden, dará un término para el cuociente,  un producto 
y un residuo como el dividendo anterior.Así se continúa basta bailar resta cero,  ó una resta cuya letra 
principal tenga menor esponente que el de esta misma letra en el divi
sor. Si la resta es cero,  el cuociente será exacto ; y si no, póngase el residuo partido por el divisor, como quebrado aditivo, á la derecha del cuociente entero. Ejemplos :l . ' ’ (12a-«bdc — S a ^ b ^ cd  +  I5a^b® —  lOaSb^) :(3a*b —  2 a b f)  = -5 a ® b -» -4 a d c .Cálculo.15a^ba -*-1 2 a^bcd —  lO a íb » — 8 a®b*cd | 3a8b — 2 ab* H-10a3h3—  ISa^b®12 a^bed — 8 a* b *c d —  12a^bcd -t-Sa^ b ^ cd 5 a*b > í- 4 a c d  Exacto.Cero.2.0 (192a — 519 -HaS — 2 4a*) : (a — 8) =  a* — 16a-t-64 7a — 8 Cálculo.a 3 _ 2 4 a * - i- 1 9 2 a  — 519 —  a® -h 8 a* —  8
—  1 6a* -í- 192a — 519 
^  1 6 a * —  128a a* — 16 a -4-  64

64 a —  519 —  6 4 a -f . 512
a — 8Cuociente con residuo.

Residuo 7.



— 90 —Con J ob polinótnios cualosquieta tonoados pata dividendo y divisor, rar?rna ve» sa obtendrá cuoeiento entero exacto-, osto requ.oro por

1  » El cuadrado do un binòmio partido por su raía , da por cuo ciento la raiat y también da, este cuociente el cubo del binòmio p'"lirculM de un binòmio partido por su raiz,  da por cuocien-to el cuadrado del binòmio raíz- A-wSnn3 • Toda diferencia do cuadrados es producto de dos bmòmios,uno que es la raiz del minuendo, monos la raiz del sustraendo , yotro anees la suma Je estas mismas raizes. ,
í  3 Toda diferencia de cubos es producto de dos poltnóm os; „„o  binòmio que es la raiz tercera del minuendo, menos la raíz tercera del snstraendo,  y otro trinòmio que es el producto do dichasraizes más la suma do sus cuadrados.Cuando se provò que un cuociento pedido no debe sor en oro exac-, to se recurre à la simpliRcacioi. del quebrado que lo indica. Para esta operación sirven eficazinente las proposiciones que preceden , y tambiô n la del máximo factor monòmio , Lección 30. He aquía*b3 +  aSb»cj,a  (¡,3bS +  .a3|,ao) : (b3od^ +  b 'c^ d ’“) -- ---------------------------b3cd*^+-á«!)® (b -t- c) b2 d®c(;b-+-c) c d-9ac^ — 6bc^2.0 9 a c ^ - 6 b c ^ ) ; ( 9 a ^ - 4 b " ) = - , ^ - j - ~ ^
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•97 —3c* (3 a —  2b) 3c^(3a — 2 b ) (3a-+-2b) 
3.® (2 a b —  — Ij“) -

3 a "H 2b b® —  2 a b -Í- a*
( b - a )  = b —  a b® —  a®

(b _  a) {h 4- a) '>-+- =
4 “ (a ^ G 4- ab c +  b“ c) ; (a  ̂—  b^)c(a® 4-ab -i-b®)

c (a^-i- ab*+-b®)aS -  1)3
(a —  b) (a® -+- a b -f- b®) . -Í»a —  b

I.E G C IO N  32.ACuando una espresion de la (orma no puede dar cuociente en-lero exacto, constituye lo que se llama quebrado literal ó fracción 
algébrica ; y si en eüa se suprimen todos los factores comunes al numerador y denominador queda simplificada , y resulta una fracción irreducible , como se ve en los resultados de los cuatro ejemplos en que termina la Lección 31.

Adición con fracciones algébricas. Ref’ la : la misma de las fracciones numéricas.Ejemplos :4bl . ° 3 b - a 10cb +  c 2c 4- 2 b b n -c  2c-t-2 b Adoptando para denominador común c! binòmio (b +  c) la adición so hará como aquí aparece :

'II
i l

i

frM
í'K
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— 98 — 3"4-i 2 b 3 b — 3 ̂ ^5 c Sb H -ScSuma 5(b*+-cb +  c b +  c b-i-o=  5 : valor numérico , independiente de todo supuesto para las letras ah c.a c b — a b — c2 . 0 ----- 1-------- 1------------- i----------- .b a b aAqui el denominador común debería ser «6  ; pero como es preferible hacer dos sumas parciales en vez de la total pedida ,  diremos :a-t-b —  a c +  b — c b b bSuma =  ( ----------------) •+• ( -----------------) = ------ 1----- = 1-1------a -4-b
En Jos ejemplos que siguen omitimos razonamientos.b — d r 8  — ac b — dm — n 2 c* —  c n —  mb — d a c* — a 2 c — 1O) + (m — n 2 c — 1 m — n

2 cn 2 c — 1 2 ab 3b — 3c4.' a'2 a b b* a — bc b — ca -H b a® — b®a® — ab-*-2ab-+-ab-Hb® ( a — b (a-H b )*
3a — 3bb )a — b a bl>* a * — b* a — b
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S U S T R A C C IO N .Y a se sabe que esta operación se cambia en adición invirlíendo los signos a! sustraendo. Ejemplos :2 a bc^

1 . ‘
abc®f 4 a bc*-f* (—  abe®)3 d f 6 dí® 6 d f3 a b c® abe®6 d f 2 df

3a d® 3d®2 .“ 3ad®-H(3bd® — 3ad»)—  b® b a a®— b®3bd=a^ —  b*
3a®d® 3od®3.® 2 b d -F 3 d  H---------------------- (2 d - H b d - f - ----------------- )—  b® a b3a®d® +  3abd® —  3a®d®( 2 b d +  3d — 2d — b d ) - H ( ------------------------------------ )a® — b'— bd +  d 4- 3abd®a® —  b®El principiante debe empeñarse on comprobar los resultados,  sin que le arredre la diversidad do formas.
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Adición y  sustracción simultáneas. Ejemplos :
30hSc

Zc^form acion de la eepreeio« mixta  en quebrado equivalente.Esta operación se hace en Algebra por la misma reglo que su ani- loga en ArUni6tica. He aquí ejemplos :_ _  a3 +  c a' -  l . °  ----- - — b
a -t- b  ̂b — a

a2 —  b2
2 o __________ ^±(a-í-b}

a — ba-l-b -t-a  — b 2 a
co — b

1) —  a

b — a ' ^  b - aa»— h*— a®-í-b^__________ _________ _ =  cero -," b — a — b^ 2 a *  2 b * : esteb — a b — aresultado es todavía susceptible de simplificación ; discúrrala el lector.
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L E C C IO N  33.
Mullipìicacion con fracciones algébricas.Los casos de esla operación Be',resuelven en Algebra por Ins mismas reglas que sus análogos en Arilmélica. He aquí ejemplos relali- vos á los diversos casos :

1/
Productos de quebrado por entero.I l a “ b8 lla® L3

X ( 3 a — 2!)) - -9a* — 4b®
2.0  (b — a ) x a®-hab-i-b* 3 a -i-2 b  L3— a®2 b -i-c 2 b-+-c

Productos de quebrado por quebrado.

1 .' a ^ b  c®— d® ---------- X ------------ c -i-d—  d a‘ —  b® a — b
2 . ‘

3 a ^ b -í-3 ;i^ c  2 b c  — 2b® 3a^(í)-í-c) 21>(c—b)-------------------- X ------------------- = --------------X ---------b —  c a b -í-a c  b — c a(b-*-c)6 a^ 1) (c® — b*) ^  6 a 4 b .a (b*—  c®)
1 .® (2 a'3 __ 15 be3b» 3b(2a®4--------- ) ( 2 a®-----------

Otros productos.91,3 3 b®. ) ( ---------- t - 2 a8)
5c 5c

5 c
) = 4 a ^ 91.'*25 c® 14

______- . - r l /



102 —  3d2 ,® 5a*b*(al)-*-
(5a3 b-*H -3 d )x

5 a® b® 7 c •)X 7 c5a®b 2̂1 cd7C-Í-5a®b4 5aSb^N
División con fracciones algébricas.Los diversos casos de esta operación se resuelven por las mismas reglas que susíinálogos en Aritmética. He aquí ejemplos para cadacaso. T , .

Dividir quebrado por cnfcro.7 a®L8 7a*b3; ( 3 a — 2b)1 . ‘
2.‘

1 , ‘

2 b -t -3 a 9 a * — 4b»2 ac»— 3b®---------------: (3 L® 2 a c»)7 a b c  — 5d 7abc — 5d
Dividir quebrado por quebrado. a3^b®  a»— fb» a® — b® ab +  a'^-i-b*

2/

m
fS —  d®a b-4-b»

m b® a 4-bb®a-H bcfl_^ .cd 4-d®a® — b®
Otros cuocientes.

______ ( a - b ) ( c - d ) .
b® — a* n» b®1 .® (a — b ) ;  — — V-Hab b®



— 103o o b — a —  1) : (o-+-b-t- b® a*b — a2 a 2 ab — a b — a c*
Potencias y raizes de las fracciones cuyos términos son monómios.La segunda potencia de un quebrado es igual al cuadrado del numerador, partido por el cuadrado de su denominador: estos cuadrados son positivos. Ejemplos :2a®bc3 4a^b®c**1.0 ( ---------------------

2.® (

— 3 d *f ±: 3fh®6 ab’ . ) * « (
Od-* f* fba2 ab“ ) f*4a»b-*La tercera potencia de un quebrado es igual al cubo del numerador, partido por el cubo de su denominador : los cubos conservan el signo do la raíz. Ejemplos ;—  2ab® 2a b» Sa^b^1.0 ( ------------ ) 8 « ( ------------- ) 3 _ -------------.c d—  3ad®2 .« ( ------------ )3==c*b

cd 3ad® c»b
2® d® 27a»d‘^= c<̂ b®La raíz segunda de un quebrado es igual á la raíz de! numerador, partida por la raíz del denominador : el dato debe ser positivo , y el resultado llevará el signo .
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1 0 4

1 .' 36c®cl-*
Ejemplos ; 5 a^ b6 cd^

2 .' ^  18u3bcf4 ^ a® b® a bc*9f4 3Í®La raíz tercera de un quebrado es igual á la raíz tercera del numerador, partida por la raíz tercera del denominador ; el signo d«l resuitado debe ser el mismo dol dato.
1. ’

Ejemplos : a b*c8cl3í^ 2 di®
2 .  y  3a->b®e  ̂ - \  y  -

' y  aá a b ^ c’ ci** ^ 3 , 3 ac8b3d^ 2 bd®
L E C C IO N  34.f,u,in.U el <Ulo cnp r»iz se pi<le es polinomio , la raíz (s. la hay) d,.l,0 ser también p'ellnómio -, porque ningún nnonómio elevado a po- lenoia , podrá reproducir el polinóm.o dado. Mas para obtener de un polimWdo la raíz que de él so pida ,  se requ,eren eorrd,conos en el dato sin las crtales no hay raiz exacta. La cant.da poliném a m némin y aun numérica , que no da exactamente la ra,z que de ella pide’ se Marni c a n fM  irracional. Us , pues ,  .rrac.onal a ra.z ; ércera ’de un binòmio y aun de un Irinón.io , y lo es también la raíz cuadrada de un binòmio. l>or lo menos debe ser Innóimo el po .nònno cuya raíz cuadrada se pida . ,  para estraerla 'guíente regla : Ordénese el trinòmio dado ,  y de m yrm er lérm,no es-
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tráigase la raiz ¡ -por el duplo de esta raíz pártase el segundo íénnino, 
y  de ambas operaeiones resultará un binòmio que será la raíz pedida, 
si el cuadrado de dicho binòmio es igual al trinòmio ordenado ¡ pero 
este será irracional si hubiere diferencia.Ejemplos ;!.*> V "l2 a b (l-+ -9 d 3 + 4 a M )® ) =Cálculo. ;(2a b -I- 3 d)

4 a® b* -4-  12 a b d -4-9 d* I 2 a b “h 3 d) =  raíz.
12ábd-4^9d» 12a b d — 9d=* Divisor 4 al) Cuociente -i- 3 d

02 .“ \/9b®c® —  16ab8cd'^-4-4a»d” -i-7b^c=*)/Jad** —  4b®c* ( 2 od‘̂ — 4b8c)==
Cálculo.4a»d*» — 16ab3cd'*-l-16b'^c® —  4 a * d «

4b3c — 2 ad<̂ .
I 2 ad® — 4b8c) « * raíz.

16abScd ‘̂ ^- 16b® c» 16ali8cd®— 16b®c® Divisor 4a d® Cuociente —  4b®c
0Para eslraer la raiz tercera de un polinòmio , ha de constar esto por lo menos de cuatro términos, y entonces se eslraerá por la si* guíenle regia : Ordénese el polinòmio dado, y de su primer término 

estráigase la raiz tercera ; por el triplo del cuadrado de esta raiz

n
i ' i



pártase el segundo término,  y  de amhas operaciones resultará un  ii«  
nómio que será la raïs pedida ,  sí el cuho de dicho Unómio es igual al 
polinòmio ordenado ; pero este será irracional si hubiere diferencia.Ejemplos :1.® v '  100a2c2 — 64c3-i-8a® —  48a‘*c — 4n2c2)=»2a^—* 4 c .VCálculo.

—  1 0 6  —

— 4 8 a ^ c 9 6 a 2 —  6 4 cS—  8 a*̂ _____________________________ ____—  48 c 4- 96 —  64-i- 48a4c—  96a2c2 ^  64
I 2a2 —  4c) =  raíz.Divisor 12a^ Cuociente —  4 c

0

2 ." V  150 a® b* —  125iaX..5 Sbí>a®Cálculo. 8 b?
60l)< )̂: 2 b* 5a2.

125 -4-150 a® b® — 60 b*̂  -h Î.S125 3*=
I50a®l)®-60b«-f-

—  t50a®b®-h 60 b« —
8 bPa®81)9

2b®—  5a2.(-----------) « .r a ( z .aDivisor =  Toa'^2 b®Guocientp »  —
8
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L E C C IO N  35.
Ra{z cuadrada del número compuesto.Si espresamos por u las unidades de un número entero , y por d sus decenas , tendremos la fórmula (d -*-u )2= a d 2- t -2 d u H -u 2 que nos dice : E l cuadrado de un número compuesto de unidades y  dece

nas consta de tres parles,  que son ; cuadrado de decenas ;  duplo de 
decenas por unidades, y  cuadrado de unidades. Si estas tres partes estuvieran distintas en el número , como lo están los términos en el trinòmio, la regla que nos ha servido para eslraer la raíz do este, serviria también para la raizdel número compuesto ; pero como aquí están juntas formando un solo número ,  ba sido preciso modidear aquella regla en la siguiente : Divídase el número dado en secciones 
de á dos cifras,  empezando por la derecha , aunque solo quede una 
cifra para la última sección. D e l mayor cuadrado contenido en esta 
sección eslráigase la ra íz , y  esta será la primera cifra de la raíz total 
que se busca. E l  cuadrado de la cifra hallada réstese de la espresada 
sección, y  á la derecha de la resta escríbase la sección inmediata. 
Esto dará un número que llamaremos dividendo íntegro, del cual 
separada su primera cifra á la derecha, y dividiendo lo demas por el 
duplo de la raíz hallada ,  se obtendrá por cuociente la segunda cifra 
de la raíz total. Escríbase este cuociente á la derecha del divisor ̂  el 
número que resulte multipliqúese por el cuociente ; réstese el producto 
del dividendo íntegro ,  y á la derecha de la resta escríbase la sección 
inmediata. Esto formará un segundo dividendo integro , el cual some
tido al mismo cálculo que su anterior , dará por cuociente la tercera 
cifra de la raíz pedida. Cada sección del dato dará una cifra para la 
raíz total ,  y  obtenida la correspondiente á la sección de las unidades 
quedará terminada la operación. La raíz total será exacta si la última 
resta es cero ; pero será irracional el dato si la resta no es cero.

1.« V ' 582169 Ejemplos : 763 : esacta.
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— 108 —Cálculo.58.21.6992.1876456.9 45 6 9
7 6 314 ;]146 X 6 152 i 1523 X 3

02 .“ \ / 274138 523 y 609 do residuo.Cálculo.27.41.3824.12 04373.8 312 9
52310 ; 102 X 2 104 •, 1043 X 3

0 0 9  Este residuo nos dice que la S/ 274138 esirracional: su valor está entre 523 y 524 pero no hay ningún medio en la ciencia para determinar exactamente la fracción que debería añadirse al 5 2 i ,  ó quitarse al 524 ,  para tener la verdadara raiz.
La resta que deja cada cifra de la raíz en la estraccion de la cua

drada, varia desde l  hasta el duplo de toda la raíz hallada; pero no 
puede Uegar al doble de la raíz más 1 ,  porque entonces debería tener 
una unidad mas la cifra de quien provino la resta.

Aproximación de la raíz.incomensurahle de segundo grado.La cantidad irracional se llama también incom0nsMra6/e, y su raíz se puede aproximar por decimales basta el órden que se quiera; 
hasta para esto añadir dos ceros á la derecha del tillimo residuo gue 
dejaron las unidades,  y considerar el número que reSuUe como otro



dividendo íntegro ,  cuyo cálculo , idéntico a l de los anteriores,  dará 
las décimas. Estas dejarán otro residuo, que aumentado de dos ceros 
á su derecha, y  tratado como segundo dividendo íntegro,  dará la 
cifra de las centésimas : y  así se continúa hasta dejar la aproximación 
en el órden decimal que se quiera.He aquí el método aplicado á nuestro 2.** ejemplo :Cálculo.6090.0 I 5 2 3 , 5 8 . . .523 2 5

—  1 0 9  —

85750.0 8376 64
1046 5 10465 X 5 10470 -, 104708 X 8

198 3 6Sin pasar de las centésimas hallamos que la í >  523 , 58 J274138 es  ̂ > : do modo quo la raíz aproxi-/ <  5 2 3 ,5 9  \mada por defecto ú menos de una centésima, es =  5 2 3 ,5 8 ,Esta aproximación por decimales puede abreviarse por división; 
hasta partir el último residuo por el duplo de toda la raíz hallada; 
pero limitando las cifras del cuociente á tantas menos una cuantas fue
ren las de la raíz ya hallada ; en nuestro ejemplo sacaremos dos, por sor tres los ya lialladas. lio  aquí el cálculo :609 609 = .  0 ,5 8  . . .60905230 2 x 5 2 3 1046 1046

86008368 0 ,5 8
232 Luego añadiendo este cuociente 5 la derecha dcl entero raiz, tendremos como antes V " 274138 =  523, 58 . . .15
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liaiz tercera del mimerò compuesto.C onsem n Jo  para las letras d , «  el signiOcado que les hemos dado al tratar de la rair. cuadrada . tendremos parasalente fórm ula: ( d + u  )3 -  d3-r-3 u d  ̂+  3 d-H u< que nos
Z l  ■ E l  cubo de un nú.nero compuesto de unidades y  decenas consta 
de cuatro partes .  que son : cubo de las decenas trtplo del cuadrado
d e  d e c e n a s  p o r  u n id a d e s  . t r i p l o  d e l  c u a d r a d o  d e  '
ñ a s ,  y J o  d e  l a s  u n i d a d e s . Fundada , pues, en esta fórmula le  aquí para la estraccion de la raíz tercera do los números courpuostos.

Divídase el lim ero cuya raís se pide en secciones *  ̂
contando de derecha á izquierda ,  y  no importa que la ultima sección 
I Z n s t e  de dos d irá s y aun de una. D el mayor cubo contenido en
e l  sección e s tr á iy L  la raíz tercera ,  y  esta seri la primera cif, a
T í a  r T ,o t a l  que se busca. E l  cudoo de esta cifra réstese de la espre-

Z  Z o  c o n s t i t u i r á  e l  p r i m e r  d iv i d e n d o  í n t e g r o  ,  d e l  c u a l  s e p a r a d a s  
U S  fo T c Z s  T l a  d l e e h a  . y p a r t i ^ r d o  lo  d e m a s  p o r  e l  t r i p l o  d e l

cuadrado de la cifra hallada, se obtendrá por i Z j Z l b a
cifra de la raíz total, «i oirá de mayor valor absoluto 
dará á conocer. Esta prueba se reduce á espresar por d F ' * ™  *  
las dos cifras halladas, y por u la segunda ; sumar los tres productos 3 u d L  3 u’ d +  u3, y la suma restarla del dividendo íntegro : si la

rosta no es posible , deberá rebajarse una ^ 3 / / ° .
meter la cifra corregida i  nueva prueba hasta que la suma 3 u d H 
T T  L Z e d a  restarse del dividendo integro. A  la derecha de la 
resta verdadera escríbase la sección inmediata del dato , y  se en ra 
un segundo dividendo íntegro, el cual sometido al T ía
su anterior dará por cuociente la tercera cifra de la . aiz pedida , s. la 

d e s L .  Mas en esta segunda prueba »
espresar por d el número formado por la P’ ;“ 7 /
halladas ,  y por u la tercera cifra . Cada sección del nume, o p, opues-



— I l i  —
to dará una cifra para la raíz total, y  obtenida la correspondiente á 
la sección de las unidades, quedará terminada la operación. L a  raíz 
total será exacta si la última resta es cero ¡ pero será irracional el 
dato si dicha resta no es cero.Kjemplos ;12812904 == 234 : exacta.Cálculo.12.812.904 48.12 4 167 d =  2u «= 3 ,  no 4 d =  23 ' u =  4 Kaíz 234.

6459.046 4 5 9 0 4 3 u d=> =  3600 3 u » d =  540 uS «= 27 3 u d® =  634800 3 u * d = »  11040 u3 =  640 Suma «= 4167 Suma =» 6459042 .°  V  187627 57 y 2434 de residuo.Cálculo.187.627626.276 0 1 9 3 d =  5u «a 7 ,  no 8 Raíz 57 , con residuo.
2 4 3 4 3 u d= =  52500 3u*d =  7350«  3 i3Suma .-=» 60193Luego la v  187627 es Irracional : el residuo en las raizes de tercer 

grado varía desde 1 hasta el triplo de la raíz hallada ,  más el triplo 
de sií cuadrado.
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Aproximación de la raíz tercera incomensurahle.Regla ; A  la derecha del residuo que dejó el cálculo de la cifra de 
las unidades para la raíz escríbanse tres ceros,  y se tendrá el dividen- 
do íntegro que ha de dar las décimas para la aproximación ,  por el 
mismo método que el dividendo anterior díó las unidades. A  la derecha 
del residuo que deje el cálculo de las décimas, escríbanse otros tres 
ceros y  se tendrá el dividendo integro que ha de dar las centésimas 
para ’la aproximación. A sí se continúa hasta la aproximación que 
se desee.Ho aquí el método aplicado al último ejemplo:Cálculo.24340.001956248 d «= 57u =  2 d «  572 u «  4, no‘ 5

4777520,00 3 u d * = - 1949400 3 ud* =  3926208003(,2(] 6840 3 u® d «= 2745603 92 8 9 5 4  24 u3 = 8 u3 6484850576 Suma = 1956248 Suma =» 39289542457,24 .Luego la ‘̂ 1 8 7 6 2 7  aproximada hasta centésimas esEsta aproximación por cálculo directo se hace mas molesta en cada cifra decimal que sucesivamente ac quiere estraer,-y para evitar tan improbo trabajo se usa de la siguiente abreviación : E l resi
duo que se halló al calcular las unidades de la ra íz , divídase por el 
triplo dei cuadrado de toda la raíz hallada , y  el cuociente espresado 
en decimales será la parle aditiva para la raíz ya hallada ; pero li
mitando este cuociente á tantas c ifra s , menos un a, cuantas fueren las 
de dicha raíz.He aqui el cálculo aplicado al mismo ejemplo :



24343249 X  3
24340484609472

—  113-24349747Division
=  O ,  24 .

97470 ,2 4
RaízQS da otros mimeros.Del número entero cuyas cifras no bastan para formar dos secciones ; del de una sola cifra *, del quebrado común puro ,  m ixto, y en general número fraccionario -, del quebrado decimal en todas sus formas, y hasta del número irracional ; se nos puede pedir la raíz cuadrada ó cúbica ,  y estamos obligados á darla.Para cada caso de estos hay su regla particular ; pero es preferible comprender lodos los casos en las dos únicas reglas que acabamos do vcrilicar con los números compuestos de dos ó mas secciones de cifras. La cuestión se reduce á cambiar el dato en otro equivalente , y de forma adecuada al objeto de hacer que la raíz pedida dependa de la de un número entero, multiplicada ó partida por un número entero.Los cálculos que para oslo se requieren , se encuentran esplicados y resueltos de una manera abreviada, fácil y segura en las Tablas de potencias y raízes que acompañan á nuestros Apuntes como un poderoso ausiliar.Blucbo fruto puede sacarse del estudio de dichas Tablas-, mas la brevedad de estos Apuntes solo nos permite dedicar á su espiicacion y usos las Lecciones 36 y 37. Es grande el poder do las espresadas Tablas ; pero con el Apéndice que ¿ continuación Ies añadimos , so acrece mucho mas. Puede evidenciarse que á pesar doi reducido cuadro que este Apéndice presenta ,  duplica el poder de las Tablas respecto á raizes cuadradas, y lo triplico respecto de las raizes cúbicas.
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líe  oquí el A i‘EKD!CEá I:is Tíiblas do raízes segunda y tercera do los números , para
3. •ampliar su uso en los casos do C v  10 5 C V  10 5 C V  100.La letra C  designa un coeficiente numérico racional cualquiera.

^  1 1 4  —

G C V IO CV ^ IO C \?1 0 01 3 JG 2 O T 6 2,1544347 4,64158882 6,3245553 4,3088695 9,28317773 9,4868329 6,4633041 13,92476654 12,6491106 8,0177388 18,56635535 15,8113883 10,7721735 23,20794426 18,9736659 12,9266081 27,84953307 22,1359436 15,0810428 32,49112188 25,2982212 17,2354775 37,13271070 28,4604989 19,3899123 41,7742995
l E C G IO N  38.Así como do la division-so originaron los quebrados, así do la eslraccion se originan las cantidades radicales \ oslo es ,  cantidades sometidas á los signos que indican raízes do ellas, las cuales no3 ^pueden obtenerse exactamente , como V 'S  , V 4 ,  \/a . . . etc.En lodo radical se deben considerar tros cosas muy distintas : el coeficiente esterno ; el signo'con el índice que marca el grado , y la cantidad cuya raíz so indica , llamada por su situación cantidad sub

radical. En la espresion 4a\/b® , es 4a el coeficiente esterno ; b es la cantidad subradical, y ^  esci signo radical con el esponen-



to 3 esprcso, indice del tercer grado, quo se loe raíz tercera de. En la üspresion —  5 b \ / 7  c ,  es — 5b el coellcienlo esterno ; 7 c es la cantidad sisbradical , y \ /  es el signo radicai con e! esponente 2 sobreentendido , indice-del segundo grado, que se lee raíz segunda 6 
cuadrada ,  ó solo raíz de , como ya advertimos.Con las cantidades radicales se ejecutan las mismas operaciones que con las racionales 5 pero se requiere mucho cuidado para Jio confundir el radical real con el imaginario. Es  imaginario todo radi

cal de grado par con cantidad subradical negativa, líe  aquí su fór-2n ------
muía : y  — b .De las cantidades radicales se enuncian y demuestran proposiciones muy importantes. Las que por ahora necesitarnos saber, son ;1.^ La cantidad subradicai sale del signo que la contiene , cuando la espresion se eleva á la potencia del grado marcado por el índice del radical : entonces toda la espresion se convierte en cantidad3racional, aun cuando el radical fuere Imaginario, así : ( v 3  b®)S=

-  115 —

3b®; ( \ /  —  5c)® =  —  5 c.2 .“ En ios radicales reales la cantidad subradical puede recibir forma raciona!, partiendo por el índice del radical el esponentede cada factor de la subradical ,  así : V  b®c =■ b *c^ . Y  viceversa, lodo esponente quebrado ,  revela con su denominador el radical deT 11donde salió la cantidad que lleva tal esponente, así : a ^ b ^ , es =\ / a b “ .3.® El valor de un radical real no se altera ,  aunque su esponente y el de cada factor de la cantidad subradical se rnuUípliquenó partan por un mismo número , así : \ / 2ab^ «= v  ^a®lj4 :
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Adición y  sustracción de radicales.

—  1 1 6  —

Esías operaciones se ejecutan del mismo modo que las de las cantidades racionales ,  atendiendo como allí á la semejanza de términos: 
dos radicales son semejantes cuando siendo de un mismo grado tienen 
cantidad suhradical equivalente ,  y ademas tienen semejante el coefi
ciente esterno. He aquí ejemplos de ambas operaciones :

l . °  ( 2 b \ / 3 a c — 8 b d \ / 3 a )  +  ( t 5 b d \ / 3 a  —  5 b \ / 3 a c )=  7 b d  3b V '3 a c  .
2.0 (2 a \/— 2b -  b V ^ 2 c) —  ( a V — 2Í) — 6 b V 2 c  )____  3 ___  ____  3---^  2  a V  — 2 b  —  1 ) ^ 2 0  —  a V —  2 b - ^ 6 b v ' 2 c  

=  a V  —  2 b  - n S b V  2 c .
Reducción de radicales á grado común.Esta Operación , ausiliar indispensable de la multiplicación y division con datos radicales , so idenlilica con la reducción do quebrados ó denominaJor común. Solo un cambio de nombre basta para aplicar aquí aquella misma regla : lo que allí ei'an denominadores, 

son aquí los índices radicales ; y lo que allí eran numeradores,  son 
aquí los esponenles de las cantidades subradicales.

V 1."2,0i1!
i.'i

1."  V 3 a ^ b  y V 2 b® =  V O a'^b* y VSb*^ .Ejemplos :6 -----—  6

2.® V;2bc3 y V 3 a  b® =  V4b®c^ y V 3 a b *  .



—  117 ~E! lector quo reíloxíonc sobre los cálculos do los radicales, hallará adcnírabics armonías entre ellos y los de los quebrados.
M U L T IP L IC A C IO N .

P a ra  multiplicar uno por otro dos radicales reales,  ya reducidos 
á grado común,  se multiplican primero los coeficientes estem os,  y  á 
la derecha de este producto se escribe un radical del grado común, 
dentro del cual se pone el producto de las dos cantidades suhradicales.Ejemplos :1.® S a V c d x S b V a ^ b ® « *  3 a V c d x 2 b V a bO a h V a b e d  .

2.® 5 cV a 8 b 3  X  3 c * V 2 c d  .■= 5 c V a « b S  x  3 c * V 4 c * d *«= ISc^V-iaSb^c^d®  .Si ol radica! producto contiene algún factor racional, eslráigasc sü raíz y por ella multipliqúese el coeliciente esterno del radical producto , asi :3 .°  2 a * b ;\ / 3 a c x b V 1 2 a b c  =  2a"b*V36a® bc“ ■=■ 6 a c x 2 a ^ b *V b  =  12a3b®¿'Vb .c 3.̂ _____  3 ^ . be ,  _____ be4.0 —  V 3 a * b  X  b V 9 a b *  ------ V27a3b8 =  3 a \ x3 a 3 a :3 a“  b®c : resultado completamente racional,y ademas entero. ^Para determinar el producto de radicales imaginarios en sus diversos casos hay regla general ; pero limitándonos aquí á factores deIG



segundo grado (únicos necesarios por ahora) ,  y á productos de solo dos factores, podrá servirnos la misma regla de los radicales reales, con tal que se multiplique por —  1 el coeficiente del radical producto- Ejemplos :

— , 1 1 8  —

1,0 3 a V — c x 2 b V  — a =  — l x 6 ab V a ce=i —  C a b  V  ac .
2.0 3 b V — 2 a x  — 5 b V  — 8 a c = .  — I x — 15b®V16a»c =  -í-15 b® V Í6ü ^c 15b® X 4 a \ / c  = » 6 0 a b ® \ / c .

D I V I S I O N .Para dividir uno por otro dos radicales reducidos ya á un mismo grado,  pártase la cantidad suhradical del dividendo por la subradical 
del divisor,  y  este cuociente sométase á un radical del grado común; 
pártase también el coeficiente esterno del dividendo por el coeficiente es
terno del divisor, y  este cuociente será el coeficiente esíerno del radicoí 
resultante. La presente regla so aplica indistintamente á radicales ambos reales, ó ambos imaginarios.Ejemplos *..t

4 a
1.*̂  12a® VSa3c^ : 4a

V

4 a®
.4

12a® v '2 ac® :
1/ 2a—  =  3afl 2 ac® x —  =  3 a V c ^  2 a !±5 3 ac®.

2 .« 51c3d • 8aSb3 : 17c® d® 2 ab



—  1 1 9  —
3 c 2ab +  4a®b®) =* 3 c \ / 2 a b  : cantidad reaí.como todo cuociente de radicales imaginarios do grado común.

ELEVACION.Para elevar á potencias los radicales reales elévese el coeficiente 
csterno, y  en seguida la cantidad mhradical; de la potencia de esta sá- 
quense los factores racionales que resulten, y  agréguense a l coeficien
te estorno del resultado. La elevación de la cantidad subradical so suple partiendo, si so puede, el espooeníe radical del dato por el índice de lá potencia. Ejemplos :1 . “ (aaV'Oa®!))® = 4 a = \ / 9 á ^  =  1 2 a 3 V b  .c2. ° ( — \ ^ 4 a * b )» =  — V^(16a^b* =  8a3x2ab®)2a " í»c 32 a X —  V ' 2 a b * « =  — V^2 ab®.4a® 2 a

Regla para las potencias del radical imaginario de segundo grado. 
Descompóngase el dato en dos factores que serán  ̂ uno el mismo

dato con signo positivo en la cantidad suhradical, y  otro la ^ /  —  1 . 
Fórmese del primer factor la potencia que se pide ,  y esta multipli

qúese por la potencia del mismo grado del otro factor. Las potencias(le \/  —  1 consisten todas en las cuatro primeras, que son ;
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r \ / : r i ) i  =  —  i ,................- 1  i
( \ / z : i ) 4 = , ................_h i .

Estas cuatro se reproducen periódicamente , do moda que potencia quinta es igual primera^ potencia sexta es igual segunda^ y así en adelante.
Ejemplos :1. “ ( 2 a \ / ^ ^ ) S  =  (2 a\/bc)3 x ( \ / - ^ ) 8

= =  8 a 8 \ / b 8 c 8  x ( — \/  —  1 )  =  8 a 8 b c \ / b e  x  — —  1= .  —  8 a8b c \ / — be .______ j V  _2 . “ ( 3 c V — a b )4  =  (3 c \ / a b )-*  x ( \ / — 1 ) “*=»-+-1 X  Slo^a®!)® =^81a®b®c^ t cantidad real  ̂ ra 
cional y  positiva, cotno todas las 'potencias cMctríus de los radicales 
imaginarios de segundo grado.En el problema do elevar-á potencias los radicales, así reales como imaginarios, téngase muy presento la proposición general enunciada con el titulo de 1.® al principio de esta Lección.ESTRACCION.A l pedir raizes de cantidades radicales, aparece la espresion del

j /pedido figurada por un radical doble do la forma aV^ttJb“ ,  ó 
do esta otra al’ b" ,  si el coeficiente o se somete á su ra-



mdical. Aquí el radical estcrno \ /  indica el grado de la raíz que se pide, y el radical interno con su coeficiente fuera ó sometido , es lo que constituye la verdadera cantidad subradical de toda la espresion.
— 121 —

mPrefiriendo, pues, para el dato la forma V ifaaP 1)'‘ ,  reducimos la estracoion á la siguiente regla : Multipliqúese el índice del 
radical esterno por el indice del radical interno ; y  dentro de un ra
dical cuyo esponente sea el producto de dichos índices,  escríbase la 
cantidad contenida en el radical interior. Preferimos esta regla ú otras que pudieran darse, porque en esta van comprendidas ,  tanto las raízcs de los radicales reales como las de los radicales imaginarios. Ejem plos:-. :■+*-'

1." 2 a \ /  c V i  a^c =  V A  a“ c
2 .° \ / ^  3 c \ / — 2 b =  \ / V/; 1 8 b c * = .'\ / — 18bc^

-s- L E G C IO N  39.
Análisis algébrica.Cuando una cantidad se compara por medio del signo =* con otra que le es equivalente, toma la espresion el nombre de igualdad. Sí las cantidades comparadas, ademas de ser iguales en valor, ío son también en su forma , la igualdad se Mama identidad, Y  si las cantidades que forman una igualdad so componen do datos é incógnitas, so llamará ecuación : de modo que ecuación es una igualdad con una 

ó mas incógnitas. La cantidad escrita á la izquierda del signo *= se llama primer miembro, y la que se escribe á la derecha segundo



miembro. Las incógnitas so csprcsan con las letras x ,  y , u ,  z ,  y los datos con las demas letras ó con números.La ecuación que solo tiene una incógnita se llama determinada,  y la que tiene roas de una se llama indeterminada. Una y otra pueden ser de primer grado d de grado superior al primero: es ecuación determinada de primer gftfcdo aquella cuya incógnita no tiene otro esponente que lo unidad, y no está en el denominador de ningún término -, porque entonces podría ser de segundo grado la ecuación. He aquí ejemplos de todo lo dicho :1.0 aS — bS = .  (a®-t-ab-í-b®) (a — b) , es una iguefldad.2 .°  abe ; bf =  acb  ; fb  ,  os una identidad.3 o a x -t*b ___2 a = » x - t - c  ,  es una ecuación determinada deprimer grado ,  literal.4 ® 3 x — o => 2 y-i-9  ,  es una ecuación indeterminada do primer grado,  íiMm^nca.5.0 ax® =  c — X , es unaeCoacion determinada de segundo grado. aTambién lo es la ecuación —  .^-b =«= c x -i-d  ; pero ya n o , laa c * 1 1 1____ H b ________ f- d ; esta no pasa del primer grado.
X XResolver una ecuación determinada, ó despojar su incógnita ,  es dejar esta letra sola y positiva en un miembro do la ecuación , sin coeficiente,  esponente ni divisor -, y trasladar al otro miembro las cantidades conocidas ó datos, reduciéndolas por su algoritmo a la es- presion mas simple. El valor hallado do este modo para la incógnita se llama raiz de la ecuación propuesta,  y debe ser tál que sustituido en dicha ecuación en vez de su incógnita la convierta en una identidad ,  quo os como una espresion del axioma : Toda cosa es igua

— 122 —



si misma. Cuando so ejecuta osla operación se dice que se comprue- 
ha la raíz hallada.Todas las operaciones de que se vale la análisis para despejar las incógnitas, se fundan sólidamente en esto axioma : S i  con cantida
des iguales se hacen operaciones iguales  ̂ los resultados serán iguales.Para resolver las ecuaciones determinadas de primer grado ,  por complicadas que sean , bastan, á lo m as, las cuatro operaciones siguientes :1 . ® Quitar los denominadores á toda la ecuación, multiplicándola por el m. c. m. de todos ellos.2 . ® Trasladar á un solo miembro los términos quo tienen la incógnita ,  y ai otro miembro los que no la tienen : para lo cual basta invertir el signo á cada monòmio que se traslada.3 . ® Descomponer en dos factores el miembro en quo haya quedado la incógnita, do los cuales uno sea la incógnita, y el otro la suma algébrica de las cantidades conocidas quo la multiplicaban en cada monòmio» esto factor se llama coeficiente de la incógnita, y podrá ser polinòmio, monòmio, y aun un solo número.4 . ® Y  llevada ya á esta forma la ecuación , partir sus dos miembros por cí coeficiente de la incógnita, y simplificar el resultado cuanto se pueda. He aquí ejemplos :

—  1 2 3  —

1. ‘ 2 ax 3b 5 a c a x6 ; que su
primiendo en ambos miembros el 5 a c  a x

6l> 2 axse reduce á --------2 .3
3 6Quitados en esta los denominadores se cámbia en 4 a x  =* 10 a c ax ; y trasladando términos, será 4 a x - j - a x  =  l O a c ,  ó 5 a x  =  lO a c . En este estado, partiendo toda la ecuación por 5a ,  obte-lO a cnem ossuraíz en la e s p r e s io n x = -------------  2 c Para comprobar.5 a



—  124 —esta raíz, pongo 2 c en vez do x en la ecuación primitiva, y me da; 4a c 3 b 5 a c  2 a c  b 8a c —  3b; ó
63 6 3 61 0 ae —  2 a c  —  3b 8 ac —’ Sb-------,  igualdad *, ó en fin ,68 a c  —  3b 6

: identidad comprobante.Sin repetir esplicaciones, véase el método aplicado a! ejemplo siguiente :6 a c 52.® — 4- —  SB —  *+- —  ; 6 b -i-a x  =  c x 4 - 5 b 5  6 b —  5 b X b b X b=  ex —  a x  ; x(c — a) =  b ; luego la raíz será x ^ ----------c —  aComprobación.
6 :

b a c b 6 (c —  a) a-----------H —  =  —^ 4 -5  : — -----; ó ----------------- •+■ —‘c —  a b b c —  a b bc 5 ( c —ra) 6c — 6a-i-a c 4 - 5 c — 5a----- h ---------------- ; 6 ---------------------- -------------------------- ; ó enb b b b6c —  5a 6 c —  5 a í'.fin , : identidad comprobante.
6 173 .°  7 a x  — 9 a®4-  —  = " 4 a x ----------h x .23 23Este ejemplo para estimulo do los principiantes. :íir.

lOi



1 2 5  —
L E C C IO N  40.Todas las ecuaciones determinadas de primer grado están comprendidas en la ecuación general A x - l - D  =  B x - i - G ,  que se llama 

ecuación formular de las determinadas de primer grado. DespejandoC — Den ella la incógnita ,  se obtiene x ---------------- ( 0  » y espresaA —  Bel valor formular de la raíz tím'ca en esta clase de ecuaciones. Por las letras A , B , G , D , se indican cuantas cantidades racionales quieran espresarse como datos, desde el simple número hasta el complicado polinòmio. La discusión de la fórmula ( 1 ) descubre para esta raíz cinco valores diferentes, que son : cantidad positiva,  can
tidad negativa, cantidad nula,  cantidad infinita y cantidad indete^-el
minada. La cantidad infinita se formula por —  -, y quiere decir,ocantidad mayor que otra de su misma especie, por grande que esta sea : también se simboliza por este signo oo . La cantidad indeter-

0minada ó general se formula por —  . Demuéstrense ambas formas.oGuando la raíz de una ecuación sale con el valor infinito, nos advierte que el problema planteado en aquella ecuación es imposible. Ycuando aparece con el valor general ó indeterminado, —  nos des-ocubre ,  que la proposición cifrada como problema en la ecuación re
suelta, es un teorema.Siempre que un problema resulta planteado con dos ó mas ecuaciones, el conjunto de estas constituye lo que se llama sistema de 
ecuaciones. Se llama sistema determinado cuando hay en él tantas incógnitas como ecuaciones, y estas son distintas ; pero cuando falta17



1 2 6alguna de estas condiciones se llama sistema indeterminado. Por fin, es sistema absurdo aquel que ,  reuniendo las condiciones del sistema determinado, contiene ecuaciones contradictorias ó ecuaciones ¿w- 
compatihles. He aquí ejemplos de todo :

1.‘

2 .'

4 .'
5/

es un sistema determinado.
es un sistema indeterminado ; porque sus ecuaciones no son distintas, es también sistema indeterminado, pues contiene mas incógnitas que ecuaciones, es un sistema absurdo , porque sus ecuaciones son incomf/atiblcs. es también un sistema absurdo, por ser 

contradictorias sus ecuaciones. 
Eliminación de incógnitas.Si esta operación no precede , es imposible despejar las incógnitas en un sistema de ecuaciones : de modo que eliminar una incógnita de un sistema, es deducir de este otro sistema legitimo que no tenga aque

lla incógnita» Este sistema deducido tendrá una ecuación menos, y repitiendo en él la operación se obtendrá otro sistema con otra ecuación menos , llegando por fin a una sola ecuación determinada. Entonces, despejándola incógnita de esta ecuación resultante ,  y por retroceso, sustituyendo su valor en las ecuaciones anteriores, se consigue despejar todas las incógnitas.



Los métodos de eliminación mas usuales son tres, llamados : de 
sustitución, de igualación y de coeficientes opuestos. Vedlos á continuación aplicados á unos mismos ejemplos, para quo puedan compararse bien. 1 5 x  —  8 = u - f - 2 x  I Primer ejemplo : < f (^ )  * ̂ ( 3 u -í- 2 x =  31 ^

Método de sustitución. Determinando la u en la primera ecuación del sistema ( A ) ,  tendremos u = 3 x  —  8 (B) . Sustituyendo este valor de u en la segunda ecuación del sistema (A) ,  dará 3 (3 x  — 8) 2x =  31 ; ó l l x  — 2 4 =  31 ; ó l l x  =  31 +  24-,55y en fin ,  X =  —  =  5.11Despejada (*) la a?, se puede ya despejar la u ,  sustituyendo el valor de x  en una de las ecuaciones anteriores -, v. g r . ,  en la (B) , quedará u = 3 x 5 — 8 = 7 .  Luego las raíces del sistema (A)deben ser ^  ^ ^ ^  .Resolución del mismo ejemplo por el método de igualación. Determinando la u en cada una de las ecuaciones del sistema ( A ) , ha-u 3 x  — 8llamos ) u =  31 —  2 x W C )  i luego por cosas iguales á una terce-

—  1 2 7  —

31 — 2 x
ra ,  tendremos 3 x —  8 ---------------- ; ó 9 x 24 = 3 1  —  2 x ; ó
l l x  =  31 -H 24 5 ó en fin ,  X = 5511 5. Poniendo esto valor en

f* )  E n t r e  d e sp e ja r  y  d e te rm in a r h a y  esta d ife re n c ia  ; la  in có g n ita  d e sp e ja d a  lo  es^en c a n tid a d e s  c o n o cid a s  j pero la  in c ó g n ita  d e te rm in a d a  lo  es e n  co n o cid a s é in c ó g n ita s .



vez de x ,  en la primera ecuación (C) nos d a , u = » 3 x 5  —  8 =  15__ 3 . u 7 . Luego las dos raíces del sistema (A) deben ser,como antes ,  ^ ^  7 )  ■ exacto.Veamos todavía esta exactitud confirmada por el método .de coc/?- 
cientes opuestos.La primera de (A ) multiplicada por 3 ,  y sumada con la segunda, 9 X —  3 u =  24 2 x  -H 3 u =  31

—  1 2 8  —

dan ^ •llx  =*s 55 : do donde salo X  — 5 . Puesto este valor en la primera de ( A ) ,  resulta 1 5 — 8 =  U i u = - 7 .  Luego las raíces del sistema (A ) son necesariamente „ 7 )  P“ *" cualquier método que se baga la eliminación.
( D ) .X +  u z  Segundo ejemplo :  ̂ x u —  zX —  u —  z =  c Por el método do sustitución diremos: determinando la x  en tercera de ( D ) , será x =  c -h u -t- z 5 valor que sustituido en primera y se-gunda de ( D ) , da {  J  ■» ®I 2u-í-2^z =  a — c (  ̂ Por la segunda de (E) e s ,

b —• cu -----------------(1) • que sustituido en la primera de (E ) la cámbia2e n , b — o -í-2z « a — c-, ó 2 z « a  — b ,  que da Z’
a — b

2
(2) .

Ahora sustituyendo estos valores (1) y (2) en cualquiera de las ecuaciones ( D ) ,  y aun mejor en su deducida x  s“ » c -h  u -t- z ; ten-



— 129 —
(Iremos por fin x =  c + a — 1) ,  ó X (3).

2 2 2 Luego según el método de sustitución,  hallamos para raíces del sis-a 4- c »
tema (D ) los resultados ( 1 ) , ( 2 ) , (3) ; esto e s ,  (u  = 2b —  c

2a —  b
Por el método de igualación diremos ; determinando la x  en cada una de las ecuaciones (D ) ,  resultarán estas tres : x = s a  —  u —  z \x =  b - U H - z V  ^F) . La primera y segunda de ( F ) ,  dan x =  c H K u - h z J  a —  u —  z«=*b —  U 4 - z ; l a  segunda y tercera dan b u -h z s =s= c - !- u 4-z ; que reunidas forman el sistema J a  —  z =  b*4-z ) (G) . Las dos ecuaciones del sistema (G) son determinadas , y nos permiten desde luego el a —  b b —  cdespejo cuyos resultados son, z « = ------------ (4) -, u = » ------------- (5) .

b —  u =9 c 4- u
2 2 Ahora poniendo los valores (4) y (5) en cualquiera de las ecuacío-b —  cnes ( F ) ,  V. gr. en la tercera ,  nos darán ,  x =  c h---------------- ha —  b ; ó X (6) .  Luego según el método de iguala-

2 2 cion hallamos para raíces del sistema (D) los resultados (4) ,  ( 5 ) ,

i ^i . i

L J



:< !■ ii■-.(Cr
• f ’■ ■ ■ (6) •, esto es ,  \u

130 -  a 4- c
2b —  c
2a —  b

Por el método de coeficientes opuestos diremos': sumando primera con tercera de (D) se eliminan dos incógnitas á la vez, y queda a -í- c2 x = » a - H C , ó x = ------------ ( 7 ) *
2Restando la segunda de la primera (D) ,  también se eliminan dosa —  bincógnitas, y queda 2 z “ a —  b ,  ó z = «  -  (8) •Poniendo ahora en cualquiera de las (D) los valores (7) ,  (8) ,a —  bV, gr. en la segunda,  tendremos u = = b - i- z  —  x =  b*4- ^g ^  c 2 b +  a —■ b ' a c. 6 u = ----- b —  c ( 9 ) .2 2 2Luego por el método de coeficientes opuestos hallamos tambiéna 4- cX  “

2b —  c . Esta identidad de re-
2a —  bz =

saltados comprueba la exactitud de los tres métodos, y autoriza á
■ >



preferir el método que mas convenga á la cuestión que se resuelva: el de coeficientes opuestos tiene sobre los otros dos la ventaja de evitar los formas fraccionarias en los cálculos que se practican, para la eliminación de las incógnitas. Así podrian resolverse otros sistemas determinados de primer grado , aun cuando las incógnitas fuesen cuatro ó mas. L E C C IO N  41.

—  1 3 1 -

Aunque el planteo de los problemas no ofrece siempre la facilidad y seguridad que la eliminación y despejo de las incógnitas,  se prescriben sin embargo ciertos procedimientos que suplen, en cuanto pueden, el defecto de una regla exacta. Me aquí los dos mas seguidos en la práctica, y que por solo eso son ya recomendables :1.  “ Enterarse bien del enunciado del •problema estudiándolo con 
detenimiento , hasta di'scermr qué cantidades son datos ,  qué otras son 
incógnitas ,  y  qué relaciones de igualdad ó equivalencia ligan entre si 
á estos diversos elementos de la cuestión.2 . ® Traducir luego al idioma algébrico de las ecuaciones el enwn- 
ciado vulgar del problema, analizado en su parte sustancial, espre^ 
sando por x ,  y ,  z .  .  . Zas incógnitas, y  anotando con ellas y con 
los datos, aquellas mismas operaciones que se harían para comprobar 
los valores de dichas incógnitas, si ya nos fueran conocidos.Nos limitamos por abora á problemas fáciles ,  que evidencien con claridad las cinco especies de valores, deducidos en la Lección 4.0,G — Dpor la discusión del valor formular x — ------------(1) .A  — BEjemplos :1.® Vn padre tiene 40 años y su hijo tiene 1 2 ; ¿ cuándo será la 
edad del padre triple de ¡a del hijo ?

Planteo. Representando por a; el tiempo que ha de trascurrir para que est:^ suceda , será entonces la edad de! padre (40-t-x) años, y será la edad del hijo (12-f-x) años.



l ' H

Para llenar abora la condición de igualdad ,  tripliquemos la edad del h ijo , y quedará planteado el problema en esta ecuación:40-h s  =  (12-i- x) x 3.Por fin , procediendo al despejo de la x  diremos:4 0 -I-X = 3 6  4-3 X j 4 0 —'36 =  3 x — x ;  2 x  =  4 ;  x ~ 2 .  Resultado positivo que satisface exactamente á la ecuación y al problema , como debe suceder siempre que la cuestión esté bien planteada.Luego la edad del padre será triple de la del h ijo ,  cuando este tenga 14 años.Para que resulte raíz negativa no necesitamos de otro ejemplo; suponiendo en el mismo problema que el hijo tiene 16 años, quedará planteado en esta ecuación : 4 0 -f-x  =  ( 1 6 - í- x ) x 3  =  484- 3 x. De ella saldrá ,  48 —  40 =  x —- S x » ™  —  2 x ;  ó 
8X ---------=:= —  4 : raiz negativa.

_ 2tístas raíces son tan exactas como las positivas ,  satisfacen á la ecuación y al problema cuando está bien planteado ; pero nos advierten que hay en el problema alguna frase en sentido trocado. La presente x = — 4 ,  nos dice que en vez de preguntar CMÓnífo seró 
la edad del padre triple que la del hijo , debiera decir cuándo fué. . . De modo que las raicee negativas nos descubren en la análisis,  la 
eminente propiedad de responder con exactitud,  á las cuestiones de 
enunciado incorrecto. 2092.® Bailar un número t a l , que añadido a l quebrado---------, dé24711
la misma suma, que si al dupto del tal número se añaden —  .13

Planteo. Espresando por x  el número que se busca, se tendrá209 11planteado el problema en esta e cu a ció n ,---------‘’t - x * ^ 2 x - i------. De

—  1 3 2  —

247 13
;

•í ■■ '■ ■ i.': I



ella saldrá 2 x  — x ==
—  133 —209 11 1 1 x 1 9247 1 3 ’ 1 3 x 1 9 131 1

11 —  1113 j ó en fin , X —  0 : raíz nula.Esta raíz cero es tan Icgititría como la positiva y la negativa halladas antes j porquo si en la ecuación del planteo suprimimos los quebra- 209 11d o s---------y — ,  por ser equivalentes,  quedará reducida á x =  2x:247 13la cual traducida al lenguaje vulgar, revela este otro problema; 
Hallar un número que sea igual á su duplo. Y  es evidente que solo el cero puede satisfacer a esto pedido.3.® H allar un número tal que aumentado de su tercio y  de su 
mitad ,  dé í l  veces su sexto más 5 unidades.

Planteo. Espresando por x  el número podido tendremos pacaX X  Xecuación del planteo,  x*4------ 1----- =  l l x -------1-5.3 2 6Procediendo al despejo de su incógnita bailamos ,6 x -i-2 x  +  3 x = = l l x - f - 3 0 ;  l l x  — l l x  =  3 0 i x ( l l  — 11) = 3 0 ;  30 30X = -------------=  —  =  GO : raíz infinita. Luego el problema piol i — 11----- Opuesto es imposible ; esto nos dirá la raíz infinita en todas sus apariciones.Y  «n efecto , quitados los denominadores á la ecuación del plante o , se cambia en 11 x ’=» 11 x - t - 30 , que traducida al lenguaje vulgar revela este otro problema : Hallar un número que sea igual al 
mismo número, aumentado (ó disminuido) de una cantidad distinta 
del cero. Esto es un imposible que solo puede satisfacerse algébrica-



1 3 4  —mente por el i n f i n i t a pues ele este valor se demuestra en los tratados superiores de la ciencia ,  la proposición que aquí formulamos.. .  00 == OOÍÍ2C ; espresando por c una cantidad finita.4 .°  Hallar una cantidad que aumentada en sus tres quintos, dé 
doble resultado que disminuida de su quinto.

Planteo. Espresando por x  la cantidad que se pido ,  tendremos3 x  Xplanteado el problema en la ecuación —  =  2 ( x  ^ ) .  Procediendo al despojo de su incógnita se r á , 5 x - t - 3 x « = 2 ( 5 x  x) ;O O8 x « 2 x 4 x - ,  8x —8 x » = 0 -, x (8 — 8)«=0  ; x 8 —  8 Oraíz indeterminada , como debía suceder para una proposición que enunciado como problema es un axioma ; pues se pide una cantidad que sea igual á sí misma. Así lo dice la ecuación dcl planteo cuando so la trasforma en 8 x =  8 x.L E C C IO N  42.
Cautela con las espresiones O OCuando un resultado formular se convierte en —  por algún valoratribuido á sus letras, no se califique do indeterminada la cantidad espresa en la fórmula , sin haber antes simplificado la fracción, dejándola en estado irreducible.Ejemplos :• 2 ab"1.® La fracción- o b »= X , hace la x O—. por el su- 0



—  1 3 5  —puesto de a =  o ; pero simplificada la fracción , y aplicado después2 b*el supuesto, resulta x b 2b.
aS —.  b̂  o2 .°  La fracción----------------=» y > baeo la y = » — por el su-—  b®puesto de a =  b ; pero simplificada so cámbia en

0a®4*ab-i-b®a -4- b3a 3bpor el mismo supuesto se reduce á y —  —  , ó “ » —2 23 b*— 12 a*3.® La fracción - 0z ,  da z —  —  por el supuesto O6a —  3bde 2 a =  b j poro su simplificada irreducible z =  —  (2 a -h  b) ,  so convierto en z = *  —  4 a  ,  ó •=* — 2 b . Y  así do otros ejemplos.
ProUerm s para ejercicio de los principiantes.

1 . ® Encontró un gavilán á una bandada de palomas y las saludó diciendo : «Bien venida sea la bandada de las cien palomas \ » pero contestó una do ellas : «Aunque no somos ciento ,  sin embargo,  con estas, otras tantas como estas, la mitad de estas, la cuarta parto do estas y tú , gavilán, componemos un ciento cabal.« ¿Cuántas eran las palomas?2 .  ” Hallar un número de tres cifras toles, que la suma de valores absolutos sea 11 ; que la cifra de las unidades valga doble que la do las centonas en su valor absoluto ; y que si cl número pedido se suma con el 297 , resulto el mismo número que so pide , pero leido al revés. ¿Cuál es cl único número que satisface las tres condiciones del problema ?



3 " Caüa uno do Iros sugotos A , B ,  C , tiene diferente número do escudos ; poro después de duplicar A . ú ospensas do los suyos los quolicnon B y C ; duplicar B  del m.smo modo los ^  í  ^ .  J  hacer lo mismo (i con los do A y B ; resulta cada uno con 16 oscudos. ; Cuántos tendrían antes do la operación .4 o Conocida la suma S do dos canUdades y su diferencia D ,1 ñor uu6 fórmula so determina el minuendo y el sustraendo .^ E s to  prolilema es do muy frecuento uso en la ciencia ; he aquí suRemes" litando por oi la cantidad mayor ó minuendo,  y por n la e a n S l o r  6 sustraendo I tendremos planteado el prohloma enLa suma do ambasesto sistema de ecuaciones • ^  ̂ D y  *.■ • .  u  .  i, ,li Qv =  S -h D ; de donde salo x « . | S - + - Í D  (1 ).í í X d o  ahora la segunda ecuación de la primera, se elimina la o.I. 9 z =  S ___D ; de donde sale z =  f  í»—  3 ^Los resultados (1) y (2) constituyen la fórmula pedida que traducida al lenguaje vulgar , dice : E l  minuendo es ,gual á ^  *
la suma mí,s la mitad de la diferencia. Y  el sustraendo es igual i  la 
mitad dé la suma,  menos la mitad de la diferencia. Por esta regla se 
Z l n  ya resolver todos los problemas análogos tan pronto como o L u n ciai . Pídanse, por ejemplo, dos números quo so difcren- 0 ^ 0 0  8 unidades , y cuya suma sea 24. r  diremos i sí mayor ee =  12 H- 4 =  16 rf menor es =  12 -  4 =  8 . Solución exacta.

L E C C IO N  43.
Eem eiom s determinadas de segundo grado.

Las ecuaciones mas sencillas que puede ofrecer esta deba análisis algóbrica, son todas las comprendidas en
a _  B 6 X- =  B 1 A ~  Q (2) . Por A , B  . Q , se indican cuantas cantidades racionales se quieran espresar “j ™ ; :ciones so Ihiman pwras de segundo grado-, y cuando , por .

—  1 3 6  —



clones sucesivas, se reducen á la fórmula del tipo x®«=¿-Q, decimos que están preparadas. Rntonces el despejo de la incógnita es muy fá c il; hasta estraer la raíz cuadrada de los dos miembros,  y  antepo
ner al segundo m/emáro el signo £±3. Verificado esto en la fórmula (2) l -í“ R inos da X ií-S / Q  < y > , si \ / Q  es racional t y nos dice

i — n \que la ecuación pura de segundo da siempre dos raíces para su incóg
nita, ambas racionales 6 irracionales, ambas reales 6 imaginarias; 
pero siempre iguales y  de signo contrario. Sin mas teórica pasemos á la práctica. Ejem plos:1.“ 2 x® — 5H-7ab®cS =  22 — x’ +7c3b® a •,3x® =  2 2 -f-5  =  2 7 ;

—  1 3 7  —

27 9 V 9 +  3 —  3Ambas ralees racionales, numéricas.2 .« a®x®H-9b®= a4-H3bx® ; a® X® —  3 b X® =  a^ —- 9 b  ̂ j x®(a®_ 3b) = a 4 _ 9 b ® ;  x=‘ = ( a 4 — 9b“ ) : (a® — 3 b ) ; X® =» a® +  3 b •, y por fin
X =  ítrV 'a® -{- 3 b' -i- \/  a^-f-3b—  a® - I -  3 bAmbas raíces irracionales ,  algébricas.

3 .° X®— 2al/-+-2a® =  2al) —  X® -2 b ®  ; 2 x® =  4 ab  — 2 a® —  2b® ;



-  138 —2 ab — a® —  b® =  —  (a —  b)." ;
X =  d : V —  (a — b)' —   ̂ _ —

Ambas raíces imaginarias *, ^ero con factor racionoit/Este ejemplo pertenece al caso ventajoso de raíces ipiagin^rias:todo es en estas real raciona! -, escepto el factor V  —  1 ,  que les-va anexo como un sello indclebie do pertenencia á las imaginarias. Compruébense ambas raíces.Ecuaciones tniúsías 6 competas de segundo grado.Así so llaman todas las comprendidas en ja espresion general A x ®-í- B x =■ G , que es su cemeion form ular. Ponemos por condición que ninguna de las letras A , B , C , esprese cantidad nula , irracional ó imaginaria.Partiendo por A los dos miembros de la ecuación formular ,  secámbia en x»-l----- ----  —  ; que espresando por p ,  g ,  los quebradosA  AB  C— ,  — , séráx® -+-px=-q(3) : fórmula dé las ecuaciones mixtas A  * a 'que están ya preparadas.Si á los dos miembros de la fórmula (3) añadimos ( i  p )“̂ ,  se"  ' p" : Vcambiará en x*-í-px-+->:^ ■*= q-*- —  ,  ó en (x -h  ) H-q*1 4  4Ahora si do los dos miembros de esta última ecuación se cstrae la
raíz cuadrada , obtendremos x h -----

2
■ ■+■ q j
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4- q -, ó en fin

: que espresan la fórmula
9 4general de las dos raices <le ia ecuación completa do segundo grado.A l mismo resultado puede llegarse desde la preparada , en uso do la siguiente regla ; L a  inc6gi\\la es igual á menos la mitad del coefi

ciente de segundo término de la preparada ,  d i raíz cuadrada del 'bi- 
nómio formado con el cuadrado de dicha mitad y  el tercer término dé
la preparada,  con el signo que deha tener en el segundo miembro (4}.Discutida la ecuación (3) se evidencia, que las dos raíces pueden ser de un mismo signo ó de signo contrario ; ambas racionales ó irracionales ; ambas reales ó imaginarlas V y  hasta ambas ¡guales en valor y signo: este caso es el que llaman de ra ü  repetida.Ademas ,  las espresadas raíces, ind^endienlemeole de la diversidad de casos que hemos enumerado*^tienen otra propiedad muj notable, útilísima en la práctica', y es que la menos suma de ellas es 
igual al coeficiente del segundo término de la preparada; y  el pro
ducto de las mismas es igual al tercer término,  considerado en el pri
mer miembro (5) . L E C C IO N  ‘44.Veamos ahora toda la doctrina que precede, confirmada en los siguientes Ejemplos :l . °  3x®-í- 30 —  2 0 x  =  ¿ X  —  2 x» Î 5x®— 2 5 x - t - 30 = 0  i



—  140 —X®— 5 x h - 6 = 0 ;  ecuación preparada^ que en uso
de la regla (4) nos da inmediatamente.

' ■ N i
1/

 ̂ 5 i  / 2 53, x i = - ~ ±  V ------- ^ j
5ó X =  —  
2

X =  ) ?  L  Ambas rafees racionales positivas.
\ 2 » 38 a 10 -I- 2a2.® X — 6-4- 1 9 x  XX®— 6 x + 2 a =» 10 4- 2 a ;X »___6 x =  10 : ecuación preparada que nos da ,=  3 hi; \ / 9 - i- 1 0 - -  19 -, ó3 4- \ /  19 ; I .  Uaiccs ambas irracionales y____ ’ de signo contrario.3 — -S/ 1 9 .30  3 x ^ ___44 - 2 x ^ x ® — 12 — 2 x j2 x ® - h 4 x = » 4  —  12=* —  8 ;x 2 4.2  X =» —  4 ; ecuación preparada que nos da

iCX = - l ± \ / l  — 4=------ 3 ;  ó
_____  ̂ 1 ^ ’ I  ‘ ítaíces imaginariasl _ ^ / - 3 .



— M I —4 .0  x2 —  4 a -í-7 a 2 -i-5 x -l- í= = 2 a x  — 2a-*-3xHf-6a2 ;x2nh2x —  2ax-+-a2 — 2 o - i - l  ==0-,x2 -f. X (2 — 2 a) -4- (a — 1) 2 =  0 ;  ecuación preparada , que en uso do la regla (4) da ,X =  (a — 1) d: \Z(a — 1) —̂ (a (a — 1) ±  0;ó Raíces ambas iguales en valor ysigno, y es lo que llaman raíz repetida : esto sucede siempre que el segundo miembro de la preparada es cero , y el primero es cuadrado de (x c ) , siendo c una cantidad racional distinta de cero.
La proposición (5) en que está enunciada la notable propiedad de la menos suma y producto de las raíces de la ecuación determinada de segundo grado, facilita mucho la comprobación de las-ecuaciones resueltas, que están ya preparadas : ved comprobados á continuación los cuatro ejemplos resueltos.En el 1.® la menos suma de raíces es =  5 =  coeficiente del segundo término de la preparada ; y el producto de dichas raices os6 ==■ tercer término de la misma preparada.En el 2.® ejemplo la menos suma de raíces es —  6 -=  coeficiente del segundo término de la preparada ■, y el producto de dichas raíces es — 10 tercer término de la misma , considerado en el primer miembro.En el 3.«'' ejemplo la menos suma de raíces es -f- 2 =  coeficiente del segundo término ; y el producto es 4 =  tercer término, considerado en primer miembro.Y  en el 4.® ejemplo la menos suma de raices es (2 — 2 a) =  coeficiente del segundo término ; y el producto es -t- (a —  “  tercertérmino.Sin embargo, esta comprobación no garantiza la ecuación primitiva ; para asegurar la resolución de ella , es menester sustituir sucesivamente en vez de la incógnita cada una de las dos raíces, hasta19



x :

i.:- ;
» . . i « » -  ■•7 ; ; “ 'n.0 ,  en Teeemnníír S los |.r.nai.ienles p «  impProljlenias.

1 .0  Diédir un número cnUro K en ios , a r t .  tales . ,ue su pro-
ductoV sea el mmjor posible. I rio E  tendremos la

Planteo. Espresando por m a ' .  pues lo
parte mayor =  m4-x , y la j  la ecuación delsuma de estas dos parles ¿ „ 2’ - =  P í luegoplanteo deberá ser (m -H x) (tn ;  suslraendo x̂  sea nulo,scri P el mnjor P " ¿ ' , p„es , enunciareraós estoesto e s, cuando sea x - 0 . „ , , „ 3  té„n,-í —  ” ■ '■■■„tímero ,  es el cuadrado de , ,0  es en lo diver-Comprendido el problema ofrecer. Pídase , por e]em-sidacl de tonnas part.Gulares ‘1“ “ f  , 31,3 su producto sea

c “  2 - “m V “  P— 3 o !;t s e  pide es cxactautente el de los factores 8 x 4  =  32. producto =  40,"  ’’ rd esd e TueVo lo cuestión como imposiltle, pues el maxt- mfproducto de dos parles del 12 es 36 <  40.
2 .0  &  suponen conocidas tres » « ‘ « e s

de dos números =  l’ ; „{je hallar la fórmula para
cia de estos mismos cuadrados ^  F cantidades
cada uno de los dos números, 00« sotoV . S , D.

—  1 4 2  —



Planteo. Este problema ofrece tres formas, que en el órden do ja más fácil á la mas d ifíc il, son :
—  1 4 3  —

I "  " ® ! ( A ) ;  Í  — z’- = D \  I X Z =  PI xz P lSuponiendo x > z ,  según lo indica la diferencia positiva D ,  sacamosinmediatámente dcl sistema (A) , | S - h § D  I  S —  ^ D ; y de aquí
2 2Para resolver el sistema (B) diremos :1^-I-2«X2 dan,  x® -f-2xz H -z“ =  S 4-2  P ; ó (x-fr z) “ =  S -Í-2 P ;de donde sale, x -h z  =  \ / S - i- 2 P  (a) .Diremos también : 1® —  2® x  2 da n ,  x* —  2 x zó ( x — z ) 2 ^ -« S — 2 P d e  donde sale x —  z «= Luego los resultados (a) ,  (b) darán por fin ,

S  — 2 P ;\ / S - 2 P (b ) .
X «= § ( \ / 3 4- 2 P \/á  — 2P) 5 z =  § { V S  4- 2 P —  ^/S 2P)-,Para resolver el sistema (C) diremos ,D^=(x=* — z* ) = * = x4 - . 2 x®z=>4 - z4 ; y 4P® =  4 x “ z®.Ahora la suma de estas dos ecuaciones da ,ic4 4- 2 X f z4 = ,D *  +  4P® 5 z" =  'V / I) " + 4 P »  5pero la 1® de (G) es . . . , x® —  =  D ; luego de estas dos ecuaciones tendremos inmediamente ,x® =  f  (D4-\/1)»4-4P®) ; z®==1(\/D®4.4P®— D) . Por fin ,  se obtienen de estos resultados las fórmulasX = '\ / |(\ / D ® -h 4 P ® -f.D )  i z « « \ / § ( V ü ®4- 4P»— D ) .



i

3.0 Con diez y seis escudos Di limosnas igualesKntre ciegos, tullidos , sordos ,  mudos.Para remedio de sus tristes males.E l número de pobres no sé fijo-,Mas uno de ellos dijo t «Si dos menos hubieran concurrido.Peseta mas hubiéramos tenido.«Di tú el número que era,Y  cuánto cada pobre recibiera.Esto problema para estímulo de los principiantes (*) .
L E C C IO N  45.Si esDresamos por y un número variable ,  y queremos que y  sea i , „ : i 7 uTa otcncia do una cantidad constante i  t ser prec.so que el esn len te  de la potencia pedida sea un número x  , llamado loga- C  de y en el sistema cuya l>ase es 6, Todas estas cond.cono "tó n  slmíolicadas en la sencilla ecuación =  y . que so llama' ^ ^ o r t r r i r ^ ^ - ^ m e n t e  las proposiciones

% Í ° " Z g a r í t m o  de un número es el esponenle de la potencia á gue 
Js rip p}pimr la hase del sistema para que resulte dicho numero.“  ' t Z g a r L  de la lease es V . y el logarilmo de 1 as caro^ttenrLntando por N un número cuniqmera, y por B la,„se ‘ del sistema en que se tome el B ^ r q u 'ef .  «n o scrib e L .N .)  se tendrá la igualdad,  N =  W quo T s  L e  : Todo núm erJes igual ú la poleneia representada por la 

hase elevada al logaritmo del número.

elemental de Matemáticas-

—  1 4 4  —



Y  de estas proposiciones, que son legítimos corolarios de la ecuación formular ==y , se deducen y demuestran estas otras :4 . ® E l  logaritmo de un producto es igual á la suma de los loga
ritmos de ¡os factores.5 . “ E l  logaritmo de un cuociente es igual al logaritmo del divi
dendo ,  menos el logaritmo del divisor.6 .  '‘ E l  logaritmo de una potencia es igual al esponente de la po
tencia, multiplicado por el logaritmo de la ra ü .7 .  ̂ E l  logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de la poten
cia , partido por el esponente de la r a ü .KosuUa , pues, por consecuencia necesaria de las proposiciones que anteceden , que por medio de los logaritmos se puede cambiar la 
multiplicación en adición; la división en sustracción ¡ la elevación á 
potencias en fácil multiplicación,  y  la esíraccion de raíces en fácil 
división.Ved aplicados á continuación los principios que anteceden :

1 4 5  —

Primer ejemplo.L . a l) =  L . a -+- L . b.L ,a 2\ ^ b =  L . \ ? b = 2 L , a2 aS
L .b

L . b ca * — b»L .
L . 2a3 L . be =  L . 2 +  3 L . a —  L . b —  L . c. 

(a-+-b) (a —  b)a b -t-b c L . b (a -t- c)L . b —  L . (a -i-c)
L . (a -H b) >+- L . (a — b)

L . a +  2 L . b —  L. c =5 L .
Segundo ejemplo, ab®



_ 1 4 6  —a" y.s/ b„ L . a  +  è L ,  b - f  L .c  =  I - —XL. (a— b ) - 2 L .  (a+c) +  i L . ( a “ - f - a b + b “)
L ,  L, \ / a ’  + 0  b - H  b'> = r  L .(aH-c)

Va® — b® (a -+ -c/
Logaritmos de Brigs.

Asi se llaman con relación * j ° * ^ 7 a T !to m w L ^i ; t ' ; ' \ C m b i r J e  L m a n  %nr.<n.os .a iu t a r , l  i a r e s ,  por Icr l!s quedan preHeren para ,a construcción de las tablas mas usuales en los cálculos numéraos. ,er que cuando ntLa - P - ' »  ^  l e b e r  preclamente ser ,  una potencia de sea un numero racional , J  f„ „ e n  loga-10 : por eso en ^  s . t p ^  de J r ^  so¡o^^^^_ritmo exacto , s logsritmos se aproximan porotro numero. .  m cm p , decimal para los usoscalculaos cop muchas mas cifras

manos u m  , tenga el número en enteros : por eso se om.te su espfiion cuando no es necesaria • ^Como el logaritmo es cantidad variable según el numero ,  p « poí^Íos tres estados de positivo ,  rmío y negativo  ̂ y aun este suele cambiarse en otro equivalente, de mantisa positiva y carao er s" “11 ‘ iraplicacion de los logaritmos á los cálculos numéricos,  es



muy poderoso ausiliar el complemento logarítmico ; esto e s , el complemento aritmético del logaritmo.Ejemplos de lo diebo basta aquí sobre logaritmos do Brigs :
-  1 4 7  —

L . 1000 1L _________ L .  103 =  3 L .  10 =  3 x 1  = 3 .
100 1

L . —10^ —  2L . 10 =  —  2 x L .  10 =  —  2.
3 — ^  3 3'L . - s / l O O ^ L V i O *  = L .  10 = .  | x L .  l ü  =  f ,etc.

Característica constante.L . 348 =  2,5415792.L .  824,7 =  2,9162960.r -  982,28 =  2,9922353 ,etc.
Mantisa constante, 

h .  98228 =  4,9922353.L .  9822,8 =  3.9922353.L .  9,8228 =  0,9922353 .etc.Complemento logaritmico del número 318 =  complemento aritmético de su logaritmo ,  =  complemento aritmético de 2,5415792 =  7,4584208. Complemento logarítmico del número 982,28 =  complemento de su logaritmo, =  complemento aritmético de 2,9922353 =  7,0077647 , etc.
Cada complemento logarítmico,  según la regla aquí observada, adeuda 10 unidades por su unidad complementaria. Cuando teniendo el complemento de un logaritmo se quiera deducir el logaritmo, bastará complementar su complemento.



L E C C IO N  48.
L a espreslon A : B  representa lo q^e se ' ^ 2 j : V f a l ’c e í 2  lee K e s á H .  Toda raaon es un cuocente md, aU ^ por el consecuenle , asi se llaman sus o Lcribirse lá razón en forma de quebrado , s.empre que sea preferible para determinado m .  ̂ nuer a s  propiedades de una razo yo n  las m.sm^ ^  , ybrado : se llama rason de igualdad ,  J  quebrado se

razón de menor á mayor ,  en os ■ , propio •, basta la de-llama unidad , quebrado impropio  ̂ razones en el mismonominación de ¿nuersas ó reciprocas a ^ ó invdrsa de la"os r a ^ :: : :  m ,e;sas pueden ser Iguales , pues
"  D o s"ra zo n T s';u iv a tn tL  escritas ';to p o r !io ? :"a s i;(que se lee como) fornaan lo que se "o'“  ^  ̂ 3 .0A : B  : : c  : D espresa una P ™ P O ™ on . L  ^( A y C )  se ' 'o ™ "  „Iremos . 5 los 2 ."
consecuentes', los l -  y a=.  ̂ j  «on iauales los términos, 3 .«  ( B y C )  se y cuando nimedios de una proporc o , proporción se llamará discreía.estos ni los estreinos sean igua ,  ̂ ^sislir proporción , siempreAunque varíen las razones puede ' , , ,p p .  Todaque la alteración de una razón sea 'S«" ¡„ualdad de cuo-proporcion puede , por su definición ,  ¿  ^pd^ndo elL n t e s , dando á sus razones la forma de quebrados ^si.no : : en el ^  *, de modo que la proporción A  ■ B . • •°  A  Gmismo que la igualdad '

—  1 4 8  —



La proporciün continua so escribo abreviadamonte así, -ff A : B; C, y se loe A es á B es á C ; pero cuando el cálculo lo exige se escribe en la forma discreta A : B : : B : G ; ó en ia de cuocientes iguales A  BB  GOe la igualdad de cuocientes os muy fácil demostrar el teorema fundamental de las proporciones, que se enuncia así : E n  toda ’pro
porción el producto de los términos esíremos es igual a l producto de 
los términos medios , sí es discreta; ó al cuadrado del término medio  ̂
si es continua. Luego toda proporción se puedo cambiar en igualdad de productos, cuando se necesite preferir esta forma á la de proporción.Así como la proporción da equíprociuefo de estremos y medios, así reciprocamente de un cguiproducto binario cualquiera ,  se deduce proporción, tomando por estremos los dos factores de un piiem- 
hro ,  y  por medios los dos factores del otro miembro. Sea , por ejemplo ,  el equiproducto binario m q =  n p , y nos dará la proporción m : n ; : p : q .Si entre los términos de una proporción hay alguno desconocido en totalidad ó en parte , se determinará su valor cambiando la pro

porción en igualdad de productos , y  despegando la incógnita que en 
la ecuación aparezha. fío aquí ejemplos de los diversos casos que puede ofrecer esto problema :

~ 149 —

1.® X : d f : ; d : f ; da fx  í=d® en vez do X , la proporciónd® íí d d--- ss« —  ; ó en fio , —  ________d f f  f f  '
2 .° a : bd : : X : b*cd 5 daX =  a b e .

ab’ cdbd
20



150 — abe, • « . lid • • rt bc : b®cd i ------Comprobación, a . b a . . b“ cd
fm , JL  ^  ; identidad comprobante.bd bd

■ f : : g f : i «  í®g t*
•, o en
í®

3 .® ad
Luego

odg adp{2 ad A finf adidentidad comprobante.
:  X  :  :  X  :

f
: da X® « a2 d2b2c2bc^

1 / a2 d® 1)2 c® adbe
Luego —bo2abd

a d—H —be ; Ó en fin ,
^  a d a d® a 1) c

be a b c® d
ibcd® ±11•cd : identidad comprobante.cd

5.0 ,»b3 : l ,x  ; ax : ac’ . i ejercicio de
6 .0  3 , ( , _ 2 ) : : x -.8 . i los aplicados.L E C C IO N  47.

C d ,* s  *  forma oo„p— a t ó *  F O P - - '. t*s el cambio de P9®'”Lo primero que ^ ”3  o jg  una proporción 60 hacecion do los términos •. si el térm



AA
DBCBGD

BGBADDAC

GBGDAADB

D0AGBGBA

1
23456 7 8'

2 ."  y esto so hace docìmos.quo se han alternado los medios j si el 1.® se liaco 4.® y oslo so hace 1.®, decimos que se han alternado los 
estrcmos \ sí en cada razón se pono ol consecuente en lugar del antecedente y viceversa ,  decimos quo se han invertido las razones -, y SI la razón primera so hace segunda , y esta so pasa al lugar de la primera,  decimos que se han 'permutado las razones^Practicadas estas operaciones^ como se ve al márgen, resulta que la proporción 2 lieno alternados los medios de la 1 , que es lo elegida por primera ; la 3 da alternados los eslremos ; la 4 da invertidas las razones ; y las 5 ,  6 ,  7 ,  8 , son las cuatro precedentes permutadas. Í5¡ en cada una do estas ocho proporciones se compara el producto do los términos medios con el de los estremos, se hallará una constante igualdad de productos, lo cual evidencia que toda proporción se puede alternar, invertir y 

permutar ,  sin dejar de ser proporción.Tomadas , como base , esta proposición y el teorema fundamcníalT se enuncian y demuestran por su órdeo las proposiciones siguientes :3 .“ Dedos proporciones que tengan una razón común, siempre 
podrá deducirse una tercera proporción : porque, v. gr. a ; b : : c : d; y f : g t : a : 1) ; dan por iguales á una tercera, los razones c : d : : f : g . Y  no es preciso que la razón común esté patente -, basta que las dos proporciones puedan ostentarla por càmbio legítimo de forma. Así es como de las proporciones a c ® : f g : : a b c : g ® ;  m t n : : f  : g -, sale la proporción c : b : : m : n.

•i." Si cuatro cantidades forman proporción, los cuadrados de 
ellas, los cubos y  las raíces de un mismo grado formarán también 
proporción.

—  1 5 1  —
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i

l i i

: c® : (i®a 3  : 1j 3  (3  :

\/a ; \ / h  : ; Cele. *)/ dDe modo que , por ejemplo . lapioporcion a : b r : c : d , dará las que-50 indican on el cuadrado del margen.5 » L a  suma de tirm im s de la primera razar,, es á la suma de 
térmmas de la sepunia razan, como un Urmina de la razón prme 
es al término homólogo de la razan segunda.r. « L a  diferencia de las das términos de la primera razan .  es á

p r i l ™  es al término homólogo de la razan segunda.7 .  L a  suma de las das términos de la primera razan es á la 
A la, dos términos de la segunda razan ,  coma la diferencia 

T d o s T m L  dé la razan primera es d la diferencia de las dos tér-

. . .  s . « » . . . -. • =; a fi V 7 .“ . se demuestran fá-Demostradas las proposiciones 5 . > J  'cihnante olres Ues análogas, cuyos enuncados son .R .  En-toda nroporcion la suma de los antecedentes.  es á la 
J a  de los consecienles. cama un antecedente es d su consecuente.q .  En toda proporción la diferencia de los antecedentes .  es á la
g iJn c J lt c Je c u e n t e s .c o m o u n a n t e c e d e n t e e s d s u c a n s e c u e n ^ ^ ^

10 » E n  toda proporción U  suma de los antecedentes es d la 
, J ' d e  los canseeuLes. cama la diferencia de los antecedentes es

diferencia de los consecuentes. „  „ .  «Esta proposición es corolario de las 8. y



—  1 5 3
Observación imporíaníe.Aplicando sucesivamenlo á una proporción cualquiera, tomada por primitiva , las proposiciones 5 .“ , 6.% S.% 9 .“ , se deducirán ocho proporciones ; y agregando á estas la proporción primitiva, más las dos que resultan do las proposiciones 7 . “ y 10. “ , se tendrán once proporciones.. Si ahora, pues, cada una dô  estas once se alterna , invierte y permuta, sabido es que dará ocho. Luego con solo 

alternar, invertir, permutar, componer y dividir, se pueden obtener de 
una proporción cualquiera ochenta y  ocho proporciones distintas (*') .De esto solo puede ya inferirse cuán poderoso ausiliar de las M atemáticas deberá ser la teoria de las proporciones.

Sèrie de razones iguales.Asi se Moma la espresion en que se comparan tres ó mas razones equivalentes, como por ejemplo, a : b : : c : d : : f  : g : : h : 1 : : etc.Tauibien se escribe en forma de equicuocientes así ,  —  ________ =  ___g ̂ =* etc. ; y también de este otro m odo, a : o ; f : b : : b : d
í g ; 1 -, de cualquiera de estas tres formas se sacan dos ó mas de las razones componentes, entendida la espresion.Las mismas formas , aplicadas á razones continuas , serian :

1 .   ̂ a ■ lí -  h : c ; : c : d : : d : f  : : f  : g : ; g : b.a b c d f ff2 .  “       ^  = _b c d f g h3.'̂  a : b : c : d : f : g ;  ; b : c : d : f : g : h.(*)  C o n  la v o z té c n ic a  componer, esp resan  .algunos au to res las o p e ra cio n es q u e e n u n c ia m o s en  las p roposiciones 5 .» y  8 . ‘  j y % o n  la  voz las q u e e n u n c ia m o s en tas p ro p o sic io n e s 6 .*  y  9 . * ’  esp resan



—  154 —Pero á todas oslas so profioro, como mos sencilla y oJccuoda al cál-oulo , , d : f : g : fi- E' *¡S"“  so llama do co«ím«i-
da d , y suple e! : : quo dimiclia la formaPara toda sèrie do razones iguales so enuncian y demuestran las proposiciones siguientes :1 » La suma de ¡os antecedentes,  es á la suma de los consecuen
tes .  como un antecedente cualquiera es & su consecuente.2 “ L a  diferencia de antecedentes,  es á la diferencia de conse
cuentes ,  como un antecedente es á su consecuente.3 » L a  suma de antecedentes, es á la suma de consecuentes . como 
u  diferencia de antecedentes es d la diferencia de ~ n U ^ 'La proposición 3 .“ se deduce por corolario de las 1. y -

4.® Cuando seis ó mas términos formen sèrie de razones iguales , la formarán también sus cuadrados , sus cubos y sus raíces, como se ve en el cuadro del már- gen. L E C C IO N  48.Llamamos pro&Zcmcts de proporción à los que consisten , ócon isü ,  eneres datos y una incógnita, la cual tenga - n  uno deos datos la misma razón que los otros dos. tienen entre s - E  s nrnhlpmas SO rosueivcn comunmente por los procedimientos que lia-
escusa también sus denominaciones.

a : b : ' c : d : : f : ga®: b®; : c®: d®: : í’ :aS: b3: : c3; dS: : f3: g3V a :  V b : : V c :  V d : : V f :  V getc.



Kn el problema de proporción so dislingucn dos parles : una llamada supuesto, formada con dos ó mas dalos ; y oirá llamada pro- 
gunta, formada con un dalo menos y la incógnita.tW a plantear estos problemas escríbanse en una linea las cantida
des del supuesto ,  y  en otra bajo de aquella las de la pregunta ,  de 
modo que se correspondan verticalmente cada dos homogéneas y  
quede señalada por x la que se busca. F íjese  en seguida la relakon  
de magnitud que debe haber, entre la x  y  su dato homogéneo; y  es
críbase una proporción cuyo -i.« término sea la x ,  su dato homogéneo 
sea el 3 . "  término, y los otros dos datos formen la primera razón,
directa con la segunda: despéjese la x ,  y  se tendrá resuelto el pro
blema. ^Ejemplo :

Una máquina eleva en 8 minutos 1 0 0 pies cúbicos de a^ua; icuán- 
ta elevará en í í  minutos^ Cálculo.8  ̂ 100 píes J L  4 : 7 : : 100 : x = 2 5 x 7 -  A  } da {

f x =  175

—  1 5 5  —

14' í )1 » X =  175 pies cúbicos.Ejemplo segundo:
F n Ó  dias hacen 8 hombres una obra; ¿cuántos hombres se ne

cesitan para hacerla en 2 dias?Cálculo.5 dias 8 hombres J í 2 : 5 : : 8 : x = 5 x 4 -
» X )) \ f X <=» 20 hombros.Antes do pasar a oíros ejemplos conviene que el principiante so ejercite en la permutación de la incógnita. Esto le proporcionará tres ventajas : 1 .“ Dar al resultado de! problema tantas comprobaciones cuantos datos tenga. 2 . “ Formar de cada problema tantos otros cuantos datos tenga el propuesto. 3 .“ Discurrir qué enunciado debe darse a cada uno de los problemas deducidos.



Gaaatlo el problema do proporción contenga mas do tres dalos, podrá reducirse á tres, y resolverse por e! método ya espuesto ,  si antes so le aplica la siguiente regla ; Multipliqúese el dalo que se 
quiera conservar en cada linea por el que se quiera eliminar de la 
misma lim a , si tales dalos están en razón inversa ;  pero si están en 
razón directa deberá multiplicarse el dato que se quiera conservar en 
la primera linea ,  por el que se quiera eliminar de la segunda; y  el 
dato que se quiera conservar en la segunda linea ,  deberá multiplicar^ 
se por el dalo que se quiera eliminar de la primera. Sírvan de ejemplo los siguientes Problemas.1 ,“ Una máquina con 5 grados de velocidad y  12 minutos de 
tiempo ha producido 30 unidades de efecto; iqué efecto daría la mis
ma máquina en 2 minutos de tiempo y  10 grados de velocidad^
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Cálculo.5 vel. 12  ̂ 30 ef.10 « 2̂  X
sale G : 2 ; ; 30 : X 10 unidades.

1 -2 x 3 0
4 60 vel. 30 ef. i < V   ̂ ; de aquí) 20 » X >

10. Luego el efeclo buscado es
2 .“ En  15 dias 20 hombres han hecho 160 varas de obra; 

¡^cuántos hombres se necesitan para hacer en 12 dias 192 varas de la 
misma obra^í Cálculo.15 dias 20 bomb, 160 var. i H 9 2 0  var. 20 bomb. )' A  > i 3qui12 » X 192 » > ^2880 » x ^2 8 8 x 2 0  7 2 x 2 0  3 x 2 0sale 192 : 288 : : 20 : x -----------------------192 a s30. Luego se necesitan 30 hombres.



Si en estos (ios problemas se permuta ia incógnita, como aconsejamos para los de tres datos , se pueden deducir de unos y otros diez y seis problemas ; que añadidos á los cuatro primitivos forman el total de veinte problemas diferentes , los cuales se comprueban mùtuamente , y ofrecen al principiante un vasto campo para su ejercicio. Advertencia.Los problemas de proporción llevan siempre implícita una condición de absoluta necesidad, y es la del ca^íeris paribus: sin ella, serian tan indeterminados que no podrían sujetarse á regla fija. Luego Si alguna vez discuerda el resultado del cálculo (estando este bien hecho) con el de la esperiencia ,  atribuyase el error á falta de la espresada condición.También está basada en la condición del ccelens la eliminación do datos para reducir á solo tres Jos de las cuestiones que contengan cinco ó mas. Basta escogitar una modificación en ellos q u e, sin alterar el valor del resultado, proporcione una identidad entredós condiciones: entonces prescindiendo de los dalos idónticos ,  como comprendidos en la condición general, quedará la cuestión reducida á otra con tres dalos, y del mismo resultado que la propuesta. No desprecie el lector esta indicación, y vea cómo ensayarla en los dos Ultimos ejemplos. L E C C I O N  4 9 .
¡Reglas de interés.

A si so llaman las qno enseñan á delcrminar quó ganancia ó pérdida corresponde á un capital cualquiera, en proporción i  la ganancia ó pérdida correspondiente 4 otro capital de comparación ouo cons antemente os ÍOO ; esta se denomina el tanto par 1 00 , y L i lla rédito d inírrés del capital. IÌI interés se llama simple cuando solo proviene dcl capital, y compuesto cuando proviene del capital é interés. Las cuestiones de interés simple se plantean y resuelven por21
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—  158 —la proporción 100 : t : : C : R ,  quo se lee ciento es á su ‘tanto, 
como el capital es á sw rédito. Será la incógnita una de las cantidades U , C , t ,  y formando equiproducto de la proporción,  se despejará como ya sabemos. Ejemplos :1 . ° l¡Qué rédito dará en un año un capital de 3700 escudos a l 7 
por 100?Resolución. 100 ; 7 : : 3700 : x  == 3 7 x 7  =  259 escudos.2 . ® capital se requiere para ganar 259 escudos en un año, 
al 7 por 100? 25900Resolución. 100 : 7 : : x : 259 ; x< =  3700 escudos.

3.® l A  qué rédito deben imponerse 3700 escudos,  para que den 259 escudos al fin del año^t 25900 259Resolución. 100 : x : : 3700 : 259 ; x = » 7 . Luego debe imponerse al 7 por 100. 3700 37
Estos tres ejemplos, cuyos resultados so comprueban mutuamente , provienen de haber permutado la x ,  como ya aconsejamos para los de la Lección 48.Cuando el tanto por 100 es 5 ,  se baila el rédito del capital refiriendo esto á duros, y contando un real por duro. Si en el primer ejemplo hocemos este supuesto ,  hallaremos para rédito de los 3700 escudos, X =  1850 reales.Mas fácil es todavía cuando el tanto por 100 es 10 -, basta entonces tomar el décimo del capital. Este supuesto dará en el primer ejemplo x =  370 escudos, para rédito do los 3700 escudos : y es precisamente el duplo do los 1850 reales que nos ha dado al 5 por 100.



CuanJo las cuestiones de rédito so refieren á un plazo múltiplo ó submúltiplo do un año,  so resuelven como para el año íntegro, y del resultado se toma el múltiplo o submúltiplo correspondiente. Quiérase saber,  por ejemplo , qué rédito importarán 2000 escudos al 5 por 100 , en un plazo de 39 meses,  y diremos ; En 12 meses importan 1000 reales; en 36 meses importan 3000 reales, y en 3 meses solo importarán f  de 1000 reales =  250 reales. Luego el rédito total debe ser 3250 reales.Los plazos que no coinciden con el múltiplo ó submúltiplo de un añ o , suelen estimarse en días, computando el año de .360 dias, especialmente en el comercio. Esto facilita el cálculo reduciéndolo át d cla siguiente fórmula : R ------------------; las letras t , d ,  c ,  espresan36000respcclivamenle el tanto por 100 ,  el número de dias y el capital im 
puesto. Si por esta fórmula quiere determinarse , por ejemplo/ 
icuánto redituarán 4000 escudos al 9 por 1 00 , desde el 3 de 'Marzo 
al 20 de Junio^  Diremos : De 3 do Marzo á 3 do Junio van 3 meses ó 90 dias i de 3 á 20 de Junio van 17 dias •, luego d «= 107 dias;9 x 1 0 7 x 4 0 0 0y como es t =  9 , y c*== 4000 ,  será R  ------------------ -------; ó
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U  =» 107 escudos. 36000
Interés compuesto.Para resolver sus problemas nos valdremos de la siguiente fórmu- 

1100-1- r  1 *la : S  =  C  I — — >. Por S  espresamos la suma del capital primitivo C  más los réditos devengados , desde su imposición hasta el fin de t años; la letra r espresa el tanto por tOO á que se ba estipulado ,  y se refiero á la palabra rata ,  sinónima del tonto por 100. Guando la incógnita es S ,  sirve ¡nmedialamenle la fórmula tal cual es ; pero cuando fuero incógnita una do las otras letras C  ,  t ,  r ,  de-



Lora despejarse desde luego, valiéndose hasta de los logaritmos cuando sean necesarios •, y después aplicar á las letras conocidas los valores que se les atribuyan como dalos.Sirva do prueba el siguiente ejemplo :
iCuá nlo  tiempo se requiere para duplicar un capital a l rédito de 8 por 100?Resuélvase por el método do interés simple ,  y por el de interés compuesto, evidenciando la ventaja del uno sobre el otro.

Begla de descuento.Así so llama la que enseña á determinar cuánto de!)e deducirse do una cantidad que se paga antes de la fecha señalada para su cobro , en razón al tiempo del anticipo,  y á un tanto por 100 convenido. RI documento escrito en que el deudor se obliga al pagó en determinada fecha se llama letra ó pagaré \ la cantidad que consta en dicho documento so llama valor nominal ; la que se satisface al acreedor antes del vencimiento so llama valor actual \ y la diferencia entre cI valor nominal y el actual se llama descuento.Hay dos métodos do descontar, y vamos á veriós en un mismo ejemplo, para apreciar bien su diferencia. Quiérase el valor actual, 
correspondiente á un pagaré de 15900 reales pagado con un año de 
anticipación, al descuento de 6 por 100.Para resolver la cuestión por el método que llaman rebatido ,  diremos r Si 106 de valor nominal se reducen á 100 descontado el 6, ¿á qué so reducirán 15900 reales? Respuesta: á 15000 reales, según la proporción . ,106 ; 100 : :  15900 : X =  1590000 [1 0 6530 ------------0 15000

Comprobación. 90000100 : 0 ; : 15000 : x ----------------- 9 0 0 : exacto.
100
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Por el segundo método diriamos: S i  100 unidades del valor no
minal se reducen 100 —  6 del valor actual,  l á  qué valor actual se 
reducirán los 15900 reales^.Respuesta: á 14946 reales, según la pro- í 636porción 100 : 9 4 : : 15900 : x =  1 5 9 x 9 4 = ̂ ( 14946Usté descuento es 54 reales mayor que el calculado por el método rebatido ; y todos los resultados obtenidos por este segundo métodoacreedor. Sin embargo, tiene sus partidarios esteEl plazo do un año no es el mas frecuente en los descuentos ; los días que trascurren desde el en que se paga el valor actual ,  basta que vencería el noujmal constituyen una fracción de año,  que en la lormula espresamos por í .Quiérase determinar cuánto dehe descontarse de 7140 escudos, queno W a  el 12 de Junio y  se pagan en 1.« de A b r il , deducido

el 10 por 100 anual.La fórmula para estos casos será (100-i- rt) : 100 : : valor nominal . Cx =  valor actual). L a  fracción t de un año , os aquí 73 73 ^”  l 6 5 ~  ™   ̂ es r =  1 0 , será el producto r t  =  10 x  |  =  2 ; luego para el planteo y solución diremos, . r . .  7140001 0 .:  100 : : 7140 : x ---------------- - =  700O =  valor actual. Deben,
102pues, descontarse 140 escudos do los 7140.Se llama rebatido esto método porque retorna al acreedor la cantidad descontada , si impone el valor actual durante el plazo del an- licipo ,  y ai mismo rédito del descuento. Rn efecto , 7000 escudos en 73 días al 10 por 100 anual,  darían ^ del resultado de esta pro-posición (100 : 10 : : 7000 : x =  700) , cuyo quinto es = .  - Ü I L  =  140 — la misma cantidad que se descontó. 5
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L E C C IO N  50.Se llama regìa de compañía la que enseña á repartir una cantidad entre varios sugetos, de modo que la cuota decada uno guarde razón constante ,  con el número quo representa la condición del sugeto, según su haber, renta , capital, etc. Sus problemas so plantean y resuelven por la siguiente proporción : Suma de haberes : can- 
tidad que se reparte : : el haber de cada sugeto : su correspon
diente cuota. Ejemplos :1.® Se han de repartir 6000 escudos entre los sugetos A , B ,  C ,
á proporción de sms respectivos ca- l  A  =  12Qí)0 escudos 1
pítales,  que son .........................................S B  =  8000 » > ;
¡^cuánto corresponde á cada sugeto"  ̂ ( G = :  4000 « \Resolución. La suma do haberes, ó sean capitales de A ,  B ,  C , es aquí 24000 escudos ; luego la proporción del planteo y los resul-

Ì 12000 : 3000 =  cuota de A -,8000 : 2000 =  cuota de B  ;
4000 : 1000 =  cuota do C .

—  1 6 2  —

Suma de cuotas 6000 =sB cantidad repartida. Comprobación. 6000Esto eiemplo ofrece la ventaja de ser la fracción ------------ ----  í  ; ̂  ̂ 24000y como esto dice que cada cuota es i  del haber ó capital respectivo, se han determinado inmediatamente. Pero cuando dicha fracción sea irreducible, con grandes términos, y los sugetos sean muchos, podrá averiguarse antes el cuánto por ciento, y si resulta un numero cómodo, preferir la aplicación de qsíq ctiánto , al cálculo directo.Como la suma de haberes en un reparto es una cantidad constante, que divide á cadauno do los productos, formados por la



cantidad que se reparte y el haber de cada sugeto ; será de gran re* curso una tabla de los nuevo productos del divisor constante ,  según ya aconsejamos en la Lección 8.L a  regla do compañía so llama compuesta cuando para hacer el reparto se ha de atender al tiem po, según su influencia en las cuotas. L a  práctica mas común para eliminar el tiempo, es multiplicar el haber do cada sugeto por el tiempo que á él se refiera ,  y dejar reducida á unidad común la diversidad de tiempos. Véase todo esto verificado en el ejemplo siguiente :
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2/ Una cantidad de 1100 duros se ha de repartir entre los
sócios A  ,  B ,  C ,  en proporción al 
capital de cada sòcio y  á su tiempo 
en fondo, según los adjuntos datos. 
iCuánlo corresponde á cada sóciol

C A P I T A L  D E  T I E M P O .■A. =  1200 duros. 6 meses.B 800 duros. 8 meses.C =  400 duros. 10 meses.Resolución. Eliminado el tiempo se tienen para los sócios los capitales respectivos 7200 duros ; 6400 duros ; 4000 duros ; que cambiando on simple el problema compuesto que se propone, darán las cuotas por el método del ejemplo 1 .“ En efecto, la suma de babores es aquí =  17600 duros, que con la cantidad 1100 duros da 1100 1la fracción reducible á —  . Luego la cuota de cada asocia-17600 16do so bailará en uso del sencillo cálculo que se ve á continuación :Cuota de A Cuota do B Cuota de C
720064004000

1616
16

450 duros. 400 duros. 250 duros.Suma de cuotas =  1100 duros =  cantidad repartida. Comprobación.



He aquí otro ejemplo :3 .” A  una corporación de 40 individuos le ocurre un gasto do 29260 reales por la parto que ha tomado on cierta solemnidad , y se ha do satisfacer por todos k proporción de sus respectivos sueldos,que son :2 de á 15000 reales (a) , que suman 30000 reales.4 de á 12000 « (b)............................... 48000 »6 de á 10000 » (c).................................  60000 »8 do á 6000 » (d )................................  48000 »20 de á 4000 « (£). ... ................................80000 »Suma de haberes : 266000 reales.
Este ejemplo es muy h propósito para la aplicación del tanto por 100 ,  pues espresa los sueldos por números terminados en ceros *, y para hallar las cuotas , bastará quitar dos ceros á cada sueldo y multiplicar lo demas por el tanto que hallemos para el 100.Buscado en la proporción 266000 ; 29260 : : 100 : t ,  resulta2926000 1463 , , , , ̂ _  ____________________________ 11 j luego las cuotas de los sueldos266000 133(a) (b) .  . .  etc. serán ;150 l /1650 =  cuota de (a) que x  2 da . . . 3300 rs.120 i l l3 2 0  =  . .  .  .  (b) B X  4 da . . .  528011 X jlO O  L  l l lO O  (c) » X  6 da . . . 660060 1 j 660 =  . . . .  (d) « X 8 da . .  . 528040 J f 440 ( f)  » X 20 da . . .  8800

Suma de cuotas : 29260 rs.=» cantidad repartida. Comprobación.

— 164 —



—  1 6 5
Regla conjunta.Asi se llama la que enseña á determinar la equivalencia que dehe 

haber entre dos cantidades concretas ,  por medio de las equivalencias 
exactas 6 aproximadas,  que hay entre otras cantidades que se les 
comparan. Sus problemas pueden resolverse por sucesivas reglas de tres ; pero aqui preferimos el método de las equivalencias continuas. Veámoslo aplicado á ejemplos, y de ellos deduciremos regla general para la práctica.

1 . ® ¿ A  cuántos metros equivalen 51 pies de B u rg os, sabiendo 
que 13 metros equivalen á  40 pies de R e y , y  que 6 pies de Rey equi
valen á 7 pies de Biírgos^

Planteo y  solución. 51 píes de Burgos =« x metros •,13 metros =  40 pies de Bey ;6 pies de Bey ■•= 7 pies de Burgos. Igualando ahora el producto do los primeros miembros con el de los segundos, se tendrá 51 x l 3 x G  =  x x 4 0 x 7  ; de donde sale , 5 1 x 1 3 x 6  1989Tft Z  ~  ; ó X =  1 4,2 . Luego 51 pies de Búr-4 0 x 7  140gos equivalen á 14,2 metros.
2 . “ ¿ A  cuántos pesos equivalen 1280 francos, sabiendo que 17 

pesos valen 256 reales ,  y que 19 reales valen 5 francosl

Planteo y  solución. 1280 francos =  x pesos ;17 pesos == 256 reales ;19 reales =  5 francos.
1 2 8 0 x 1 7 x 1 9  =  x x 2 5 6 x 5  , da x 1 2 8 0 x 1 7 x 1 92 5 6 x 5 22
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12801280x17x19 1 7 x1 9  =  323. Luego los 1280 francos valen

323 pesos.La inspección de estos dos ejemplos hasta para comprender que la regla de su planteo, se reduce á escribir las igualdades de modo 
gue el segundo miembro de cada una , sea de ¡a misma cípecie que el 
primero do la igualdad siguiente , hasta llegar á un segundo miembro 
de ¡a misma especie que el miembro inicial. £nlonces iguálese el pro
ducto de los coeficientes de los primeros miembros ,  con el producto de 
la incógnita y  coeficientes de los segundos miembros , y  se tendrá 
una ecuación determinada de primer grado ,  cuya incógnita despejada 
dará la equivalencia pedida.L L C G iO N  51.So llaman problemas de aligación aquellos en que por la mezcla de varios simples, se quiero determinar el valor de la unidad del compuesto ■, ó por el valor que se da para esta unidad , se ba do determinar la razón constante en que deben tomarse las cantidades de los simples para formar el compuesto. En el primer coso los problemas se llaman de aligación m edia, y en el segundo de aligación a l
ternada. ,En estos problemas debo atenderse á tres cosas, y son : á la cantidad de cada simple ; 6 su cualidad ó estima , que llamamos valor de la unidad del simple ,  conservando en ía palabra valor el signifi- cado que le dimos al tratar de las cantidades concretas en la Lección 2 2 ; y por fin ,  á la condición'indispensable de que los simples que vnn’á mezclarse, no ejerzan entre sí ninguna acción quimica.Esto supuesto, si espresamos p o r C , C ', las cantidades de dos simples; por Y  . V ' ,  sus respectivos valores ; y por V "  el valor deC Y -f-C / V fla unidad do la mezcla, tendremos en la fórmula — — “- Y ' GC “h G'



la reglo exacta para resolver los problemas de aligación media. Porque esta fórmula ,  traducida al lenguaje vulgar, nos dice : Multi'pli- 
quose la cantidad de cada simple por el valor de su unidad, y  la suma 
de los productos pártase por la suma de las cantidades de los simples; 
el cuociente deberá ser el valor de la unidad del compuesto.

Ejemplos :1 Se han mezclado 5 fanegas de trigo de á 60 reales fanega, 
con 7 fanegas de trigo de á 48 reales fanega; ic u á l se>̂ á eljiisto  pre
cio de la fanega mezcla ?
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Divisor, suma de fanegas.cuociente =» precio
Resolución.60 rs, X 5 =  .  . 300 rs. 48 rs. X 7  =  . .  336 rs. 12 =53 rs. medSuma de productos . .  C36 rs.Luego el justo precio de la fanega del trigo mezcla debe ser 53 reales.

2 .°  P a ra  componer 5 azumbres de alcohol,  se han mezclado 3 
de á 20 grados, con 2 de á 30 grados. iQ u é graduación tendrá el 
alcohol compuesto ?
Resolución. Í20 grados x  330 x 2 60 gs. 60 » 24 grados.Suma do productos . .  . 120 gs. Luego el alcohol mezcla es de á 24 grados.

3 .“ Con  5 parles oro de á 18 quilates,  y  3 partes oro de á 22, se ha preparado un riel para la elaboración de joyas. ¿ De qué ley es 
el oro del r ie l l



Resolución.
—  168 — Quilat.18 quilates x  5 =  90 X 3 =  6622

819 quilates, 16 granos.Suma ele productos . . . 1564Luego el oro del riel es de á 19 quilates y 16 granos (*) .
Aligación alternada.Para resolver sus problemas adoptamos la siguiente regla : Del 

simple que tenga mayor valor ,  lómense tantas partes cuantas unida^ 
dos esceda el valor medio al menor; y  del simple que tenga menor 
valor ,  tómense tantas parles cuantas unidades esceAa el valor mayor 
al medio. Ejemplos :l . °  Con café de á 16 reales libra ,  y  café de 10 reales libra ,  se 
quiere formar una mezcla que pueda venderse á 12 reales libra. iCuán- 
to se ha de poner de cada uno en la mezcla para el efecto que se 
desead Resolución.i  De à 16 reales tomo 2 partes.12 ( De á 10 reales lomo 4 partes.

Comprobación. 16 reales x  2 =« 32 rs. 10 reales x  4 =  40 »72 « 12 rs.Luego deben mezclarse estos simples en la razón de 1 : 2 .(*) D a m a n  le_/ d e l oro  al c u á n to  de su pu reza ; oro d e  á 2-1 quilatcc,  es el oro  puro ; un  qxulate es la vcinticualroava parle tie  Ja m asa to ta l d e l oro q u e se e x a m in a ; y  ca d a  q u ila te  se su b d iv id e  en 32 granos p a ra  a p re cia r  la ley d e l oro con  lisa. D e c ir  ,  por e je m p lo  , o ro  d e  á 20 q u ila te s  y  l6  g r a n o s , es d istin g u ir  en la  m asa 3 partes y  media d e  lig a  ó m e ta l cstra u o  , con  20 partes y  
media de oro p uro . L a  p la ta  pura es lo m ism o q u e p lata  d e  a M dineros de ley, un  din ero  es la doceava parte d e  la m a sa to ta l d e  la  p la ta  q u e se e x a m in a ; y  c a d a  d in e ro , se su b d iv id e  en 21 granos p ara a p recia r la ley d e  la p la ta  con  lig a . D e c i r p o r  e jem p lo  , p la ta  d e  á 8 d in ero s y  8 gran o s , es d istin g u ir  en la masa 3 partes y  dos tercios d e  üga ,  con % y  un lerdo partes de p la ta  p u r a .



2.® Con îegia de á 20 grados y  legîa de á Í2  grados, se ha de 
preparar legia de á 14 grados para cierto tinte. lE n  qué razón deben 
mezclarse estas dos legïas para que resulte lo que se quiere^
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14 Resolución.I De à 20 grados 10010*2 part. De á 12 grados tomo 6 part.
Comprobación.20 gr. X  2 -=  40 gr. 1 2 g r. x 6 =  72 gr.

11232O 14 gr.
Luego los simples deben mezclarse en la razón de 1 : 3.3.® P a ra  fabricar cierta alhaja se necesita plata ,  cuya ley sea 
de á 9 dineros y  12 granos  ̂ el arlifice la ha de formar con plata de 
á 11 dineros y  plata de á 8 dineros. ^Cuánto debe fundir de cada una 
para que la fusión sea de la ley pedida ? Comprobación,Resolución.l De á 11 din. tomo 1 y |  part. De á 8 din. tomo 1 y § part. 11 din. X 1 =  11 din. 8 din. X 1 =  8 »19 din. 9§din.
Luego la fusion debe hacerse por partes iguales.

En cada ejemplo do los seis resueltos hemos considerado solamente dos simples, porque para un compuesto de valor medio no se necesitan mas ; pero las reglas que hemos dado sirven para casos de tres y mas simples. He aquí ejemplos do esta condición relativos á aligación media.1. Habiendo medido por cuatro veces una distancia,  no se han 
obtenido siquiera dos resultados idénticos^ se requiere pues un promedio ,  que se pueda aceptar como resultado exacto. ¿ Cómo se hallarán
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Kesolucion*• MEDICIONES. PIES. PüLG........................... 1423 . . 82 .“ .......................... 1425 . .  0.......................... . 1422 . . 94 . ^ .......................... . 1424 , . 7Suma de productos 5696 . . 0

El divisor debe ser aquí «  4 =  suma do las mediciones, como se ve [ 41424 pies.Luego la distancia que puedo adoptarse como tipo es la do 1424 pies.' S .'' M«o o6ra írrt&a/an 50 o6reros,  de los cuales iO  ganan 14 reales de jo rn a l; 20 ganan 8 reales, y  otros 20 ganan de jornal 6 ,75 c¿ní, reales. Se pide un jornal medio que por s í  solo dé en el 
presupuesto el mismo resultado que los diversos jornales verdaderos.Resolución.14 reales x  10 =  140 reales.8 reales x  20 =  160 »6,75 cént. rs. x  20 ^  135 »Suma de productos . . 435 reales.Luego el jornal medio es de 8 ,7  reales.

Divisor.508,7  rs. cuoc.
Estos y otros problemas de su misma índole, que en el fondo pertenecen A los de aligación m edia, se llaman promedios 5 y basta lo dicho para conocerlos y saberlos resolver.
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APUNTES

PRINCIPIOS DE GEOMETRIA
RELATIVOS A LAS LECCIOIVES DEL PROGRAMA.

L h X C íO N  52.G rometiua gs parto do las Matemáticas, que enseño á conocer las propiedades de la eslension limitada y por consiguiente figurada.Todo cuerpo se considera cstenso en tros sentidos diferentes, que se llaman ilimemiones , las cuales se distinguen entre si con los nogi- bres de longitud, latitud y profundidad : esta suelo llamarse también 
allura t grueso ó espesor.A la estension en sus tres dimensiones se la llama cuerpo geomé
trico , y también sólido geométrico \ y á la medida do esta eslension se la da el nombre de nolúmen.

Superficie as la estension en dos dimensiones, y su medida se llama área.
Linea es la estension en una sola dimensión,  y su medida se llama longitud.
Punto es ei estremo o término de la linca 5 y aunque su estension es cero , su importancia cá grande, pues se considera el punto como el elemento generador de la estension en todas sus formas.La Geometría estudia las líneas, las superficies y los cuerpos; pero todo se comprendo en solo dos tratados que se llaman Geome

tria plana y Geometria del espado.La linea se distingue en recta y curva : se llama recia , toda línea que imita la forma de un büo tirante ; y por e! contrario se llama



curva la línea que no es recta ni se compone de rectas. La linea compuesta de rectas se llama lima quebrada, y la que en parlo es recta y en parte curva se llama linea m ixta.Las superficies se distinguen entre si como las lineas : se llama 
superficie plana ó solamente plano,  aquella con quien coincido una línea recta que pase por dos puntos cualesquiera^ de la superficie ; y se llama superficie curva la que ni es plana ni se compone de planos. La superficie compuesta de planos se llama superficie quebrada, y la que en parte es plana y en parle es curva se llama superficie m ixta.La línea curva se subdivide en curva plana y curva no plana : la curva plana se puede considerar yacente por todos sus puntos en un plano pero no así la curva no plana.De las infinitas curvas que pueden imaginarse, solo se estudia una en los principios de la Geometría, y es la circunferencia áe circulo.Así so llama una línea curva plana , cerrada ,  cuyos puntos equidistan de otro situado en el plano de la curva, y llamado centro de ella. No debe confundirse la circunferencia con cl circulo ,  pues esto es superficie y aquella es linea.La línea recta y la circunferencia constituyen las dos ideas cardinales do la Geometría elemental. *De las definiciones que hemos dado relativas á estas líneas, surgen las proposiciones siguientes :1 . ® L a  línea recta es la mas corta que puede imaginarse lirada 
de un punto á otro.2 . “ La  medida de la distancia entre dos puntos se aprecia por la 
línea recta ,  tirada del uno a l otro punto.3 . “ P or un punto pueden pasar cuantas recias se quieran sin 
confundirse.4 . * S i  dos rectas tienen dos puntos comunes, ^deberán confundirse 
en una sola recia.Se llama radio de la circunferencia toda recta que desdo el centro de la curva se lira á uno de sus puntos. Cuerda de la circunferencia es toda recta tirada de un punto do esta curvo á otro de la misma.

—  1 7 2  —



Diámetro de la circunferencia es toda cuerda que pasa por el centro de la curva.5 .“ Iodos los rádios de una circunferencia son iguales ,  y  tam
bién iodos los diámetros.Se l l a m a l a  espresíon gráfica ó dibujo de la lín ea, de la superficie, ó del cuerpo geométrico.Oiremos que son iguales dos figuras cuando, imaginándolas superpuestas convenientemento ,  deben confundirse en una sola ; pero se amarán equivalentes cuando, siendo de igual naturaleza, tengan la misma estension : v. gr. , dos líneas de igual longitud ; dos su- perlicies de igual área ; dos cuerpos de igual voliiincn. De la igualdad de dos figuras siempre se infiere la equivalencia ; pero de la equivalencia solo se infiere la igualdad en ciertos casos.

—  1 7 3  —

L K C C IO N  53.Se Mama ángulo la figura que resulta formada por dos rectas que terminan en un mismo punto. Este punto se llama vértice del ángulo ,  y las rectas lados.Para leer los ángulos ospresados por letras , nómbrese por segunda la letra del vértice.Dos ánplos so llaman contiguos cuando ol uno resulta do prolongar u „ lado del otro al través del vérticé ; y so llaman opuestos portórtee cuando el uno resulta de prolongar los lados del otro á travos del vérl,ce. Los ángulos contigüos iguales se llaman racínv,  los de .guales olUcuos. Una roela os perpendicular á otra cuando sean U S los „„gules contiguos que co„ ella forme ; pero si son desiguales estos ángulos contiguos, serán oblicuas dichas rectas. El án- gulo obhcnn se subdivide en agudo y obtuso, según sea menor óy “ ángulo recto. Un ángulo os compfemeuío do otro cuan-a ules se llaman complementarios. Pero se denominan suplcmcnta-

23



líl valor de un ángulo consiste en el desvio ó separación de sus lados', y se indica por un arco de circunferencia trazado desde el vértice del ángulo como centro, y con un ràdio cualquiera : la parle de esto arco comprendida entre los lados del ángulo , es la medida del ángulo y se llama arco correspondiente al ángulo. La medida del ángulo recto es un cuadrante \ es decir,  la cuarta parte de la circunferencia.
Teoremas de esta Lección.1 . " S i  dos rectas que se cortan coinciden con otras dos, las cuatro 

se cortarán en un mismo punto.2 . ® Por un punto de una recta no puede tirarse á esta mas de 
una perpendicular.3 . ® l'odos los ángulos rectos son iguales.4 . ® L a  suma de dos ángulos contiguos vale dos ángulos rectos.5 . ® S i  dos rectas forman dos ángulos suplementarios,  dispuestos 
como los contiguos respecto de su lado común,  los otros dos lados 
serán una sola recta.

Corolarios.1 . ® S i  itno de dos ángulos contiguos es recto lo será el otro.2 . ® E n las i'cctas la perpendicularidad es mùtua.3 . ® L a  Simia de ángulos á un lado de una recta con vértice 
común en ella , vale dos ángulos rectos.4 . ® La suma de ángulos consecutivos al rededor de un vértice 
com ún, vale cuatro rectos.5 . ® Dos ángulos que tengan el mismo suplemento son iguales,  y  
también lo son cuando tienen el mismo complemento ; los de compie^ 
mento opuesto son suplementarios.G.® Los ángulos opuestos por el vértice son iguales.7.® Desde un punto esíerior no so puede tirar á una recia mas 
de una perpendicular.

líos rectas cortadas por otra que se llama secante de aquellas dos, pueden formar ocho ángulos ,  cuatro estemos y cuatro internos.
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Estos ángulos ,  comparados de dos en dos y referidos á la secanle, toman los nombres de alternos estemos •, alternos Internos ■, correspondientes 5 estemos á un mismo lado de la secante, 6 internos á á un mismo lado de la secante.Esta nomenclatura es de absoluta necesidad para la teoría do las rectas paralelas.
Angulos alternos ,  son dos estemos ó internos ambos , situados á diferente lado de la secante y uno en cada recta.
Angulos correspondientesj son dos ángulos, estenio el uno 6 Interno el otro ,  situados á un mismo lado de la secanle y uno en cada recta.Dos rectas trazadas en un plano ofrecen uno do dos casos : 6 se encuentran formando uno ó mas ángulos como hemos visto,  y se llaman concurrentes, ó no so encuentran por mas que so prolonguen y entonces se llaman paralelas. 'Para establecer la teoría de las paralelas, sirven do base las proposiciones siguientes :
1 Dos  rectas perpendiculares á una tercera recta son paralelas,2 .“ P o r un punto dado fuera de una recta , no se puede tirar á 

esta mas de una paralela.L a  1.^ preposición so demuestra, y es el Teorema fundamental de 
las paralelas la 2.® se admite como evidente , y se llama E l  postu
lado de Euclides.

Teoremas que pueden demostrarse como corolarios de las dos 
proposiciones que hemos establecido como base.

—  1 7 5  —

3 . ® S i  dos rectas cortadas por otra dan ángulos alternos iguales, 
serán paralelas,4 . “ S i  dos paralelas se cortan por una tercera recta , resultarán 
iguales los ángulos alternos. Luego también serán iguales los correspondientes, y serán suploineutarios los iolernos ó estemos á ud mismo lado de la secante.



í  )

5 . ° L a  perpendicular á una de dos paralelas,  dehe ser precisa- 
mente perpendicular á la otra.6. La recta paralela à una de nanas rectas ,  que 5on paralelas 
entre s { , deberá ser paralela à cada una de las demas.

Dos ángulos de lados respectivamente paralelos ,  serán igua
les ó suplementarios,  según fueren ó no de una misma especie. Lo mismo so demuestra do los ángulos que tengan sus lados respecliva- menle perpendiculares.

L IÍC C IO N  54.Se llama poligono la parto do plano terminada por rectas. Estas se llaman lados del polígono. La línea quebrada que resulta do todos los lados del polígono se llama contorno-, y el valor numérico,  ó medida de dicho contorno, so llama perimetro. Dos polígonos de equivalente contorno so llaman isopcrimelros.Un polígono so llama convexo cuando su contorno solo puedo ser cortado en dos puntos por una recta ; pero si puede ser cortado por ella en mas do dos puntos so llama no convexo.El polígono convexo consta do tantos ángulos como lados j estos polígonos reciben su nombro por el número do sus ángulos,  y se llaman triángulo, pentágono, exágono, eptágono ,  e l e . ,  según consten do tres, cinco, se is , siete , e tc ., ángulos. El polígono de cuatro lados so llama cuadrilátero j poro también se puedo llamar 
tetrágono cuando es convexo,  porque el cuadrilátero convexo no puedo tener mas de cuatro ángulos.Son ángulos propios del poligono los formados por los lados en su concurso de dos en dos 5 y son ángulos accesorios los demas que pueden ocurrir por la prolongación de lados, inílcxíon de contorno, trazado do rectas distintas de los lados, etc. El ángulo cuyo vértice penetra en la superficie del polígono se llama ángulo entrante, y quita ai polígono la cualidad de convexo. En cada lado del polígono convexo se cuentan dos ángulos propios, cuyos vértices son los cs- Ircmos del lado r estos ángulos so llaman adyacentes al lado , y no

—  1 7 6  ~



deben confundirse con los que comunmente llaman adyacentes ,  y que nosotros hemos llamado contiguos en la Lección 53.Para justificar nuestra distinción , nos limitamos à señalar entre unos y otros tres diferencias muy notables : Los ángulos contiguostienen vértice común; los adyacentes lo tienen distinto. 2 .“ Para formar dos ángulos contiguos bastan dos rectas ; para dos adyacentes so necesitan tres rectas. 3 .“ La suma de dos ángulos contiguos vale siempre dos ángulos rectos ; la suma do dos ángulos adyacentes varia desde cero hasta cuatro rectos. Cada ángulo propio del polígono tiene por suplemento á su contiguo ángulo esterno ,  que se forma prolongando á través del vértice un lado del polígono.La parte de plano comprendida dentro del contorno so  llama sm-  

perficie del polígono. Diagonal de un polígono es toda recta lirada desde un vértice á otro no inmediato.

—  1 7 7  —

L E C C IO N  55.
So llama triángulo á la parte de plano limitada por tres rectas: estas son los lados del triángulo ; están dispuestos do modo que á cada lado se opone un ángulo, y se le adhieren otros dos. Aunque el triángulo es el mas simple de los polígonoá, es sin embargo el polígono principal en razón á su trascendencia , pues todo polígono se puedo espresar por dos ó mas triángulos, y hasta por un solo triángulo quo le sea equivalente.El triángulo , con relación á sus lados , se llama equilátero ,  isós

celes y escaleno , según sean iguales sus tres lados,  ó dos , ó lodos desiguales. Y  con relación á sus ángulos se denomina triángulo rec
tángulo si lieno un ángulo recto,  ó triángulo oblicuángulo si ninguno de sus ángulos es recto : si el triángulo oblicuángulo tiene ángulo obtuso so llama triángulo óbtusángulo \ pero si los tres ángulos son agudos se llama triángulo acutángulo. El triángulo rectángulo nunca es equilátero *, su lodo mayor se llama hipotenusa ,  y los otros dos lados catetos.



Altura do un triángulo es la perpendicular à uno de sus lados tirada desde cl vértice opuesto : el lado á que so tira la perpendicular so llama entonces base del triángulo, sin contar la prolongación que á veces se requiero para que lo encuentre la altura.Los principales teoremas relativos al triángulo, son :1 . ” JJn lado del triángulo es menor que la suma de los otros dos, 
y  mayor que su diferencia.2 . ® La suma de los tres ángulos de un triángulo equivale á la de 
dos ángulos rectos.De estos dos teoremas surgen los siguientes corolarios :1.  ® E n  todo triángulo hay necesariamente dos ángulos agudos; 
Juego tomando por base el lado adyacente á estos ángulos ,  caerá la 
altura dentro del triángulo.2 .  ® IJn ángulo esterno de un triángulo es igual á la suma de los 
dos ángulos internos,  no contiguos del esterno.3 . ® Conocido un solo ángulo en un triángulo , y la diferencia de 
los otros dos ángulos, se pueden conocer cada uno de los tres.4 . ® E n  todo triángulo á iguales ángulos se oponen iguales lados, 
y á mayor ángulo se opone mayor lado ,  y reciprocamente. Luego el triángulo equilátero es también equiángulo.Igualdad de triángulos.Dos triángulos son iguales en los casos siguientes :1 . ® Cuando tienen dos lados respectivamente iguales, é igual el ángulo comprendido.2 . ® Cuando tienen dos ángulos respectivamente iguales,  é igual el Jado comprendido.3 . ® Cuando tienen sus tres lados respectivamente ¡guales.Ademas bay para el triángulo rectángulo otro caso que se enunciaasí ; Dos triángulos rectángulos son iguales cuando la hipotenusa es 
igual en ambos, y  también es igual uno de los catetos. Sin embargo.
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este no es un caso propio y esclusivo de los triángulos rectángulos, sino general á todos los demas triángulos. Ved aquí su verdadero enunciado :4 .°  Dos triángulos son iguales cuando tienen dos lados respectivamente iguales, 6 igual cl ángulo opuesto al mayor de ambos lados.
Otras proposiciones.1 . * Si una recta es perpendicular y hiscclriz (*) do otra todos los puntos do la bisectriz equidistarán de los estremos de la bisecada.2 . ** La bisectriz de un ángulo tiene sus puntos equidistantes dé los dos lados del ángulo. Y  las perpendiculares bisectrices de rectas que formen ángulo , deben encontrarse.3 . ® Si desdé un punto cslerior se tiran á una recta una perpendicular y varias oblicuas , la perpendicular será la mas corta de las rectas tiradas , las ol)lícuas equidistantes del pie de la perpendicular serán iguales , y la oblicua que mas diste será la recta mayor.Las proposiciones reciprocas de estas, son también verdaderas.

Coi’olarlos.1 . ° La distancia desde un punto á una recía ,  se dcl)e medir por la perpendicular lirada á la recta desde cl punto.2 . ° Desde un punto esterior no so pueden tirar á una recta tres rectas iguales. L E C C IO N  56.El polígono mas sencillo después del triángulo es el cuadrilátero; desde uno de sus vértices no puede tirarse mas do una diagonal: esta lo divide en dos triángulos,  y evidencia ser ia suma de sus ángulos propios igual á cuatro ángulos rectos.El cuadrilátero convexo ofrece una do estas tres formas : ó ningún lado es paralelo á otro, y se llama irapezoxjde ; ó es un lado paralelo á otro , y se ilama trapecio ; ó los lados son paralelos dos á dos, y
( * )  U ceta  b ise ctriz  ,  q u ie re  d e cir  : r e c ta  q u e co rta  ó  d iv id e  en  d os m ita d e s .
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—  1 8 0  —se llama faralelógramo. Si los ángulos de este son iguales so llamará rceíawjw/o 5 si son iguales sus lados se llamará rombo \ si los lados del paralelógramo son iguales, y también los ángulos, resultará el cuadrado.Todo paralelógramo es trapecio ; pero no todo trapecio será paralelógramo. Todo cuadrado es rombo  ̂ pero no todo rombo será cuadrado. Todo rectángulo es paralelógramo ; pero no todo paralelógramo será rectángulo, líl paralelógramo cuyos ángulos son oblicuos , y sus lados no son iguales, so llama romboyde. Los lados paralelos del trapecio se llaman bases, y también los lados opuestos del paralelógramo. En ambos se llama altura la perpendicular lirada desde una base á la otra : el trapecio de bases iguales es paralelógramo.Considerado el paralelógramo como dos paralelas corladas por dos secantes, se infiero inmediatamente que Zos dos ángulos adya
centes ci un lado son suplementarios,  y  que los ángulos diagonalmente 
opuestos son iguales. Demuóslranse ademas las proposiciones siguientes :1,*̂  L a  diagonal divide a l paralelógramo en dos triángulos 
iguales.2 . ̂  E n  todo paralelógramo deben ser iguales los lados opuestos; 
y reciprocamente ,  si son iguales los lados opuestos de un cuadriláte
ro ,  deberá ser paralelógramo.3 . '̂  Dos paralelas equidistan en iodos sus puntos.4 . *̂ Dos paralelógramos serán iguales cuando tengan wn ángulo 
igual formado por lados respectivamente iguales. Luego también serán iguales dos rectángulos que tengan respectivamente iguales sus bases y alturas.

Otras pi'oposicioues de significado mas estenso.5 . “ La suma do ángulos propios del polígono convexo,  es igual á tantas veces dos rectos como lados, menos dos,  tenga el poligono : esta proposición se formula asi ,  S  =* 2 U (n —  2) .6 . " Si los lados del polígono convexo se prolongan á través del



vértice todos on un mismo sentido, la suma de los ángulos estemos que resulten ,  valdrá siempre cuatro ángulos rectos.7 .“ Dos polígonos cualesquiera serán iguales, si ambos se componen de un mismo número do triángulos, respectivamente iguales, y de un mismo modo colocados en los dos polígonos. liste teorema y su reciproco,  reasúmen toda la teoría de igualdad do polígonos.En dos figuras iguales se llaman partes homólogas aquellas que, dos á dos, so coadunan, cuando las figuras se confunden por la conveniente superposición.Los polígonos convexos se distinguen principalmente en regulares é irregulares: es polígono re^wíar, el que tiene todos sus ángulos iguales, y también todos sus lados. Una do estas condiciones precisa la otra en el triángulo; pero ya no en los demas polígonos. En efecto, la igualdad de ángulos en el rectángulo no precisa igualdad de lados ; y la igualdad de lados en el rombo no precisa igualdad do ángulos. Do los triángulos solo es regular el equilátero , y do los cuadriláteros solo es regular el cuadrado.
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L E C C IO N  57.
Rel(wionesde posición entre la recia,  la circunferencia y  el ángulo.

La línea recta no puede tener jamas tres puntos comunes con la 
circunferencia : ó no tiene ninguno y se llama distante ; ó tiene un solo punto en la curva y se llama tangente ; ó tiene dos y se llama 
secante. La distancia entre una recta y una circunferencia, se aprecia por la perpendicular d  là recta desde el centro de la curva, 
menos el ràdio de esta. Para que una recta sea tangente de la circunferencia ,  hasta que sea perpendicular al estremo de un radio de 
la curva : la proposición recíproca de esta es también verdadera.Un diámetro es mayor que todas las demas cuerdas do la misma circunferencia ; de estas es mayor la cuerda quo mas se acerca al centro , ó iguales laS equidistantes del centro. En la circunferencia24



—  1 8 2  —íntegra , cada cuerda pertenece á dos arcos desiguales , escepto el diámetro que es cuerda de los dos arcos iguales llamados semicircun
ferencias. A.1 comparar los arcos do una circunferencia con sus cuerdas ,  se supone cada cuerda referida al arco menor de los dos que la subtenden : con este supuesto hay entre los arcos y sus cuerdas, la misma reciprocidad que entre ángulos y lados de un mismo triángulo. Las circunferencias de igual ràdio son iguales, y por consiguiente los círculos limitados por ellas. Tres puntos que no estén en 
linea recta, fijan la posición y magnitud de una circunferencia.Uno de los principales usos que presta la circunferencia á la Geometría es la medición de los ángulos. No basta saber que la medida de un ángulo es su arco correspondiente ,  pues esto arco trazado con cualquier ràdio darla en su longitud una medida tan variable como el ràdio ; lo que debe saberse desdo ahora , para no olvidarlo jamas, es que la medida de un ángulo es el valor gradual de sw arco corres
pondiente.Para entender bien esta proposición, considérese un cuadrante de circunferencia dividido en 90 parles iguales que se llaman grados-, si el arco correspondiente á un ángulo, y del mismo ràdio que el supuesto cuadrante,  e s ig u a ! , por ejemplo , á 36 partes del cuadrante , diremos que el ángulo medido es do 36°, que se lee treinta 
y seis grados. Como no siempre la longitud del arco correspondiente á un ángulo, equivaldrá á un número justo de grados, se considera cada grado del cuadrante dividido en 60 partes iguales que se llaman 
m inutos, y se escriben así 60L También ocurre que ni en grados y minutos pueda apreciarse exactamente la longitud del arco medidor de un ángulo, y se necesita entonces espresar en número entero la fracción del minuto, como hemos espresado la fracción del grado, para lo cual se considera subdividido cada minuto del grado en 60 partes iguales que se llaman segundos ,  y se escriben asi 60^L Do modo que al decirnos, v. g r . ,  que un ángulo vale 30°, 4 0 ', 20^^ debemos entender que la longitud de su arco correspondiente ,  comparada con la de un cuadrante del mismo ràdio, equivale á f  da dicho cuadrante -H 'J de uno de sus grados -4- f- de uno do sus mi-



ñutos. No do otro modo SDbcmos quo el ángulo del triángulo equilàtero vale 60®', quo cl ángulo del cuadrado vale que el ángulo del pentágono regular vale 108°; que el ángulo del exágono regular vale 120°; ele. Consérvense en la memoria estas relaciones.Trazado un ángulo en el plano de una circunferencia ,  ofrece cuatro relaciones do posición, á saber : Tener su vértice en el centro de la curva ; tener su vértice en la circunferencia ; tenerlo entre centro y circunferencia , y tenerlo fuera del círculo. Limitándonos al primero y segundo casos, por su frecuente uso , diremos que se 
llama ángulo central el formado por dos rectas que salen del centro 
como dos radios , é interceptan un arco de la curva j el valor gradual 
de este arco es la medida del ángulo central. Y  se llama ángulo ins
crito el que tiene su vértice en la circunferencia , y sus lados son 
cuerdas de la misma : este ángulo tiene por medida la mitad del arco 
que abrazan sus lados. Luego sí sobre un mismo arco insisten un ángulo central y otro inscrito, esto será mitad del ángulo central.
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L E C C IO N  58.
Relaciones de posición entre el poligono y la circunferencia.

Guando un polígono está dentro del círculo , de modo que todos sus vértices coinciden en la circunferencia ,  los lados son precisamente cuerdas de la curva , y so dice entonces que el poligono está 
inscrito en la circunferencia ,  ó que la circunferencia está circunscri
ta al polígono : ambas frases significan la misma idea. Pero si por el contrario, el círculo está dentro del polígono, de modo que todos los lados do este sean tangentes do la circunferencia, entonces se dice que el polígono está circunscrito á  la circunferencia, ó que la 
circunferencia está inscrita en el poligono.

A  todo polígono regular se le puede inscribir una circunferencia y 
circunscribir otra : como las dos tendrán un mismo centro ,» que lo será también del polígono, se llamarán circunferencias concéntricas)



y al espacio que encierra entre las dos circunferencias al contorno del polígono regular, so le da el nombre de corona ó anillo. Las rectas que desde el centro de! polígono regular se tiran á los vértices ,  se llaman rádios del -poUgono ; y las que del mismo punto se tiran perpendiculares á los lados, se llaman apotemas del polígono. Cada ràdio biseca un ángulo del contorno, y cada apotema biseca un lado ; dos rádios consecutivos forman un ángulo al centro , que es suplemento del ángulo a! contorno, y lo mismo hacen dos apotemas consecutivos. Espresando por A  un ángulo propio del polígono, por G un ángulo ai centro ,  por R un ángulo recto ,  y por n el número do lados del polígono, se tienen las fórmulas.
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A =3 2 R
4 R la primera evidencia que el án-gulo del polígono regular crece indefinidamente con el número de lados, y sin embargo jamas podrá valer dos rectos ; y la suma de ambas fórmulas prueba la cualidad de suplementarios en A  y C .De los polígonos irregulares solo es inscriplible y circunscriplible el triángulo. De los cuadriláteros será inscríptible el que tenga suplementarios los ángulos diagonalmente opuestos ; y será circuns- criptible el que tenga la suma de dos lados opuestos igual á la suma do los otros dos: todo rombo es circunscriptiblo, lodo rectángulo es inscriplible.Para circunscribir una circunferencia á un triángulo, basta tirar las perpendiculares bisectrices de dos lados, y haciendo centro en la intersección do estas rectas, trazar la curva con un ràdio igual á la distapcia que haya.desde dicho punto á un vértice ; si el triángulo fuere rectángulo lómese por diàmetro la hipotenusa. Para inscribir una circunferencia en un triángulo, biséquense dos ángulos; y desde el punto en que se corten las bisectrices, que será el centro de la circunferencia que se quiere trazar, tírese una perpendicular á un lado del triángulo, y ella será el ràdio de la circunferencia tangente á los tres lados.
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L E C C IO N  59.

Lineas 'proporcionales •Son aquullas quo comparadas por su longitud , ofrecen do dos en dos una razón constante. Teorem as.1 . ® S i  en una recta se señalan partes iguales,  y  por los puntos 
de división se tiran rectas paralelas que corten & otra recta, esta 
quedará dividida en tantas partes iguales, cuantas fueron las seña- 
ladas en la primera recta.2 .  ® L a  recta que paralela á un lado de triángulo, corla d ios 
otros dos lados , los deja divididos en partes proporcionales.3 . ° La bisectriz de un ángulo de triángulo, divide el lado opues~ 
to en partes proporcionales á los lados del ángulo dividido. Las proposiciones reciprocas de los teoremas 2.® y 3.® son también .verdaderas. Sem ejanza de triáng^ulos.

Dos triángulos semejantes tienen necesariamente los ángulos res- 
pectivamenle iguales, y  los lados proporcionales. Para un triángulo 
cualquiera hay una infinidad de otros que le son semejantes. En efecto , cortando un triángulo por una recta paralela á uno de sus lados, resultará un triángulo parcial semejante al total; y como la sección puede trazarse por cualquier punto del contorno, y hay infinitos puntos, resulta probado el enunciado.Como en los triángulos la igualdad respectiva de ángulos ,  precisa 
proporcionalidad de lados, y  reciprocamente *, sucedo que la semejanza de estos polígonos puede inferirse do solo ángulos ,  ó do solo lados, ó de dos lados y un ángulo. Y  en efecto, si dos triángulos 
tienen dos ángulos respectivamente iguales serán semejantes , pues tendrán también igual el tercer ángulo.

S i dos triángulos tienen los lados proporcionales serán semejantes, pues deberán tenor respoclivamenlo ¡guales los ángulos. También



serán semejaníes cuando tengan dos lados proporcionales,  é igual el 
ángulo comprendido, 6 igual el ángulo opuesto a l mayor de los dos 
lados. Estos dos teoremas son análogos del 1.® y 4.® casos de igualdad de triángulos. Por últim o, puedo inferirse la semejanza de dos triángulos, por la posición de los lados del uno respecto á ios lados del otro : lados respectivamente paralelos ó perpendiculares, dan 
triángulos semejantes.

Polígonos.L a semejanza de estos es una consecuencia inmediata de la semejanza de triángulos : hasta que dos polígonos estén formados por 
un mismo número de triángulos respectivamente semejantes,  y colo
cados del mismo modo en ambos polígonos ,  para que estos sean se
mejantes. El teorema recíproco de este también es verdadero.

Dos parahlógramos serán semejantes si tienen igual un ángulo 
formado por lados proporcionales ;  y  para ser semejantes dos rec
tángulos ,  hasta que la razón de sus bases sea igual á la razón de sus 
alturas.

Todos los polígonos regulares de un mismo nombre son semejantes: todos los triángulos equiláteros ; todos los cuadrados ; lodos los pentágonos -, todos los exágonos; etc. Y  sobre todos ellos, como límites verdaderos de los polígonos regulares, son semejantes los circu
ios. Estos tienen la admirable propiedad de guardar una razón constante entre la circunferencia y su diámetro, de modo que el cuociente que resulta de partir la circunferencia de un círculo por su diámetro, ese mismo cuociente resultará de partir la circunferencia de otro circulo cualquiera por su diàmetro.Este cuociente se formula a s í, =» 3,141592653589 . . . cantidad irracional, que puedo aproximarse hasta el orden decimal que so quiera; pero que para nuestros usos triviales la reducimos á 7T =  3 ,1 4 1 6 : espresion fácil de retener en la memoria, y dada á conocer desde la Lección 6 de estos Apuntes. Allí insertamos una tabla do los nueve productos de tt (salvo la coma que se omitió de intento) , y esa tabla puede ser ahora de grande utilidad. Quiérase, por ejemplo, determinar !a longitud de una circunferencia de 15
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metros radio ; y acudiendo á la fórmula G 2 ttt,  que espiresa esta longitud, multiplicaremos por 30 el valor =  3,1416 5 ó por 3 el 31,416 i y aquella tabla nos dará calculado el producto en el número 94,248 metros lineales. I2u efecto, el valor tt nos dice que la longitud de una circunferencia , pasa de 3 diámetros y no llega á 3 ^  diámetros: aquí los 3 diámetros serian 90 metros-, los 3 diámetros -4- - |  serian 96 metros , y el valor 94,248 hallado confirma esta verdad. Del mismo modo se hallará por medio de aquella tabla,  la longitud de otra circunferencia cualquiera.L E C C IO N  60.
liesolucion gráfica de prohlemas.
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La doctrina espuesta en las ocho Lecciones que preceden, apoya y demuestra la resolución de los siguientes problemas :Tirar perpendiculares á rectas dadas.Formar ángulos iguales á otros dados, ó de condición deter> minada.Trazar rectas paralelas á otras rectas.Construir triángulos ¡guales ó semejantes á triángulos dados.Idem polígonos.Inscribir en una circunferencia dada el polígono regular que se quiera.Inscribir ó circunscribir á un polígono regular una circunferencia.Hallar el centro de un arco de circunferencia.Bisecar un ángulo ó un arco do circunferencia.Dividir en partes 2“ este arco, ó aquel ángulo.Tirar tangentes ó circunferencias dadas, ó trazar circunferencias que sean tangentes á rectas dadas.Considerando comensurables dos rectas ,  dos arcos ó dos ángulos, hallar su máxima común medida.Dividir una recta en partes ¡guales, ó en partes proporcionales á otras rectas ó números dados.



Hallar mia 4 .“ proporcional á tres rectas dadas j ó una 3 .“ á dos rectas •, ó una media proporcional entre otras dos.Rectificar una circunferencia y viceversa ; dada una recta hallar el ràdio de la circunferencia , equivalente á ia recta dada.L E C C IO N  61.Para determinar el área de una superficie se requieren dos factores lineales,  cuyas longitudes se aprecien antes con una misma unidad lineal} por consecuencia resaltan en el producto unidades cuadradas para el área : no se olvide, pues, jamas que dos facieres 
lineales,  referidos á una misma unidad, deben dar 'por producto uni
dades cuadradas. Prèvia esta advertencia , ved á continuación las reglas y fórmulas que sirven para la determinación de las áreas :
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El área del Paralelógramo es —  producto de su base por su altura.Trapecio es producto de su altura por la semisuma de las bases,  ó por la recta bisectriz de los lados no paralelos.Triángulo es *=> semiproducto de base por altura.Triángulo equilátero es =  raíz de tres multiplicada por el cuadrado de medio lado : su fórmula e s ,
V'SxCéL)*-Cuadrado es =  segunda potencia de su lado.Polígono regular es =  semiproducto de perímetro por apotema.Circulo es —  semiproducto de circunferencia por el ràdio : su fórmula es, Círculo-^vrR ® .Anillo ó corona es =  círculo total menos círculo parcial: su fórmula e s , Arca del anilIo =  7r R *  —  Trr®.Trapezoydc os =  semiproducto de una diagonal por la suma do las distancias á olla desdo los otros dos vértices.



£1 ai’ca (lei Polígono irregular que no tenga fórmula propia ,  se bailará imaginando al polígono compuesto do partes que tengan fórmula conocida , y apreciando la suma algébrica de las áreas parciales.Aunque en la regla para el área del polígono regular, va ímplí-
cito cl pentágono ,  damos aquí su fórmula 5 I '  1-+*—  x  — J  »V 5  2para su frecuento uso. Escrita en forma racional aproximada, puede reducirse ó la sencilla espresion.Area del pentágono regular —  L * x l ,7 2 0 .Se llama seclor de circulo una parte del círculo limitada por un arco de su circunferencia y los rádios de los estremos del arco. Up sector puede ser m enor, igual ó mayor que cl semicírculo j y por consiguiente , el ángulo formado por sus dos rádios estremos será un ángulo central,  menor, igual ó mayor que dos ángulos rectos. Para determinar c! área del sector sirve de regla la siguiente fórmula,

3Area «= x  U ^ x --------- : la letra g  significa el valor gradual del arco

~  m  —

del sector. 360 Problemas numéricos.1.® iQ u é área tendrá un triángulo cuya base es de 423 pies ,  y 
su altura es de 246 pies? 246Resolución. Areá =  123 x -------- -- 123 x  123 =  123* »=»

215129 pies cuadrados.Cuando el área de un polígono cualquiera se aprecia por la de un cuadrado equivalente, se dice que se ha cuadrado diclia área. Esta cuestión, considerada en general,  se llama cuadratura de áreas.
25



1 9 0 .9 .“ Hallar el área de un trapecio,  cuya altura es de 748 metros, 
y la suma de sus bases es de 1476 metros.

Solución. Area “  748 X 1476 = 7 4 8 x 7 3 8 = -  738 X  (738'
10) 738“ -t-738 X 10 =  544644-4- 7380 —  552024 metros cuadrados =  55 h e c t á r e a s 20 áreas -4- 24 centiáreas.3 . “  ̂ liQué área tendrá un circulo de 110 varas de rádio^Solución. Su área debo sor =  tt x  110 ® =  3,1416 x  12100 ; ó 31416 62832Arca =  38013,36 varos cuadradas, según < 31416____38013,3600Esto resultado en unidades agrarias es =  4 fanegas-í-72 estadales, con un pequeño esceso de 2 ,64  varas cuadradas.4,*' Siendo 11761 pies cuadrados el área de un sextante (sector de 6 0 °), i^cuál será su rádiolSolución. Por el dato se infiere la del círculo = 7 0 6 8 6  pies cua-70686 706860000drados «  7T R® •, luego R ® = ------------- - -------------------- -» = 2 2 5 0 03,1416 31416pies cuadrados i y por consiguiente, R  = \ / 2 2 5 0 0  =  150 pies lineales.5 .°  . Hallar el área de un rombo ,  cuyo lado es de 22 wieíros ,  y 

el menor de sus ángulos vale 60°.Resuélvase.

L
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LIÎGCION  62.

S i  á la hipotenusa del triángulo rectángulo se le tira una perpen
dicular desde el vértice opuesto ,  quedará el triángulo dividido en dos 
triángulos semejantes al total,  y por consiguiente semejantes entre 
s i ; y  por la comparación miUua de estos triángulos , se podrán de
mostrar las proposiciones siguientes :1 . ® La perpendicular es media proporcional entre los segmen
tos (*) de la hipotenusa.2 . ® Esa misma perpendicular es cuarta proporcional á la h ipotenusa y catetos.3 . ® Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y el segmento próximo del cateto.4 . ® Los cuadrados do los catetos son entre sí como los segmentos de la hipotenusa.5 . ® E l  cuadrado de la hipotenusa es igual á  la suma de los cua
drados de los catetos.6 .  “ Si en una circunferencia se inscribe un triángulo rectángulo, podrá aplicarse al diámetro y cuerdas suplementarias todo lo dicho de la hipotenusa y catetos.La proposición 5.® constituye por si sola lo que so llama Teore
ma de Pitágoras, cuyo enunciado es verdadero , tanto en el sentido numérico como en el sentido gráfico ; porque si apreciada en números la longitud de cada lado , se compara luego la segund.i potencia del número que representa la hipotenusa , con la suma de las según, das potencias de los números que representan los catetos, se hallará una perfecta igualdad : por ejemplo , hipotenusa 5 , calcio 3 y cateto 4 ,  dan 25 =  9 - f - 16 = 2 5 .  En el sentido gráfico no es menos verdadero el teorema : si tomando por lado la hipotenusa , se construye sobro ella un cuadrado y luego sobro cada cateto se hace lo m ism o, se puede evidenciar que el área del cuadrado mayor es

(*^ S e g m e n to s  ,  son d os ó m as p a rle s  en  q u e se b a y .i d iv id id o  im a lin ea ,  su- p e ríic ie  ó c u e r p o .
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—  1 9 2  —exactamente igual á la suma de las áreas do los oíros dos cuadrados.Y  no solamente sucederá esto en figuras cuadradas, si que en cualesquiera otras, con tal que las construidas sobre los catetos sean semejantes á la construida sobre la hipotenusa: asf es como el círculo , cuyo diámetro es la hipotenusa ,  equivale á la suma de los circuios cuyos diámetros respectivos son los catetos.Conocidos dos lados del triángulo rectángulo, se puede fácilmen-te determinar el tercer lado; porque la ecuación c * - i- c '* , espura de segundo grado para cualquiera de las tres letras h ,  c ,  c^, que represente á la incógnita. He aquí una aplicación muy oportuna de esta verdad : Sabemos que el área del anillo es «  x  R® —  tt r ® =  7T ( R* —  r®) •, pero á la hipotenusa R y al cateto r , corresponde otro cateto r ' ,  luego el área del anillo será =  x  : este cateto r ' es la semicuerda do la circunferencia mayor, tangente á la circunferencia menor.Del teorema de Pitágoras se deduce como corolario la proposición siguiente : S i  el cuadrado del lado mayor de un triángulo oblicuán

gulo , se compara con la suma de los cuadrados de los otros dos lados, 
resultara mayor que dicha suma siendo obtusángulo, y  menor que 
ella siendo acutángulo. Luego dados los números que espresan , en común unidad de m edida, las longitudes de los lados, se podrá determinar por ellos la naturaleza del triángulo. Y  en efecto ,  un trián"ulo T ,  cuyos lados ,la  ^  9 i ía® =  8 1 lsean <í) ~  7> ; dará para los cuadrados <b® =» 49> ; y se f c = 5 l ( c ® = = 2 5 jtendrá, 81 >  ( 4 9 -H 25 =»• 74) : que nos dice ser obtusángulo el triángulo T « la  =  71Si para otro triángulo se dan jb  6 } ,  y por consiguiente4a® =  49/ 16 =  5 2 ) , 6 inferiremos que el triángulo T ' es acutángulo.36 > ,  resultara 49 < ( 3 6  16>

.1 ;i



l^ara d  área de un triángulo no siempre se tiene la base y la altura-, bay que determinarla ,  á voces, con dalos muy diferentes: cuando para ello se den los tres lados,  servirá esta fórmula ,
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el àrea del íriárigulo es ■= \Zn> (m —  a ) ( m — b) (m — c) siendo m==* § (a-h b-l-c) \ pero si examinados los cuadrados , se halla a® =  b®-»-c® , entonces nos eximimos del penoso cálculo que la fórmula exige, y damos inmediatamente el área en el semiproducío de 
los catetos. Quiérase, por ejemplo, el área de un triángulo la  I O jcuyos lados son <b =  8 > , y diremos, a® =  b®-i-c^ =  6 4 -h 36 le  6)«=• lo o  ; luego c! triángulo es rectángulo, y su área es 6 x 8unidades cuadradas -------------, 24

Por último , si teniendo el área do una superficie cualquiera , so quiere el área de otra ú otras superficies que tengan con la primera semejanza de figura , bastará buscarla por cuarto término de una proporción , fundada en el siguiente principio ; Jm s  áreas de figuras 
semejantes son como los cuadrados de sus lineas homólogas,
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GEOMETRIA DEL ESPACIO.

L E C C IO N  63.E sta  parle do la ciencia comprendo el estudio de la eslension en sus tres dimensiones, ó sea el do los cuerpos geomólricos. Para facilitar este estudio, lo posible en unos Principios de Geometria, reducimos lodos los cuerpos geométricos á solo dos clases ; l . “ La do los cuerpos poliedros, 2 .*  La do los cuerpos redondos, llamados también cuerpos de revolución. La superficie del cuerpo basta para esta clasificación : si dicho superficie se compone do cuatro ó mas planos, será el cuerpo un poliedro *, pero será cuerpo redondo si está terminado por una ó mas superficies curvas, ya sola, ya combinada cada una con una ó mas superficies planas.La clase de los poliedros se subdivide en ires géneros ,  que son: La pirámide,  el prisma y el poliedro regular. Y  del mismo modo la de los cuerpos redondos se subdivide en otros tres, que son : El cono, el cilindro y la esfera. Entro los géneros de la primera clase y sus correspondientes de la segunda, existen relaciones muy notables: 
el cono es limite de la pirámide ; el cilindro es limite del prisma ; y aunque la esfera no es límite del poliedro regular, existo sin embargo entre ambos cuerpos una conexión muy intima.En la superficie do un poliedro se distinguen varias cosas, y cada una ticno su particular <lenominacion. Desde luego cada uno do los planos que concurren á formar la superficie total, se limita en un poligono queso llama cara\ la inclinación do una cara respecto de otra



inmediata, se llama ángulo diedro ; y la recia en que se corlan cada dos de estas caras se llama arista del espresado ángulo diedro, y también arista de! poliedro. Ademas, los puntos salientes que indican el concurso de cada tres ó mas planos, se llaman del
‘poliedro,  y también vértices de los ángulos que en cada uno de dichos puntos se forman por los planos concurrentes. Estos ángulos se llaman en general ángulos sólidos, y en particular ángulos triedros, 
tetraedros, e tc ., según sean tres, cuatro, e tc ., los planos concurrentes en el vértice.Ninguna de estas cosas se descubre en la superficie del cuerpo redondo cuando está integro ; pero corlado por uno ó mas planos dará lugar á una ó mas de ellas.

L E C C IO N  64.
Prim er género de la primera clase.Se llama piràmide un poliedro de (n - i - 1) caras; las n (nunca < 3 )  son triángulos, que forman la superficie lateral del cuerpo y terminan en un punto llamado cúspide’, y la otra cara es un poligono de n lados, que completa la superficie y constituye lo que llaman base de la 

pirámide : la perpendicular tirada desde la cúspide al plano de la base, se llama altura. El número de lados de la base da nombre á la pirámide , la cual se llama triangular, cuadrangular, pentagonal,  etc., según la base sea un triángulo, un cuadrilátero, un pentágono, ele.; lo pirámide triangular se llama taml)ien tetráedro ; cada una de sus caras puede ser base , y este cuerpo es de tonta Importancia respecto de los demas poliedros , como lo es el triángulo . respecto de los demás polígonos.Una pirámide so llama regular cuando su Í)ase es un polígono regular , y ci centro de esta es pie de la altura , la cual se llama entonces eje de la pirámide. Las caras laterales de la pirámide regular son siempre triángulos isósceles iguales, cuya altura constituye lo que se llama apotema de la pirámide regular.
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S i csle apotema se multiplica por cl perímetro de la base ,  se tendrá un producto cuya mitad esprcsará el área de la superficie lateral de la pirámide regular -, y añadiendo al scmiproducto el área de la base, se tendrá el área de la superficie total del cuerpo. El área de la superficie de una pirámide irregular,  se determina por la suma de las áreas de todas sus caras.Para determinar el volumen de una pirámide cualquiera , multipliqúese el área de la base por el tercio de la altura , y so obtendrá en unidades cúbicas el verdadero volumen.

— 196

Prim er género de la segunda clase.De la pirámide regular es muy fácil inferir la forma y naturaleza del cuerpo llamado cono recto de base círculo. Basto imaginar que el poligono baso duplica sucesivamente el número de sús lados, y por consecuencia se duplicará del mismo modo el número de las caras laterales', la superficie quebrada que estas formen , se acercará mas y mas á una superficie curva, que es la superficie cónica , y el poligono de la base se acercará del mismo modo á un círculo, que es la base del cono. Todo esto significa la proposición ya sentada , que dice : E l cono es límite de la ‘pirámide.Esta es la generación del cono , derivado de la pirámide 5 pero siendo recto el cono , se puede considerar engendrado do otro modo mas fácil y exacto.Si un triángulo rectángulo gira al rededor de un cateto ,  resultará engendrado por la revolución del triángulo el cono recto de 
base círculo. El calcio sobre que gira el triángulo se constituye eje 
del cono, y es también su altura -, el otro cateto traza un circulo, que es la base del cono ,  y la hipotenusa describe una superficie curva , que es la verdadera superficie cònica. Esta superficie, cerrada por la base círculo, termina en la parle opuesta por un punto que se llama el vértice ó la cúspide del cono : todo recto q u e, partiendo de la cúspide , toque en un punto cualquiera la superficie cónico , se confundirá con esta superficie , y entonces se llama



lado ó arista del cono , y también generatriz de la superficie cónica, si termina en la circunferencia base.líi área de la superficie cónica del recto base circulo, es igual al semiproducto de la circunferencia base por la generatriz de la superficie : añadiendo á esto el área del círculo base, se tendrá eZ 
área de la superficie total del cono recto de base circulo.El volumen de este cono, y aun del cono oblicuo,  se obtiene multiplicando el área del- círculo base por el tercio do la altura del cono. L E C C IO N  65.
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Segundo género de la primera clase.

Se llama prisma un poliedro de (n 4>2) caras; las n (nunca <  3) son paralelógramos que forman la superficie lateral del cuerpo^ y las otras dos son polígonos iguales y paralelos , que completan la superficie y se constituyen bases del prisma. El polígono de las bases da nombre ni prisma , el cual se llama triangular ,• cuadrangular, pen- 
iagonal,  ,  según dicho polígono sea triángulo, cuadrilátero,pentágono , etc. : cuando las bases son también paralelógramos, toma el prisma el nombro de paralelepípedo, y ofrece como el tetraedro la ventajosa propiedad de ser base cualquiera de sus caras. Altura de un prisma es la perpendicular lirada desde cualquier punto de una baso al plano de la otra base. Si las caras laterales son rectángulos, se tendrá el prisma recto ,  y entonces cada arista lateral es altura *, y cuando ademas los polígonos bases sean regulares ,  se tendrá el prisma regular. En este la recta que termina por ambos estremos en ios centros de las bases, se llama eje del prisma 
regular ; siempre esta recta es igual y paralela á las aristas laterales ,  y por consiguiente es también altura del prisma.El área de la superficie lateral do un prisma recto, se obtiene multiplicando una arista lateral por el perímetro de una base ; pero si el prisma fuero oblicuo, el segundo factor deberá sor el perímo-

26
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irò ile la sficcion causada eiì la superficie <JoÌ prisma, por un plano porpomlicular á las mistas laterales : esta sollama sección recta del 
"prisma oblicuo. Si al área de la superllcie lateral de uu prisma , se añade la doble área de una baso, resultará el área de la superficie total del prisma, cualquiera que este sea.l\ira obtener oi volúmen de un prisma, sea recto ú oblicuo, basta mulliplicar el área de una baso por la altura del prisma.

—  3 9 8  -

Segundo género de la segunda clase.Del prisma regular es fácil inferir la forma y naturaleza del cuerpo llamado cilindro recio de bases círculos. Basta imaginar que las bases’ del prisma duplican sucesivamente el número de sus lados , y por consecuencia se duplicará del mismo modo el número de las caras laterales *, 1.1 superficie quebrada que estas formen so acercará mas y mas á una superficie curva , (jtie es la superfioio cilindrica ; y las bases de! prisma so acercarán del mismo modo á dos circuios iguales y paralelos , que son las bases del cilindro. Todo esto significa la proposición ya sentada , que dice el cilindro es limite del pris>na.Tal es la generación del cilindro ,  derivado del prisma ; pero siendo recto y de base circulo , puede el cilindro considerarse engendrado de otro modo mas fácil y exacto.Si un rectángulo gira al rededor de uno de sus lados ,  esto lado se constituirá c/c def cilindro, y el lado opuesto descr¡Í>irá, por la revolución del rectángulo, una superficie curva que os la propia
mente cilindrica \ los otros dos lados trazarán dos círculos igu.ilcs y paralelos, que son las bases del cilindro. Toda recta que paralela al eje , loque en un punto la superficie cilindrica , coincidirá con esta exactamente ; será igual al e je , si tonnina por ambos esLremos en las circunferencias bases de la superficie cilindrica, y se llamará loda ó arista del ci/iudro, y mas propiamente generatriz de la superficie 
cilindrica.El área de la superficie lateral dei cilindro recto, bases círculos, es igual al producto de la generatriz por la circunferencia de’



una base •, añailicnJo la üoblo áre¿i do uno do los círculos bases, se tendrá el áren de la superficie total do dicho cilindro.líl volúinen del cilindro roclo , y también dcl oblicuo, so obtiene multiplicando el área de uno do los círculos bases por la altura dcl cilindro.
—  1 0 9  —

LKCtlIO N  66.
'iercer genero de la primera clase.

Se llaman poliedros regularos aquellos cuyas caras son todas polígonos regulares iguales ,  y cuyos ángulos sólidos son lodos salientes ó iguales, liste género ofrece cinco especies distintas , á saber : l:d le- 
trciedro, el octácdro y el ioosáedro,  cuyas caras en todos son triángulos equiláteros ; e\ exáedro ó cubo,  cuyas caras son cuadrados -, y el rfodccáedro , cuyas caras son pentágonos.El área de la superficie de un poliedro regular ,  so hallará , pues, multiplicando el área de una cara por cl número do las que formen la superficie total. A  este fin hemos fijado en la. Lección G l . fórmulas para las areas de los polígonos regulares , triángulo', cuadrilátero y pentágono, en función do solo cl lado. En lo interior del poliedro regular existe un punto, que equidista do todos los vértices del poliedro y también equidista de todas sus caras ; este punto se llama centro del poliedro regular. Las rectas que desde el centro se tiran á los vértices son todas iguales, y se llaman rádios del'poliedro 

regular-., y las que desde él se tiran perpendiculares, una á cada cara , son también iguales ,  y se llaman apotemas del poliedro 
regular. *Para obtener el volumen de un poliedro regular cualquiera , hasta 
niuUiplicar cl apotema del poliedro, por cl tercio dcl área de la su
perficie del cuerpo. No es fácil calcular cl apotema con los escasos conocimientos do Geometría dados en estos Apuntos; pero ved al dorso do esta página una tabla que Ja  los cinco volúmenes en función de solo el lado L.



—  200  —Exácdro. . == L^.
TctrácíJro . =  L®x- V 2
Octaedro. . «  L^x- 12V 2
Dodecáedro =  L ^ x 7 ,6 6 3 l.
Icosaedro . =  L ^ x2 ,1 8 1 7 ,Hágase la aplicación de un valor constante en la arista ó lado L  para los cinco poliedros, y se observará que e? volúmm del dodecae

dro por s{ solo ,  es mayor que la doble suma de los volúmenes de los 
otros cuatro cuerpos.

Tercer género de la segunda clase.La esfera: así se llama el cuerpo que resulta formado por la revolución de un semicírculo al rededor de su diámetro. El centro del semicírculo se constituye centro de la esfera ; su arco describe una superficie curva perfectamente redonda , que es la superficie de la 
esfera’y y el semicírculo engendra la solidez del cuerpo ó la esfera propiamente dicha. Las rectas que partiendo del centro de la esfera terminan en la superficie, se llaman radios de la esfera, y son todas iguales j porque ban sido radios del semicírculo generador. Si se concibe un ràdio prolongado á través de! centro, hasta que termine la recta en la superficie esférica, esta recta será un diámetro : todos Jos diámetros de una esfera son iguales, por ser cada uno duplo de un ràdio.

S i  una esfera se corta por ün plano , la sección es un circulo ; son 
círculos ináximos los causados por secciones que pasan por el centro de la esfera , y se llaman círculos menores los causados por secciones



distantes del centro: estos círculos crecen ó menguan, según se acercan ó apartan del centro de la esfera, 'loda sección por el centro divide la esfera en dos segmentos iguales que se llaman hemisferios', pero si la sección no pasa por el centro, serán un segmento mayor y otro menor que el hemisferio. Cada segmento tiene por base un círculo, máximo si es hemisferio, menor si no lo es. Si uno de estos segmentos de una base se corla por un plano paralelo á ella ,  resultará un tercer segmento con dos bases.Dijimos en la Lección 61 que entre la esfera y los poliedros regulares hay relaciones importantes ; y en efecto, á un poliedro regular cualquiera , se le puedo inscribir una esfera y circunscribir otra, ambas concéntricas. El ràdio de la esfera inscrita es uno do los factores necesarios para determinar el volumen del poliedro regular; pero ni la superficie ni el volumen de este, pueden servir de medio para determinar el área do la superficie esférica, ni el voiúinen de la esfera.Para esto se recurre á otro medio mas directo. En el arcó de un cuadrante inscríbanse dos cuerdas iguales, y duplicando sucesivamente el número de estas cuerdas, se llegará á un número espresa- do por 2" . Imagínese ahora <jue el sector poligonal inscrito en dicho cuadrante, gira al rededor de uno de sus dos radios eslremos , y se concebirá claramente la idea de un cuerpo de revolución , tan próximamente igual en superficie y en volúmcn al hemisferio engendrado por la revolución del cuadrante, como puede estarlo una variable respecto de su límite.Asi se ha conseguido establecer para los cálculos de esto cuerpo tan importante las siguientes fórmulas :

—  2 0 1  —

Area déla superficie esférica = 45t R®;
íVolúmcn do la esfera => —  tt R®.3
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U iC C lO N  67.

Semejanza de cuerpos.Oos cuerpos geométricos serán semejantes cuando tengan la misma form a, las mismas propiedades geométricas y , ó en nada se diferencien ,  ó solo en su magnitud. Ponemos como primeros en semejanza los cuerpos iguales, ó mas bien idénticos \ porque entendemos que el grado mas perfecto de semejanza es la identidad. La diferencia de magnitud, única que pueden ofrecer dos cuerpos semejantes, está sujeta á la precisa condición de guardar una razón comíante las 
magnitudes de dos partes homólogas ; esto es ,  de dos lineas ,  de dos partes de la superíicie, ó do dos partes del solido. Para comprender bien esta idea envuelta en la palabra homólogas,  y que encierra todo el significado de la semejanza entre cuerpos , imagínense idénticos los cuerpos que se cotnparan ; imagínese la conveniente superposición para que so reduzcan á un solo cuerpo ; y las parles que dos á dos deban coadunarse , esas serán las parles homólogas. La razón constante de magnitud entro ángulos homólogos ,  siempre es razón de igualdad, bien sean ángulos planos , bien sean ángulos diedros, ó bien ángulos poliedros ; pero entre las partes homólogas do otra denominación , solo será razón de igualdad en los cuerpos idénticos, porque en los meramente semejantes , esa razón será una fracción para las líneas homólogas (razón de similitud) ,  ó el cuadrado do esa fracción para las superficies homólogas, ó el cubo de ella para los sólidos homólogos. Cuando en los cálculos so quiere hacer llegar dos cuerpos semejantes al grado do idénticos , Í)asta suponer igual á 1 
la razón de simililttd.De la definición do semejanza se infiero inmediatamente la semejanza de las esferas, y la do los poliedros regulares de un mismo nombre. Para la semejanza de dos cilindros rectos, base circulo, basta que sean semejantes sus rectángulos generadores, y que la revolución de estos se verifiqúe al rededor de un lado homólogo. Con



estas condiciones serán taml)icn semejantes los conos recios ,  bose circulo.Evidenciada la semejanza de los espresaílos cuerpos, puede aplicárseles la siguiente proposición : Las áreas de las superficies de dos 
esferas ,  de dos cilindros semejantes,  de dos conos semejantes , y  de 
dos poliedros regulares de un mismo nombre ; son entre sí como los 
cuadrados de dos líneas homólogas, tomadas de los cuerpos que se 
comparan', v. g r ., como los cuadrados de dos diámetros, de dos rá- 
dios , de dos ejes , de dos aristas , de dos apotemas , etc.Para la semejanza de los poliedros en general se acude á sus te- Iráedros inlegrnnlcs. Para un tetraedro cualquiera hay una infinidad de tetraedros que le deben ser semejantes ; basta considerar cortado 
un tetráedro por un plano paralelo á una de sus caras , para obtener 
un tetraedro parcial semejante al total. Esto mismo se demuestra de 
una pirámide cualquiera, Luego si dos poliedros pueden considerarse 
compuestos de un mismo número de pirámides , respectivamente seme-’  
jantes, y colocadas de un mismo modo en ambos poliedros ;  estos de
berán ser semejantes. Esta proposición y su reciproca se demuestran en la Geometría elemental, y dejan sentada como infalible la siguiente consecuencia : Para un poliedro cualquiera siempre hay 
otro que le sea semejante y  hasta idéntico.

llazon de áreas y razón de volúmenes.

Aunque la semejanza de los cuerpos regulariza estas razones, no las lleva a! grado de sencillez que suelen ofrecer las de algunos cuerpos no semejantes. Si en las fórmulas de dos volúmenes hay un factor lineal com ún, suprimido en ambas fórmulas quedarán estos volúmenes en razón de dos rectángulos: razón mas simple que la de dos cubos. Si en dichas fórmulas hay dos factores lineales comunes, suprimidos en ambas fórmulas quedarán los volúmenes en razón de dos lincas : mas simple todavía que la razón de rectángulos. Si en las fórmulas de dos áreas hay común un factor lineal , suprimido’ un ambas quedarán las áreas en razón de dos líneas: razón mas simple

—  2 0 3  —
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que la de cuadrados, dada á los cuerpos semejantes. Y  sí hubiera en dichas fórmulas dos factores lineales comunes, suprimidos en ambos quedarían las áreas en razón de dos números abstractos.Ved á continuación ejemplos de todo esto ;
Los volúmenes de dos cilindros de base círculo ,  que tengan la misma altura ,  son entre si como sus bases, y por consiguiente como los cuadrados do los radios de dichas bases. La misma proporción existe para los volúmenes de dos conos de igual altura.
Si dichos cilindros ó conos fueran de igual base , tendrían sus volúmenes la razón de las alturas.Si la base circulo es igual en el cilindro y en cl cono, y también es igual In altura , el volúmen del cono y el del cilindro tendrán la razón de los números abstractos 1 : 3. Para que esta misma razón se tenga entre el volúmen de una pirámide y el volúmen de un prisma de igual altura , no es precisa la igualdad de bases *, basta que estas sean equivalentes.Una de las relaciones mas notables es la que existe entro áreas, y entre volúmenes de la esfera y cilindro circunscrito •, porque el área 

de la esfera es d la del cilindro circunscrito ,  como el volúmen de la 
esfera es al vohimen del cilindro circunscrito : esto es ,  como los números abstractos 2 : 3.

Después de esto ejemplo, nada sorprenderían los otros muchos quo pudiéramos aducir.

—  2 0 4  —
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La operación mas prolija y embarazosa de la Aritmélica, aun socorrida con las fórmulas del Álgebra  ̂ es sin duda la eslraccioii de raíces numéricas,  especialmente las cúbicas ó de tercer grado : basta probar á eslraer una ,  con siete ó mas cifras exactas en el resultado  ̂ para quedar convencidos de nuestro aserto. Los discípulos mas aplicados se desalientan al versé en la triste y frecuente necesidad de suspender y desechar como inútiles sus cálculos ya hechos ,  por encontrarse con cifras de valor escedenle, que sometidas á nuevo cálculo piden, no pocas veces, una segunda corrección. Sabemos que este grave inconveniente se puede obviar,  si bien hasta el presente no hemos visto indicado el modo en ningún autor. Sabemos también que la penosa operación de formar cada divisor ,  elevando á la segunda potencia toda la raíz hallada , y triplicando después esta potencia, se suple ingeniosamente por una fácil adición ; pero estos métodos,  por ingeniosos que sean ,  no prestan aun el alivio que es de desear,  y para la medianía de capacidades tienen el inconveniente de la difícil comprensión y el facilísimo olvido.Natural e s ,  pues, en un maestro el deseo de evitar á sus discípulos tan enojoso trabajo ,  y el consiguiente hastío que



rase. Reasumiendo, pues, todo lo dicho se v e , que para encontrar en las presentes lahias ei cuadrado ó cubo de uti número dado, basta buscar la columna de detención y la linea de enrase,  y ver qué 
número hay en su intersección •, el número que allí se halle será la potencia pedida. Tan ingenioso método y á la voz sencillo , tiene entro los matemáticos el nombre de á doble entrada. Y  en efecto, doble es aquí: la una está en las centenas de la raíz , y nos introduce en la columna de detención; y la otra está en las unidades de la raíz, y por la linea de enrase nos conduce hasta la potencia buscada. Es muy digna de atención esta idea de considerar á la raíz , compuesta siempre de centenas y unidades, representando por 0 la carencia de las unas ó las otras ; porque esta idea es el principio que ha servido para la construcción de estas tablas ,  y del que surgen todas las reglas para su acertado manejo.Sin mas esplicacion puede el lector predecir ya , á tablas cerradas , no solo el pique y la página , si que laml)ien la columna y la linea en que debe encontrarse el cuadrado ó cubo de un número entero dado menor que 1000.

—

u s o s  D E  L A S  P R E S E N T E S  T A B L A S .
El mas general é inmediato consiste en buscar el cuadrado ó el cubo do un núínero entero , que no escoda de tres cifras.Quiero, por ejecnplo, ei cuadrado del número 237 : la inspección del dato me basta para saber , antes do abrir las tablas , que este cuadraiJo debe encontrarse en el segunda pique ; por cuanto las 37 unidailes de la raíz, es número comprendido entre los estremos 25 y 49; que estará en la página izqtiiertia , por no llegar á 5 las centenas de la raíz ; que su columna será la 200 , por ser 2 las centenas de la raíz, y que su línea de enrase debe ser la que sale del número 37 én la columna U . Con toda esta previsión abro las tablas por la página n i ,  que es la designada por los datos previstos , y en la intersección de la columna 200 con la linea 13 de esta página hallo el número 5G169 ; y concluyo que es 561G9 =■ 237®.l’or razones análogas puedo asegurar también , que el cubo del número G4l debo estar en el segundo pique , tabla de cubos ; en la página derecha do dicho pique ; en la columna GOO, y cu la línea



(le enrase del número 41 , columna U  : porque el número 41 , que espresa las unidades de la raíz , cslá comprendido entre los eslremos 25 y 49 las centenas de la raíz son mas de 4 ; la columna 600 tiene por índice las centenas de la raíz , y la linca de enrase sale del número que espresa las unidades en la columna U . A b ro , pues, las labias por la página x i i ,  designada por los dalos deducidos, y en la intersección de su columna 6 0 0 , con su línea 1 7 , hallo el número 263374721 =  6413, gg )q qyg buscaba.Asi podrán hallarse inmediatamente los cuadrados y cubos de todos los números enteros que no posen de 1000 ; pero las mismos tablas dan también cuasi inmediatamente, los cuadrados y cubos de otros números. Todos los que constan do tres cifras significativas, con ceros á su derecha , tendrán su cuadrado igual al de las tres cifras ,  con doble ceros á su derecha que los de la raíz •, y tendrán su cubo igual al cubo de las tres cifras, con triple ceros á su derecha que los de la raíz.Si el número de tres cifras espresa una fracción decimal, su cuadrado ó cubo lo darán las tablas , con tal que el que lo loma sepa colocar la coma en el resultado. Do modo que, por ejemplo,:(37,4)® será 1398,76; y (0.53)3 será =  0,148877.Los cuadrados y cubos de mimeros cuya mitad no pase de tres cifras, se hallarán multiplicando por 4 ó por 8 el cuadra<lo ó cubo de dicha mitad , dado inmcdialarnenle por las tablas : también el cuadrado de un número cuyo tercio í)0 escoda de tr(>s cifras, se hallará multiplicando por 9 el cuadrado de su tercio. Ejemplos:(113-2) ® =  4 X  (566) ® =  32035G x  4 =  12814 2 4;(1098)3 =  8 X  (549)3 == 1G 5 4 C 9 U 9 x 8  «13 2 3 7 5 3 1 9 2  ; (2259)® =  9 X  (753)® == 5G70Ü9 x  9 =  5103081. •También dan estas tablas el cuadrado y cubo para el número de cuatro cifras. En efecto , representando por u la cuarta cifra , y por d el valor relativo dei número fonnado por las otras tres, sabemos que se tendrá (d 4- u) ® =  d ® -i-2 d u -í-u ® : los cuadrados d ® -t- u® están en las tal)las ; luego añadiendo á la suma el producto 2d u , se tendrá el cuadrado perfecto. Quiérase, por ejemplo, el cuadrado del número 2345, y diremos:(2345) “ =  2340 ® -t- 5 ® -i- 10 x  2340 =  5 475GOO -t- 25 -h 23 400,
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23400 54990:^5
cuyo resuUado se obtiene con ía fácil adición que se ve al márgen, 5Í75625 J y nos da para la prácüca esta scMicilia regla: S i  un nú

mero de tres cifras (v. gr, L  L) ÜJ se suma con su cua
drado , y  á la derecha de la suma se le añade el 25, 
resultará exactamente el cuadrado del número de cua
tro cifras C D L) 5.

í 12049 jAplicación ; 3475=* =  [ =  12075625 : exacto.
I 12075625 )En ambos ejemplos hemos supuesto la cifra m =  5 ,  no solo para deducir la notable regla que acabamos de enunciar, sí que también para advertir que los valores d e w > 5  , se pueden cambiar e o M < 5 , tomando nesalivo su complemento á lÜ . Quiérase ,  por ejemplo ,  el cuadrado del námero 8457 ,  y diremos :8 4 5 7 ^ =  (8460 ~ 3 )  = =  8460®-t-9 — 6 x84 6 0  = 7 1 5 2 0 8 4 9 , 71571609 , como se ve en la operación ai márgen, que da ~  ( 8457" =  71520849 : exacto.71520849 ]Con los mismos significados en las letras d , m , busquemos ahora fórmula para el cubo del número de cuatro cifras ,  y, tendremos :(d +  u ) 3 = d 3 _ t _ 3 u d V 3 u " d -h u 3 = ( d  3 -h u 3 )4 -a"x3 u -+ -u = x3 d .Esta fórmula evidencia que la parte (d 3 -i-u 3 ) se hallará inmediatamente en la tabla de los cubos \ que los factores d ", u" se bailarán en la de los cuadrados, y que los únicos factores introducidos son 3 u , 3 d.Q uiérase, por ejemplo, la tercera potencia del número 1115, y diremos: 1 H 5 3 =  (t 110 5)3 =« (111() 3 . j .  53 j ^  H  , 0 a 155 x3 33 0  =  1386195875 como se ve en la operación al niár^un ,  1367631125 1848150083250 ) que da 11153 =  1336195S75 : exacto. 1386195875
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Tanibiun aqui hamos supuesto u =  5 ,  por ser el mayor valor para la cifra u ; pues los casos de u > 5  se cáíiibian fácilnienle en u < o ,  lomando negativo el complemento á 10 , como ya vimos. SÍ so quiere V. gr. el cubo del número 1119 ,  diremos : j ,1 1 9 3 _ ( i i 2 0  — 1 )3 = .(1 1 2 0 3  — l 3 ;- t - 1 l 2 0 x 3  — 1120 = x 3  =  (1 1 2 0 3 +  1 1 2 0 x3 ) — (1 +  1120“ X 3) ;que satisfechas las operaciones parciales indicadas en los parénlisis, se liega al resultado final por la sustracción que se ve al margen,140/1931360 1—  3763201 ( y 1 1 1 0 3 =  1401168159 ; exacto.1401168159 ’Aunque las presentes tablas no llevan espresas las potencias do grado superior al 3“ , puede decirse que las llevan sobre entendida ŝ̂ . La 4“ potencia de un número , es un producto de 3'' por 1“  ̂ la O es otro producto de 3  ̂ por 2̂  ̂ ; la 6'‘ no es otra cosa que el cuadrado de la 3* ó oi cubo de la 2'' ; luego cuando estos productos no se encuentren ya hechos en las tablas ,  se obtendrán por la uiulliplica- cion de dos factores , que ellas darán preparados.Pero no siempre será preciso este trabajo , pues si las potencias 4® y 6“ se piden fiara números menores que el 32 , sus cuadrados no llegarán á 1000 , y claro es que el cuadrado de uno de esos cuadrados será la 4® potencia ,  y- el cubo será la G'*; y tanto una como otra deben hallarse inmediatamente en las presentes tablas. Ln efecto , la 4‘'‘ potencia de 29 , será =  841* =*707281 ; y la 6'‘ potencia de 1 8 , será =  324 3 =  34012224.Si para buscar un cuadrado , un cubo , una d“* ó 6* potencia son útiles y ventajosas las presentes tablas, mas útiles y ventajosas serán todavía para buscar las dos, tres y mas potencias que piden con frecuencia los resultados formulares de muchas cuestiones.Los producios de núnnjros enteros consecutivos, tienen ó pueden tener ()or fórmula general la siguiente :i n +  n* In ( n +  1) ( n + 2 )  ,  . . etc. ^  ] 2 n +  3 n* +  u3 , que se re-I etc. \duce á suma de poleucias del menor factor n •, y bien frecuente es su uso en las permutaciones, etc.
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— C —Los productos de números equidistantes de un tercero, formulados en la espresion (m +  d) x  (in —  d) =  m* — d *, se reducen como se ve á una diferencia de cuadrados ■, y estos productos son frecuen- lisiinos en los cálculos ordinarios ,  ademas de representar el de estreñios en ia  equidiferencia continua,  y el de alternos en la progresión por diferencia.La serie de los números naturales prde con frecuencia la suma do sus términos, la de sus cuadrados ,  la de sus cubos,  e t c .,  que tienen por fórmulas respectivos las siguientes :
5 2 « = f( n - í- 3 n ® - H 2 n 3 3  55 ^  ^  3 ; y todas se reducen ásumas de potencias del número de sus términos. No es menester subir al Algelira superior para verse en la necesidad de estas fórmulas •, la Aritmética misma puede ofrecerla t y para que el lector se persuada ,  le invitamos á que nos dó , sin valerse de ellas , ia suma (Je los 1000 cuadrados, y la de los 1000 cubos contenidos en las presentes tablas ¡ si puede Ilín la Trigonometría rectilínea existe para el caso de los tres lados una fórmula , que da las proyecciones de los 6, c sobre el mavor a en estas cspresiones :a 3 ^ ( b  = — cíi) aíí — (b®— c=)p  ^   ̂ p --------------------------;2alas cuales suelen posponerse á las del seno , coseno , ó tangente del medio ángulo ,  sin embargo de su merecida preferencia : y esto solamente por evitar el cálculo de los cuadrados. Luego con nuestras tablas podría resolverse este caso por las proyecciones mas breve, fácil y exactamente •, y lo que es mas , podría el calculador conocer, á vista de los cuadrados, si es ó no rectángulo el triángulo propuesto , y variar su procedimiento en ia resolución con ahorro de trabajo.Mas usos po(Íriamos citar todavía \ pero los indicados bastan para hacer con)prender cuántos y cuán útiles servicios pueden prestar las tablas de los cuadrados y cubos.

L \



^ 7

A P L I C A C I O N  D E  L A S  P R E S E N T E S  T A B L A S  A  L A  K S T R A C C t O N  D E  R A I C E S  D E  L O S  N U M E R O S .
Siendo esta operación ínrersa de la elevación á potencias , debo también ser inverso e! procedimiento; al do elevación le llamamos de á doble entrada , y á este se le podría llamar de doble salida. En efecto , quiérase la raíz de un cuadrado contenido en la tabla V . gr. del número 83521, que se halla en la página v n  , linca 15: si salimos de la página ascendiendo por la columna del dalo , llalla-' remos el índice 200 ijue nos da las cenlenas para la raíz:  ̂ y saliendo por la linea del dato hacia la izquierda, bailaremos al eslremo de esta en la columna ü , un número 89 que nos da las unidades para la raíz ; luego los resultados de esta doble salida serán los centenas ylas unidades de la raiz . y podremos asegurar que es V'83521 = 2 8 9 .Si se quiere la raiz 3'̂  de un número contenido en la tabla dejos cubos, V . gr. del número 1601613 que se halla en la página ix  , linea 1 8 , seguiremos su columna hácia arriba , y á la salida tornaremos el índice que lleva , y tendremos las cenlenas de la raíz ; seguiremos ademas la linea del dalo bácia la izquierda , y al salir (fe la página hallaremos al eslremo , columna U  , el número 17 para unidades de la raiz •, con lo cual podemos ya asegurar que es3 ______________\/  1601613 =  117.Pero dése á este método el nombre que se quiera , lo que nos importa es comprenderlo bien para usarlo con seguridad. Ya dijimos en la elevación que el principio ó idea cardinal de estas tablas, es la consideración constante de las dos parles de’ la raíz ,  centenas y unidades , representando por cero la carencia de una ó de otra •, lo mismo , pues , repelimos aquí : el método de eslraccion es inverso del de elevación •, pero en ambos es idéntico el principio regulador, á saber , la idea mencionada.Asi poílrian hallarse la raíz cuadrada del número entero que no escoda de seis cifras, y la raíz 3” del que no pase de nueve cifras; pero ignorando el lugar del dalo en las tablas, seria preciso abrirlas y hojearlas al acaso, no pocas veces en vatio : para obviar este inconveniente, acudamos á la idea cardinal y ella nos dará fiel guia.



~ 8  —_________ 3 __________S¡ quiero j por ejemplo ,  lo \ / J 0 l 4 ü í , y la \ / í)129329 , discurriré riel moiJo siguiente ! Si el dato 301401 estuviera dividido en secciones de á dos cifras , como para eslraer su raíz por el método ordinario . al momento conocerla que las centenas de la raíz quo busco son ¡5 *, luego sin mas observación debo inferir que el 301401 estará (si es cuadrado) en'ta coluinna 500 , tabla de cuadrados , y recorriendo solo esta columna , que es la segunda de la página derecha en lodo pique , hallo al momento en la páaina iv  , linea úllin)a, que 301401 es el cuadrado del número 549 ; luego será\/3U1401 =* 549.Por igual razonamiento respecto del dato 9129329, infiero que son 2 las centenas de su raíz 3“, y que por ello debe existir ( si es cubo) en la columna 200 , tabla de cubos ; como esta columna es la cuarta de la página izquierda , en lodo pique , abro la tabla de cubos v a l momento en la página ix  , linea 1 0 , encuentro que el número 9129329 es un cubo perfecto ó =  209^^ luego con toda seguridad 3 __________afirmo que es v/9129329 =  209.También dan las tablas con frecuencia raíces exactas para mime- rns que no están en ellas esplicilamenle ; pero que por convenientes cámliios de forma , que en nada afecte á su valor ,  se Ies puedo hacer coitteidir con cuadrados ó cubos espresos en las tablas : evidenciemos esto con los ejemplos indicados en la siguiente

llave :
3í /  70,3921 =  A ; 303,994344 =  D ;3 __I |  y " l 8 5 t i i  ^ . I  / 912932915069223

^  9409 ^ 343983T Í2 6 7 3 F .



Empezando por A ,  D , y siguiendo do dos en dos letras por la analogía de casos, tendremos : 7039-‘>1 839®1 ." A  = =  7 0 , 3 9 2 1 =
(pílgina IV ,  linea 15) =  ^   ̂ 8,39 )®.363994344 ( 714 ) ^B3 =  363,994344 --------
(página X ,  linea 15) =Luego resulta : A =  8,39 •, D =■ 7 ,1 4 .2.0 j5 . 28561 _ _  169®662596 814® ( página V ,  linea 20 ,  y pági-.r s  ,  169 V a na I I ,  linea 15) =*

£ 3  = 814 9129329 209315069223 247 3 (página I X , linca 10  , y209 \ 3
página X I , linca 23) =  ("247~Luego resulta : B

3.
169" 8 Í F  ’2040 E 20924711449 ^ ^ " L (  pàgina I ,  li

nca 9409 9409 97107 a ( a 108 ,  y página v i i ,  linca 23) -=  ( _ )  U  ^343989£ 3 8 912673 70453737 ; 0 7  3  ® *912673 973
197 3 .  g,  3 ,3linea 23, columnas 100 y 0) =  ( —^ )  “  ( ^ ■ ‘̂ 97'J.

Luego,  en fin ,  será C 3 roos probar.
10 . p ,- a 2 - t -__ ^  lo que debía-



—  1 0  —

RAICES INCONMENSURABLES.

La cuadrada y cúbica de un número primo desde el 2 hasta 1019, se hallará inmediatamente en la tabla (páginas x v ii  á x ix  ) que contiene estas raíces calculadas con siete cifras decimales.Si el número cuya raíz se pide consiste en un producto ó cociente de uno de los primos dichos, por un número racional , se obtendrá la r.TÍz del dato multiplicando ó partiendo la raíz del número primo, por la raíz del número racional: véanse á continuación ejemplos de todo esto. 3 ____\ / S ^ - =  28,7576076 •, \ / ^  =» 9.9227379.V/G7300 =  IO V '0 7 3  =  10x25,9422435 =  259,422435.3 1009
1000 10 " "=  1,00299104.

10,0299104
10

1 / 7 7 5  =  J / 2 5 X  31 =  5 X 1 / 3 1 2 2=  27,838821.3 3 7,0673766 =  3,5336883.„  i  1 / 3 5 3  =  I ;^  16 8 2 ^Para los demas casos de raíz inconmensurable usaremos de la siguiente regia : P o r convenieníes cambios de form a,  si son necesarios, 
dése al dalo la de un entero capaz de tres secciones , como las que se 
harían s¿ se hubieran de estraer las raíces por los métodos ordinarios; 
esta forma facilitará desde luego conocer las centenas de la ra iz ,  y  
por ellas la columna de detención en las tablas. Busquemos en esta co
lumna la potencia comparable con el dato trasformado en entero ,  esto 
e s , la potencia que mas se le acerque por defecto; y la raíz de ella es- 
presará las tres primeras cifras de la raíz que se busca para dicho



entero. La diferencia entre este y la potencia que se le compara , di^ 
vídase por el duplo del número formado por las tres cifras (si la raíz 
es cuadrada) ,  ó por el triplo del cuadrado de este número (si la raíz 
es tercera): las dos primeras cifras decimales del cociente serán 4® y  5“ para la raíz de aquel entero. Hágase por fin la corrección consi
guiente á los cámbios de forma que precedieron, y  se tendrá la raíz 
del dato primitivo,  exacta con cinco cifras ( t ) .
Ejemplos : 1039 == 1  103900; pero^ 100 10la página i ,  línea 23, da para potencia compara-, ,  , , 103900 ible el numero 103684 =  322®, y la diferencia 103684 •, luego

21ÍT^216 108 )0,335 } :

— 1 1  —

será 103900 = - {322-f-(( 3 2 2 x 2  322y con la corrección consiguienle al cambio de forma en el dalo ’ pri-milivo , será por fin 1039 = qo q -i -j
2.0 3 10

9867 9867000
1000

32,233.3A i / ,
10

9867000 ; pero lapotencia comparable el número J oUÜ«j 4-J: = 2140,  y la diferencia 6660698G7000 ) ^ ___________  l9rt00344 ( ,  luego será j/ 9 8 0 7 0 0 0  =  <2I4-f-(66656 \ / 3x214®3 214.48
10

22218  ̂ _  V45-96 “  f i í  PO'- fi" p / y s O T=  21,448..supuestos Q =  0 : 2 A para la n ,rrf,T  torcera; pero adviértese auo• ‘ A*. iu Itili tvlvClUÍimigimo de estos supuestos es de rigorosa igualdad.



—  1 2  —Omitípndo el razonamiento, y limitándonos al cálculo en los demas ejemplos, tendremos3.i » 1 / 2 -0 9 3 ,0 6  =  9 X 5 5 1 ^  =  i  / 3 0 1 0 3 .1
y  100 103 1 730 365 ._  } 548 -4------------- —  =  0,6G G ..1 0 ) 5 4 8 x 2  548 ' 101645.99810

( _  3 x 5 4 8 ,6 6 6  ^
) ~  10164,5998 ; y tomando solamente cinco cifras,será \/27ü93,üü =  164,59. 3

4.« 1840,092328 =  1^ 230011541 _  2 ^ ^  lOOUüüO ~ io O3.  -----------  l i  790613 263537 —
V  230011541 = * —  612 4* ( — 7—  =  '. , , , 7 7 : ”  íiO 3x612® 3i4o44612,703 5 0 1 61,270350

3x612® 374544312,254 ; ó j ^ i 8 4 0 , 092328=12,254.
3 ______________________ ______5 0 \ / ^  (5S8235294U 76470) , suprimiendo diez cifras de

ci males, quedará 1,588235 „ | i ,1 6 -h ( 27339 91133x116® 13456
0 67 . .  í ; ó ^ ^ l >  (5882352941176470)= 1.1667 : cifras exac-  ̂ ____,1.. .-„n.iir on p1!a!i la siinresion de las diitas ‘ Dorquo no puede influir en ellas la supresión de las diez del dató ' ^ S d e e l  quedase alguna duda, atóndase á este otro mudo de rósolver ermisnio ejempro. El decintal del dato es un periodo quen 10revela por fracción común generatriz ^  ^  ’ IuCq®càmbio en

1



3 3
3 : \ / n " = » 3  : 2,571281617 171,16673. . . Luego las cinco cifras del resultado anterior son idénticas á las de este,  que ba sido calculado sin supresión de una cifra siquiera.Muchos mas ejemplos podríamos aducir ; pero suspendemos aquí nuestra tarea, confiados en que el lector puede ya por sí solo continuar estas aplicaciones, y aun deducir otras que fácilmente so infieren de la naturaleza de las presentes tablas.

—  1 3
3 ______
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CUADRADOS Y  CUBOS

SB
LOS NUMEROS ENTEROS

CONSECUTIVOS DESDE UNO U A STA  MIL.



C U A D R A D O S  D E  LOS N U M ER O S desde 0 liasla 24 unidades con centenas 0 á 4.
u . 0 100 200 300 400

0 0 10000 40000 90000 1600001 1 10201 40401 90601 1008012 4 10404 40804 91204 1616043 9 10609 41209 91809 16-24094 16 10816 41616 92416 1632165 25 11025 420-25 93025 164025f) 36 11236 42430 93036 1648367 49 1 1449 42849 94-249 1656408 64 11664 43-264 94864 1664049 81 11881 43681 95481 16728110 100 12100 44100 96100 1G810011 121 12321 44521 96721 16802112 144 12544 44944 97344 16974413 169 12769 45369 97969 17056914 196 42996 45796 98596 17139615 2-25 13225 40-225 99225 17222516 256 13456 40656 99850 17305617 289 13689 47089 10O480 17388918 324 13924 47524 101124 17472419 361 14161 47901 1017CI 17556120 400 14400 48400 10-2400 17640021 441 14641 48841 103041 17724122 484 14884 49284 103684 178084j 23 529 15129 497-29 1043-29 17892924 576 15376 50176 104976 179776



II

C U A D R A D O S D E  LO S N U M E R O S desde 0 basta 21 unidades con centenas 5 á 9 .
U . 500 600 700 800 900

0 250000 360000 490000 640000 8100001 251001 361201 491401 641601 8118012 252D04 362404 492804 643204 8136043 253009 363609 494209 644809 8154094 254016 364816 495616 646416 8172165 255025 366025 497025 648025 819025C 256036 367236 498436 649636 8 ()836.7 257049 308449 499849 651249 8226498 258064 3G96G4 501264 052864 8244649 259081 370881 502681 654481 8 2 ü i8 l■ 10 260100 372100 504100 656100 82810011 261121 373321 505521 657721 S2992112 262144 374544 506944 659344 83174413 263169 375769 508369 600969 83356914 264196 376996 509796 662596 83539615 265225 378225 511225 064225 83722516 206256 379456 512656 605856 83905617 267289 3806^9 514089 067489 84088918 268324 381924 515524 669124 84272419 269361 383161 516961 670761 84456120 270400 384400 518400 672400 84640021 271441 385641 519841 674041 84824122 272484 386884 521284 675684 85008423 273529 388129 522729 677329 85192924 274576 389376 524176 678976 853776



III

C U A D R A D O S D E  L O S N U M ER O S desde 25 basta 49 unidades con centenas O á 4.
ü . 0 100 200
25 625 15025 5062526 676 15870 5107627 729 16129 5152928 784 16384 5198429 841 16641 5244130 900 16900 5290031 961 17161 5336132 1024 17424 5382433 1089 17689 5428934 1156 17956 5475635 1225 18225 5522536 1296 18496 5569637 1369 18769 5616938 1444 19041 5664439 1521 19321 5712140 1000 19600 5700041 1681 19881 5808142 1764 20164 5856443 1849 20449 5904944 1936 20736 5953645 2025 21025 6002546 2116 21316 6051647 2200 2 K 0 9 6100948 2304 21904 6150449 2401 22201 62001

300
10562510627C10692910758410824110S900 109561 110224 110889 111556112225 112896 113569 114244 114921115600116281116964117640118336119025119716120409121104121801

400
18062518!476182329183184184041184000185761186024187489188356189225 190096 10{:069 191844 192721193600104481195364196249197136198025198010199809200704201601

1



IV

C U A D R A D O S DIÍ LO S N U M L K O S desde 25 hasta 49 unidades con centenas 5 á 9.
u. 500 600 700 800 900
25 275625 390625 525625 6S0G25 8556252G 276676 391876 527076 682276 85747627 277729 393129 528529 683929 85932928 278784 394384 529984 685584 86118429 279841 395641 531441 687241 86304130 280900 396900 532900 688900 80490031 281961 398161 534361 690561 86676132 283024 399424 535824 692224 808624-33 284089 400689 537289 693889 87048934 285156 401956 038756 695556 872356! 35 2S6225 403225 540225 697225 874225■ 36 287296 404496 541696 698896 87609637 288369 405769 543169 700569 877969' 38 289444 407044 544644 702244 87984439 290521 408321 546121 703921 881721

1 40 201600 409600 547600 705600 88360041 292681 410881 549081 707281 88548142 293764 412164 550564 708964 88736443 294849 413449 552049 710649 88924944 295936 414736 553536 712336 89113645 297025 416025 555025 714025 893025
1  46 298116 417316 556516 715716 89491647 299209 418609 558000 717409 89080948 300301 419904 559504 719104 89870449 30U 01 421201 561001 720801 90Ü6ÜI... _ . 4



f

C U A D R A D O S  D E  LOS N U M E R O S desde 50 hasta 74 unidades con centenas 0 á 4.
ü . 0
50 250051 2601: 52 270453 280954 291655 302556 313657 324958 336459 348160 360061 372162 384463 390964 409665 422566 435607 4489OS 462469 476170 490071 504172 618473 532974 5476

JOO
2250022501 23104 23409 2371624025243362464924964252S1256002592126244265692689627225275562788928224285612890029241295842992930276

200 300
02500 12250003001 12320163504 12390464009 12400964516 12531665025 12002565536 12673660049 12744966504 12816467081 12888167600 12960068121 1303216SC44 13104409109 13176969696 13249670225 13322570756 13395671289 13468971824 13542472361 13616172900 13690073441 13764173984 13838474529 13912975076 139876

400
2025002034012043042052092Û61J6207025207936208849209764210681211600212521213444214369215296216225217156218089219024219961220900221841222784223729224676

...h



VI

C U A D R A D O S DE LO S N U M ER O S desde 50 hasta 74 unidades con centenas 5 á 9.
u. 500 600 700 800 900
50 302500 422500 562500 722500 90250051 .303601 423801 564001 724201 90440152 304704 425104 565504 725904 90630453 305809 426409 567009 727609 90820954 3069Í6 427716 568516 729316 91011655 308025 429025 570025 731025 9120251 oí) 309136 430336 571536 732736 913936; 57 310249 431649 573049 734449 915849'i 58 311364 432964 574504 736164 91776459 312481 434281 576081 737881 919681' GO 313600 435600 577000 73D600 9216001 314721 436921 579121 741321 923521C2 315844 438244 580614 743044 925444G3 316969 439569 582169 744769 92736964 318096 440896 583096 746496 9292961 G5 319225 442225 585225 748225 931225! 66 320356 443556 586756 749956 933156: G7 321489 444889 588289 751689 935089! 6S 322624 446224 589824 753424 937024, 09 323761 447561 591361 755161 9389611 324900 448900 592900 756900 940900: 71 326041 450241 594411 758641 942841¡ 72 327184 451584 595984 760384 944784i “ 3 328329 452929 597529 702129 946729329476 454276 599076 703876 948676_____  l|



T
V II

C U A D R A D O S D E  LOS N U M ER O S desde 75 basta 99 unidades con centenas 0 á 4.
u . 0 100 200 300 400
75 5025 30625 75625 110625 2256257ü 5776 305)76 76176 141376 22657677 5929 3! 3-29 76729 142129 22752078 6084 31684 77284 142884 22848479 6241 32041 77841 143641 22944180 6400 32100 78400 144400 23040081 6561 32701 78961 145161 2313616724 33124 79524 145924 23232483 6889 33489 80089 146689 23328984 7056 33856 80656 147456 23425685 7225 34225 81225 148225 23522586 7396 34-596 81796 148996 23619687 7509 34969 82369 149769 23716988 7744 35344 82944 150544 23814489 7921 35721 83521 151321 23912190 8100 36100 84100 152100 24010091 8281 36481 84681 152881 24108192 8404 36864 85264 153664 24206493 8649 37249 85849 154449 24304994 8836 37636 86436 155236 24403695 9025 38025 87025 156025 24502596 9216 38416 87616 156810 24601697 9409 38809 88209 157609 24700998 9604 39204 88804 158404 24800499 9801 39601 89401 159201 249001

I



vniI" C U A D R A D O S DK LOS N U M ER O Sdesde 75 hasta 99 unidades con centenas 5 á 9.
U . 500 600 700 800 900
75 330625 455625 600625 765025 9506257G 331776 456976 602176 767376 95257677 332920 458329 603729 769129 95452978 334084 459684 605284 770884 95648479 335241 461041 606841 772641 95844180 336400 462400 008400 774400 900400

i  81 337561 463761 609961 776161 90236182 338724 465124 611524 777924 964324'83 339889 466489 613089 779089 96628984 341056 467856 614656 781456 96825685 342225 469225 616225 783225 97022586 343396 470596 617796 784996 97219687 344569 471909 619369 786769 97416988 345744 473344 620944 788544 97614489 346921 474721 622521 790321 97812190 348100 476100 624100 792100 98010091 349281 477481 625681 793881 98208192 350464 478864 627264 795004 98406493 351649 480249 628849 797449 98604994 352836 481636 630436 799236 98803695 354025 483025 632025 801025 99002596 355216 484416 633616 802810 99201697 356409 485809 635209 804609 99400998 357604 487204 636804 800404 99600499 358801 488601 638401 808201 998001



I

L

TX

CU BO S D E  LO S N U M E R O S desde 0 basta 24 unidades con centenas 0 á 4 .
ü . 0 100 200

0 0 1000000 80000001 1 1030301 81206012 8 1061208 82424083 27 1092727 83654274 64 1124804 84896645 125 1157625 8615125G 216 1191016 8741810 .7 343 1225013 88697438 512 1259712 89989129 729 1295029 9129 32910 1000 1331000 926100011 1331 1367031 939393112 1728 1404928 952:S1281 2197 1442897 966359714 2744 1481544 980034415 3375 1.520875 1993837516 4096 1560896 1007769617 4513 1601613 1.021831318 6832 1643032 1036023219 6859 1685159 1050345920 8000 1728000 1064800021 9261 1771561 1079386122 10648 1815848 1004104823 12167 1860867 1108956724 13824 1906624 11239424

300
2700000027270901275436082781812728094464

400

283726252865261628934443292181122950362929791000300M0231303713283066429730959144

64000000644S12016496480865450827059392646643012560923416674191436791731268417929

312558753155449031855013321574323246175932768000 33076101 33386248 33098267 34012224

6892100069420531699345287041490770957944714733757199I29G7251171373034632735600597408800074618461751514487568696770225024

1



X

CU B O S DE LOS N U M ER O S desde 0 hasta 24 unidades con centenas 5 á 9.
u. 500 600 700 800 900

0 125000000 216000000 343000000 512000000 7290000001 125751501 217081801 344472101 513922401 7314327012 126506008 218167208 345948408'515849608 7338708083 127263527 219256227 347428927 517781627 7363143274 128024064 220348864 348913664 519718464 7387632645 128787025 221445125 350402625 521CC0125 741217625ü 129554216 222545016:351895816 523606616 7436774167 130323843 223648543-353393243 525557943 7461426438 131098512 224755712 354894912 527514112 7486133129 131872229 225866529 356400829 529475129 75108942910 I32G51000 2269S1000 357911000 531441000 753571000l í 133432831 228099131 359425431 533411731 756U58('31
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XI

CU B O S D E  LOS N U M ER O S desde 25 hasta 49 unidades con centenas 0 á 4.
u. 0 100 200 300 400
25 35625 1953125 11390625 34328125 7670502526 17576 2000376 11543176 34615976 7730877627 19683 2048383 1169V083 34965783 7785448328 21952 2097162 11852352 35287552 7840275229 24389 2I4G689 120U8989 35611289 7895358930 27000 2197000 1216701 0 35937000 7950700031 29791 2218091 12:o>G391 36264691 8006299132 32768 2299968 12487168 36594368 8062156833 35U37 2352637 12649337 309.26037 8118273734 39304 2406104 12812904 372597U4 8174650435 42875 2460375 12977875 37595375 823128753(5 46656 2515456 13144256 37933056 8288185637 50653 2571353 13312053 38272753 8345345338 54872 2628072 13481272 38614472 8402767239 59319 2685619 13651919 38958219 846U451940 64000 2744000 13824000 39304000 8518100041 68921 2803221 13997521 39651821 8576612142 74088 2803288 14172488 40001688 8635088843 79507 2924207 14348907 40353607 8G9383U744 85184 2985984 14526784 40707584 873283845 91125 3048625 14706125 41063625 8812112546 97336 3112136 14886936 41421736 8871653647 103823 3176523 15069223 41781923 893146234S 110592 3241792 1525:¿992 42144192 8991539249 117649 3307949 15438249 425C8549 90518849
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XII

CU B O S DE LOS N Ü M EB O Sdesde 25 basta 49 unidades con cenicnas 5 é 9.
u . 500 600 700 800 900
25 144703125 244140625 3H1078125 561515625 79145312520 14553157 6 245314376 382657176 563559976 79402277027 140363183 246491883 384240583 565609283 79650798328 147197952 247673152 38Ò828352 5G7663552 79917875229 148035889 248858189 387420489 569722789 80176d08930 148877000 250047000 389017000 571787000 80435700031 149721291 251239591 300617891 573856191 80695449l32 150568708 252435968 392223168 575930368 80955756833 151419437 253630137 393832837 578009537 81216623734 152273304 254840104 395446904 580093704 81478050435 153130375 256047875 397065375 582182875 81740037536 153990650 257259456 398688256 584277056 82^02585637 154854153 258474853 400315553 586376253 8220569531 38 155720872 259694U72 401947272 588480472 82529307239 13059U819 260917119 403583419 590589719 82793001940 157464000 2G2144000 405224000 592704000 83058400041 158340421 203374721 406869021 594823321 83323702142 1592201 88 204609288 408518488 596947688 83589088843 160103007 205847707 410172407 599077107 83850180744 16U989184 207089984 411830784 601211584 84123238445 161878625 208330125 413493625 603351125 84390802540 162771336 209580136 í 15160936 605495736 84059053047 103667323 270840023 416832723 607645423 84027812348 164566592 272097792 418508992 609800192 S5197139249 165409149 273359449 420189749 611960049 851070349



C C B Ü S DK LOS NUAJEROS desde 50 bosta 74 unidades con centenas 0 á 4.
XI5I

i 0 lOO 2 .0 300 400
50 325000 3375000 ! 56-25000 42875000 911250005i 132051 3442951 15813251 43243551 917338515á 14U008 3511808 16003008 43614208 923454085d 148877 3581577 16194277 43986977 92959077! 54 357404 3652264 16387064 44361864 9357666455 106375 3723875 16581375 44738875 94196375¡ 5ü 175016 3796416 16777216 45118016 94818813o7 185193 3869893 16974593 45499293 95443993i 58 395112 3944312 17173512 45882712 96071912j 59 205379 4019679 17373979 46268279 96702579: GO 216000 4096000 17576000 46656000 97336C00i ü l 220981 4173281 17779581 47045881 97972181' G2 238328 4251528 17984728 47437928 98611128! 03 250047 4330747 18191447 47832147 9925-28471 ü4 202144 4410944 18399744 48228544 9989734405 274625 4492125 18609625 48627125 10054462500 287496 4574296 18821096 49027896 101194696(>7 300703 4657463 19034163 49430863 101847563OS 314432 4741632 19248832 49836032 10250323209 328509 4826809 19465109 50243409 1031617Ü9■ 70 343000 4913000 19683000 50653000 10382300071 357911 5000211 19902511 51064811 104487111• 72 373248 5' 88448 20123648 51478848 10515404873 389017 5177717 •20346417 51895117 10582381774 405224 5268024 ■20570824 52313624 106496424
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CU BO S DE LOS N ü M E IíO S  desde 50 liasla 74 unidades con centenas 5 á 9.
X IV

u. 500 600 700 800 900
50 160375000 274625000 421875000 614125000 85737500051 107284151 275894451 423564751 616295051 86008535152 168196608 277167808 42525900« 618-470208 86280140853 169112377 278445077 426957777 620650477 86552317754 17Ü03U64 279726264 428601064 62283586-4 86825066455 170953875 281011375'430368875 625026375 R7098-38'5oB 171879616 282300416'43208121 o! 627222016 87372281657 172808693 283593393 433798093,029422793 87646749358 173741112 284890312 435519512 631628712 87921791259 174676879 286191179 437245-479 633839779 8819740796Ó 175616000 287496000 438976000 636056000 884736000(>I 176558481 288804781 440711081'638277381 88750368162 177504328 290117528 442450728 64050392« 89027712803 178451547 291434247 444194947,6427350.47 8930503-4764 179406144 292754944 445943744 644972Í44 8958413-4465 180362125 294079625 447697125 6 47214625 89863212.566 181321496 29540S2í)6 440455096'049461896 9 0 1'4 2869667 182284263 296740963 451217663'65I7I4363 90-42.3106368 183250432 298077632 452984832 653972032 90703923209 184220009 299418309 454750609 G.:02349ü9 Ü098532C970 185193000 300763000 456533000^658503000 91267300071 186169411 302111711 458314011 060776311 91549861172 187149248 303404448 Í6O09964« 663054848 91833004873 188132517 304821217 461889917 0Ü5-M8G17 02110731774 189119224 306I82Ü24 4G-3684824Í667627G24 924010424
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X V
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— CU BO S D E  LOS N U M EB O Sdesde 75 basta 99 unidades con ccEitcnas 0 á 4.
u . 0 100 200 300 400
75 7G I 777879

421875438976456533474552493039
5359375 '5451776554523356307525735339

20790875 .210-24576212539332148495-221717639
>2734375>3157376>35826335401015-254439939

107171875 107850176 108531333 109215352 109902239
80

1
i 8-28384

512000531441551368571787592704
5832000 59-29741 6028568 Gl 28487 6220504

2195200022188041224257082266518722906304
548720005.5306341557429685618188756623104

I l  0592000 111284641 11 U)801C8 112678587 113379904
85868788 89

614125636056658503681472704969
63316256434856653920366446726751269

2311912523393056236399032388787224137569
5706662557512456579606035841107258863869

114084125111791256115501303110214-272116930169
9091929394

729000753571778688804357830584
68590006907871707788871890577301384

2438900024042171248970882515375725412184
5931900059776471602362886069845761162984

117649000118370771119095488119823157120553784
9596979899

857375884736912673941192970299
74148757529536764537377623927880599

2567237525934336261980732646359226730899
.

6162987562099136625707736304179263521199
121287375122023936122763473123505992124251499
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XVI

CU B O S D E  LOS N U M ER O S desde 75 hasta 99 unidades con centenas 5 á 9.
ü . 500 600 700 800 900

190109375 307546875 465484375 669921875 92685937576 191102976 308915776 467288576 672221376 92971417677 192100033 310288733 469097433 674526133 93257483378 193100552 311665752 470910952 676836152 93544135279 194104539 313046839 472729139 679151439 938313739
80 195112000 314432000 474552000 68U72000 94119200081 196122941 315821241 476379541 683797841 94407614182 197137368 317214568 478211768 686128968 94696616883 198155287 318611987 480048687 688465387 9498(5208784 199176704 320013504 481890304 690807104 95276390485 200201625 321419125 483736625 693154125 95567162586 201230056 32282885C 485587656 696506456 95858525687 202262003 324242703 487443403 697864103 96150480388 203297472 325660672 489303872 700227072 96443027289 204336409 327082769 191169069 702595369 96736166990 205379000 328509000 493039000 704969000 97029900091 206425071 329939371 491913671 707347971 973242271‘ 92 207474688 331373888 496793088 709732288 976191488i 93 208527857 332812557 498677257 712121957 97914605794 20958458! 334255384 50056618i 714510984 98210778495 210644875 335702375 502459875 716917375 98507487596 211708736 337153530 504358336 719323136 988047936

1  97 212776173 338608873 506261573 721734273 99102697398 213847192 340068392 508169592 724150792 994011992
i  99 214921799 341532099 51Ü082399 726572099 997002999
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XVII

T A B L A  D E  R A IC E S  C U A D R A D A S  Y  C U B IC A S para los números primos desde el 2 basta el 1019.
Núm. I.cuadrada. R . cúbica. Núm.

2 1,4142135 1,2599210 1013 1,7320508 1,4422496 1035 2,2360679 1,7099759 1077 2,6457513 1,9129312 10911 3.3166247 2,2239801 11313 3,6055512 2,3513347 12717 4,1231056 2,5712816 13119 4,3588989 2,6684016 13723 4,7958315 2,8438670 13929 5,3851648 3,0723168 14931 5,5677643 3,1413806 15137 6.0827625 3,3322218 15741 6,403124-2 3,4482172 16343 6,5574385 3,5033981 16747 6,8556540 3,6088201 17353 7,2801098 3,7562858 17959 7,6811457 3,8929965 18161 7.8I0249C 3.9364972 19167 8,1853527 4,0615480 19371 8,4261497 4,1408178 19773 8,544003- 4.1793392 19979 8,888194'1 4,2908404 21183 9 .1 10433í) 4,3620707 22389 9,4339811 4,4647451 227
1  97
1

9,848857íi 4,5947009 229

R.cuadrada. R . cúbica.
10,019875610.148891510,3-44080410,440306510,6301458

4,6570095 4,0875481 4,7474594 ; 4.7768502 4,834588111,269427611,445523111,704609911.789826112,2065556
5,026.52575,07875315,15513675,18010155,301459212,2882057 12,5299640 12,7671453 12 9-228479 13,1529.464
5,32.507405,39460075,46255565,50687845,572054713,379088113,45362-4013.820274913,892443914,0356688
5,63574085,05065285,75896525,77899665,818647814,106735914.525830014,933184515,066519!15,1327451)
5,83827255.95334186,06412706,10017026,118033*2
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XV III

Núm. cuadrada. R . cúbica. Núm. 1 .cuadrada. U . cúbica. 1
233 15,2643375 6,1534495 419 20,4694894 7,4829241239 15,4596248 6,2058218 421 20,5182845 7.4948112241 15,5241746 6,2230843 431 20,7605394 7,5536888251 15.8429795 6,3079935 433 20,8086520 7,5653548257 16,0312195 6,3578612 439 20,9523268 7,60013852G3 16,2172747 6,4069586 443 21,0475651 7,62315192()9 16.4012194 6,4553148 449 21,1896201 7,6574137271 16,4620776 6,4712736 457 21.3775583 7,7026246277 16,6433169 6.5186839 461 21,4709105 7,7250324281 16,7630546 6,5499116 463 21,5174347 7,7361877283 16,8226038 6,5654144 467 21,6101827 7,7384023, 293 17,1172427 6,6418522 479 21,8860686 7.8242942307 17.5214154 6,7459967 487 22,0680764 7,8676130311 17,6351920 6,7751690 491 22,1585198 7,8890946313 17,6918060 6,7896613 499 22,3383079 7,9317104317 17,8044938 6,8184619 503 22,4276614 7,9528476331 18.1934053 6,9173064 509 22,5610283 7,9843444 ,337 18,3575597 6,9589433 521 22,8254244 8,0466030347 18,6279360 7,0271058 523 22.8691932 8,0568862349 18,6815416 7,0405806 541 23,2594066 8,1482764353 18,7882942 7,0673766 547 23.3880311 8,1782888359 18,9472953 7,1071937 557 23,6008474 8.2278254367 19.1572440 7,1595988 563 23,7276210 8,2572633373 1 9 .3 1 3 W 9 7,1984050 569 23,85.37208 8,2864928379 19,4679223 7,2367972 571 23,8956062 8,2961902383 19.5703857 7,2621674 577 24,0208242 8,3251475389 19,7230829 7,2998937 587 24,2280828 8,.3729668397 19,9248588 7,3í95966 593 24,351.5913 8,401.3981401 20,0249843 7,3741979 599 24,4744765 8,4296383409 20,2237484 7,4229141 601 24,5153013 8,4390098
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X IX

Núm. {.cuadrada. R . cúbica. 'íúm. R.cuadrada. B . cúbica.
607 24.6373099 8,4670001 821 28.6530975 9,3637049613 24 7588368 8,4948065 823 28,6879765 9,3713022i 617 24^8394846 8,3132435 827 28 7576076 9,3864601619 24,8797106 8,5-224321 829 28,7923600 9,394020663 í •25,1197133 8,5771523 839 28,9654967 9,4316423
641 -25 3179778 8,6222248 853 ■29,2061637 9,4838136¡ 643 25.3574446 8 ,6 3 ll8 3 u 857 29,2745623 9,4980148i 647 -25,4361946 8,6490437 859 29,3087017 9.5059981•25 5538646 8,6756974 863 ■29,3768616 9.520/304659 25,6709953 8,7021882 877 29,6141857 9,5719377661 25.7099202 8,7109827 881 20,6816441 9.5804682i 673 •>5 9422435 8.7633809 883 29,7153159 9,593717026 0192236 8 7807084 887 ■29.7825452 9,6081817' 683 •>6,1342686 8,8065722 907 30,1164406 9,6798604691 26,2868788 8,8408227 911 30,1827765 9,6940694

1 701 26,4764045 8 8832661 919 30,3150127 9,7223631! 709 26 6270539 8 9169311 929 30,4795013 9,757o003i 719 •>6 8141753 8,9586581 937 30,6104557 9,78o428*J1 7-27 ->6 9629375 8,9917620 941 .10,6757233 9,79933301 733 •27;0739727 9,0164309 947 30,7733651 9,8201169
■ 739 27,1845544 9.0409655 953 30,8706980 9,8408127743 27 2580263 9,0572482 967 31,0906236 9,8887673751 I27 4043792 9,0896392 971 31,1008729 9,902383527 5136329 9,113'818 977 31,2569992 9,9227379761 27,5862284 9,1298061 883 31,3528308 9,9430092

769 27,7308492 9,1616869 991 31,4801524 9,9099095773 27’.802877í: 9,1775445 997 3l,5'/53ü68 9,9899900787 28,0535’>0: 9,2326189 1009 31,7647003:10,0-299104797 2 8 ,2 3 1188Í 9,2715592 1013 31 8270609,10,04314691 811 28,478061': 9,3255320 1019 31,02l7793;lO,U629364
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