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Memoria que presenta a /a Junta para ampliacién de
estudios e investigaciones cientificas 2. Olegario Fer-
ndnaes Darios, pensionado por la misma para esludiar

G'Eﬂmﬁfrjia superior en duiza e [falia.
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I. Kl presente estudio sobre las redes de homograffas ge-
nerales del tipo [1, /72, Hb)] en] el espacio E,, del que hicimos
mencién al terminar otro, titulado «Contribucién al “estudio de
los sistemas lineales de homografias en £ », puede considerarse
como una continuacién del mismo, si bien con un punto de vista
diverso, por tratarse de llegar a resultados de otro orden de ideas
en el caso concreto en que se trate de una red de homogratias
|1, Ha, Hb]. Como nuestro fin principal es la generalizacién del
llamado Zeorema de Weierstrass sobre las homografias en £,
creemos necesario indicar rdpidamente algunos conceptos sobre
el particular. |

Weierstrass estudié la condicién necesaria y suficiente para
que dos formas bilineales puedan transformarse entre si. Este
teorema de cardcter analitico, en el que, como es sabido (*), se
consideran los divisores elementales de Weierstrass, ha sido es-
tudiado por Segre, que le ha dado una traduccién geométrica,
puesto que el par de formas bilineales no es otra cosa que un
par de homografias.

Este ge6metra, pues, ha demostrado que una homografia ge-
neral viene perfecta y univocamente determinada por sus espa-
clos fundamentales y sus invariantes absolutos, y, por tanto,
que <la condicién necesaria y suficiente para que dos homogra-
fias generales sean proyectivamente idénticas es que tengan la
misma caracteristica y los mismos invariantes absolutos». Conti-
nuaciéon de tal estudio es la clasificacién de las homografias dada

por dicho ge6bmetra, que considera completamente el caso en

(*) Bertini: /ntroduzione alla geometria proiettiva degli ipersdazi, capi-
tulo 4.° Pisa.
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-

que existan puntos o espacios multiples en los espacios funda-
mentales. |

Predella, partiendo del teorema enunciado, llega a la demos-
tracion del teorema de Weierstrass, y estudia el caso de puntos
dobles infinitamente préximos.

Como nosotros s6lo trataremos del caso general en que la ca-
racteristica de la-homografia sea cero, o sea, del caso en que los
puntos dobles sean los vértices de la pirdmide fundamental del
sistema, el teorema de Segre, «la condicién necesaria y suficiente
de transformabilidad de dos homograffas de £, es que sus espa-
cios dobles tengan el mismo nGmero de dimensiones y que po-
sean los mismos inva;iantes absolutos», se'simpliﬁca grandemen-
te, puesto que nos basta, para la zdentidad proyectiva de las homo-
‘graffas, que tengan los mismos puntos dobles con los mismos in-
variantes absolutos, y para la transformabilidad, que tengan los
mismos invariantes absolutos y que se hagan corresponder bi-
univocamente los puntos dobles de ambas homografias. |

Esto supuesto, consideremos un haz de homogratias [1, Ha]
que contenga la identidad. Como ya sabemos (*) que el proble-
ma de hallar las homogratias degenerﬁdas de dicho haz equivale
al de averiguar los puntos dobles, ya de una de sus homograffas
- distinta de la idéntica, ya del haz en cuestién, resulta que en el
haz [1, Ha| existen # I puntos dobles para todas sus homo-
g-raﬁas,,; los cuales pueden considerarse, para mayor sencillez,
como vértices de la piramide fundamental de referencia. Es cla-
ro, pues, que a un punto P de E, corresponde en el haz [1, Ha]
una recta p que pasa por P, y, por tanto, fijada esta recta, q'uéda
determinado el haz [I, //a]; mas como las rectas que pasan pcir

P y estin en [, son »”"1, resulta que, dados los #z - 1 puntos
dobles, nos bastan # — I pardmetros arbitrarios para definir el

haz[I, /Hal; y, por tanto, el ntmero de invariantes absolutos del
haz [1, /a] de homograffases 2 — I (uno menos que cuando se
trata de una de sus homografias diversa de la idéntica).

(¥) Contribucidn al estudio de los sistemas lineales de homografias en E,.
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2. Expuestas estus breves nociones, que utilizaremos mds
adelante, recordemos que el lugar de los puntos dobles de ‘un
haz [Ha, Hb] de homograffas generales en el espacio 5, es una

. cabica de género uno, C, (cabica general), y Ia equivalencia de

esta cuestion con la de las hﬂmﬂgraﬁas degeneradas de la red
[1, Ha, Hb)] (*). Dado un par de valores arbitrario a )\ y w(Ayp

son los pardmetros del haz), queda definida una homografia cuyos

puntos dobles son los vértices de un triangulo, y, por consi-
guiente, sobre dicha cabica existe una serie simplemente infinita
de ternas de puntos, las cuales constituyen una involucién de
primera especie ¢.. Andlogamente, sobre la cibica de las homo-
grafias degeneradas de la red |1, Ha, Hb] resulta la misma in-
volucion ¢, y, por tanto, tenemos el ente [Coz.]
Andlogamente, considerando la cuestién €n el espacio A, a
la red [1, Ha, Hb] corresponde una séxtica Cs de género 3, y
sobre ella una involucién &4 cuyos grupos de cuatro puntos co-
rresponden a los puntos dobles de cada homografia, definida por

un sistema de valores de A, 1, o de cada haz del tipo [1, Hm].

En general, dada la red de ht}m-‘:}grafias b 110] en el espa-

cio E,, existe, y queda definida en el mismo, una curva de or-

e
-y género i s = )

involucién g, ., o sea, la red LI, Ha, Hb] define un ente

(n [
den ( j— ) , ¥ sobre esta curva una

I n{n -1)

: 2 I
| 240 Sasif
2

utilizando para mayor brevedad este simbolismo.

Un resultado ‘andlogo se obtiene considerando la cuestién
para los sistemas lineales oo # (£ > 2) de homograffas que con-
tengan la identidad, problema mucho mis complicado que el

B — e — = ——

(*) Considerar los puntos dobles de la red L1, Ha, Hb) en E, no tiene
sentido, porque a un punto cualquiera corresponde todo el plano,
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que nos proponemos resolver, v. gr.: el complejo [ 1, Ha, Hb, Hc);
pero limitandonos por el momento al caso en que el lugar de

puntos dobles es una curva, se presenta el problema inverso:

nin-1)

Dado en E, el ente |C  * , cresulta definida una y solo

I
(n+i)n’ gn+r
2

una red [1, Ha, Hb] de homografias? ;Existe un nitmero finito o
infinito de dichas redes? (¥) '

3. Presentado’asi el problema, veamos c6mo lo resuelve Bo-
nola (**) para los espacios £, y £, dando una buena prueba de
ingenio en el segundo caso, del que indicaremos las lineas gene-
rales solamente, por razén de brevedad. Al aplicar el mismo
procedimiento a /, se observa inmediatamente la gran dificul=
tad inherente al método, y, por consiguiente, seguiremos otra
via indicada por el fecundd principio de la conservacién del nd-
mero, como hemos hecho en el problema de hallar el lugar de
los puntos dobles de la red de homografias [1, Ha, Hb].

Es claro que las homogratfas inversas en Z, de la red
| I, Ha,Hb| constituyen otra red, que designaremos [1, Ha, H&];I,
de homogratias entre planos constituidos por rectas, es decir,
que en una homografia, v. gr.: Fa ™", a una recta corresponde
otra recta. Aplicando a esta nueva red las consideraciones corre-

¥

(*) Obsérvese que la g, .., cuyo estudio general puede verse en
Enriques, feoria geom., vol. 1, pag. 169, formada por los grupos de
7+ 1 puntos dobles de las homografias del haz [ Ha, H&] o de la red

|1, Ha, 176], no es general, sino especial, porque estd contenida en una
ﬂ{ﬂ ry I)
2
w2+ 1)
corresponden en su curva (de homografias degeneradas) transformada bi-

gi+1. En efecto; a los grupos de 2 —+ 1 puntos situados sobre C

—

rracionalmente,los grupos de 7z -~ 1 puntos en que la encuentran las rectas
. - 4 I .
de un haz; y estos grupos definen sobre esta curva plana una £ sy CORtE-

nida en la gfo que sobre ella misma determinan las « 2 rectas de su

plano. Sobre la cibica €' no existen g |

-y
o

especiales, puesto que es de gé-

nero I.
(*%)  Rend. Inst. Lombardo. Milano, 1908, Ser. 11, vol. xvrI, pdg. 560.
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lativas de los 88 2 y 6 (*) se obtienen inmediatamente otros tan-
tos resultados correlativos, y en particular el siguiente

TeorEMA. Bl lugar de las rectas dobles de una ved de homo-
grafias [1, Ha, H bl ™' o de uno cualguiera de lew haces [Ha, Hb] ™’
€s un haz general de tevcera clase T,

A un punto P de la ctbica C’ (§ 6), corresponde en la red
|1, Ha, Hb] una recta p que lo H{:{:nntiene, y en las homografias
Ha, b los puntos P,, P, situados sobre p. A la recta p corres-
ponden en las homografias Ha™*, Hb6™" dos rectas D Pr que
pasan por P, y en la homografia idéntica se corresponde consigo
misma; ‘por consiguiente, a la recta p corresponde en la red
|1, Ha, Hb]™" un haz de rectas que pasan por 22 mas como las
rectas cuyas correspondientes en la red [1, Ha, Hb]™" pasan
por un punto, son dobles en dicha red, o sea, son rectas del
haz I';, resulta que las rectas de C; pertenccena I, y reciprocamente.

Tenemos, pues, que por un punto cualquiera 7 de C; pasan
tres rectas de T;: una es la recta que le corresponde en la red
[1, Ha, Hb], y las otras dos son las que lo unen con los otros
dos puntos /, y £, dobles en el haz del tip@ |1, fAm] que tiene
£” como doble; o sea, dada la involuci6n g sobre la curva Cos
obtiene 1’3, considerando cada terna de puntos P e Pz, de
dicha involucién gfs, uniendo estos puntos entre si, y trazando
por cada uno de ellos la recta que le corresponde en la red
(1, Ha, Hb).

TEorREMA DE Bonovra.  Si existe una red [1, Ha, Hb] de homo-
grafias correspondientes al ente [C, g1, dicha red es dnica.

Sean, en efecto, A4,, 4,, A, y B;, B,, B,, dos grupos de la g;;
P., P,, dos puntos pertenecientes a un tercer grupo, y /7, la ter-
cera intersecciéon de la recta p = P, /7, con la cabica deter-
minada perfectamente por dichos nueve puntos. Una red que
corresponda al ente [C;,g;] debe contener el haz [1, Ha] de
homografias, para el cual los puntos 4,, 4,, A, son dobles, y al
punto P corresponden los de la recta p; vy debe contener tam-

(*) Contribucion al estudio de los sistemas lineales de homografias en E,
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bién el haz [1, /4], en el cual son dobles B,, B, , B, y al pun-

to 2 corresponde la recta p. Estos dos haces determman, pues,

;
la Gnica red [1, Ha, Hb] que corresponde, por consiguiente, al
ente [C . 21

A un ente [C, ¢ ) formado por una cibica plana arbitraria
C, ¥ una mwmﬂm gy tambien arbitraria sobre dicha curva, co-
?*rfs‘ﬁmzdﬁ siempre una rer:i de homografias que contienela identida.l.

En efecto; la variedad de las redes del tipo|1, Ha, Hb|es xo* 2
las cabicas planas son o® y sobre cada una de ellas existen oo?
g ,; por tanto, la variedad de entes [C, ,;T Jes o™

Por otra parte, a cada una de las o™ redes cmrres;mnde un

(€., £.] y uno solo, mientras a dos redes diversas corresponden
dms [CI ] distintos. Esto prueba que existe una corresponden-
cia b;umvmca entre los elementos de estas dos variedades, por lo
cual, a un [C, ¢ ] corresponder4 siempre una red y sélo una.

Hemos dicho que sobre una ctbica plana general existen o3
involuciones g; las cuales, como ya sabemos, no son espeﬁiales,
puesto que sobre la ctbica plana de género I no existen tales
involuciones. Tal afirmacién se justifica recordando el sig.uiente:
teorema general:

Los grupos gonerales de n puntos sobre una curva plana de géne-
70 1 Son 0™ 1, ¢s decir, forman un sistema lineal con n — I pard-
metros independientes. En nuestro caso, los grupos de tres pun—
tos sobre la cdbica en cuestién son o”. "Por tanto, como la g
viene determinada por dos ternas distintas, resultan seis cons-
tantes; pero como las ternas son arbitrarias dentro de la g -
nemos dos constantes menos; y, por altimo, en virtud del tEGI‘E-—
ma indicado disminuye en una unidad el namero de las constan-
tes arbitrarias, y quedan tres correspondientes a las oo® involu-
ciones g, como habfamos afirmado.

De lo dicho se infiere también que, dado arbitrariamente el
ente [C;,g;], para construir la red [I, Ha, Hb] que le corres-

(*) Pues el numero de planos de E3 que pasan por un punto son
oo (8~2)(2-0) —= oo 2, Bertini: op. cit., pdg. 31.
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ponde basta tomar dos ternas 4,, 4,, 4,y B,, 5,, B, de la g;, y
una recta p que una dos puntos £,, P, de otra terna, y {jar
las homografias Ha, Hb que tengan como dobles 4, 4,, 4, y
B, B,, B,, respéctivamente, y hagan corresponder al punto 7
(ulterior interseccién de P, P, con la cabica) los puntos P, y £,
respectivamente.

Puede afiadirse que el teorema indicado es todavia mucho
mas general, y para recordarlo bien y aplicarlo con acierto, con-
sidérese en primer término una curva plana de género nulo, o sea
racional; es claro que en virtud de la racionalidad, los grupos
generales de # puntos sobre dicha curva son los mismos que so-
bre la recta, o sea, son completamente arbitrarios los puntos de
un grupo equivalente cualquiera, y por tanto son ©”. 5i la curva
es de género I, tenemos la suma de las #z integrales abelianas, de
_que hablaremos més adelante, las cuales por ser de suma cero,
determinan una constante, y, por tanto, quedan "% o sea, to-
mando un grupo general equivalente, pertenece a una involu-
ciébn g”=*. 5i el grado es 2, la suma de las integrales abelianas
se toma dos veces, quedan asi determinadas dos constantes,
y nos resulta el sistema lineal de «”~?, con tal que el grupo sea
siempre general. El raciocinio se contintia hasta el género p,
no siendo p mayor que z.

4. Procediendo andlogamente en el espacio £, resulta el
teorema correlativo del enunciado en el § 7 de nuestro citado
estudio.

Teorema. E/ lugar de los planos dobles de una red de homo-
grafias [1, Ha, Hb|™" o de uno cualquicra de sus haces dec
tipo [Ha, Hb|™" es un hasz E‘ﬂt?’zgé:ﬂﬂfﬁf general de 0.° clase y ge-
nero 3, K2.

Los planos correspondientes a los puntos de una recta 7,
en la red [1, Ha, Hb], pertenecen a_ una desarmllab}e cabica,
s, la cual se descompone solamente en el caso en que 7 en-
cuentra a la séxtica €. En particular, si 7 es trisecante de o la
J, se reduce a tres haces de planos de aristas coplanarias, y el

plano 1 de estas tres aristas carresPDﬁde a todos los puntos de la
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recta 7. Resulta, pues, que m pertenece al haz K. y que 7 es la
recta correspondiente a w; y que todo plano de K contiene una
trisecante de C/, o sea, las rectas corrvespondientes a los planos
de K son las trisecantes de C3, y por las rectas correspondientes
a los puntos de C® pasan tres planos de K. Las trisecantes de C?
forman una superficie reglada Ei, y las rectas por las cuales
pasan tres planos de K forman otra ]{'i (*): ambas son de
orden 8, y por cada punto de . pasan tres rectas de R’ y una
de Ri; en cada plano de K} existen tres rectas de Ei y una
de Rf. Existe, pues, una correspondencia biunivoca y perspec-
tiva entre R z y C}; entre R’ y la desarrollable X -
~ Sean 7, 7,, 7; las trisecantes de C; que parten de un punto
£, de ella; p, la recta de Eic__mrrespandiente - Y S e 2
los puntos que con P, son dobles en un haz de homografias del
tipo [I, m] perteneciente a lared [1, Ha, Hb]. De los seis pla-
nos de K7 que pasan por P, tres son los que proyectan desde
P, las rectas P, £ By P PP, los otros tres pasan, respecti-
vamente, por 74,7, y 7;. Como, por otra parte, deben pasar por p
tres planos de A (; tendremos que los planos que pasan por 7,
¥,y 7, respectivamente, serdn los planos pr., pr,, pr,. Por tanto:
- La recta p correspondiente al punto P, de C:es comiin a los
tres planos de K ;, a los cuales corresponden las trisecantes de C,
que pasan por P.. Correlativamente; la recta p correspondiente a un
Plano n de K: pasa por los tres puntos de C?, a los cuales corves-
ponden las tres rectas de Rf sttuadas en T, lo cual nos da el pro-
cedimiento para construir la recta p correspondiente a un punto
Py de C: en lared [1, Ha, Hb.

Esto supuesto, se demuestra inmediatamente otro andlogo
teorema de Bonola:

A todo ente [C;, g.] corresponde siempre una red de homogra-
Jias (1, Ha, Hb); y esta red es sinica.

Demostremos primero la segunda parte, o sea, que Sz existe una

——— - = - =

(*) Bonola: loc. cit., 563.
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tal red es unica. En efecto; sean 4., AxAy Aoy B Ba B B,
dos grup{}s de la g £ un punto de € y p la recta (tnica)

de R® » que pasa por F. Con esto quedan perfectamente determi-

e

K
Vs

}‘-@n _I_P-én Zni) o I—me Pérg I-!.‘E"L-L

nadms dos haces [1, Ha], [1, Hb] que tienen como dobles
Ay, A, Ay A, y By, B, B, B,, respectivamente, y que hacen co-
rresponder al punto P la recta p. Por tanto, si existe una red
correspondiente al ente [C3, ¢°], contendrd los haces [1, Hal 'y
|1, /6], y, por consiguiente, serd finica, porque dichos haces s6lo
definen una.

Por otra parte, las redes [1, Ha, Hb) son %*°, como los planos
de E,, que pasan por un punto. Las C; son %™, y sobre cada
una e}usten %" g, (porque estas ¢ son especiales): luego la
variedad de las redes [1, Ha, Hb] y la variedad de los entes
[(;2‘1 g; tienen el mismo ntimero de dimensiones. Pero como a
toda red [ 1, Ha, Hb] corresponde un solo [C, g'] y a dos redes

diversas cmrres;mnden dos [C;, g] distintos, queda demostrado
el teorema.

5. Lo dicho patentiza la no pequeia dificultad de extender
al espacio £, el razonamiento de Bonola. Sigamos, pues, otro
procedimiento. Consideremos, para fijar ideas, un espacio &, y
en €l una red de homografias [1, Ha, /6] que contenga el £,
del infinito como doble. Su expresién analitica serd:

= (Aa,, 18 0ur — P) Hx 1= Whia Xy - 2013 g + WO Hy - PO X
10,07, - A b P8y — )%, + phus s pba, 4, oo 7, J
10,2, + Pl + Ay, + b — o) %, Woy ¥, 10, %,
L5'41517 —I— E—Lé,{zxﬂ = H‘E’Hfs _l_ (1‘144"‘_ [J'Z)xn P) + 1*’*‘543 : 5
(A, + pbg, — p) . &

]

I

cuya linea de homograffas degeneradas es

£

E‘LE)EI ........................ (},_gii—:—zj,f)is— p):m

0 R e A T S et bk s
P“g?*“ '13444’—”&44_9
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Supongamos, por otra parte, que en el E, doble, a la red,
|1, Ha, Hb]_subordinada sobre él, le corresponde una [Cz, g;] (*)s
y reciprocamente, que a la [(}, ¢.] en cuesti6n le corresponde
la red [1, Ha, Hb], y ella sola. _

Esto supuesto, otra red |1, H 4, Hj] cualquiera que contenga
la misma [C?ﬂ, g;] descompuesta en la forma dicha, conteniendo
el mismo [z, doble, tendr4 la expresién analitica siguiente:

.yl i ()\A[I _I— I-LBII i P)xl _[_ p’Blz Ly _[_ R + [‘-‘L'BIE:X:':

donde las homograffas Za y /b de coeficientes @ y 4 de la red

|1, H1a, /1)] tienen los mismos elementos dobles que las H, y H 5
de coeficientes Ay B en la red [1, H,, FZ].

Lalinea de las homografias degeneradas de [1, H,, Hy] repre-
sentada por la ecuacién |

(Adg~+-pB—p)=0 ' [4]

sera la misma que la [2].

Las ecuaciones [I] y [3] serdn tales que, prescindiendo de los
términos en que entra x, tendran los mismos coeficientes; es
decir, q'ue los coeficientes 4 y B son los mismos que los « y 0,
‘respectivamente (donde no entra el subindice 5). |

(*)  La cual serd, por consiguiente, subordinada de la [C:ﬁﬂ, gf] corres-
s |

pondiente a [1, Ha, ] en E; es decir, que la C? forma parte de la C‘Iﬁﬂ
y la g, nos da cuatro puntos de cada grupo de los de g *.

5

(*%) Esta expresion es de la misma forma que la [T]. *
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= Los segundos factores de las [2] y [4], igualados a cero, dan
AR 3 -
e ‘ £

ecuaciones equivalentes, y, por tanto, —3> — — 35 __ 1,

Tl b

B | Por dltimo, por tener el mismo grupo de puntos dobles la /b
i < | y la /3, en las cuales son respectivamente iguales los coeficien-

e tes & y 5 en que no entra el subindice 5, se verificar4

I': : = 2 )
_'.. . 2 -blf, £m BEE, = 'Z)g_;

=

b b,

8 )
gt oD o P
0,4 O — P

5 5

e | Queda, pues, demostrada la identidad de las redes [1, Ha, Hb]
;e y [1, H 4, Hz] en el caso particular en que tienen un mismo £,
doble.

~Aplicando el razonamiento expuesto al espacio £, previa la
demostracién para el £, _,, resulta que en el caso particular de
2 una red [1, Ha, Hb] en E, con un FZ,_, unido, se verifica que:
i Dada en el espacio E, una red de homografias |1, Ha, Hb| con

- a I
un B,_, doble, le corvesponde un ente L_MH.), g perfecta-

2

—— ——k

mente determinado; y reciprocamente, si dos redes |1, Ha, Hb],
| - a(n=1) 3
= |1, Hy, H,] corresponden a un tal ente |C _ ° |, dichas

Alm4 ) ? gn+1
2

redes de homografias son proyectivamente idénticas.
Ahora bien; en virtud del principio de la conservacién del

namero, la correspondencia biunivoca entre las variedades de

: I n(n-1) =4

; L

& homograffas [1, Ha, /6] y los entes|C .\, &, | €0 el caso
Lo o

particular considerado, en el cual el espacio £, contiene un £, _,
doble, se extenderd al caso en que la red [I, Ha, Hb)| sea gene-
ral. Para justificar esta extensién es preciso demostrar en primer

[ gt = 1) _l
| g f

B término que, dado el entedC  ° ., ¢ . | le corresponde un

o —
1

2

nGmero finito de redes [1, Ha, Hb] de homogratfas. Esto se
prueba ficilmente mediante el siguiente c6mputo de constantes.

O
i

"
|
L ]
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~ Las redes de homografias [1, Ha, /4] generales en el espa-
cio £, son las mismas que los planos que pasan por un punto
en el espacio de (z 4 1)’ — 1 dimensiones (como indica la re-
presentacién de Stefano generalizada), o sea,

60 (72 +1)2=-1-2] [2-0] —- &0 2 [(7 +1)%-3] :
| , ; n(n— 1)
Las curvas planas de orden # | I y género = - son
(22 +2) (22 +3)
- i—1
0 : , de las cuales es preciso ‘disminuir el nimero

de las homografias planas (porque transforman el plano en

oy 8
Si mismo y una de estas curvas en otra), que son « , con lo

cual quedan ot 2)2(?-3 mdh 0 constantes arbitrarias. La e

por fijar un punto en el plano dicho (o sea en el de las homogra-

ﬂ{ﬂ—[::l_

2
12 (2+1)

2

definida sobre la linea de las h.r::mmgraﬁas degeneradas, la cual co-

fias degeneradas), equivale a otras dos constantes (). Lae

12 {92 =1\

rresponde a las secciones hiperplanas de la C . en el espa-
h?_ﬁ{?-!-"i“fl

2
; n(n — 1
cio £,, nos da otras i ——) constantes.

Por dltimo, las homografifas del espacio 5, son oo (#+1)" -1 que
suministran otras [z 4 I]° — I constantes. En total,

7 (7 — 1)

o024 22—t w1y —1—

—2[n F2n—2]=2(zF 1)"— 3],

(n 4 2)(n -+ 3)
2

que es precisamente el nimero de los pardmetros arbitrarios de
las redes | 1, Ha, HDb].

(*) KEsto equivale a decir quela G

€s especial, o sea, contenida en
2 < . , K
una G, . ; ¥ que, por tanto, fija un punto del plano.
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Resta todavia la duda de si la correspondencia biunivoca en-

k

i -y

L e J—
r
g

b g2 (12— 1)
: = :

|
tre las redes y los entes | C Ry s

, en el caso particularen

i s 2 33 .
‘que existfa un &, _, doble, serd debida a la pérdida de solucio-

nes en el paso a través de la continuidad, del caso general de
A una red {1, Ha, Hb| al caso particular dicho, pues entonces,

s dadounente|C  ° ' |, le corresponderia un nGmero fini-

.....

2
= to de redes generales (1, Ha, [Hb] de homografias. Tal duda des-
. aparece observando el paso dicho en el plano, y en el espacio,
i donde no ha resultado tal excepcién, ademds de que, por otra
parte, el mismo procedimiento de degeneracion o descomposicion
empleado indica que' no se pierden soluciones. Por Gltimo, los
términos mismos en que se plantea el problema, que nos hemos
: propuesto, en el caso general en que las homografias sean sim-
plemente degeneradas excluye la duda de la posibilidad de las
i soluciones multiples.
Tenemos, pues, que la correspondencia biunivoca entre las

(1 — 1)

redes generales [I, Ha, H0| y los entes C o omin s &, |dichos,

7T I

; 2

nos conduce a saber un modo de determinar univocamente una
red de homograffas que contenga la identidad, y, por tanto, a
enunciar el siguiente _ :
a2 TeorREMA. La condicion necesaria y suficiente para que dos
e redes de homografias generales en 1., que contengan la identidad,
: sean proyectivamente idénticas, es que tengan la misma linea de
clementos dobles, v la misma involucion g, ., especial sobre ella, o

ni{n=1)

e b 1

sea, el mismo ente|C S Sl

bt : 5

6 Como este teorema no viene enunciado de modo que se

ponga en evidencia la condicién necesaria y. suficiente de trans-

formabilidad de dos redes de homografias que contengan la iden-
tidad, veamos cémo puede darsele forma en cierto modo andloga
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a la traduccién geométrica dada por Segre para el caso de dos
homografias.

A este fin, considérese en primer término que el ente

[ #(n-p) @
- 1
”fﬂj‘_ﬂ_! gﬂ-}-l
i 2 l—-
. b it
equivale al ente constituido: 1.° por la curva C .2 " plana ge-

neral, llamada de las homografias degeneradas, que es la transfor-

s -1)

] e o b | a * ] T . -
mada birracionalmente de la C .2 ,y; 2.° por la £ . especial

2

(-1}
sobre esta curva plana,y 3.%, porla g 2 ,y ya indicada anterior-

<

mente.

La transformacién proyectiva de una curva plana general C, ..
(correspondiente a una red determinada, v. gr.: [I, Ha, b)),
en otra r:;ﬁrva C,+:, también plana general (que se considere
como correspondiente a otra red [1, /4, /]), implica un cierto
namero de invariantes determinados. Teniendo en cuenta el ni-
mero de pardmetros esenciales de una curva plana general de
orden 7 —- I, el nimero de las homografias planas y el de las
homograffas del espacio £, sin necesidad de repetir el cdlculo
de constantes hecho al final del pérrafo anterior, resulta que
para la transformacién proyectiva el ntimero de invariantes de
la curva plana geﬁeral C,.. es el nimero

Pl L B Ra )

2 2

Por otra parte, la involucién especial Z.4+: aporta otros dos inva-
riantes, porque fija un punto del plano de dicha curva (vértice
del haz de rectas que la corta en la involucién g%, ,), el cual debe
transformarse en el pu'nt-:r que representa el mismo papel res-
pecto a la curva de las homografias degeneradas de la segunda red
[1, H4, Hj], en la que debe transformarse la |1, Ha, Hb)] dada.

i _I_'__.“:._..a.i
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nin-1)

Consideremos, finalmente, las involuciones g, 2 5 sobre di-

: 2
chas curvas de las homografias degeneradas. Para esto reeuérdese

de la teoria general de las involuciones sobre las curvas planas,
que si se tiene una g, cualquiera sobre una curva plana de gé-
nero I, dicha g, (que no es mas que un cierto sistema lineal
de grupos de % puntos sobre una curva dada, v. gr.: f= 0),
puede considerarse como obtenida mediante la interseccién de
la curva f==0 con un sistema de curvas, todas de un cierto
grado. A estos grupos de puntos (que se llaman grupos de
equivalencia de la g;) se refiere el teorema de Abel. «La suma
de las mn integrales abelianas de primera especie del sistema de
puntos de interseccion de una curva f = O con las de un haz
@ -+ A = 0 de curvas de orden m, és siempre nulay (*).

Segtin este importante teorema, cuyo inverso demostro Jaco-
bi (**), una g, sobre una curva algébrica general plana viene
univocamente determinada por la suma de 7 integrales abelianas
de primerar especie. Si los grupos de z puntos son o, O sea,

si se trata de una g, basta considerar dos veces la suma de di-

chas # integrales, cambiando los limites de la integracién cada

vez que se considera la suma de las #» integrales, porque ya no

se trata de uno solo, sino de dos pardmetros para asignar los

limites de la integracion. Siguiendo este razonamiento resulta
que, cuando la involucion sea, v. gr.: de especie # — £, la ope-
récitﬁn de sumar las integrales se hard # — £ veces, cambian-
do otras tantas los limites de la integracién, puesto que los pa-
rAmetros son ahora # — £, ya que en tal caso el sistema de li-

neas que da los grupos de interseccién con la f=0 es de la

forma @y = A @r + A2 @ T eeer ANy O — O.

= e e —

——

(*) Véase Clebseh-Lindemann: Vorlesungen @ber Geomelrie, cap. XvVI.
Leipzig, 1876. Se supone €n el teorema que en el sistema de puntos
dichos no existen puntos dobles, y que los limites de la integracion
son desde el grupo correspondiente a ). = o hasta el grupo que resulta

cuando A = «.
(#*¥) En la obra citada puede verse la bibliografia correspondiente.
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Esto supuesto, decir que dos curvas planas generales de orden

2 (22 =1)

. . - : : (7 —1)
7 -+ I tienen la misma g .y, €quivalea decir que las —— 3

4

n(n-—1) . R : ;
sumas de las ( j ) integrales abelianas de primera especie

son las mismas; y por consiguiente, se ve claro que el pro-
blema de dar una expfesiﬁn geometrica a nuestro teorema
del final del p4rrafo anterior, para enunciarlo en forma ané-
loga a lo hecho por Segre con el teorema de Weierstrass, tiene
una solucién elegante empleando el teorema citado de Abel. Po-
demos, pues, enunciar el teorema relativo a la condicién necesa-
ria y suficiente para que dos redes de homograffas generales que
contengan la identidad sean entre si proyectivamente idénticas,
o sea, transformables proyectivamente. Obsérvese que la frase
que tengan los mismos invariantes, hemos visto que no signifi-
ca otra cosa que tener la misma curva de puntos dobies con la
misma involucién especial g, ., sobre ella (¥).

LEOREMA.  La condicidn necesaria y sujiciente para que dos
redes cenerales de homografias en B, que contencan la tdentidad,
sean proyectivamente idénticas, es que tengan los mismos inya-

n(n — 1) n(n - 1)

riantes y que las = sumas de las — 7 integrales

abelianas correspondientes sean las mismas.

Para que este nuestro teorema adquiera la generalidad que
Segre y Predella han dado al teorema analitico de indole andloga
(en las homografias del espacio £,), es pteciso estudiar los dis-
tintos casos particulares a que pueda dar lugar la particularizacién
de la linea de los elementos dobles, cuando las homografias sean
no las generales por nosotros consideradas, sino cualesquiera.

También puede continuarse nuestro estudio en el sentido de

— r = -

(*) No es necesario indicar que la frase #ner la misma curva de punios
dobles no quiere decir identidad objetiva de las curvas (en tal caso ten-
driamos la identidad de las redes), sino que ¢stas son de la misma natu-
raleza.
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considerar los sistemas lineales del tipo [1, Ha, Hb, flc], pro-

blema que, como ya dijimos, es de mucha mayor dificultad.
Por el momento damos fin a nuestra labor, esperando que los

procediffientos que hemos empleado adquieran alglin desarrollo

en nuestra patria, a fin de aportar algin progreso a la geome-
tria algébrica moderna.

Bolonia, 15 diciembre, 1917.
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