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De nuevo me invitan mis buenos amigos, los se-
fiores Jiménez y Merelo, 4 escribir el prélogo de esta,
su segunda traduccién de las obras del distinguido
matematico Ricardo Baltzer, como me invitaron con
igual objeto hace tiempo, para la que por entonces
hicieron de la Aritmética vulgar, del mismo autor; y
ahora, como en aquella ocasién, cumplo un deber
ineludible de amistad y de cortesfa, escribiendo unos
cuantos parrafos, que ningtin mérito pueden afadir
al del libro del geémetra alemdn, ni 4 la concienzu-
da ¢é inteligente traduccién que de la Aritmética uni-
versal ofrecen al ptblico ambos mateméticos espa-
fioles.

Por otra parte ;qué mayor mérito que el de ocu-
parse de ciencias exactas en Hspafia, donde tal ocu-
pacién rara vez da honra, y nunca da provecho! 1 Qué
mayor elogio pudiera yo hacer que el que en si lleva
la tenacidad laudable, aunque inverosimil, de mis
amigos, al continuar la emprendida tarea y al publi-
car una segunda parte, aqui donde, si alguien por
Caso raro se atreve con la primera, es seguro que ja-
mds de ella pasa ni 4 segundas partes llega! 1 Qué
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mayor gloria que vencer la apatia 6 el desdén del pu-
blico, obligando & ocuparse 4 unos cuantos, aunque
sean pocos, de estas dridas materias que solo tratan
de la cantidad, del orden y de cosas de este linaje!

Excuso, pues, encarecimientos que pudieran creerse
inspirados por la amistad; excuso asimismo un ana-
lisis detallado del libro, que fuera inutil para el que
se proponga leerlo, y que ningtin interés podria ofre-
cer para el que no haya de pasar de la portada;y voy
4 cumplir brevemente mi compromiso.

El libro del Sr. Baltzer no es un tratado de Arii-
mética como generalmente se entiende: de la Aritmé-
tica de este autor ya publicaron anteriormente una
excelente traduccién los sefiores Jiménez y Merelo,
como el lector recordara.

Tampoco es un tratado de Algebra, en el sentido
propio de esta palabra, sobre el cual algo diremos
antes de poner punto & estos mal pergefiados ren-

glones.

Es, como su titulo lo indica, un tratado de Ar-
mética universal, es decir, una Aritmética 4 la cual
se aplica el algoritmo ordinario del Algebra, y que
comprende el estudio de las principales propiedades
de los niimeros y de sus combinaciones y formas ; pero
son numeros representados por lefras y propiedades
numéricas representadas por formulas algebrdicas.

Asi, en el libro primero, estudia el autor las cua-
tro operaciones fundamentales, suponiendo siempre
al principio, 6 consignandolo explicitamente, que se



trata de nameros enteros, hasta la division, donde ya
pueden presentarse ntmeros fraccionarios; y 4 los
unos y 4 los otros se refiere hasta llegar 4 la raiz
cuadrada que le ofrece ocasién para tratar de los nt-
meros complejos.

En la Aritmética universal, segtin el concepto que
de ella forma Baltzer, las letras representan nime-
ros enteros 6 fraccionarios, conmensurables 6 incon-
mensurables, reales 6 imaginarios (complejos); pero
numeros, al fin, en su riguroso sentido. Y por esto
excluye de ella las teorias en que los signos+, —,
X, :, etcétera, representan no solamente las opera-
ciones ordinarias y elementales, sino otras distintas
y de orden superior, construcciones geométricas y re-
laciones nuevas y complejas. Ejemplo de ello, la teo-
ria moderna de las imaginarias, y la admirable crea-
cién de Hamilton, es decir, sus célebres cuaternios.

Estudia después el autor las operaciones funda-
mentales de los polinomios, y termina el libro con
una interesante teoria de los ntimeros primos, y con
algunas nociones sobre congruencias, restos de pro-
ductos y potencias, y restos y norestos cuadriticos.
Bsta tiltima parte es notable; porque, si bien pasa va
por la naturaleza de las cuestiones 4 que se refiere la
linea de los elementos para penetrar en mas altas re-
giones, la exposicion que de dichas teorias se hace,
es, sin embargo, elemental y sencilla.

El libro sequndo se ocupa en general, de las poten-
cias, de las raices, de los logaritmos y de las progre-
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siones geométricas; y debemos llamar la atencién de
nuestros lectores sobre el cdlculo del logaritmo de un
binomio mediante las tablas de Gauss: tablas que
tanto sirven para facilitar los cdlculos y de las que,
sin embargo, no se ocupan la mayor parte de los au-
tores.

El libro tercero trata del binomio, de la combina-
toria, 6 andlisis combinatorio, asi como de sus apli-
caciones; y en él se incluyen una teoria elemental de
las determinantes y algunas nociones de cdlculo de
probabilidades.

Por dltimo, en el libro cuarto se ocupa el autor de
las fracciones continuas y de las series: todo en los
limites de la Aritmética y sin elevarse, por consi-
guiente, 4 otras teorias que fueran inabordables & no
pasar antes por el Algebra: por la teoria de las fun-
ciones y por la gran categoria matemdtica de la con-
tinuidad, fundamento de todas las grandes leyes de
la ciencia moderna. | |

En la obra domina, al menos asi creemos adivinar-
lo, un pensamiento fecundo, sobre el cual, para dar
por terminadas estas breves lineas, hemos de llamar
la atencidén de nuestros lectores.

Dicese comunmente que la ciencia es un encadena-
miento de verdades; una especie de andamiaje me-
diante el cual se va elevando el edificio cientifico; una
escala en la que para llegar 4 los Gltimos escalones
hay que pasar forzosamente por los primeros, y que
de este modo los teoremas se ordenan en varias series
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lineales que entre si se cruzan y enlazan. Esto es
cierto, esta es la ciencia en su origen; pero éste no es
el bello ideal de la ciencia. Uiencia en que para lle-
gar a4 un teorema, necesito pasar antes forzosamente
por una cadena de 200 teoremas;es ciencla que dista
mucho de su mds alto grado de perfeccion.

Demostrada quedara toda verdad matematica, 4 la
cual se llegue partiendo de axiomas, combinando ver-
dades ya probadas, y subiendo de una en otra; pero
s1 la serie es muy larga, si necesito alejarme mucho
de lo que es evidente por si, es decir, del axioma, sig-
no cierto serd esta laboriosa demostracion de que no
nos hemos elevado todavia & los grandes principios.
Por el contrario, 4 medida que para llegar 4 un teo-
rema la serie de los anteriores se vaya acortando, y
los eslabones vayan disminuyendo en nimero, la cien-
cla serd mas perfecta y las verdades mds claras y pa-
tentes, como que estardn mds cerca del origen, que es
el axioma, y el artificio de la demostracién, més na-
tural y sencillo, y los principios mds fecundos y mds
comprensivos, y la unidad de la ciencia mds alta y
rica en su contenido. _ |

En suma: la perfeccién suprema seria aquella en
_que la forma del artificio cientifico fuese la que sigue: -
los axiomas en el centro, los teoremas en la circunte-
rencia, y todo dispuesto de tal suerte que para llegar
& un teorema bastase combinar logicamente los axio-
mas centrales sin pasar por ninguno de los demds
teoremas: un centro de axiomas, radios de demostra-
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cion, circunferencia de verdades. Esta es la construc-
ci6n mds perfecta del saber humano, y cunanto més se
acercan 4 ella las ciencias mds perfectas son.

Asi nos agrada que en tan corto ntimero de pigi-
nas como la Aritmética universdl contiene, se traten
teorias que pasan por elevadas y trascendentales, de-
duciéndolas rapida é inmediatamente de los primeros
principios. En este caso se encuentra la teoria de los
~numeros primos, la de las congruencias, la de las de-
terminantes y otras varias.

Para que no se me acuse de parcial y se crea que
por el reclamo de Ja amistad omito censuras, alld va
una que se refiere 4 un concepto filoséfico, que para,
descargo de mi conciencia voy 4 rectificar. En la p4-
gina 4.%, cap. 4.°, dice Baltzer y han debido decir los
traductores para respetar el pensamiento del autor:
«El axioma es una afirmacién que se admite necesa-
riamente sin explicacién ni prueba, como resultado
de la experiencia.» Pues bien; yo niego y he negado
siempre, y aqui mi escriipulo y mi descargo, que los
axiomas matemdticos procedan de la experiencia, ni
siquiera como supone Spencer, dela experiencia acu-
mulada y* trasmitida. La experiencia serd la cause
determinante de su aparicion, como la chispa eléctri-
ca lo es de que el polvorin estalle; pero el polvorin
no es la vibracién eléctrica, ni su inmensa fuerza po-
tencial es la mezquina potencia de la corriente, ni la
fuerza légica, necesaria y universal, superior al tiem-
po y al espacio, del axioma, es lo contingente y cir-
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cunstancial de la experiencia que prueba para un
caso, que no prueba para todos.
Pero asunto es este que me llevaria muy lejos.
Dejando, pues, 4 salvo este insignificante escripu-
lo, en prueba de censor severisimo, termino consig-
nando pldcemes para el autor del libro y para sus in-

teligentes traductores. .
Jost ECHEGARAY
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PROLOGO DEL AUTOR

Esta sequnda parte de los ELEMENTOS DE MATE-
MATICAS consta de cuatro libros. El primero contiene
las cuatro especies (operaciones fundamentales) con
las cantidades literales; en el sequndo se estudia la
raiz cuadrada, con los ntimeros irracionales y com-
plejos; las potencias, las raices, los logaritmos y las
progresiones geométricas; el fercero comprende el
teorema vulgar del binomio, la combinatoria y sus
aplicaciones importantes, y el cuarto, las fracciones
continuas, la serie exponencial, la serie bindémica y
la serie logaritmica.

Todas estas materias se hallan, en general, agru-
padas conforme & un criterio cientifico; mas expues-
tas, sin embargo, con tal independencia, que los pro-
fesores que adopten esta obra para sus alumnos,
puedan ordenarlas con entera libertad, seglin sean
las condiciones de la ensenanza. Por la primera vez
deben explicarse solamente los primeros pdrrafos de
cada uno de los capitulos; prescindiendo de sus ulte-
riores desarrollos, hasta que luego se ofrezcan oca-
siones oportunas para hacerlo. No convendra comen-
zar el estudio del Algebra sino después de haber
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concluido el de la Aritmética universal; si bien pue-
den 1ntercalarse los capitulos de la una entre los de
la otra. A seguida de las cuatro operaciones funda
mentales, por ejemplo, podria explicarse la introduc-
cién al Algebra y las ecuaciones de primer grado;
detrds, la raiz cuadrada con las ecuaciones cuadriti-
cas y los sistemas de ecnaciones; seguidamente, las
potencias, las raices, los logaritmos y las progresio-
nes geomeétricas, con las ecuaciones trascendentes;
luego, la combinatoria; ete., etec. El método de un
libro de ensefianza debe patentizar aun exteriormente
el enlace cientifico de los asuntos separados en las
lecciones; mas evitando cuanto sea posible que el
procedimiento analitico de la exposiciéon oral quede
limitado por el plan sintético del libro.

Los teoremas, las denominaciones y las notaciones
0 simbolos van acompafiados de su historia en breves
palabras.




PARTE SEGUNDA

ARITMETICA UNIVERSAL

LIBRO PRIMERO

LAS CUATRO ESPECIES DE CALCULO LITERAL

I.—Nociones fundamentales.

1.. Dos cosas pueden compararse respecto de
su calidad y de su tamaiio. En vista de su calidad
se dicen: homogéneas, si entera 6 parcialmente pue-
de ser una de ellas sustituida por la otra; y /hetero-
géneas, si tal sustituciéon no fuere posible. Bajo el
concepto de su tamafio se llaman cantidades y
constituyen el objeto de las Ciencias matematicas.

Las cantidades homogéneas son iguales 6 des-
tgquales. De dos cantidades desiguales es mayor
aquella de la cual una parte es igual 4 la otra. Lia
afirmacion de que la cantidad 4 es igual 4 la can-
tidad B se llama igualdad (equatio) y se escribe
A =2B. Lias cantidades comparadas se llaman mzem-
bros (membra), de la izquierda y de la derecha, 0
sea, primero y segundo de la igualdad. Que la can-
tidad C es mayor que la cantidad D (D menor
que C) se expresa por la desigualdad C>D. Que
la cantidad C se halla entre los limites B y D, que
vale méis que aquél y menos que éste, se expresa
por la limetacion B<C<D.
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9. El conjunto de varias cosas homogeneas es
determinado por un ndmero. Lio que se repite va-
rias veces se llama wunidad; y esta unidad es uno,
sin inmediata determinacion (@nnominada, abstrac-
ta); 6 es una cantidad determinada (denominada,

concreta) como, por ejemplo: decena, docena, duro,
metro, grado, hora, etc., etc. Un numero es mayor
que otro cuando contiene mds unidades que este
otro. Lios nameros abstractos forman la serve nu-
mérica natural, ascendente hasta el infinito. Para
expresar los nimeros naturales con pocas palabras,
y escribirlos con pocos signos (cifras), han adopta-
do los pueblos civilizados el sistema decimal, con
arreglo al cual se consideran: diez unidades como
una decena; diez decenas como una centena; diez
centenas como un millar; mil millares como un
millén; un millén de millones como un billon; un
millén de billones como un trillén, ete., ete.

Los griegos, 4 la manera que los pueblos semiticos, designa-
ron las unidades, l1as decenas, las centenas, respectivamente, por
nueve letras de su alfabeto; los millares, por las letras 0 signos
de las unidades & los cuales ponian rayas; las decenas de mi-
llar, ete., ete., nuevamente por los signos de las unidades, de
las decenas, etc., & los cuales se dié sl nombre de miriadas.-Lis
divisién de los niimeros grandes en miriadas no se tuvo des-
pués en cuenta por los otros pueblos. Lios romanos designaban
nn wno, una decena. un c¢tento, un millar; y adem#as cineco
unos. cinco decenas, cinco centenas, por los signos de la escri-
tura que después no se diferenciaron de algunas letras del al-
fabeto comtin; cuatro y nueve unos los expresaban escribiendo
el uno delante del einco y del diez; etc., ete. '

Fetos modos de escribir fueron relegados al computo ecle-
sisstico desde el siglo x11, en que los arabes extendieron el gig-
tema indico, segin el cual las unidades se representan respec-
tivamente por su Bigno propio; las decenas, por su situacion 4
la izquierda de las unidades; las centenas, millares, ete., psor su
situacién & la izquierda de las decenas, de las centenas, ete.,
mediante la intervenciéon del décimo signo 0. Lias voces numé-
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ricas millén, billén, ... milliard (mil millones) son més nuevas.
La palabra millén significaba en el siglo xvi, vulgarmente, una
suma de dinero, un capital; con sentido abstracto no tuvo ca-
bida en los libros de calculo hasta el siglo xviir. Las palabras
milliard y billén aparecen en los libros franceses del siglo xvI.
(Véanse las consideraciones del autor en la Revista de Leip
z1g, 1865, y mis extensamente en la de 1871, pagina 617.)

3. TLios ntameros y sus combinaciones son ob-
jeto de la Aritmética. Practicar una combinacién
numérica (operar) se llama calcular. Para indicar
las operaciones que deben hacerse con los nume-
ros se usan determinados signos de cdlculo. Lios
nfimeros, en general, esto es, de conjunto indeter-
minado de unidades, son designados por 'las letras
{maytsculas, mindsculas, numeradas) del abeceda-

r10. Asi:
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Y de aqui que la Aritmética universal se llame
también Calculo literal (Arithmetica speciosa, uni-
versalis), en oposicion 4 la Doctrina vulgar del
cdleulo (Logistica, Aritmética numerosa) que es
una aplicacion de la primera. Lia Aritmética supe-
rior (Teoria de los nitmeros) comprende las propie-
dades de los ntmeros enteros y de las formas en-
teras,

"' Buclides design6 por rayas los nimeros generales y explicd
@or construcciones las combinaciones numéricas., Diofanto (en
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la segunda mitad del siglo 1v después de J. C.) represento6 las
cantidades indeterminadas por las primeras letras del alfabeto,
y estos signos numéricos se llamaron, hacia el principio de la
Edad media, numers cossict (cossa, cosa, chose) y posterior-
mente species. Principios més expresivos del Caleulo literal se
encuentran, después de la introduccion de los guarismos indi-
cos (Aritmeética vulgar ¢. XIV), en Regiomontano, 1460 (4l-
gorithmus demonstratus, Niirnberg, 1534. Véase Chasles
(Apergu historique)y Stifel (Ariihm, integra, 1544, f6lio 352)
y con méas extensiéon en Vieta, hacia la segunda mitad del si-
glo xvi),

4. Las leyes de las ciencias matematicas se
clasifican en Definictones, Teoremas 6 Axiomas.
La definicién opiop.o¢ se usa para la inteligencia de
un concepto complejo. Kl Teorema (dschomua,; pro-
positio) enlaza con una hipétesis (Yrddeotc) una
conclusién 6 afirmacion (désie). Bl Axioma (aélopa,
ley fundamental) es una afirmacién que se admite
necesariamente, sin explicaciéon ni prueba, como
resultado de la experiencia ({pumsipla). Lia renom-
brada exactitud de las ciencias mateméticas estriba
en que necesitan muy pocos axiomas, y en que sus
teoremas pueden ser (l6gicamente) demostrados,
y probados {(empiricamente). Lia demostracién
(amddetEre, demonstratio) sera directa cuando de la
hipotesis se deduzcea la conclusion; indirecta (apa-
gogica, araywyr, deductio ad absurdum) cuando de
la negacion de la conclusion se deduzeca la nega-
cién de la hipotesis. El razonamiento matemadtico
(ovhhoytop.oe, silogismo) consta de premisas y con-
clusion. Asi son silogismos los siguientes: si 4—=DB
y B=C (premasse) es A=C (conclusio); si es A=B
y B=>C sera A>C; cosas iguales aumentadas 6
disminuidas igualmente permanecen iguales. To-
das estas proposiciones se desprenden del concepto
de igualdad (1). Segun estos modelos, se ha procu-
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rado desde Aristoteles ampliar el niimero de los
silogismos con aplicacion 4 otras esferas del saber

(Libgica). ' |
Prescindiendo de estas conclusiones que se de-
rivan del concepto de igualdad, no necesita la pri-
mera parte de las Ciencias matemdticas (Aritme-
tica, Algebra, Andlisis) ningtin axioma; mientras
que las partes sucesivas (Geometria y Mecéanica)
exigen para su fundamento algunos axiomas.

En las antiguas publicaciones se llamaba corolario un teo-
rema subordinado 4 otro y que se deducia de éste facilmente;
lema (por )apéavw), uD teoremsa, correspondiente & otra serie,
que ge anteponia & otro teorema méas comprensivo 0 general
para fundamentarlo 6 demostrarlo.

II.— La suma.
mEIS— 1 y 7.) (*)

5. La suma de dos ntimeros se efecta median-
te la reunion (adicion) con el primero de las uni-
dades del segundo. Uno y otro numero se llaman
términos (termint, termes) de la suma, 0 sumandos.
Lia suma de los nameros a y b se escribe a0, y
se lee @ més b. ’

6. Lios términos de vna suma deben ser homo-
géneos; y la suma es homogénea asimismo con sus
términos.

7. El orden de los términos de una suma es
arbitrario. Asi;

A= 0—"1a

a+b+4c=b+a+c=a+c+0b.

(*) Estas citas se rsfieren & la coleccién de problemas por
Heis, cuya traduceién espafiola vera pronto la luz publica.
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~ Pues una fila de ¢ unidades, 4 la cual se agrega
ofra de b unidades, 4 saber:

10414164 110414764 410

es lo mismo, contando desde el fin, que una fila
de b unldadea con la cual se junta otra de @ uni-
dades.

La suma a-+0-+c¢ no sélo expresa la suma de
los términos a—+0b y ¢, sino también la de los tér-
minos a y b+c; y es, por consecuencia, de igual
sentido y valor que b+a-+c¢ y que a-+c—+b. Dado
6 establecido un orden en los sumandos, pueden
permutarse los inmediatos y deducir asi todas sus
coordinaciones posibles.

III.—EI] producto.
(HEIS — 3 y 15, 8 y 16.)

8. Sellama producto la suma de términos igua-
les. Hl término repetidas veces sumado se llama
multiplicando; el numero de los términos iguales
se denomina multiplicador. Kl producto de los na-
meros a y b, esto es, la suma de b términos iguales
todos al a, se expresa por ab, 6 por a.b, 6 por a—+-b;
y se lee: a multiplicado por b 0 b veces a.

Kl signo de la multlphcacmn no puede faltar
cuando el multiplicador sea un ntimero ordinario,
0 un guarismo. Asi:

a.2—a-+ta
a.s—a-+a+a
ab=a*4+al?+-a3f .. .4 q®

9. . El multiplicador es siempre abstracto 6 in-
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nominado; el producto es homogéneo con el mul-
tiplicando (6). |

- (1) Multiplicando y multiplicador pueden per-
mutarse sin que se altere el producto, y por eso se
llaman ambos, factores del mismo. El orden de los
factores de un producto es arbitrario. Asi.

ab=ba
abe=lbae—=aech=...
5X3=14+1414141=8X%5
14+-14+14141
14+1+14141

Pues 3 filas con 5 unidades cada nna significan
lo mismo, miradas de alto 4 abajo, que 5 columnas
con 3 unidades cada una. Y también ¢ filas, con b
términos iguales al @ cada una, equivalen a b co-
lumnas, con ¢ términos a cada una; y contienen,
entre unas y otras, filas y columnas, bc términos (7).

Ordinariamente se escribe 2a, 3a,... en lugar de
a.2, a.3,...; de modo que 5a=2a+3a... etc. Para
multiplicar por ba se puede multiplicar primera-
mente por b y el producto resultante por a. Asi se
halla: 3a. 20=06ab, etc. -

Si el producto de n factores es independiente del orden de
éstos, el producto de n--1 factores lo serd tambien. Designe-
mos por a, b, ¢, d, ¢... estos n-}-1 factores. Para reducir el pro-
ducto de estos n-+-1 factores al producto de n factores, basta
reunir dos factores cualesquiera en un producto. Segun esto,
resultan iguales productos de los sistemas siguientes de fac-
tores: |

ab, ¢, d, e.. y abe, d, €.
ac, b, d, e.. acb, d, e...
a, b, ed,e.. ab, cd, e...
ab, e, d, 8... ab, ed, é..



Ahora bien, 81 acb=abe, todos estos productos de n factores
coinciden, y el producto de n-1 factores sera independiente
del orden en que la operacién se verifique. Mas esta indepen-
dencia existe realmente demostrada para 3 factores: luego exis-
tira para 4, para 5,... y para cualquier nimero de factores. (Dz-
richlet-Zahlen-Theorie von Dedekind § 2.)

"

IV.—La potencia.
(HEIS—5.)

11. Se llama potencia el producto de factores
iguales. El factor repetido varias veces se llama
dignando; el numero de los factores iguales, expo-
nente. Dignando, exponente y potencia sblo pue-
den ser abstractos 6 innominados. Lia potencia 5%
de a, esto es, el producto de b factores iguales al a,
se expresa por a®, y se lee: a elevado 4 b (a poten-
ctado por b). Lia primera potencia de un namero es
él mismo; la segunda potencia de un numero se
llama su cuadrado; la tercera, su cubo; la cuarta,
su bicuadrado. Se llama ceficiente de una potencia
todo factor de esta potencia, que sea independien-
te del dignando, 6 todo producto de semejantes fac-
tores.

af =aa, a® =aaq, a° =a*a=a’a’
a® =ala'?al®...... a®
3a.2a=6a?; 2ab?. Ta?b® =14a3b°; a® a=ab--1.
Dignando y exponente, en general, no pueden

permutarse. Se verifica, es cierto, la igualdad 2!=
4? ; pero no esta otra: 23 =37 , ete.
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V.—Las operaciones indirectas (inversas).
(EEIS—2, 4, 41 y 56.)

12. Dados, la suma y un término de la misma,
puede determinarse el otro término, sumando con
el término conocido un término suficiente (dife-
rencia).

13. Dados, el producto y un factor, puede de-
terminarse el otro factor multiplicando el factor co-
nocido por un factor suficiente (cociente).

14. Dados, la potencia y el exponente, puede
determinarse el dignando, elevando al exponente
conocido un numero suficiente (raz).

Dados, la potencia y el dignando, pueden deter-
minarse el exponente, elevando el dignando 4 un
namero suficiente (logaritmo).

En la elevacion 4 potencias (potenciacion), se
fundan dos operaciones indirectas ¢ inversas, por-
que no son conmutables el dignado y el exponente.

VI.—Las férmulas.
(HEIS—6.)

16. Férmula (formula, forma) es un conjunto
de niimeros enlazados mediante los signos del cal-

culo. Por ejemplo: a+b, ab, a®. Un producto (0
potencia) se llama monomio (mononomvum, abre-

‘viadamente monomiwm); una suma, segin el nu-
mero de sus términos, se denomina binomuo, tri-

nomio,... polinomso (binomium, trimomium jolyno-
mium,). |
16. TLas formulas, 4 su vez, como las letras pue-
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den ser ligadas mediante los signos del célculo, y
para ello se encierran en paréntesis (mopev-deaLs).
Los paréntesis suelen ser de diferentes formas. Hl
paréntesis es inatil cuando haya que sumar 6 ana-
dir una suma, 6 que multiplicar un producto. (7 y

10.) Asi:
a—-+(b4c)=a+b-+c, (ab)e=a(bc)=abc

En Euclides, X-87, se designa la férmula a- 4/b como cons-
tituida 2 800 dvopatwy (ex binis nominibus); y de alli viene la
palabra binomio cuyo sentido més particular lo recibi6 en el
siglo xviu. Las voces uninomio y multinomio no han logrado
naturalizarse. Vieta (1580) trazé lineas sobre los términos per-
tenecientes 4 una forma, como hoy se usan en las raices de los
polinomios. El uso de los paréntesis, que comenzé en el siglo
xvit (Kliigel-math, w. I, p. 52), se generalizé en el siguiente.
Los signos hoy usados se introdujeron después de la invencion
de las letrags de imprenta. El signo de igualdad (=) que em-
pleé Recorde primeramente en 1552 (Kliigel math. w. 1, p. 42),
no se extendidé hasta 100 afios después. El signo de desigual-
dad (<) aparece 4 principios del siglo xvir en Jlarriot (A ligel-
I, p. 50). Las palabras plus y minus se expresaron en ltalia y
Francia por sus iniciales p y 7, mas aparecen ya representa-
das por los signos + y — en Alemania en la segunda mitad
del siglo xv. (Drobisch de Widmanni compendio edito 1849,
parrafo 20.) Estos signos, sin embargo, no pueden atribuirse 4
ningin inventor en particular, siendo lo més probable que pro-
vengan de las letras p y m deformadas. Otro punto de vista
acerca del origen de estos signos expresd Morgan. (Athencum
n. 1931 p. 565-1864 Oct. 29.)

Lia union de las factores de un producto sin gigno alguno de
céleulo U operatorio se encuentra en Stiefel (Arivthm., 1544,
félio 225); el signo de multiplicacién (X ), en Qughired (Cla-
w18 math. 1681); el punto (.) en Letbniz hacia la segunda mi-
tad del siglo xvi1. En Diofanto y sus sucesores se encuentra la
palabra og:dpbc, 7es, cosw, radix, para designar un numero in-
determinado (inc6gnita); su segunda potencia, la llamaban
BUvag, potentia; potestas, census, censo, por consecuencia del
uso antiguo de las voces 8Uvapis, Sdvagdut (Buel. Ki. X), su ter-
cera potencia la llamaban xVfog, cubus. Lias potencias superio-
res tenian nombres compuestos §lvapo-8Uvape: ete., ete.
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. El nombre dignitas fué empleado por Bombelli (1572), mien-.
tras que Vieta vulgarizaba los de potestas y coefficiens. La.
notacion de las potencias fué preparada por Stiefel que eseri-
bié sobre los términos de la serie 1, 1A, 1AA,1AAA..., lo8 nu-
meros 0, 1, 2, 8... & los cuales di6 el nombre de exponentes.

(Arithm. f6l. 250 y en la edicién de Christ. Rudolff. Coss.,
1518 fol. 62.) Después que Stevin, 1585 (Klugel, math., w. 1,
phAgina 48), hubo introducido las denominaciones de las poten-
cias segun sus exponentes, fué extendido el uso de la designa-.
ci6bn actual de las potencias por Herigogne (Cursus math.,

Paris, 1684) y por Descartes, en 1647.

VII.—La diferencia.
(HEIS—2.)

17. La diferencia de dos nameros es otro nu-
mero que, sumado con el segundo de aquéllos, da.
el primero. El primer nimero se llama munuendo,
el segundo, sustraendo; y, por lo tanto:

Diferencia + Sustraendo = Minuendo.

Lia diferencia entre a y b se designa por a—b, y
se lee: @ menos b. El calculo de una diferencia se-
denomina sustraccion, y se efectiia descontando del
minuendo las unidades del sustraendo. Para com-
probar una diferencia se suma ésta con el sustraen-.
do, y la suma se compara con el minuendo al cual
debe ser igual. Particularmente es: a-b—b=a;
a b+ c+d—(c+d) =a-+b; ba—3a=~2a, etc. De la.

‘limitacién a<<x<<b se desprende que z—a<b—a.

18. Minuendo y sustraendo no pueden ser sino
homogéneos; la diferencia es homogénea con ellos,
y expresa cudnto mayor es el minuendo que el sus-
traendo. -

19. Si el minuendo y el sustraendo son iguales,
la diferencia es 0 (ziphra, cero). Cuando el minuen-
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do sea menor que el sustraendo, podrd expresarse
la diferencia en forma de un sustraendo (sin mi-
nuendo). Asi:

T—7=0

T—8=—1

1—99—=—2
a—(a+c)=-—c
a—b—=——(b—a);

porque de a sélo puede sustraerse a, y queda por
sustraer todavia b—a.

Para hacer practicables todas las sustracciones
sin excepcion, se prolonga por bajo del cero la serie
de los nameros naturales, mediante otros nimeros
que llevan delante el signo de sustraendos (—) y el
nombre de negattvos, mientras que 4 los nimeros
naturales, para significar su posicion 4 los altimos,
se antepone el signo de la adicién () y se les da
el nombre de positzvos. Lia nueva doble serie es
como sigue:

DR UG R () O e e N (O

Lios ntimeros negativos estan compuestos por la
unidad negativa del mismo modo que lo estan los
positivos de la unidad positiva. Lia diferencia a—b
- se hallard contando desde el O hacia la derecha a
términos en la serie escrita, y desde alli retroce-
diendo 6 contando b términos hacia la izquierda..

Lios numeros positivos estan sobre el ¢ero, valen
mds que cero; de los negativos se dice que valen
menos que cero, en virtud de que una diferencia dis-
minuye cuando su sustraendo aumenta. Y de aqui
que las diferencias

7—6, 1—7, 7T—S8..,




formen una serie de términos cada vez menores, 0
decreciente. De la premisa —5<0 se desprende,
‘mediante la adicién de 5 unidades, la conclusién
exacta 0<5. b 5

20. Una diferencia puede considerarse como
una suma de la cual es un sumando negativo (un
sustraendo). De este modo el binomio a-(—b) se
define 6 explica por la diferencia a—b que tiene
el mismo valor que —b--a; porque —b—+a—+b=—
—b—+b4-a=a.

Dos nimeros se denominan wgualmente opuestos,
cuando el uno de ellos comprende tantas unidades
negativas como positivas contiene el otro; y, por
consecuencia, su suma es cero. Asi 1y —1,¢c y
—¢, a—b y b—a ¢ a—-+b, son igualmente
opuestos.

Dos cantidades se dicen opuestas cuando la una
es igualmente opuesta 4 una parte de la otra; y,
por consecuencia, su suma, formada por sustrac-
cién, es menor que la mayor de ambas. Tales son:
un namero positivo y otro megativo (de signos
opuestos); haber y deber; ganancia y pérdida;
avance y retroceso; subida y bajada; aceleracion y
retardacion; repulsion y atraccién; presion y es-
pansion, etc. Quien tiene a pesos y debe b, tiene
a—>b pesos de haber, 6 sea: a—b pesos de efectivo
haber, cuando a—b es positiva; ningin haber,
cuando a—»>b sea cero; 6 b—a de deuda, cuando
a—>b sea negativa.

Lias deudas pueden, de consiguiente, considerar-
se en los calculos como haberes negativos; y los
haberes, reciprocamente, como deudas negativas.

Un punto, distante de un punto fijo a—b me-
tros, caera realmente delante del punto fijo, sobre
este mismo punto, 6 detrds, segin que a—b sea
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positiva, nula, 0 negativa. El avance negativo es
retroceso, etc., etc.

VIII.—Suma y diferencia de polinomios.
(HEIS—8 y 13.)

91. Para sustraer un nimero de una sumsa se
sustrae de uno de los términos de dicha suma.

a+b—c=a-+(b—c)=a—c—+D>.

Demostracion. — Aniadiendo al polinomio a—-
(b—c¢), 06 al a—c-b, el sustraendo ¢ (para lo cual
se comienza (7) por b—c—+¢=b, 6 por a—c-+c=a)
se obtiene el minuendo a—-b (17).

REﬂiprﬂuamente se agrega una diferencia aia-
diendo el minuendo y restaudo el sustraendo, en
un orden cualquiera.

22. Para sustraer una suma se sustraen sus
términos uno 4 uno. Para sustraer una diferencia
se sustrae el minuendo y se anade el sustraendo.

—(b4-c)=a—b—c
a-—(b—c)=a—b-c

Demostracion.— Afiadiendo al resto a—b—c el
sustraendo b—+-c¢, se obtiene el minuendo a; pues,
afiadiendo primeramente el término ¢ se halla
a—b—c—+c=a—0>b; y aiiadiendo después el otro
término b, se halla a—b--b=a.

Si al resto a—0-+c¢ se afniade el sustraendo b—c
(para lo cual (21), se sustrae primeramente ¢ y des-
pués se aflade b) se obtiene a, que es el minuendo.

Por lo tanto:

—4a+Ta=3a; — ba+2a=—3a; —4a—3a=—"Ta
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23  Para afiadir un polinomio (suma 6 agrega-
do de términos positivos y negativos) se afiaden,
en un orden cualquiera, cada uno de sus términos,
sin cambiar los signos. Para sustraer un polinomio
se anaden sus términos uno 4 uno, con sus signos
cambiados (los positivos con el signo — y los nega-
tivos con el signo ).

a+(b—c+d)=a-+(b—c)+d=a—+b—c+d (21).

Para indicar la suma de un polinomio con un
numero no hay necesidad de incluirlo en un parén-
tesis. Lo contrario sucede cuando se trata de sus-
traer un polinomio de un namero. Asi (22):

a—(b—c+d)=a—(b—c¢)—d=a—b-+}c—d.

Al binomio (suma) se oponia antiguamente el drotous, rect-
sum, restduwm (diferencia); las diferencias se distinguian en
excesos y defectos. Desaparecid esta distincién con los nime-
ros negativos, cuya existencia data del siglo xvi, coincidiendo
casi con la introduccion de las letras del alfabeto en los edlcu-
los, y cuyo uso ya fué generalizado en el siglo xvir. (Kliigel,
math., w. L, parrafos 30 y siguientes). Lias expresiones, nume-
rus verus y fictus (falsus) fueron empleadas por Cardan y
otros, y las denominaciones, positivo y negativo, por Vieta.
Segun este autor, agregado significa una suma de términos
positivos solamente. Lia designacion, mediante una misma le-
tra, de un valor positivo 0 negativo, pertenece a Descaries
(Geom, 1687); y de la utilidad de semejante notacién habld
expresamente Newton & Leitbniz. (Carta de 24 ostubre 1676).

_ IX.—Producto de polinomios.
(HIES -—14 y 16.)

24, Para multiplicar un polinomio se multipli-
can, uno'4 uno, todos sus términos.

(a—Db-+c)m=am=—bm-+cm,
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Demostracion.—Iia suma de m términos, iguales
todos al (a—b--c), tiene m términos iguales al a;
m términos iguales al —b; m términos iguales al ¢
(8 y 23).

95. Para multiplicar por un polinomio se mul-
tiplica por cada uno de sus términos. Cada uno de
los productos parciales tendrd el signo del término
por el que se multiplica.

Demostracion. m(a—b-+c)=(a —b+c)m  (10)
—am—bm-+tcm (24)
—ma—mb-+mec

Nora. Un multiplicador no puede ser por si
mismo positivo ni negativo (9). Multiplicar por un
ntimero, positivo 6 negativo, es un modo abrevia-
do de decir lo que mas claramente se expresa de
este otro: multiplicar por un namero (incalificado,
absoluto) y afiadir 6 sustraer el producto resultante.

26. Para multiplicar un polinomio por otro po-
linomio, se multiplican cada uno de los términos
del uno por cada uno de los términos del otro. Fac-
tores de signo idéntico dan productos positivos; .
factores de signos opuestos dan productos nega-
tivos. (*)

Demostr.: (a—b) (c—d)=(a—b)c—(a—Db)d (25)
—ac—bc—(ad—bd) (24)
—ac—bc—ad-+bd (22)

S

Los productos +-ac, —be, —_'ad, +bd, provienen

(¥*) Esta regla se aplicaba ya en la antigiiedad por Dzofan-
to al menos. (Arithm. I, def 9.) Se deduce de los Elementos
de Fuclides 11.
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de las multiplicaciones de -+a por 4-¢, de—b por
-+c¢, de 4+a por—d, y de—b por—d (25 Nota).

KEn conformidad con la regla aplicada 4 los sig-
nos de los productos, se halla también el siguiente:

(a—0b) (¢ —d)=—(b—a) (c—4d)
=—(a—"b) (d—c)
=(b—a) (d—c¢)

Son dignos de menciéon ademas:

(a+b) (c+d)+-(a—b) (c—d)=2ac—+-2bd
(a4 b) (c+d)—(a—Db) (¢c—d)=2ad—+ 2bc

27. Reciprocamente: los términos de un polino-
mio, que sean productos con un factor comiin, pue-
den reunirse escribiendo delante de un paréntesis
el factor comtn, y dentro del mismo los factores no
comunes: con los signos de los términos que los
contienen, 6 con signos opuestos, segun que el fac-
tor comun, separado, tenga el signo +, 6 el signo- —.

Asi:

| - a+bd —cd=a+d(b—c)—a—d(— b—+c)
ac—bc—da-+bd=c (a—b)—d (a—b)—=(a—D>) (c—d)

Cuando dos polinomios estan ordenados segln
las potencias decrecientes de una letra, puede su
producto hallarse bajo la misma forma de un po-
linomio ordenado segln las potencias decrecientes
‘de la mencionada letra. Asi:
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(az® 4+ bz ® +cx4d) (fr®+geth)=
—afz’ +bfrt +cfed +dfz?
+agxt-+bgx® 4+ cgr? +dgx

+ahzd+bhx?+chx-+dh
—afz®+(bf +-ag)z* +(cf+bg +-ah)z’
+(df+cg+bh)x? +(dg+ch)x+dh.

Este ejemplo ensefla 4 multiplicar nameros de-
cimales de varias cifras; porque az®-+-bzx?-cx+d
representa un numero decimal, cuando z=10, y
las letras a, b, ¢, d, son cifras de la gerie 0, 1, 2..... 9.

98. Merecen notarse los siguientes ejemplos.

I. (a+b)2=a?+2ab+b? .
.(a"b)g:(ﬂ+b)2(a-}--b):a.3 +8a2b+3ab2+4-b5
g ({1——'6)4:{144—4@3]3_%__.6&2 b.‘?!__!__,é‘!:abﬁ_]lmbfl

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

El desarrollo de las potencias de (a—0b) se dedu-
ce de los anteriores, cambiando b en —b: con lo
cual 52,b%... no mudan de signo, y las potencias
impares b°,b°... se hacen negativas, presentando
los desarrollos correspondientes sus términos con
signos alternados.

IT. (a+-b+e)?=a?-+b?—+o? +2ab-+2ac+2be.

El cuadrado de un polinomio consta de la suma
de los cuadrados de sus términos y de los duplos
de los productos de estos términos de dos en dos.
El signo de estos duplos estd determinado por los
signos de sus dos términos constitutivos (26).
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L. (a4-b) (a—b)—a®—b?

(a*
(@’

+ab-+0%)

(a—b)=—=a®—b?

+atbtab?—+b?) (a—b)=at —b*

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Clambiando b en—>b se obtienen:

(a—0b) (a+b)=a?—b?
(a?—ab+b%) (a+b)=a®+4-b?
(a®—a?b+ab?2—b?) (a+b)=a*—b*

......................................................

IV. Haciendo z+y==u, xy=m0, se hallan:

o?-t+y? =u?—2

23 4y 8 —u?

264y —ub

— UV

— 4y 204+202
—Budv-+-5uv?
——ButvdL9uv2—2?

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Puesto que:

x?+y2=—=(x+y) (x+y)—2ry

23 -

_yg :-:(£ 3._

rtyt=(x?-

-y ?) (e4y)—(z+y)zy

-y?) (@ty)—@'tyt ey

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Férmulas semejantes se obtienen cuando se cam-
bia y en—y, con lo cual también se cambia v en—v.



TS 1 s

(a*-+-nbd*) (a24nd’)=(aa, +nbbd,)*
+ﬂ(ab:_ﬂib)2
(@*+ b2 +c*+4-d*) (@2+b2+c +d )=
(aa-}-bb,+-cc,+dd,) * +(ab,—a b-}-cd,—c,d)? |
+(ac,—a,c+db,—d,b) *+(ad,—a,d+bc,—b,c)?

Estos productos tienen la misma forma que sus
factores.

X .—EIl cociente.

(HEIS 17 y 20.)

29. Kl cociente de dos niimeros es otro nume-
ro que, multiplicado por el segundo de aquellos,
produce el primero. Este primer numero se llama
dvvidendo, y el segundo divisor; de modo que:

Cociente X Divisor=—=Dividendo.

a

El cociente de a por b se Elesigna pory 60 a: b (*)

y se lee: @ dividido por b; 0 se dice la razon de a
con b; 60 b en a. Kl calculo de un cociente se llama
divisién. Para formar el coclente a : b se comparan
con el dividendo los multiplos b, 26, 3b... del divi-

(%) Acerca de la notacién griega de los quebrados, véase
Nesselmann-Historia del Algebra, p. 114. La raya aparece si-
multdneamente con las cifras indicas y se halla ya en Leonar-
do de Pisa. (Laber abaci fol. 11.) El ¢blon se usaba como sig-
no de separacion 6 diéresis entre los ingleses, en el siglo xvi1;
pero gu empleo actual data de Leibniz. El signo de Pell +— que
debia posponerse al dividendo, aparece en Inglaterra en el si-
- glo xvir. |
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sor. Para comprobar el cociente se multiplica por
el divisor y el producto se compara con el dividen-
do. Son casos particulares:

3

a b bed o
_:1; EI“:{I:. o mﬂb; g —a

a b cd a’

2

30. Cuando el dividendo es conecreto, el divisor
debe ser abstracto @ homogéneo con el dividendo.
En el primer caso, sera el cociente la parte alicuo-
ta del dividendo que exprese 6 denomine el divi-
sor, y, por consecuencia, homogéneo con el divi-
dendo;en el segundo, el cociente sera la razon (hoyog,
ratio, proportio, rapport) del dividendo al divisor,
esto es: el nimero (abstracto, innominado) que ex-
presa cudntas veces el divisor se halla contenido en
el dividendo, cudntas veces tan grande como el di-
visor es el dividendo. ,

98 pesos: 4=7 pesos; porque 7 pesos X 4=28 pe-
sos; la cuarta parte de 28 pesos son 7 pesos.

98 pesos: 4 pesos="T; porque cuatro pesos X 7=
28 pesos; la razon de 28 pesos 4 4 pesos es 7; esto
es, 4 pesos se hallan contenidos 7 vecés en 28 pe-
sos; 6 bien: 28 pesos son 7 veces tan grandes como
4 pesos.

Cuando @ y bson abstractos, el cociente a : b ex-
presa lo mismo la 5% parte de a que la razon de a
con b.

31. Si el dividendo a no es igual 4 un maltiplo
del divisor b, el cociente @ : b no podra expresarse
exactamente, sino meramente por limitacion, me-
diante los nimeros naturales. Asi:

QA o 4
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KEs decir, que el cociente 22 : 7 se halla compren-
dido entre 3 y 4; porque 22 lo estd entre 3.7y 4.7

Siel dividendo a esta comprendido entre los limi-
tes bz y b(x+1), el cociente a : b lo estard entre x
y 2-+1; y entonces se llama z el néimero entero del
coclente a : b; y la diferencia a—bzx, el resto de estn
division. Cuando a se halle mas proximo 4 b(z—+1)
que 4 bz, el cociente se aproximard mas 4z-1 que
a x; y tomando entonces z—1 por el entero mas
aproximado del cociente, el nimero negativo a—»0b
(z+-1) sera el resto minvmo de la division. Si el res-
to es cero, serda x el cociente exacto, y entonces se
dice que a es divistble por b (sin resto).

En general, si a=bz+y, puede considerarse z
como el numero entero del cociente, é y como el
resto de la divisidn a : b.

32. Para efectuar todas las divisiones, sin ex-
cepcion, se considera dividida la unidad (de la cual
son multiplos los nimeros naturales) en tantas
partes iguales como expresa el divisor. Una de es-

1 = - L]
tas partes - se llama unidad fraccionaria; un con-

junto de ellas, nidmero fraccionario, 6 quebrado
(fractio). Kl nimero de unidades fraccionarias de
un quebrado se llama numerador (numerator); el
numero de partes en quela unidad natural esta di-
vidida, se llama denominador (denominator) del
quebrado. in oposicion a los quebrados, los name-
ros naturales se llaman enteros (integer). Lia suma,
de un entero y un quebrado se llama nimero mizto.

Todo cociente puede representarse como un que-
brado cuyo denominador es el divisor y cuyo nu-
merador es el dividendo. Asi:

a 1
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] » - ® L L] 1] 1
(Es supérflo incluir la unidad fraccionaria -~ en

b
un paréntesis.) Pues multiplicando % a por el divi-

sor b (para lo cual se comienza por % b—=1) se ob-

tiene el dividendo a.

El quebrado se denomina wmpropto cuando su
numerador es un mualtiplo de su denominador; puro
(genuinus) cuando su numerador es menor que su
denominador; espurio (spurius) cuando su numera-
dor es mayor que su denominador y no es impro-
pio. El quebrado impropio es igual 4 un numero
entero; el puro, menor que 1; el espurio, mayor
que 1.

XI.—Cociente de productos.

(HEIS-21, 22, 18, 23 y 24.)

33. Para dividir por un producto se divide su-
ceslvamente por sus factores.

a 4] a

T e ey : b
Demostracion. — Multiplicando el cociente % 16
por el divisor b¢ (para lo cual se multiplica % B

por ¢ y el producto resultante {; por b (10) se obtie-

ne el dividendo a (29). El mismo se obtiene multi-

plicando j : b por b,y el producto por c.
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Reciprocamente: para dividir un quebrado se
multiplica su denominador.

34. El valor de un quebrado permanece inalte-
rable, aun cuando se multipliquen sus dos térmi-
nos por un mismo namero, 6 se dividan por un
mismo divisor.

.....

Demostraciom.
am am ey
—=—1Db(33) ==
bm m b
a:n  (a:m)n a

e
s —— rr m—— .

b:n (G:m)n b

35. Para dividir un producto se divide un fac-
tor del mismo.

Demostracion.—Multiplicando % b por el divi-

sor ¢ (esto es, multiplicando % por ¢,y el producto

resultante por 0) se obtiene ab que es el dividendo.
El mismo se obtiene multiplicando i a por ¢ (es-
to es,% por ¢ y el producto por a.)
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Reciprocamente: para multiplicar un quebrado
se multiplica un numerador.

36. Se dice abreviadamente multiplicar por un
quebrado, en vezde decir multiplicar por su nume-
rador y dividir por su denomenador, siendo el orden
de estas operaciones arbitrario. Multiplicar, pues,

s il
por — serd tomar b veces la ¢* parte, 6 dividir por

¢ el b-plo (multiplo b). Asi:

Bt ab b
=== —q
c ¢ C e

Lias tres ultimas formas coinciden, segun (35).

Un multiplicador no puede ser en si fracciona-
rio (9). El orden de los factores de un producto es
arbitrario, aunque sean aquéllos quebrados.

37. Para multiplicar un quebrado por otro que-
brado, se multiplican numerador por numerador y
denominador por denominador. -

Demostracion.
ac a a et
% g (—b-c) . d (36); pero e £35) y
ac

ac
5 d::'b_d (33). Liuego eftc.

38. Para dividir por un quebrado se multiplica
por el quebrado reciproco (invertido) que resulta
de cambiar el numerador en denominador.
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o b=le

. - — E)
Demostracion.—Multiplicando el cociente a-—z—
por el divisor -S(SGJ se Dbti*ﬁue—{%:- (87) = a que es

el dividendo.

39. Dos ntimeros se dicen reciprocos; el uno re-
ciproco del otro, cuando su producto es 1. Se de-
terminard uno de ellos, dividiendo 1 por el otro.

Son reciprocos a y = —E—y-ﬂ—b. Il reciproco deun

a 2
quebrado puro es un quebrado espurio. Pequeiiez
y grandeza, lentitud y celeridad, aproximacién y
alejamiento, pueden considerarse como reciprocas.
Decir que 4 es n veces tan pequeflo, se halla n ve-

ces tan proximo, es n veces tan lento, como B, vale

L] 1
tanto como decir que 4 es ~ veces tan grande (la
1 : 1
n® parte), se halla —- veces tan lejano, es- veces tan
7

veloz como B.

40. I. Si permaneciendo constante el numera-
dor de un quebrado, el denominador crece lo sufi-
ciente, el quebrado disminuird lo suficiente para
ser menor que todo namero dado. Cuando el deno-
minador llegue 4 ser infinitamente grande ( oo se-
gun Wallis y otros), esto es, mayor que todo ni-
mero, el quebrado alcanzard el limite (Zimes) 0.

II. Si permaneciendo invariable el numerador
de un quebrado, el denominador desaparece; esto
es, disminuye progresivamente hasta llegar 4 0, el
quebrado llegard al infinito. Porque la division por
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un quebrado puro es multiplicacién por un quebra-
do espurio (38). |

III. Si numerador y denominador de un que-
brado desaparecen 6 se hacen infinitos simultdnea-
mente, 6 si de los factores de un producto el uno
se anula y el otro se hace infinito; el quebrado y el
producto serdn, en general, indeterminados. Por-
que existe un nimero indeterminado de valores di-
ferentes que, multiplicados por un factor evanes-
cente, se anulan 6 desaparecen; y la multiplicacion
por un numero, creciente sin fin, vale tanto como
la division por un nimero, sin fin menguante. Pero
cuando los términos de un quebrado 0 los factores
de un producto reciben los valores particulares ex-
presados por haber atribuido un valor particular 4
alguna letra que en ellos existe, puede determinar-
se el limite que alcanzaran el quebrado, 6 el pro-
dacto, en cada caso particular dado. Tal sucede con
el quebrado.

a? — b2

e —b

que se convierte en -~ haciendoen él b=a: en cuya
hipétesis, como a? —b* =(a—>b) (a4-b), es

e
- ‘ —a1-0=2a
a — b

IV. Sipermaneciendo invariable el dignando,
el exponente de una potencia llega hasta el infini-
to, la potencia alcanzard el limite co 6 el limite O,
segiin que el dignando sea mayor 6 menor que 1.

Demostracion.—Segun lo explicado (28).

a*—1 = (a*14a"?+...+a+1) (a—1).
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En el supuesto de ser a>1, serd a? >1, a3 >1..,
etc.; y por lo tanto, a®'+-a*~2+...a+1>n y con-
‘siguientemente:

a”>14+n(a—1)

Ahora bien: creciendo suficientemente n, el pro-
ducto n (a—1) y la potencia a”, por consecuencia,
sobrepujardn a4 todo,nimero dado. Por el contra-

r10, la potencia
| R S
(o) =a @7

)

por lo que acabamos de decir, menguard indefini-
damente, si asi aumenta n. '

~ V. Biel exponente de una potencia llega al in-
finito mientras el dignando alcanza el limite 1, la
potencia puede alcanzar 4 limites diferentes de o

y de O, que son calculables para cada caso particu-
lar (XXXI).

XII.—Cociente de polinomios.
(HEIS—19, 25 y 26.)

41. Para dividir un polinomio se dividen cada
uno de sus términos.
a—b+e a b e

e

d 8 ol

Demostracion.—Multiplicando el cociente por el
divisor, se obtiene

C

*q d+ —d=a—b-+c

b
d a da
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que es el dividendo

Nora, —a a a

—a a.a—b - b—a

—b b e—d  d—c

Se demuestran (26) multiplicando los cocientes
por el divisor.

g g i ab
El limite &4 que llega el quebrado = +€en el su-

puesto que b se haga infinito, se obtiene dividien-
do por b sus dos términos. En efecto, segun (34).

ab a

TET '{;’+1

Haciéndose, pues, b infinito, desaparece el que-
brado 2—(40); y el propuesto recibe 6 adquiere el

valor a.
Del mismo modo se obtiene para el quebrado

a—+bx -+ cx’
f+gx—+hx?

C

,
dividiendo por z* sus des términos.

A —} -
Para — iy en el supuesto a—1, se obtiene el
(L "

valor n (40 y IV).

el limite ~ en el supuesto de hacerse z infinito,
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42. Reciprocamente: quebrados con idénticos
denominadores pueden reunirse en un solo que-
brado con el mismo denominador, y cuyo numera-
dor sea un polinomio compuesto de los numerado-
res de dichos quebrados, con sus mismos signos 6
con sus signos carnbiados, segun antepongamos al
quebrado que se busca el signo+46 el signo—. Asi.

a2 b {:_a,—b—]-f;: a4 b—-c
q g g d d
b

El nimero mixto a4— poniendo por « el que-
ac

¢
: ac—+0b
brado——puede convertirse en el quebrado :_
C

43. Quebrados con denominadores diferentes
preden reunirse en uno solo después de darles un
denomanador comin (34). Si los denominadores no
tienen factores comunes, su producto serd su mini-
mo denominador comun. Asi, si p, ¢, » son los de-
nominadores, el denominador general serd pgr, el
cual tomaran los quebrados, multiplicando sucesi-
vamente sus dos términos (numerador y denomi-
nador) por qr, pr, pq. Cuando en varios denomina-
dores exista un factor 6 potencias del mismo, se
toma solamente la potencia mas elevada para for-
mar el producto de los denominadores. Asi, si los
denominadores son p? ¢, ¢* r y pr? , el producto que
constituye el denominador comtn 6 general serd
p? ¢* r?, el cual tomardn los quebrados, multipli-
cando sus dos términos respectivamente por ¢r?,
P Ty pgt. | _

Nora. Para comparar quebrados con denomi-
nadores distintos, se forma su diferencia 6 su co-
ciente. Si la diferencia entre el primer quebrado y
el segundo es positiva 6 el cociente del primero
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por el segundo es espurio, claro es que el primer
quebrado es mayor que el segundo. Asi:

a+m a_  (a+m)b—(b+m)a  (b—a)m
b+m b (b+m)b ~ (b+m)b

a+m a  abdbm

— =

b+m b abtam

Aquella diferencia es positiva y este cociente es-
purio, s1 es a<<by m positivo: luego

a m?f_
b—m b’

cuando sea a<<b y m positivo.

44. Para dividir por un polinomio no se divide
por cada uno de sus términos (4 diferencia de la
multiplicacion); pues si asi se hiciere, el cociente
multiplicado por el divisor completo daria un pro-
ducto diferente del dividendo.

Lia divisvon parcial (*) se posibilita, ordenando
dividendo y divisor, segtin las potencias de una mis-
ma letra contenida en sus términos, ya vayan estas
potencias disminuyendo sucesivamente, con lo cual
los términos que contengan las mas elevadas serdn
los primeros, ya vayan dichas potencias sucesiva-
mente creciendo. Asi, ordenados, el primer término
del dividendo, dividido por el primer término del
divisor, da el primer término del cociente; este pri-
mer término del cociente se multiplica por todo el
divisor, y el producto se sustrae de todo el dividen-

(*) Coincide con la introducecién de las letras en el céleulo,
Su primera traza fué la divisién efectuada por los arabes, de
un numero decimal de varias cifras por otro.

;. __I 2 ! 3
JBLICAD
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do, llamandose resto la diferencia resultante. Se di-
vide el primer término de este resto por el primero
del divisor y se obtiene el segundo término del co--
ciente, que se multiplica por todo el divisor, y el
producto resultante se sustrae del primer resto, ob-
teniéndose asi un segundo resto, con el cual se ope-
ra del mismo modo que con el precedente.

Cuando se llega 4 un resto 0 estd hallado el co-
ciente por completo, y se dice que la division pro-
cede 6 se realiza, porque sustrayendo sucesivamen-
te del dividendo los productos del divisor completo
por todos los términos del cociente, obtendremos
la diferencia O. :

Cuando la divisién no procede 6 no se realiza,
puede detenerse 6 cortarse después de haber obte-
nido un desarrollo suficiente de términos para el
cociente, al cual se agregara para completario un
quebrado cuyo numerador sea el ultimo resto y
cuyo denominador sea todo el divisor. Es décir, que
en cada caso, el cociente completo es un namero
mixto. .

Demostracion. Sea A el dividendo, B el divisor,
C la serie de términos hallados para el cociente, y
R el altimo resto. Hvidentemente:

R=A—BCy A=BC—+R: luego (41).
A R
Rtk |

Ejemplo. Para dividir
1222 4 549y? +48y2—>d1ley—24xz

por
1z —9y—8z,
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se ordenan dividendo y divisor segfin las potencias
decrecientes de la letra z, por ejemplo, como sigue:

1222 —51zy—24224+54y % 4 48yz : 4x—9y—8z
1222 —27zy—24 x4 3r—6y -
—24zy + 54y 2 +48yz
- —24zy 54y % +48yz
0

El primer término del cociente se deduce de
1227 : 4z; el primer resto, sustrayendo del dividen-
do el producto 3z (4z —9y—82); el segundo término
. del cociente, de—24zy : 4x; el segundo resto, sus-
trayendo del primer resto hallado el producto
— by (42—9y—8z). Este segundo resto es 0: luego
la divisidn procede, es factible, y el cociente com-
pleto es 3z—6y.

En las divisiones no factibles por log divisores
a+bz, a4-bx f-cx?, a Fbxtcar4-dzi....,

8e obtienen para cocientes series infinitas de términos ordena -
dos, segtin las potencias crecientes de 2. Cada término de una
de estas series, puede en el primer caso deducirse del término
anterior, y en los otros casos, de los 2, 3... términos anteriores,
conforme &4 una ley independiente del lugar que el término
ealeulado ocupe. Por esto se llaman tales series recurréntes.
(Motvre Misvell. analyt. 1730.) Y dada una serie recurrente
puede calcularse el quebrado de donde procede. ( Euler. Introd.
I, Kliigel. math. w. 4, p. 324; Cauchy, Anal. algébr. e. 12.)

45. Merece notarse la division factible (28).

ﬂu# bﬂ
a —b

:aﬁ-—‘] +{2n 'Eg}_l_ al'l-ﬂﬂz) 2 h_][_. e _{._ﬂ 2 bﬂ—:‘:
-—]-—ﬂb”_?:—‘—b“*l
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y la no ré&liz&ble

Il

{I’ n
a—2>b

— qn=14gt—2b-+...Fabr - 0"

a—>b

que se desprende de la anterior, puesto que (41):

aﬂ e bﬂ au bl’l

T — —— —

i~ ~—=b a—b - a—b

 Cambiando b en—b se obtienen para los co-
cientes, -
a® __g__,b)u an
s 7 S R

series de términos con los signos alternativamente
positivos y negativos. T,a suma a—-b se halla con-
tenida en a®—0", 0 en a” + b7, segin que n sea
par 6 impar.

aciendo a=1, las formulas anteriores se con-
vierten en estas otras:

B s br __“1_— 2 n—1 (¥

1 == 2 n—1 b
7 1-4+b-+b —+...+0b 11_#&

—_—

Particularmente, si b<1 y n crece indefinida-

1

mente, desaparecen 0"y T 7 (40), y queda en tal

supuesto reducida la serie Gltima 4 la que sigue:

(*) Conocida en lo antiguo (Hucl. Elem. 9-35.)
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1
; O

bm1+b+bﬂ —+b?

esto es, 4 la suma de una serie de infinitos tér-
minos. .
Lios cocientes

1

? 2
x—1Y a—x a’—azx+z* l-ty

pueden ficilmente deducirse de los hallados antes.
En efecto:

1247 T 9412 D ayd
o Hrie SAIE R e 200
T—1y x—1

pl y? (mi +m3 ,y_]l.mﬂ yﬂ +Ey3 _]_y4)

- ¢ __¢latx) ¢ 1
a’?—ax+x® ad+xd ad a-4-) 3
| 6 sy
a
14 L—1Y 1
o : :1 Y
1y 19y L8 s T

=l1+4+e—y—(x—y) y+..

46. De la ecuacion

an+1_bn+i

—nh n—lb """ ; n—1 __b
= a” +a |- Fab™ " |
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se deduce como en (40) en el su}:}ueﬁtﬂ a>0:

n+l___ fn4+1l
¢ ; < (n+1)a®

<
I (n4+1)m < 7
De esta tltima formula, deducida primeramente
en la hipotesis de ser 4 positiva y en la de ser a>=b
haciendo a=1-4w, b=1, y luego 6=1—0, a=1, en
cuyo caso o es un quebrado puro, se desprenden las
desigualdades:

M _ 1 m

_(4em—1  l—(1—0)

m s
w J &

<m

0 bien
1-+)m> 14+me y (1—)™> 1—mo
y por consecuencla:

(1+-0)™m>c, caando 14+mo>c¢, 6 bien m>(c—1): @
(1—o)r<d, cuando 1—meo<d, 6 bien m>(1—d): ©
Lia misma formula I, da lugar 4 la sigulente:

140 El<@m+1ol+o) 6 (140)* (1—nw)<l

y por lo tanto:

1 —
1l—no

II... 14ne <(14e)*<

Por altimo, haciendo en la repetida formula (I)

1 1

— Sl g or institucion
a=1r =3 S (conforme su institucion
exige) en cuyo supuesto a—b= ﬂ(?ii—l)’ se obten-

dran:



1 \n+l 1 n+ 1 1 i 1 n
. i~ F i il
(1 n) (l+n+1) n(1+n)'

de la cual resulta:

1 1 1 1 : :_ w41
III”. ( "Jf";_) {:(l n 1)

Hsta formula expresa numéricamente que las po-

G S A s i O
tencias( ?) (1 -§), (1 Z) ... forman una se-

rie crecliente. Por otra parte (I1I) tenemos también:

1

1 : 1 \»
1—|——E<: (l-f-—}&?) 2

| -

y elevando & la potencia k:

k y § ken ke
(1+—§;—) <(1:;m) <( 11)
ot
Vi

Y como el Gltimo término de esta limitacién ad-
quiere valor, el 4, para el de £=2, siguese que los
términos de la serie antedicha no podran subir has-

ta el valor 4.
De la féormula (1) poniendo a=0-1, se deriva
esta otra.

(n41)6" <(b-f-1)n+1—fn+l;

y por consecuencia:



O

(H‘*l).l” {2n+ 1___,]_fn+1
(,n__l) on *’:3“+1—2“+1

(?1“1) an {4?14-'1__ 3n+1

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

De las cuales, sumando ordenadamente se des-
prende:

(nH1) (10 4-2n 4. A7 < (h+1)n+1—1.

Y poniendo /=a--1 (la misma suposicidén que
antes) tenemos:

ar+l—(g—1)"*+1< (nt-1)a" ;
Y por consecuencia:

1n+1__(n+1 {(ﬂ: +1). 1n
on+ 1__1#1+1<:(ﬂ " 1) On
Sn+1_9n +1{(ﬂ__1) an

De las cuales, sumando ordenadamente resulta:
il (n+1) (1n 427 - - 4")
La limitacion hallada, pues, es en suma:

){,ﬂ+1{(ﬂ_'_1) (111 _|_2n; I { i{*."'){(/ﬂﬂ—]_)“"'l—l

de la cual se desprende ‘esta desigualdad:

(ﬂ_[_l) (1?1. _|_2n i o { /:;:ﬂ-)_k?1+1,<(&+_1)ﬂ+1_/ff?1+1_1

6 bien dividiendo sus miembros por (n-1)Ai7+1, la
sigulente:
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17 4-9n 4 J-/n 1
fn+1 n+1

1 s e
|
= n+4-1 (1 | .%) i Jnt1 \

)

A medida que crezca k, el segundo miembro ird
disminuyendo; y cuando llegue k al tnfinito, se hara
cero, y entonces tomara el quebrado

17427 - 4-K» 1

#*
Tl el valor | (™)

XIII.—Divisibilidad de los niumeros. (*%)

(EEIS—27 y 28.)

47. Cuando el cociente de dos numeros (ente-
ros) a y m, sea un numero entero, y por lo tanto
se realice la division de a por m, se dice que a es
dwwisible por m; que m se halla contenido en a; que
a es dividendo (multiplo) de m; que m es divisor
(partidor medida) de a. Todos los numeros de la

(*) Esta ley, cuyos principios se encuentran ya en los es-
~ eritos de Arquimedes (Spirale 10), y cuya institucién era el
preliminar para el cdlculo de las integrales definidas, ha sido
demostrada y desenvuelta por los mateméaticos de la primera
mitad del siglo xvii. Fermat y Roberval (Carta de 11 de Oec-
tubre de 1637. Fermat op. p. 140). Pascal (Obras ed. por
Lahure IT p. 482) Wallis (Arithm, infin. 1656, Vease Hste-
reometria $ 9). _ :

(**) In este capitulo que pertenece & la Aritmética en su
propio sentido (Teoria de los nimeros), bajo la palabra niimero
se comnprendera el numero entero. -
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forma ma, 6 que la forma max comprende cuando
la indeterminada a (indeterminata) se sustituye
por numeros enteros, cualesquiera son divisibles
por m. Lios nimeros divisibles por 2 cuya forma
general es 2x, se llaman pares (pares). lLios nu-
meros no divisibles por 2, cuya forma general es
22+1 sellaman impares (tmpares). Bucw. V1Ldef. 5
y sigulentes. _

S1 a es divisible porm, y m lo es por p, sera tam-
bién a divisible por p. Pues seglin la hipdtesis,
a=ma, m=py, y por consecuencia, a=—pxy. Y
cuando a sea divisible m y # un numero cualquiera,
el producto az serd tambien divisible por m.

48. S1a y b son divisibles por m, y « é y nu-
meros cualesquiera, sera también ax—+by divisible
por m (KucL. V. 1.) Pues segin la hipotesis, a=
mo. b=—=mp3, y por consecuencia, ax-tby—=m(ax3py).
Si las diferencias (a—b) y (¢c-—d) son divisibles por
m, lo seran también las siguientes:

(a=z=c)—{b*d), ac—bd, a? —b?, a®—b?3...

Porque
(a=c)—(bx=d)=(a—b)==(c—d)
ac—bd=(a—0b)c+b(c—d)
a?—b?=(a—b) a-+b)
a®—b°%=(a—0b) (a*+ab+b?)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

49. ©i1 el numero a se divide por b y obtenemos
el resto ¢ y se divide de nuevo b por ¢ y se obtiene
el resto d... etc., llegaremos al resto 0. Pues los nt-
meros b, ¢, d,... forman una serie decreciente. Lia
serie de ecuaciones que resulta de proceder, como
hemos dicho, es esta (31):



« :ﬁb—l—c
b=qc+d
f=tg+nh
g—=uh

Kl altimo resto hallado £, diferente de cero, es
el maawmo comitn divisor de los numeros a y b. Pues
h es divisor de g, y también (48) de fg+h 6 de f,
y de todos los restos precedentes; y por consecuen-
cia, de by de a. Reciprocamente se concluye que
todo divisor de a y de b lo es también de los restos
¢, d...h; y por consecuencia, no puede ser mayor
que A.

Dos numeros cuyo maximo comun divisor sea 1,
0 que no tenga divisor comun mayor que 1, se lla-
man primos entre st (primse inter se, primos relativos).
Siendo A el maximo comun divisor de los nimeros
ay b, los cocientes a:2 y b:h son primos entre si.
En particular,dos nameros consecutivos de la serie
naturala ya+1,son primos relativos. Eucrn. VII, 1.

Nota.—Un quebrado es reducible cuando sus
términos no son primos entre si, y entonces se ob-
tiene su mas sencilla expresion, dividiéndolos por
su méaximo comin divisor (34). Si el numerador y
el denominador de un quebrado son primos entre
si, el quebrado es wrreducible.

Para hallar el midximo comtn divisor de varios
nameros a, b, c... se calcula el médximo comun di-
visor % de los dos primeros (a otros) a y b; luego
el de /v y ¢ que le designamos por 4/, y asi sucesi-
vamente. Todo nimero contenido en ay en b, es
divisor de /; todo divisor de a, b, ¢lo es de 2 y de
¢, y por lo tanto, de //, ete., etc.
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50. Siay b son prlmus entre si, todo divisor
comin de ak y de b lo serd de %, y si ademds esak
divisible por b, sera k divisible por b.

Demostracion. — Bajo la hipotesis de ser @ y b
primos entre si en la serie de ecuaciones (49), ser,
el altimo resto h—"l y por consecuencia:

ak—=pbk-+ck
b= gﬂk——[—dk
fk=tgk--k.

De aqui se concluye (48) que todo divisor de ak
y de b lo es de ck, de dk,...y de k, y también que
si ak es divisible por b, este nimero b es divisor de

ck, dk,... y de k.
51. Lios dividendos 6 multiplos comunes de los

nimeros a y 0, esto es, los nimeros divisibles al
mismo tiempo por a y por 4, son todos de la forma

) R . En
a—x, en la cual A significa el maximo comun di-

I
visor de a y de 0. Pues haciendo a=ha, O=hn3, si

ak es divisible por 0, serd ak divisible por §3; y como

o ¥ 3 son primos entre si (49), sera (aO) k divisible

por , esto es:k—=px;y por consecuencia, ak—a[ﬁm
Tios dividendos comunes de los nimeros a, b, ¢

b
°_en la cual &/ significa el mé-

h '
b

ximo comun divisor de a—-y de ¢. Etc., etc.

El minimo comin dividendo (miltiplo) de a y &

b ;
es, por lo tanto, a el minimo comun dividendo
3

son de la forma a
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b ¢

h A
mos relativos a y b es ab. Y todo ntimero divisible
por los nimeros primos relativos a y 0, seré divisi-
ble por el producto ab de los mismos. Kucrn. VII,
36 y sigulentes.

52. Reciprocamente: Si cada uno de los name-
ros a y k es primo con 4, su producto ak serd tam-
bién primo con 6. Pues todo divisor de ak y de &
seria divisor de % (50), y por consecuencia, ya no
podria ser % primo con 4: contra la hipétesis. KuU-
cLIDES VII y siguientes. '

Lias potencias de nameros primos relativos son
también nameros primos relativos. Si a es primo
con 4, serd también aa primo con 6 y a primo con
bb; y por consecuencia, a*> primo con 4%, con 4° ...
etcetera.

53. Un namero que no sea visible por ningun
otro nimero diferente de la unidad, se llama p7i-
mo (Premus).

Todo ntimero, 6 es primo 6 es divisible por nu-
meros primos. EucL. VII, 34. ,

Demostracién.—S1 a no es primo, serd divisible
por 4; este divisor 6 serd primo 6 divisible & su vez
por ¢; ¢, 6 serd primo 6 divisible por d, etc., efc.
Lios ntmeros 0, ¢, d... forman una serie decrecien-
te, que por serlo consta de un namero finito de ter-
minos, y acaba en un namero primo por el cual
son divisibles todos los anteriores, y por lo tanto
el namero dado (47).

NotA.—Es conveniente no contar 4 la unidad
entre los nimeros primos, porque asi dos Nnumeros
primos serdn, sin excepcion, primos entre si. Iil
Gnico ntimero primo par, es el 2. Si el numero a se
halla comprendido entre los cuadrados »? y (r+-1)

de a, 0, ¢, es a etc., etc. il delos nimeros pri-
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y no es divisible por ning@in nimero primo menor
que 7, serd primo. Admitamos que a sea divisible
por un néimero primo mayor que 7, por 7-{-s, por
ejemplo; entonces, de la igualdad a==(r--s)x se de-
duciria que @ habria de ser divisible por x. Pero

a (r-+1)%
s r-1-8 4 r--8

y esto prueba que « 6 es un nimero primo que no
sobrepuja 4 7, 0 es divisible por un numero primo
de esta condicién; y por consecuencia, @ habria de
ser divisible por un nimero primo inferior a r, lo
cual es contra la hipdtesis. Liuego @ no puede ser
divisible tampoco por ningfin nimero primo supe-
rior 4 7.

54. T.ia serie natural contiene infinitos numeros
primos. EvucrL. IX, 20.

Demostracion.—Supongamos que sea p el mayor
nimero primo conocido, y 4 el producto de todos
los ntimeros primos conocidos, 3, 5, 7,... p: enton-
ces A-}-1, 6 serd4 un namero primo superior & p
6 divisible por un niimero primo superior & p. Kl
producto 4 es, en efecto, divisible por cada uno de
los nimeros primos desde el 2 hasta el altimo p;
mas A-}-1 es primo con 4 (49) y no es divisible, en
consecuencia, por ninguno de los nimeros primos,
desde 2 hasta p: luego s1t 441 no es primo, debe-
r4 ser divisible por un nimero primo mayor que p,
y de aqui que no exista nimero dado primo, que
sea el #ltvmo de la serie natural.

Nota.—Para el orden de sucesion de los nime-
ros primos no se conoce ley ninguna. No existe po-
linomio constituido por potencias de una indeter-
minadaquecomprenda solamente niimeros primos.

< r+-1
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La formula 41—ax}-2? produce nimeros primos
desde z=1 hasta x=40 (K uLER. Hist. de|’Acad.de
Berlin, 1772, p. 36); pero la formula a-bx-+cx?,
si para x=m produce un ntmero primo a--bm-
em? =p, para x=m-|-py produce el namero.

a+b(m—+py)+e(m+py) =p-+(0+2em)py-+cp® y*

que es divisible por p (LEGENDRE-Théorie des nom-
bres, introd. 20).

55. Un namero que es divisible por otro, ade-
més de por la unidad, puede considerarse como pro-
ducto de numeros primos determinados (factores
simples) y se dice compuesto por estos numeros pri-
mos. Lia forma general de un ntmero compuesto
por los nimeros primo a, b, ¢,... es la siguiente: .

a® OB ey ...

Un namero compuesto de los niimeros primos
a, b, c... no es divisible por otro namero primo p;
y por lo tanto, no es compuesto de otros ntumeros
primos diferentes de los primeros. Pues cada uno
de los a, 0, c,... es primo con p; y en consecuencia,
el producto ax /8 ¢r ... es también primo con p (52).

56. Conocida la composicion de ciertos name-
ros dados, se sabe mediante sus factores si uno de
ellos es divisible por otro; cudl es su minimo co-
mun dividendo; cudl su maximo comun divisor, y
si son potencias de otro nimero.

El ntimero N seré divisible por N; , siempre que
el segundo no contenga otros factores simples, ni
un mismo factor simple repetido més veces que el
primero. Pues si ab es divisible por a; 1, al mis-
mo tiempo que a@; estd contenido en @, y 4; primo
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con a, sera 0 divisible por ;. Porque haciendo
a=q; ¢, y siendo ¢b divisible por 6, y 6, primo con
¢, por necesidad 4, estara contenido en b (50). Asi:
360=23 . 3% . 5 es divisible por 24=2°. 3 méas no
por 48=—2*. 3 ni por 63=—=383 . 7. Un quebrado irre-
ducible s6lo puede convertirse en una fraccion de-
cimal finita, cuando su denominador es de la for-
ma 2, 58,

Kl minimo comun dividendo de los ntameros N,

N,y N,....sehallarda formado el producto de todos
sus factores simples, diferentes, con el mayor ex-
ponente que en ellos aparezca. Asi el minimo co-
mun dividendo de los ntimeros N-=3.5.7, N; =
23,7, No=2.82y N:;=—=23%. 3serd2%.82. 5. 7: en
el cual figuran todos los factores simples diferentes
de los nameros dados, pero con los mayores expo-
nentes.
Kl maximo coman divisor de los nameros N, N,
y Ny... es el produeto de sus factores mmples, o~
munes, con el menor exponente que en las descom-
pnsiciunes de aquéllos tengan. Asi: los nameros
N=22.3*5 y N;=2°.33.7 tienen el maximo co-
mun divisor 22.33. S1 @, b y ¢ representan nume-
ros primos y a* b8 ¢v es la potencia m de un nume-
ro k, los exponentes ., 3, v son divisibles por m.
Pues si entran o factores @ en el namero %, en la
potencia £™ entraran «m, esto es, un multiplo de
m; ete.

S1 f, g, h son primos entre si, y su producto fgh
es una potencia m®, aquellos nameros f, g, 2 son
también potencias m4. Pues ningan factor simple
puede tener en fgh exponente distinto del que ten-
ga en rualqmerﬂ. de los numeros f, g, %, que son
primos enfre si.

57. Por la descomposicion de un numero en
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sus factores simples pueden ficilmente caleularse
todos sus divisores. Siendo a, b, ¢ nimeros primos,
ax bb ¢y serd divisible por todos los términos de]
producto.

(1+a+a’+...a%) (14b+b"+...08) (14+c--c? I...cY)

y s0lo por estos términos. Pues todos ellos estdn
contenidos en la forma a” b ¢t, en la cual no pue-
den los exponentes r, s, ¢, sobrepujar 4 los a, B, v;
y, por consecuencia, a*bBcr sera divisible por
a” b ¢t (56).

El ntumero de todos los divisores del nfimero
a* bB ¢v (incluyendo la unidad y el mismo numero)
estd expresado por la forma

(140) A4B) 147).

Porque el primer polinomio, factor del anterior
producto, comprende 14« términos; el segundo,
14-8; y el tercero, 14v.

Lia suma de todos los divisores del néimero pro-
puesto es el producto por cuyo desarrollo pueden
hallarse todos aquellos divisores.

Ahora bien, la suma de los divisores 1-+a -a?
am+1_1

~+...+a*se halla desarrollando el cociente

a—1
etcetera (37). Liuego la suma que buscamos tendrs,
seglin lo dicho, la expresién:

aetl__] b+l ] ey+l_1
a—1: . b= ]

—

Asi, el nimero 360=23.32,5, tiene 4.8.2—=924
divisores, 4 saber: '

4
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1,9, 4,8; 3,6, 12, 24; 9, 18, 36, 72;
5. 10, 20, 40; 15, 30, 60, 120; 45, 90, 180, 860.

Lia suma de todos estos divisores serd, segun la
féormula, 15.13.6=1170,

NoTta.—Un ntimero se llama perfecto (veletde,
perfectus), cuando es igual 4 la suma de sus diviso-
res (exceptuando el mismo ntimero). Lios nimeros
perfectos se hallan, desde la época que se conocie-
ron, comprendidos en la forma (2#—1) 22~1, 4 con-
diciéon de que 2% —1 sea nimero primo (*).

Asi: 22—1=3, 2°—1=7, 2°—1=381, 2'—1=127
son nimeros primos, y por consecuencia:

g . 92— 6=149248
AT A, AT R
13 . 16=496=142141-8116-...

Cuando 2%*—1 sea ntmero primo, en efecto, la
suma de todos los divisores, incluso él mismo, del

namero (2% —1)2%—1 es, seglin acabamos de probar:

(1422 —1) (142422 4-...-25—1) =22 (2& —1)
—2.(28 —1)2—1,

Liuego, excluyendo el ntmero (2% —1).2¢—1, dicha
suma es igual 4 este mismo.

Dos nameros se llaman amigables (amicabiles)
cuando cada uno de ellos es igual & la suma de los
divisores del otro (no incluyendo entre los diviso-

(¥ Euvcrn. VII, 22, IX, 86. KriicEL math. W. V. pag. 887.
TrerourM, Nouv. Ann, III, Sobre los niimeros anvicabiles véa-
ge Kriicer math. W. T p. 546. V. p. 65.
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res 4 los mismos ntimeros). Asi 220 y 284 son ami-
gables, 6 amigos, seglin algunos. |

58. S p, g, r,... significan los factores primos
del producto 4 BC..., y entre los nimeros 4’, B', ¢,
hay, por lo menos, tantos divisibles por p, e, 2
q'..., r, ..., como entre los nimeros A, B.C.... 6l
producto 4'B'C'... es divisible por el producto
ABC... (*).

Asi, por ejemplo, entre los ntimeros 3, 4, 5, 6, 9
hay 2 divisibles por 2; 1 por 2% 3 por 3; 1 por 32,
y 1 por 5.

Entre los nameros 12, 18, 45, hay 2 divisibles
por 2; 1 por 2%, 3 por 3; 2 por 8% y 1 por 5.

- Y como los divisibles dltimamente contados no

son menos que los contados primeramente; resulta
que el producto-de los nameros 12, 18 y 45, es di-
visible por el producto 3.4.5.6.9.

Demostracién.—Fijémonos en un solo factor pri-
mo p, y supongamos que entre los nimeros 4, B,
C,... haya o divisibles por p, B divisibles por p?, v
divisibles por p*... El producto 4BC... desde luego
serd divisible por p=; el cociente resultante sers 4
su vez divisible por p8; el nuevo cociente lo serd
por pr ..., ete. Liuego el producto 4BC... contiene
a-B--vy... factores p. 8i, pues, los nimeros o/, g,
Y',... tienen igual significacion para los 4°, B’, ¢';
como estos ultimos, segiin la hipdtesis, no son me-
nores que los primeros, y, por consecuencia, la su-
ma o'+ 3"y 4-... tampoco es menor que a4B-4-v...,
resulta que 4'B'C’... no contiene menos factores p
que ABC.— Lo mismo podria demostrarse que

(¥) Los teoremas 58 y 59 son de Gauss. Disquisitiones
arvthm. 126, 127, 41,
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A'B'C'... tampoco contiene menos factores g, 7...
que ABC... Luego A'B'C"... es divisible (56) por
ABC...

59. Si se divide por k¥ un nimero cualquiera m,
de la serie natural, y se designa por m el entero
del cociente m : k, en la serie expresada hasta m,
esto es, en la serie 1, 2, 8... m, habrd m’ términos
divisibles por %k, 4 saber: k, 2k, 3k... m'k. S1 desig-
namos por m” el entero del cociente m: k, en la
serie 1, 2, 3... m’ habrd también m” términos divi-
sibles por k; y por consecuencia, en la serie prime-
ra m” términos divisibles por %*; ete.

En la serie del mismo nimero de términos con-
secutivos, a+1, a+2, a+3...a+m, existen por lo
menos m’, y & lo mds m'—+1 nameros, divisibles
por k. Kl numero menor de la serie, divisible por
%, no puede ser mayor que a-k. Designandolo por
a-c, en la serie propuesta habrd los m’ numeros,

a+tc, a-t+c+k,... atc+(m'—1)k

divisibles por k; y ademds el término a—-c+m'k,
cuando ¢ sea suficientemente pequeiio.

El producto (a—+1) (a+2) ... (a--m) es divisible
por el producto 1.2...m. Pues, si los factores pri-
mos del segundo producto son p, g, 7..., entre los
nimeros a-+1, a—+2,...a+m, habra por lo menos,
tantos divisibles por p, p*,...q, ¢*,...7, 7*,... como
entre los ntitmeros 1, 2,...m: y por consecuencia, el
producto de los primeros es divisible por el de los
segundos (58). El cociente del primer producto por
el segundo es un namero figurado (XXVILI); y
por lo tanto, una suma de numeros enteros, 0 sea,
un namero entero.
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Cuando m=a-+b--c..., el producto 1.2.3...m es
divisible por el producto

1.2..a.1.2...0.1,.9...6..

Puesto que 1.2...a es divisible por 1.2...a; (a+1)
(a+2)...(a+0b) es divisible por 1.2...6; (a+b+1)
(a+b+2)...(a+b+c) es divisible por 1.2...c ete.
El cociente serd divisible por m cuando sea m nu-
- mero primo. Y representa también, por otra parte,
el nimero de permutaciones de ciertos elementos
(135): de lo cual se desprende que es entero.

60. Cuand» los divisores a, b, c... del namero m
son primos entre si dos 4 dos (esto es, cualquiera
de ellos primo con cada uno de los restantes) en la
serie natural 1, 2, 3,...m existen

=2 D2)-

niimeros que no son divisibles por a, b, c... (*).

& L L m r
Demostracion.—En la serie dada existen — tér-

: il m
minos divisibles por a que son: a, 2a, 3a... =4

Quitando, pues, estos = términos, quedan en di-

a a

que son divisibles por a.

cha serie

(*) EvuLer 1768. Nov. Comm. Petrop. 8 p. 74. Acta Pe-
trop. 4 II p. 18. 8 p. 17. Gauss Disquusiteones arvthm. 38,
DirioLuer Zahlentheorie von Dedekind 11.
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Veamos ahora cuéles son los miltiplos de b, que
'no han sido ya descontados en concepto de mialti-
plos también de a. KEn la serie propuesta existen
los siguientes multiplos de b:

m

b, 2b, 8b,... 2

b,

mas por ser @ y b primos entre si, en esta serie de
multiplos de b, existiran (50) tantos no divisibles
por a, como en la serie

m

| L 7 y

y en esta serie segn dijimos en un principio, exis-

m Rt L ;

ten —5-(1-*—*~ E)termmos no divisibles por a. Qui-
m % T Ty

tando estos _b“(l_ -E)termlnas no divisibles por

a, sino solamente divisibles por b, de los que que-
daron en la serie primitiva después de haber sus-
traido los maultiplos de a, quedaran de la misma

1 m 1 | U 1
(=3)-F(=3)(-1) (-

términos que no son divisibles ni por @ ni por b.

De estos términos que quedan, hay que s ustraer
ahora los multiplos de ¢ que no hayan sido ya sus-
traidos en el concepto de miltiplos también de @
6 de b. Para hallar cuantos son tales maltiplos ex-
clusivos de ¢, hallaremos en la serie de todos los
multiplos de ¢, &4 saber:
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ﬂ- 26_’. 3{:,--- _ﬂ-'

cuantos hay no divisibles por a ni por b: del :
modo que hemos determinado arriba cuantos tér-
minos contiene la serie primitiva no divisibles por
a ni por b. Lia cuestion, pues, queda reducida 4 sus-
tituir m (nimero de términos de la serie primitiva)

por % (conjunto de los multiplos de cen la misma)

en la expresion antes escrita. Haciéndolo asi ob-
tendremos esta otra:

2(-3) (-3)

para el niimero de los multiplos exclusivos de c,
comprendidos en la serie propuesta; y la diferencia

(8] 200 ()
=*—*f-"-(1— %{) (1_ '1_) (1_ %)

expresa el nimero de términos que quedan en la
misma y no son divisibles por a, por b, ni por c.
Htcétera.

61. Designando por a, b, c... &, todos los facto-
res primos del namero m, en la serie 1, 2, 3...m,
ex1stiran

(=3 (-3
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ntimeros no divisibles por a ni por b,... ni por A
(60); y que serdn, por consecuencia, primos con m.

La altima expresion fué designada por Gauss
(lug. cit.) sencillamente por la funcién ¢ (m): la
cual expresa cuantos nlimeros primos con m exis-
ten en la serie 1, 2...m.

Ejemplo. 60=22.3.5. En la serie 1, 2,...60,
existen

18
araTh T

©(60) = 60. 16

que son primos con 60, 4 saber:

e ¥ 01408 A, 19, 25 99
59, 53, 49, 47, 43, 41, 37, 31,

Cuando m y % son primos entre si, lo son también
my m—=~k.

Considerando el namero 1 como primo consigo
mismo, podemos establecer la igualdad ¢ (1)=1.

Un ntmero primo p es primo con todos los nii-
meros inferiores: luego o(p)=p—1.

Cuando a, 0, ¢, representan nimeros primos y
es m=a> bb ¢v , sera:

o(m)=a=—158-1cY1(q—1) (b—1) ¢—1)

S1m es divisible por p. nimeros primos impares,
¢(m) sera divisible por 2u. Si m y n se componen
de los mismosfactores primos, el cociente ¢(m) : o (n)
estard expresado por potencias de los mismos. Asi
@(360) : ¢(60)=6=2.8.

S1 7 y m’ son primos relativos, tendremos desde
luego:



Bt 1
zp\m)__m(l = ) (1_
&

cp(m'):m"(l—- A

i S S0 s 1 1
@(mm')=mm (1 a)(l—-;;— (L—— 7}—)(1_ _E)T)

y por consecuencia:

Q(mm’) =c(m)e(m’)

Asi: ¢(36)=0¢(4)9(9) =2.6=12.
62. 510 es divisor de m, en la serie 1.2,... no
m

d

mun el maximo divisor 3. En efecto, en la serie di-
cha hay divisibles por d los siguientes: §, 23, 35,..

m - - . ® I_.r
X d; pero d sera maximo comun divisor de los nfi-

existiran cp( ) términos que tienen con m co-

meros #9y LS_ d=m, s6lo cuando £y 3; sean pri-

mos entre si. Liuego en la serie desde 1 hasta m,

existen tantos nimeros que tienen coman con m

m
el méximo divisor d, cuantos en la serie 1.2... D

m

m
esto es, ¢ ('S_) : conforme 4

B y
la notacién ya admitida (61).

Representandm pues, por d,,8,, d,... todos los di-
visores del nimero m, se verificara 1& igualdad: (*)

@(3,)+ 9(3s)+@(3,)+...=m.

haya primos con

(*) Gavuss Disq. arith. 89. DIRICHLET, obra ya citada.
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En efecto: agrupemos los ntmeros de la serie
- 1.2.3,...m, segiin el maximo divisor que tengan co-
mun con m. En el grupo de los que tengan comun
con m el maximo divisor 3, habrd, como antes di-

jimos, @ (~6—) ntimeros; en el grupo correspondien-

te al divisor §, habré ¢ (_;E)? ete. Tia suma t{}(?——)
2 |_.

¢ (?; ... es igual 4./m, esto es, al conjunto de
a2

términos en los grupos expresados distribuidos.
m- m

STREES 5
dos los divisores del namero m. Para confirmar
esto, supongamos que a, b, ¢, sean los factores pri-
mos de m=—a* b8 ¢r . Todo divisor d de este nume-
ro, tendrd la forma 3=a? b+ ¢’ en la cual pueden
recibir: A uno cualquiera de los valores 0, 1, 2... o; |
uno cualquiera de la serie 0, 1, 2,...8; v uno cual-
quiera de la serie O, 1, 2,... y. Segun el teorema
precedente (61).

(3)=0(a" )o(b* )o(c");

y por consecuencia, la suma de todos los valores de
¢(d) que corresponden 4 cada uno de los que pue-
den tomar X\, w, v, es igual al producto de las series
correspondientes

o(1)+e(a)+o(a®)+...4o(a*)

Q(1)+9(0)+9(b*)+-...+¢(bB)
o(1)4%(c)+o(c*)+...4¢(er)

... comprende to-

Por otra parte, la serie
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Pero escribiendo explicitamente los valores de
la funcion ¢ en la primera serie tendremos (61):

1+ (a —1)+a(a—1)+-a*(a—1)+-...4(ax"(a— 1)

=1 (a 1) (1 Fa—+a’+ ---—}“ﬂ,ﬁ“l):l —a%—1—=aqx

(87); y lo mismo puede hacerse con las otras dos
que valdran respectivamente b y ¢v. Luego la
suma de todos los valores de ¢(3), 6 sea el produc-
to de las tres series escritas, es a@* bB ¢v —m.

Ejemplo.—El numero 60 tiene los divisores 1, 2,
3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. Liuego, aplicando
lo dicho antes:

o(1)| 1 0 (5) | 4 o(15) 8
0(2) | 1 @ (6) |2 ©(20) 8
2(3) | 2 ©(10)| 4 0 (30) 8
o4) | 2 0(12)] 4 o (60)| 16

Lios valores de la funcién ¢ correspondientes 4
todos los divisores de 60 componen este mismo nu-
mero.

63. Todo namero a puede ser expresado, sin
excepceion y de un solo modo, mediante un multi-
plo de un nimero positivo, dado £ y un numero r
de la serie 0, 1, 2,... k—1. Es decir, que la forma
general y determinativa de un namero cualquiera
es a=sk+r. Pues si @ pudiera admitir otro modo
de expresion tal como s'k-+47', restando sus dos su-
puestas formas, obtendriamos r—»'=(s'-—s)%, esto
es: r—r! divisible por %, cuando » y ' son meno-
res que k.

Representado el nimero a de esta manera, toma
r el nombre de resto del niimero a, segim el modulo,
0 respecto del médulo k. Dos numeros a y b se lla-
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mardn congruentes (cimgruos también) 6 wncon-
gruentes (tncongruos) segin que tengan el mismo
resto 6 restos diferentes respecto del modulo k. Lia
congruencia de los nimeros a y b, segn el modu-
lo %, se escribe como sigue (¥)

a=b(mod. k)

Y de esta expresién se deduce que los numeros
congruentes con b, segun el moédulo £, tienen la
forma b-4tk. Son ciertas las congruencias: 32=17
(mod. 5); 28=—17 (mod. 8); porque en cuanto 4
la primera, 32 y 17 dan el mismo resto 2, al ser di-
vididos por 5; y respecto de la segunda, 23 y—17
dejan el mismo resto 7 al ser divididos por 8.

Lia diferencia de dos nameros congruentes a y b,
segin el moédulo %, es de la forma ¢k, esto es, di-
visible por el modulo de la congruencia. Todo di-
visor comin de a y %, es también divisor de b; y
por lo tanto, el mdximo comun divisorde a y k es
al mismo tiempo el maximo comun divisor de b y 4.

Reciprocamente se concluye que los numeros
a y b, serdn 6 no congruentes (mod. %), segin que
su diferencia sea 6 no divisible por #.

64. I. Dos ntimeros congruentes, segtin el maé-
dulo %, lo son también segtin cualquiera divisor de
este modulo. Dos nameros congruentes, respecto
de los médulos £, I, m,..., lo seran tambien, respec-
to del minimo comun dividendo (51) de tales mo-
dulos. Porque, segiin la hipotesis la diferencia de
dichos8 dos ntmeros es divisible por 4, por I, por
m,; etc., etc.

(*) Gauss Disquisitionis arithmética 1. DIRICHLET Za-
hilentheorie 17.
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II. ©5ilos dos pares de nameros ay b, m y n

son congruentes respecto de un modulo, lassumas
6 las diferencias, a==m, y b=n; los productos am
y bn; las potencias a®y b¢ serdn congruentes tam-
bién, segin el mismo mddulo. Porque éste se halla
contenido tanto en (a—b) como en (m—mn), confor-
me 4 la hipotesis. Liuego efc. (48).
En general, si los nameros z é y, a,y b,, a, y b,
a, y b, etc., son congruentes respecto de un modu-
lo cualquiera, los polinomios a,+az+a.x*+...y
b, b,y—+b,y*+... serdn también, respecto del mis-
mo modulo, congruentes.

III. De la congruencia (mod. %) de los multi-
plos am y bm se desprende la congruencia de los

numeros a y b; no segiin el mismo moédulo %, sino

% 1
solamente respecto del médulo Y cuando d repre-

senta el mdximo comtn divisor de m y 4. En efec-
to, conforme & la hipotesis, m(a—>b) es divisible

= (tZI b) €S dl?lﬁlble por _’?__

por &, y por lo tanto,

0 >
m k s ’ .
y CGIIIGE y —3- son primos entre s1, €S necesario
Vs
que (a—b) sea divisible por 5 (50).

De las congruencias

27==12 (mod. 5) se desprende 9=—=4 (mod. 9)
120=84 (mod. 18) 10=7 (mod. 3)

65. Todos los nimeros pueden distribuirse, res-
pecto del moédulo %, en k clases; 4 condicion de que
figuren en cada una de ellas los nimeros respecti-
vamente congruos con cada uno de los términos
de la serie de restos O, 1, 2,.../—1. Hs decir que
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los ntimeros comprendidos en una misma clase son
congruentes, y los de clases distintas son incon-
gruentes, respecto del modulo adoptado (63). Eli-
oiendo 4 voluntad un nidmero de cada clase, forma-
remos con los escogidos un sistema completo de
niimeros tncongruentes (mod. k).

Lios % nGmeros sucesivos y 1, 2,..k; ¢, c+1,
¢-2,...c+%k—1; etc., forman dos sistemas comple-
tos de nimeros 1ncongruentes.

Si los ntimeros #,, #,...z; son incongruentes
(mod. %), y b es primo con %, los nimeros a—+-0z,,
a-+bz,,...a+bxy, constituirdn también un sistema
completo de nameros incongruentes. Porque si
a—+bz, y a-+bz, por ejemplo, fuesen congruentes
(mod. k), su diferencia b(z,—=x,) seria divisible por k;

. como by £ son primos, z,—z, Seria divisible
por % (50); 6, lo que es igual, z, ==, (mod. 4): con-
tra la hipotesis.

Si § es un divisor de %, en la serie 1, 2...k exis-

| AR R : !
-ten q:-(—a— términos que tienen comun con #% el

méiximo divisor d (62); pero cada uno de dichos
términos caracteriza una clase de las que antes

hablamos: luego entre éstas habra cp(—%) clases

en las cuales se hallardn contenidos los numeros
que tengan comin con % el méximo divisor 3. De
donde resulta, por ser =1 el méximo comin di-
visor de los nimercs primos entre si, que los ni-
‘meros primos con /% se encontrardn distribuidos
en ¢(%) clases.

66. TLios restos de productos 6 de potencias se
deducen con facilidad de los restos de sus factores.
‘Cuando a==r, y a'=r" (mod. %), serd aa'=rr
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(mod. k) (64); y s1 a*=s (mod. k), serd a**!=axqa
—sr (mod. k). Lios nimeros 217 y 57 dan los restos
9y 5 segun el modulo 13; luego el producto 257.17
dara el mismo resto que el producto de los restos
9.56=45=06 (mod. 13); y la potencia 57*=5.5=25=—
—-1 (mod. 13).

La congruencia, segun el médulo 2, a*» = a se
verifica siempre; porque a* y a dan el mismo res-
to 0, si a es par; y el mismo resto 1, cuando a sea
impar.

Tomando por médulo el namero 5, todos los ni-
meros seran congruentes con uno de los de la
serie 0, 1, 2,—2,—1; y todos los cuadrados 6 segun-
das potencias seran congruentes, por lo tanto, con
alguno de los nameros 0, 1,—1. Si, pues, el cua-
drado a*® es congruente con 0, con 1, 6 con—1; 6
dicho de otro modo: si a, 6 a®*—1, 6 a*+1 es divi-
sible por 5, el producto a (a’—1) (a*+1)=a*—a se-
r4 divisible por 5, esto es: a’=a (mod. 5): y como
antes hemos demostrada lo que a*=a (mod. 2), resul-
ta esta congruencia: a’=a (mod. 10). Lo cual sig-
nifica que las quintas pﬂteumas tienen la misma ci-
fra de las unidades que los nameros elevados 4 ellas.

Lias potencias sucesivas 57, 57°, 57°%,... son con-
gruentes (mod. 13) respectivamente, con los nume-
ros 5,—1,—5, 1 que se repiten peri6édicamente. Lias
9, 9%, 9°,... son congruentes (mod. 11) con los nt-
meros—2, 4, 3, 5, 1; y las mismas son congruen-
tes (mod. 5) con losntimeros—1,1.Lias 12, 12* 12°...
son congruentes (mod. 15) con los nimeros —3,—6,
3, 6 respectivamente. TN Al e

67. Cuando el médulo es un namero primo p,
y el dignando @ no es divisible por p, los restos de
las potencias a, a®, a®... forman periodos de (p—1)
términos 4 lo sumo, siendo a?-=1, a?=a, (mo6du-
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lo p) (*). Bi el médulo es un nimero compuesto 24,
y @ es primo con %, los restos (mod. %) de las po-
tencias a, a?, a’, .. forman periodos de ¢ (k) térmi-
nos, lo mas; esto es: con tantos términos, 4 lo sumo,
COmMo numeros primos con k& existan en la serie
1, 2, 3...k, siendo a ¢ ®*/=1 (mod. k).

Respecto del mé6dulo 5, la potencia 3* da el resto
1; segun el modulo 37, la potencia 5°* da también
el resto 1. Respecto del modulo 7, no sélo la poten-
cia 2°, sino también la 2°, dan el resto 1; segtn el
modulo 18, la potencia 5'* da el resto 1; pero an-
tes que ella la 5* da también el resto 1. Como ¢ (15)
=38, es 2°=1 (mod. 15); pero ya antes, 2! da tam-
bién el resto 1, segtin el mismo moédulo 15,

Demostracion.—Designemos por r,, 7,, 7,,... los
restos (mod. p) de los productos sucesivos a, 2a,
3a,...; entonces los productos

1.2.8...(p—1)a? 1y rorr,..rp—

seran congruentes (64). Por ser a primo con p, los
restos r,, r,, 7,,... seran todos diferentes de O é in-
congruentes (65); 6 lo que es igual, dichos restos
seran los nameros de la serie 1, 2, 3... p—1, cuyo
producto es 1.2.3... (p—1). Y como este producto
es primo con p, serd (64-I1I) a?—'=1 (mod. p). La
congruencia a? ~—a (mod. p) se verifica también aun
cuando a sea divisible por p.

Cuando el médulo sea un ntmero compuesto,

(*) Teorema de Fermat (1640).—La extensién de este teo-
rema 4 los médulos compuestos, por Evrer, re halla en los
Nov. Comm. Petrop. 8, p. 74. Véase Gauss, Disq. arithm. 50
La demostracién gencilla del texto pertenece 4 DirigrLET, J. de
Crelle. 8, p. 890, y Zahlentheorie, § 19.
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k, representemos por £, 4, k., ... los numeros de
la serie 1, 2,... Z, primos con £, cuyo conjunto
e8 ©(k); ¥ por ry, 7y, 7,,... o8 restos (mod. £2) de
los productos a%,, ak,, ak,, ... Por multiplicacion
obtendremos la congruencia

a ¥(®) }l:j]ﬁﬂﬂ:a,...i_:rjrﬂra,... (mod. k).

Mas, por ser a primo con %, los niimeros k,, k,,
kyy... SOND incongruentes: y los restos »,, Fos Fayisa SOD
también incongruentes; diferentes de ( Yy primos
con /; luego son nimeros de la serie ki k,, k,...: de
modo que 77y7;.. =k kk,...; v, por consecuencia

a®**=1 (mod. 4).

68. Todos los cuadrados, no divisibles por £,
Son congruentes (mod. £) con ciertos nimeros de
la serie 1, 2...£—1, y con log otros no. Lios prime-
ros (y todos los congruentes son ellos) se llaman
restos cuadrdticos de %; los segundos no-restos cua-
draticos de % (*).

Puesto que (£=+z)*—a? es divisible por £, es evi-
dente la congruencia

(#£2)'=2* (mod. £).

Lia cual ensefia que, para hallar los restos de
todos los cuadrados, segin el modulo £, 6 sean,
todos los restos cuadriticos de #, 80lo debemos em-
plear los cuadrados de los nimeros 1, 2... #(#—1),
0 3%, conforme /4 gea Impar, 6 par.

La formacién de los cuadrados de los numeros

(*) Esta distineién, importante en Ia Aritmética, se debe 4
BuLkr, Opusec. anal. 1, p. 268. Véase Gauss, Disq. arithm. 94.
DiricuLET, Zahlentheorie § 82,
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naturales 1, 2, 3... se facilita mediante la igualdad
(a+41)?=a’+2a-+1. Esta nos ensena, en efecto,
que los cuadrados de dichos numeros 15925 8,
se forman agregando los némeros impares. Asi:
91—143; 3'=9*}5; 4°=3°-1T, etc., etc. Y por
ignal procedimiento se deducen los restos de estos
cuadrados, respecto de un modulo cualquiera. Asi,
por ejemplo, respecto del modulo 13, los cuadra-
dos 1%, 22, 8*, 42, 5%, 6* producen respectivamente
los restos 1, 1-+3, 4+5, 94+7=3; 349, 12411=10.
Por consecuencia: todos los cuadrados, no divisi-
bles por 13, son congruentes (mod. 13) con alguno
de los ntimeros 1, 8, 4, 9, 10, 12; mientras que los
otros niimeros, que pueden ser restos también
de 13, 4 saber: 2, 5, 6, 7, 8, 11, no seran restos
nunca de cuadrados, respecto del expresado modu-
lo. Lios primeros son los restos (cuadriticos) de 13;
los segundos son-los no-restos.

‘ 3 7 gl 93
14 tiene los restos: 1 g ‘9rdl 8
y los no-restos: 3 6 10 12 13

I s O

15 tiene los restos: E) 1. 100 6 4

g 8.1 12 18 14
7

9

R & AU | R

16 8 215 138
6 T 10 11 12 14

17 tiene los restos:

5
4
5
4
3
4
y los no restos: 5

3
1
y los no-restos: 2
3
1
3

Si » es un nimero primo, impar, y @ y b repre-
‘gentan numeros de la serie 1, 2, 3... $(p—1), los
cnadrados a® y b* serdn incongruentes, segun el
moédulo p; porque, si se verificara la congruencia
a*=">0* (mod. p), 6, lo que es igual, si a'—0*
—(a+b)(a—>) fuera divisible por p, por ser a—b



primo con p, deberia ser a—b divisible por p; con-
tra la ‘hipotesis establecida para @y b Iiuego no
existen menos de 4( p—1) restos cuadriticos de P.

69. Sip es un nimero primo, y @ no divisible
por p, los nimeros de la serie 1, 2, 3...p—1, podrin
aparearse de modo que los productos constituidos
por cada par sean congruentes con a, segun el
modulo p. En particular, si @ es resto cuadratico
de p, en la serie 1, 2, 3...p—1, existen dos nume-
ros complementarios de p, cada uno de los cuales,

repetido, constituye un par de la especie expli-
cada (*).

Ejyemplo.—Sea p=T7; sus restos cuadriticos son
1, 2, 4; y, por lo tanto, 12=5 (mod. 7) pertenece 4
los no-restos; y 9=2 4 los restos. De los nameros
1,2, 3, 4, 5, 6 pueden formarse tres pares, de tal
modo que los productos constituidos por cada uno
de ellos sean congruentes (mod. 7) con 12: y otros

cuatro pares, cuyos respectivos productos sean con-
gruentes con 9. Lios primeros son en efecto:

1.5=2.6=8.4=12
y los segundos:
1.2=8.8=4 .4=5.6=9
Cada uno-de los nimeros 8 y 4 cuya suma es 7

(el médulo), forma, repetido, un par, con la propie-
dad en el teorema expresada. ’

—

(*) Este teorema y las demostraciones de los siguentes se
deben & Diricuret, J. de Crelle, 8, p. 890.



e

Deomostracién.— Designemos por m cualquiera,
de los numeros 1, 2,... p—1, el cual sera primo
con p. Lios numeros m, om,... (p—1)m daran, res-
pecto del moédulo p, los restos, diferentes entre si,
aunque en otro orden, que constituyen el sistema
1, 2,... p—1 (65). Mas uno de estos restos debe
ser el de a, segin el mismo médulo p; puesto que a
no es divisible por p; luego entre los productos m,
2m,... (p —1)m existe uno, y uno solo, congruente
con a, segtin el modulo p.

Qi ¢ fuese resto cuadrdtico de p, en'la serie 1,
9,...5(p—1) habria un solo niimero % que consigo
mismo formaria un par, con la propiedad definida
por la congruencia k*=a (mod. p) (68). Al mismo
tiempo se verificaria la congruencia (£—p)*=a
(mod. p).

70. Sip esun nimero primo, y @ no €s divisi-
ble por p, se verificard la congruencia.

L TR 1)_—_5{1“1}"‘13

en la cual ¢ recibe el valor 1 6 —1, segun que @
sea no-resto cuadratico, 6 resto de p. '

Demostracién. —Si a es no-resto de p, los name-
YOS M, M, M,... de la serie 1, 2, 3,... p—1, pueden
aparearse con estos otros n, n,, %,... de la misma
serie, de tal modo que (69)

mn=m n,=mmn,=...=a (mod. p)

de estas 1(p —1) congruencias se deduce (64-1T) esta
otra:
M, My...n0 N,.. =a*®=1 (mod. p)
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cuyo primer miembro es el producto 1.2.3... (p—1).
Etcétera.

Si a es resto de p, los nimeros m, m,, m,... de la
serie 1, 2,... p—1. después de separar de ella dos
determinados, k& y p—, podrdn aparearse con estos
-otros n, n,, n,.. de la misma serie, de modo que:

MR=mn,=mn,=...=a (mod. p)

De estas 4(p —38) congruencias se desprende la si-
guiente:

1.2.8...(p—1) _
Kp—Fk)

mm'mﬂl ufn?!qﬂﬂ LA — aﬁip_g} (mﬂd' .p)

Pero & (p—k)=—k*=—a (mod. p): luego, por
multiplicacion, resulta: |

1.2.8...(p—1)=—at @1 (mod. p)

71. Si p es un namero primo, se verificara la
congruencia (*)

1.2.3...(p—1)=—1 (mod. p)

La demostracion se desprende del teorema ulfi-
mo, considerando solamente que 1 es resto cuadra-
tico de p, y que 1 * -1,

Reciprocamente se concluye que, si la suma del
producto 1.2... (p—1), y 1, es divisible por p, este
nimero p es primo. Porque si p fue