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PROLOGO DE LA TRADUCCION,

Echegaray, mejor conocido, tal vez, por Ricardo Baltzer
que por la mayoria de los espaiioles ilustrados, en su pro-
logo 4 nuestra traduccion de la Aritmélica universal del
ilustre profesor de la Universidad de Giessen, dice al pié
de la letra:

«De nuevo me invitan mis buenos amigos, los senores
Jimenez y Merelo, 4 escribir el prélogo de esta, su segunda
traducecion de las-obras del distinguido matematico Ri-
cardo Baltzer, como me invitaron con igual objeto, hace
tiempo, para la que por entdénces hicieron de la Ariimética
sulgar del mismo autor; y ahora como en aquella ocasion
cumplo un deber ineludible de amistad y de cortesia, es-
cribiendo unos cuantos parrafos que ningun mérito pue-
den anadir al del libro del gedmetra aleman, ni 4 la con-
cienzuda ¢ inteligente traduccion que de la Ariiméiica
universal ofrecen al publico ambos matematicos espa-
noles.

»Por otra parte jqué mayor mérito que el de ocuparse de
(iencias exactas en Espaiia, donde tal ocupacion rara vez
da honra y nunca da provecho! jqué mayor elogio pudiera
yo hacer que el que en si lleva la tenacidad laudable, aun-
que inverosimil, de mis amigos, al continuar la empren-
dida tarea, y al publicar una segunda parte, aqui donde, sj
alguien por caso raro se atreve con la primera, €8s Seguro
que jamés de ella pasa ni 4 segundas partes llega! jqué
mayor gloria que vencer la apatia 6 el desden del publico,
- obligando 4 ocuparse 4 unos cuantos, aunque sean pccos,
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de estas 4ridas materias que sélo tratan de la cantidad,
del drden y de cosas de este linaje!

yExeuso, pues, encarecimientos que pudieran creerse
inspirados por la amistad; excuso, asimismo, un analisis
detallado del libro, que fuera inutil para el que se pro-
nonga leerlo, y que ningun interés podria ofrecer para el
que no haya de pasar de la portada; y voy a cumplir bre-
vemente mi eompromiso.»

Hace seguidamente un sucinto andlisis de las materias
que la obra contiene y despues contintia de este modo:

«En la obra domina, al ménos asi creemos adivinarlo,
un pensamiento fecundo, sobre el cual, para dar por ter-
minadas estas breves lineas, hemos de llamar la atencion
de nuestros lectores.

»Dicese comunmente que la Ciencia es un encadena-
miento de verdades; una especie de andamiaje, mediante
el ecual se va elevando el edificio cientifico; una escala en
la que para llegar 4 los Gltimos escalones hay que pasar
forzosamente por los primeros; y que de este modo los teo-
rernag se ordenan en varias séries lineales que entre si se
cruzan y enlazan. Esto es cierto, esta es la Ciencia en su
origen; pero no es el bello ideal de la Ciencia. Oiencia, en
que para llegar 4 un teorema necesito pasar antes, forzo-
samente, por una cadena de doscientos teoremas, es Cien-
cia que dista mucho de su més alto grado de perfeccion.
Demostrada quedara toda verdad matematica, & 1a cual se
llegue partiendo de axiomas, combinando verdades ya
probadas, y subiendo de una en otra; pero si la série es
muy larga, si necesito alejarme mucho de lo que es evi-
dente por si, es decir, del axioma, signo cierto seri esta
laboriosa demostracion de que no nos hemos elevado to-
davia 4 los grandes principios. Por el contrario, 4 medida
que, para llegar 4 un teorema, la gérie de los anteriores se
vaya acortando y los eslabones vayan disminuyendo en
namero, la Ciencia serd més perfecta; y las verdades mas
claras y patentes, como que estardn mas cerca del origen
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(que es el axioma; y el artificio de la demostracion més na-
tural y sencillo; y los principios mas fecundos y més com-
prensivos; y la unidad de la Ciencia més alta y mas rica
en su contenido.

»En suma: la perfeccion suprema seria aquella en que la
forma del artificio cientifico fuese la que sigue: los axio-
mas en el centro, los teoremas en la eircunferencia, y todo
dispuesto de tal suerte que para llegar & un leorema Has-
tase combinar l6gicamente los axiomas centrales sin pa-
sar por ninguno de los demas teoremas: un centro de
axiomas, radios de demostracion, circunferencia de ver-
dades; esta es la construccion més perfecta del saber hu-
mano, y cuanto mds se acercan a ella las ciencias mas
perfectas son.

»>Asi nos agrada que en tan corto niimero de paginas
como la Aritmética wniversal contiene, se traten teorias
gue pasan por elevadas y traseendentales, deduciéndolas
rapida é inmediatamente de los primeros prineipios.»

Definido en lag anteriores lineas con profunda inteligen-
cia, recto criterio y envidiable claridad, el caracter dis-
tintivo, no ya de una sola parte, sino de la obra entera de
Ricardo Baltzer, dejariamos la pluma de la mano, si nues-
tra relativa pequefiez nos dispensara de manifestarnos
agradecidos & los dos maestros con cuya amistad y bene-
volencia nos honramos. Copiadas quedan las frases del
uno; pocas hemos de afiadir para llamar justamente la
atencion de nuestros lectores sobre este libro, escrito por
el otro.

Desde luego merece notarse ol deslinde entre la Aritmé-
tica y el Algebra, dos ramas esencialmente diversas de la
Matemética y confundidas, sin embargo, én todos los tra-
‘ tados que por mano de nuestra estudiosa juventud circu-
lan en Espaiia. No es el Algebra un monton de teorfas di-
versas, en las que se considera la cantidad con atributos

opuestos; ni lo es tampoco el lenguaje simbolico que 1o
constituye propio caracter; ni es su objeto la investiga-
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cion de las leyes generales de la cantidad ya necesaria-
mente calificada. E1 Algebra, segun Baltzer, es la Teoris
de las funciones algebrdicas, caso particular de la Zeoria
de las funciones 6 del Andlisis, como fué tambien llamado
el Cédlewlo infinitesimal desde su creacion por Leibniz y
Newton. En el Algebra, por lo tanto, la cantidad y la fun-
eion que la representa 6 expresa, se suponen egencial-
mente continuas; y continuas asimismo se consideran
sus correspondientes variaciones. Y, como en el general
concepto de funcion va incluso precisamente el de conti-
nuldad, y la idea de ecuacion es necesaria para definir la
funcion particular, denominada algebrdaica; se dice de otro
modo, en conformidad con lo 4ntes enunciado, que el ob-
ieto del Algebra es la Resolucion de igs ecuaciones.

Aufores hay (*) que, para evidenciar el acuerdo y la cor-
respondencia entre la funcion y la lnea, y separar clara-
mente lo algebrdico de lo aritmético, estudian las propieda-
des de las funciones algebrdicas, Y los modos de satisfacer
a la exigencia de que éstas se anulen (resolucion de ecua-
ciones), geométricamente.

Despréndese de lo dicho que el lector, al abordar el es-
tudio del 42gebrainmediatamente despues de haber apren-
dido en la Aritmética las leyes de la cantidad numeérica 6
discreta, debe adquirir, ante todo, la nocion de confinui-
dad: de esa gran categoria matematica, como dice Eche-
garay tambien, que es el fundamento de todas las grandes
leyes de la Ciencia moderna; investigando para ello e6mo,
bajo el predominio de la diserecion todavia, se rellenan
los huecos existentes en las séries numéricas. Este trin-
sito entre lo discreto y lo continuo ests periectamente
explicado en el capitulo primero del presente libro, que
lleva por epigrafe Zas proporciones. Definense en €l los nii-
meros (razones) racionales & irracionales; la consiguiente

) Drosisca (Grundzige der L. von den hov. num. Gleich. nach
thren anal. und geom. Eigenschafien).
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lemitacion de estos 1ltimos entre dos racionales cuya
diferencia es arbitrariamente pequefia; y se demuestra
sencillamente el teorema, enunciado de un modo general
Yy concreto, que se llama de los Mmites. Considérase pri-
meramente la funcion como mera expresion de dependen-
cia, en el capftulo segundo; se ponen asi, de manifiesto, los
valores correspondientes entre la funcion y sus argumen-
tos, en la esfera de la discrecion todavia, para comparar
distintamente sus inerementos mituos; y se da despues
clara y completa idea de la funcion continua, y de la
Juzion 6 ley de variacion en el curso de la funcion misma;
terminando por la clasificacion de las funciones. Consa-
grado estd el capftulo tercero 4 la exposicion tedrica y
practica del Método analitico, 6 sea, del procedimiento
general para plantear 6 poner en ecuacion los problemas
matematicos, y algebrdica y geométricamente resolverlos.
Los tres capitulos mencionados componen la Zntroduc-
CLon. ' -

Los capitulos restantes pudieran distribuirse en dos
secciones: una, de caracter particular, hasta cierto punto:
y la otra, de cardcter general. Comprende la primera lag
ecuaciones lineales, cuadréiticas, cibicas y bicuadraticas;
y trata de la resolucion de las ecuaciones numéricas, de
cualquier grado y especie, por el método de Newton. Ob-
Jeto de la segunda es la investigacion de las propiedades
elementales de las funciones algebraicas, comec antece-
dentes indispensables para demostrar los famosos y cono-
cidos teoremas de Descartes, Sturm, Cauchy y Gauss.
Hablase en aquélla, con la amplitud posible, de los siste-
mas de ecuaciones, de la eliminacion, 6 sea, de los medius pa-
ra componer el sistema resolvente; indicindose el procedi-
miento general para encontrar las soluciones de un siste- .
Ia, constituido por dos ecuaciones cuyos primeros miem-
bros sean funciones enteras de dos incégnitas, que se apli-
ca, por via de ejemplo, & dos funciones trinémicas, cuya
resuitante se determina. En ésta, en la consagrada 4 la and-
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lisis algebraica, despues de estudiar los caractéres propios
de las ecuaciones que contienen 6 admiten raizes reales ¢
raizes no reales, define el autor en su lato sentido la norma
de una funcion irracional: la cual sirve inmediatamente
para formar una ecuacion cuyas raizes sean potencias de
las raizes de otra ecuacion dada; y mediatamente, para
aislar las raizes, ¢, en general, los médulos de las raizes,
sin excepcion, de una ecuacion numerica, como se realiza
por el método de Griiffe, ya por fortuna conocido en Hs-
paiia (*). Y concluye por la teoria de la eliminacion, sin
decirlo asi expresamente, como de costumbre, determi-
nando la resultante de dos funciones enteras, cualesquie-
ra, y el mdximo comun divisor de las mismas.

Observaciones minuciosas acerca del modo excepcio-
nal como presenta Baltzer las teorias comprendidas en
este libro, podriamos hacer tantas que no cupiesen dentro
de los limrites de un prélogo, por grande que €ste fuera,
Nuestros lectores las hardn mejor que nosofros; y con
nosotros convendrin en que el estudio detenido de esta
obra, aunque sorprende y por esto parece dificil en un
prineipio, los obliga 4 diseurrir 6 adivinar como tan co-
piosa y profunda doctrina ha logrado su autor ordenarla
y explicarla bien en tan pocas palabras.

E. JIMENEZ.

(*} Traducido y ampliado por nuestro compaiiero D. Miguel
Merino.—Véase pag. 174, |



PROLOGO DEL AUTOR.

KEsta Parte tercera de los ELEMENTOS DE MATEMATICAS
comienza por una [afroduccion, en (ue se estudian las
proporciones y se explican las ideas fundamentales acerca
de las funciones y el método analitico. Trata el Zdro pri-
mero de las ecuaciones, de la determinacion de varias in-
cognitas mediante un sistema de ecuaciones; y, particu-
larmente, de las funciones y ecuaciones cuadraticas. La
resolucion de las ecuaciones cibicas y bicuadrédticas, y la
de las ecuaciones numéricas, trascendentes y algebriicas
de grados superiores, constituyen el objeto del libro se-
gundo. Y en el fercero y ultimo se exponen las leyes ele-
mentales de la Andlisis-algebrdica, 6 sea, de la Teoria de
las funciones del mismo nombre.

Todas estas materias (segun ya advertimos en el pré-
logo de la Parte segunda) se hallan, en general, agrupadas
conforme 4 un criterio cientifico; mas eseritas, sin em-
bargo, con tal independencia, que los profesores que
adopten esta obra para sus discipulos puedan ordenarlas
con entera libertad, acomoddndose 4 las condiciones de
la ensefianza. Por la primera vez deben explicarse sola-
mente los primeros pérrafos de los capitulds, prescin-
diendo de su ulterior desenvolvimiento hasta que luego
se presenten ocasiones oportunas para hacerlo. Al estu-
dio del Algebra debe preceder el de la Aritmética universal;
pero esto no impide que puedan intercalarse ciertos ca-
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pitulos de la una entre los de la otra. Asi, por ejemplo,
despues de las cuatro operaciones fundamentales, podra
explicarse la introduccion del Algebra y las ecuaciones
de primer grado; en seguida, la raiz cuadrada, con las
ecuaciones cuadriticas y los sistemas de ecuaciones; de-
tras, las potencias, las raizes, los logaritmos y las progre-
siones geométricas, con las ecuaciones trascendentes;
luego, la combinatoria, ete. El método de un libro para
ensefiar debe mostrar dun exteriormente el enlace cienti-
fico de los asuntos que pudieran separarse en las leccio-
nes; mas evitando, hasta donde sea posible, que el proce-
dimiento analitico de la exposicion oral quede limitado
6 restringido por el plan sintético del libro.

~ Los teoremas, las denominaciones y las notaciones ¢
simbolos, van acompaiiados de su historia en breves pa-
labras. '
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PARTE TERCERA.

AILGEBRA.

INTRODUCCION.

LAS PROPORCIONES, LAS FUNCIONES Y EL METODO
ANALITICO.

i. Kas proporciones.

(HE1s.-31 v 33.)

1. Larazon 4:07 de las cantidades homogé-
neas 4 y B (Arir. untv. X) serd mayor, igual 6
menor que 1, segun que 4 sea mayor, igual 6 menor
que 5. Comparando 4 con los multiplos de B, 6
con los multiplos de una parte alicuota de B tan
pequeia como queramos, podra ocurrir: que 4 sea
igual 4 un muiltiplo de B, 6 igual 4 un multiplo
de una parte alicuota de B; 6 que se halle com-
prendida entre dos multiplos consecutivos de una
parte alicuota de B. Estos tres casos, designan-
do /, m y » nimeros enteros, se expresan como
sigue:

,_ 1
A=IB, A=2By TB< AT

P

a




e
La razon 4 : B, por consecuencia, 0 serd exac—
tamente expresada por el entero /, ¢ por el que-

brado = ; 6 estara limitada por los dos quebrados

m 1
m ™. eon un error que no llega 4 —1?; y puede

' i ?

hacerse tan pequefio como queramos, creciendo #
suficientemente. En este tltimo caso, en el de la
limitacion, la razon de las cantidades se dice ¢77a-
cional (ARIT. UNIV., 82), y éstas sellaman encon-
mensurables: denominandose conmensurables las
cantidades, cuando su razon es 74cLonal.

Cuando, para hallar la razon de dos rectas, se lieva la
menor sobre la mayor cuantas veces sea posible, el resto
del mismo modo sobre la menor, el segundo resto sobre el
primero ete., etc., y resulta que ningun resto esta conte-
nido exactamente en el anterior, se deduce que las rectas
son inconmensurables (ARIT. UNIV. 49). Véase: KEuCLI-
pEs X, 2. Ejemplos: LEGENDRE Geom. III, probl. 19. Com-
parese con Eucr. X, 117. Kunze Planim. I, probl. 170.
BRETSCHNEIDER Arch. de Grunert, 3, p. 440.

9. Si una limitacion de la razon de un par de
cantidades es al mismo tiempo limitacion de la
razon de otro par de cantidades, las dos razones
son iguales (¥).

DeMOSTRAGION.—Dado un numero cual quiera 7,
siempre es posible encontrar otro numero, 7, que
satisfaga & la limitacion:

_m-l—-l
T

m
‘;;(A:ﬁ'(

=

f

(*) Euvecr, V. def. 5.
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Y si al mismo tiempo se verifica esta otra

m—l—l
resulta que
1 m-+1 m
Ad: B— m-+- el : =
O sea:
{
A:ﬂ——*O:ﬂ<;-

Ahora bien: si la diferencia de las dos razo-
nes 4 : By C:D no fuese nwla, no podria ser

menor que el quebrado ;t— que es arbitrariamente

diminuto. Luego 4: B—C : D=0;y, por lo tan-
t0,4: 8=0:0.

En la comparacion mediante la limitacion se
funda el Meétodo de exhaustion usado por ARQUIME~

pes. KriicerL, Meth. W. 2, p. 152.

3. La razon de dos cantidades puede hallarse
mediatamente, multiplicando la razon de la primera
cantidad con otra cantidad auxiliar, apropiada,
por la razon de esta cantidad auxiliar con. la se-
cunda de las dos cantidades propuestas., KucL. VI,
def. 5. Este teorema se expresa con signos del modo

sigruiente:
A:B=(4A:-M)(M:B).

Su demostracion es sencillisima. En efecto, mul-
tiplicando el segundo miembro, cociente de 4 : B,
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por el divisor B, debe resultarel dividendo. Y asi es:

(A: M) (M:B)B=(A4:M)M= A. (Arir. UNIV. X.)

Del mismo modo:

A:B=(A: M) (M:N)(N:B). Ete., etc.

Las razones A: B y B : A son reciprocas, por-
que su producto (4 : B) (B:4) es 4: A=1.) (ARiT-
METICA UNIV. 39). |

4. Varias cantidades son entre si como sus
razones respectivas con la misma cantidad auxi-
liar (unidad). Asi: '

A B:C=(4A:M): (B:M):(C: M)

Ksto es:

A:B=(4:-M):(B: M) _
A:C=(A:M):(C: M); ete., ete.

En efecto, (A:M):(B:M)=4:B; puesto
que (3) (4:5) (B:M)=A4:M.

Si, en particular, la cantidad primera contie-
ne p partes (unidades), la segunda ¢, y la ter-
cera 7, dichas cantidades estaran entre si como los
nimeros p, ¢ y 7, respectivamente. Y & la inversa:
cuando las cantidades sean entre si como los nu-
meros p, ¢y # respectivamente, la primera, podra
representarse por pM, la segunda por gM, y la
tercera por M, siendo M indeterminada.

Los numeros A: M, B: M, C: M pueden ser
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todos multiplicados ¢ divididos por un mismo nu-
mero sin que se alteren sus razones mutuas. (ARIT-
METICA UNIV. 35). Cuando todos 6 algunos sean
quebrados, se multiplican por su denominador co-
mun; y cuando se dividen, se dividen siempre por
su maximo comun divisor.

9. Proporcion (awadoyia, p?‘ﬂpo?z‘wmhm&) es una
igualdad de razones. Por ejemplo: 4: B=C: D (*).
Las cantidades que ocupan iguales lugares, como
las 4y O, ylas B y D, se llaman ﬁ,ﬂdeaym.s'
El producto de las eantldades intermedias es igual
al de las cantidades extremas: entendiéndose por

cantidad su razon con la wunidad.' EUcLIDES V.
def. 8., vy VII, 19.

Si 4: B=C:D, sera BC=AD.

DemostrACION.—El cociente 4 D: B significa lo
mismo y vale tanto como el producto (4: B) (D: ),
en el supuesto de que 4, B... sean nlimeros, como
asl se expresa en el enunciado del teorema. Pero
D:C=PB:4:1uego AD: BCO=(A4:B)(B: 4)=1.

6. Los cocientes resultantes de dividir en una
proporcion cada cantidad por su homdloga son
iguales. Dada la proporcion

4. B C=F:6G:H
seran

A: F=8:0G=0:H

o e ——

(¥} El signo = puede en este caso ser sustituido por el
de OuenTrED; : (1634).
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v reciprocamente. En el supuesto siempre de que
lag cantidades 7, G y H sean de igual especie que
las 4, By C, 6 que representen numeros (razones
con la unidad de las mismas #, Gy H).
DEMOSTRACION.—Segun (3), 4: F=(4:B)(B:1);
mas, segun la hipotesis, 4: B=14": G, y por con-
secuencia, A:F=(B:F)(F:G)=PB:G; etc.
Cuando las cantidades 4, B, C... son entre si
como las diferencias 4—B, B—C, C—D... 1as
razones B: A, C: B, D: (... son iguales: lo cual
significa que las cantidades 4, B, C... forman
nna progiesion geometrica. Pues, segun la, hi-
pétesis; y el teorema que acabamos de demostrar,
4. A—B=B:B—(C, y por consecuencia (9)
(A—B)B=A(B—0C) y al fin: B:Ad=0: 8. B,
7. La razon de los polinomios

Az -+ By + Cz: Ap -+ Bg + COr

permanece invariable, cuando las cantidades 4, 5
y ¢f son sustituidas por otras A, G vy H que se
hallan entre si respectivamente como las primeras.
DEMOSTRACION.—De laproporcion #7: G:H=A:8:C
se deducen (6) las igualdades I7: A=G: B=H: (.
Multiplicando, pues, en los polinomios dados, las
cantidades 4, By Cpor F: A, G: By H: U res-
pectivamente, resultan las 7, Gy [7; sin que se
haya alterado la razon de aquéllos por haber sido
multiplicados sus términos por un mismo NumMero.
EseMPLOS.—De la proporcion

A_:B: O=1F:.6G:H
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se desprenden las siguientes:

AR O= Kl H
A+B+0: A=F=+ G=H: F. Ete., ete.
Si 'Am—%B;gJ—t-O:z:[}, tambien #o-+ Gy -+Hz=0.
8. De dos proporciones puede deducirse otra

nueva, multiplicando los términos de las primeras
‘ordenadamente. Asi, de las proporciones

TANBO=FG  H
LM - N—=P:Q: R

se deduce la proporcion
AL-BM:-CN=FP:GQ:HR.
DeEMOSTRACION. AL:BM= (A:B) (L : M) se-

gun ya vimos (5); mas 4: B=F: Gy L: M=P:Q,
segun la hipdtesis. Luego

AL : BM =(F: §) (P:.6Q)=HP: GR. Bic.
Reciprocamente: de la proporcion
AL BMW G OCN=5%: 94

se deduce esta otra:

9. Generalmente se distinguen ¢7es medios en-
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tre dos cantidades (*): el arétmeético, el geométrico
y el armdnico. _
Bl medio aritmético entre dos cantidades es la

semisuma de éstas. Asi, designando por z el medio
aritmeético entre 4 y B, sera:

r=3(Ad+B)y A—v=2—B.

En los antiguos libros de Célculo se llamaba
medaio aritmético de dos cantidades 4 la diferencia
de éstas, y proporcion aritmética, 4 la igualdad de
dos diferencias.

La proporcion aritmética 4—az=2—PF se llama
continua (continua); porque la tercera cantidad es
igual 4 la segunda.

El medio geométrico de dos cantidades es la raiz
cuadrada de su producto. Designando, pues, por
el medio geométrico entre 4 y B, sers (5)

Yy=VAB y A:y=y: B.

- Laigualdad de razones 4 : ¥y = : B se deno-
mina proporcion geométrica, y lleva ademas el ca-
lificativo de continua; porque la tercera cantidad es
igual & la segunda. Por lo cual, en vez de medio
geometrico, suele tambien decirse medio geométri-
Co proporcional. |

El medio armdnico entre dos cantidades es otra
cantidad, cuya reciproca es el medio aritmético de
las reciprocas de las dos cantidades propuestas; en-
tendiendose por reciproca de una cantidad la razon

(*) Segun los anticuos matemiticos griegos. Nicomaco,
Arithm. 11, 21 ; Pareus, Coll, Math. 111, %
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de la unidad con la misma (5). Designando, pues,
por z el medio armoénico entre las cantidades 4 y B,
y por @ € ¥, como antes, su medio aritmético y su
medio geometrico, tendremos:

el A+ B

(1 5)= 213
A—2z2:2—B=A4A:B z:y=y:oa.

1
~ =

Asimismo, bajo el nonbre de medio aritmético entre #
cantidades se comprende la #* parte de su suma; bajo el
de medio geométrico, la #® raiz de su producto, y bajo el
. de medio armdnico entre varias cantidades, la cantidad
cuya reciproca es el medio aritmético de las reciprocas de
aquéllas. Armdnica, en general, se denomina la série de
términos cuyos reciprocos forman una progresion arit-
meética (ARIT. UNIV. 159) por el motivo de su aplicacion 4
la teoria de los tonos en la musica. Geométrica se llamé la
proporeion por el uso que de ella hizo EucLIDES en sus
Elementos.

10. El medio geométrico entre dos cantidades
es menor que el aritmetico, y la diferencia entre el
uno y el otro es menor que el cuadrado de la dife-
rencia entre las dos cantidades dadas, dividido por
el octuplo de la menor (*).

En efecto:
s(A+B)—\VAB=3 (V/A—VBY
contos (A rr Bl on ot ol )
- 2(v/ 4+ VB )E 85

(*) LENTHERIC, Ann. de Gerg., 21, p. 84 El medio geométrico
entre n cantidades es menor que el aritmético. Journ. de Liouv-
VILLE, &, p. 493.
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En general, el producto de las partes 6 miem-
bros de una suma es maximo cuando dichas partes
son iguales; puesto que el producto de partes des—
iguales puede ser aumentado, reemplazando dos
partes_desiguales por dos iguales, esto es: cada
una de aquéllas, por el medio aritmético de ambas.
Por el contrario, la suma de los factores de un
producto es minima cuando los factores son igua—
les; pues, si la suma de los factores iguales llegase
a valer tanto 6 mas que la suma de los factores des—
iguales, el producto de los primeros serfa mayor
que el de los segundos: contra la hipdtesis de ser
uno solo el producto dado.

Ef. Fumnciones de variables.

11. Una cantidad se dice dependiente de otra
cuando, mediante una variacion en la segunda, se
produce una variacion en la primera. Las cantida—
des, de cuyos valores depende el de otra cantidad,
se llaman variables (argumentos); y la cantidad
dependiente toma el nombre de funcion (*) de
aquellas variables. Asi, por ejemplo, el precio de
un género es una funcion de su cantidad; el voli-
men de un cuerpo es una funcion de su tempera-
tura y de su presion; la potencia, la raiz y el loga—

(*) Lemsyiz llamo funcion 4 los elementos de todas especies
correspondienfes & un punto de una curva, tales‘como su abs-
¢cisa, su ordenada, su fangente, su normal, efc., ete. ( Acta
Erud., 1692. De linea, etc., 169%. Nova calculi, etc. Carta 4 Huy-
gENs de 29 de Junio de 169%.) Juax BernouLrr empleé el nombre
de funcion en su actual sentido. (Opp., 1I, p. 2%1.) La nota-
cion f(x) aparece usada primeramente por CLAIRAUT (Meém. de
PAcad. de Paris, 1733, p. 269).
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ritmo de un nimero, son funciones de este numero;
una formula es funcion de las indeterminadas (can-

tidades literales, letras) que existen en ella.
Cuando la funcion depende de una variable, &

cada valor dado de la variable corresponde un va-
lor determinado (Unico ¢ multiple) de la funcion;y
4 diferentes valores de la variable corresponden,
en general; diferentes valores de l1a funcion. SI la
funcion depende de varias variables, 4 cada con-
junto de valores de todas estas variables correspon-
de un valor determinado de la funcion; y a un valor
de una de las variables corresponde un conjunto
infinito de valores de la funcion.

Una funcion cualquiera de la variable #, tal co-
mo una férmula en que exista la indeterminada 2,
se designaré (¥) por una letra (signo de funcion) se-
ouida de un paréntesis en el cual este incluido el
valor correspondiente de la variable. Asi: f(#), g(»)
y &(z) significan diferentes férmulas dependientes
de 2, 6 sean los valores de la funcion f; de la fun-
cion ¢ y de la funcion 7%, correspondientes al valor z
de la variable. Del mismo modo: una funcion de las
variables 2 é » se designara por F(z, y); etc., ete,
Los simbolos 7(0), f(1)... representan, pues, los valo~
resde f(z) que corresponden & los valores @ =101
de la variable, respectivamente; la notacion (0, 1)
significa el valor de #(z, ) que corresponde al
sistema de valores, =0, y =1, de las variables.
Et ceetera, etc.

Los valores sucesivos que toma una funcion

(*) Viers emple6 las vocales para designar las variables y
las funciones: la notacion que hoy se usa se debe a DESCARTES,
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para un conjunto de valores de la variable, 6, dicho
de otro modo, el curso ¢ camino que recorre una
funcion, correspondiente 4 un curso 6 camino dado
de la Varmble seexpresa con claridad en una ta,hla
como sigue:

34+4z o (@)
(%) = o 02 ”
—20 —'® 0
diig 0,82
e 5
— V35 o
s ) = 0,2
— 0.7 0
0 0,43
g 1,4
V35 @
2 =il
3 — 1,50
ve) 0

Pararepresentar graficamente el contenido de 1a
tabla anterior, se construyen sobre una recta cual-
quiera, con una medida arbitraria, los valores (rea—
les) de la variable como @bscisas, esto es, como seg—
- mentos de dicha recta contados desde un mismo
punto (arbitrariamente elegido) que es el ordgen 6
punto-cero; y los corespondientes valores de la fun-
cion como ordenadas, esto es, como perpendiculares
a las absclsas en los puntos finales de estas mismas.
La linea, en la cual se hallan los otros extremos de
las ordenadas, esta determinada por el enlace ¢ de-
pendencia dada entre la funcion y la variable.

Los valores de la variable y de la funcion que no
sean reales no pueden ser representados por abs-



cisas y ordenadas. A valores complejos de la varia-
ble corresponden, en general, valores complejos de
la funcion. Para representarlos, se usan dos super—
ficies planas: los puntos de la una para representar
los valores de la variable, y los de la otra para re-—
presentar los valores correspondientes de la fun-
cion. (ARIT. UNIV. 83.)

12. La funcion se dice proporcional a la varia—

ble (6 & la m" potencia de la misma) cuando los va—
lores correspondientes de la funcion son entre si
como los valores respectivos de la variable (0 las po-

tencias m* de estos valores). Si la variable se hace
» veces tan grande, la funcion se hara tambien p

veces (6 " veces) tan grande. Designando por ¢ el
cociente de un valor de la funcion y del correspon-

diente de la variable, sera fl#) =az 6 =az™ (6).

EsemrLos.—La masa de un cuerpo es proporeio-
nal & su peso; el precio de una mercancia es pro-
porcional & su peso, cuando el precio del objeto ven-
dible no se eleva con su tamaiio; el area del circulo
es proporcional al cuadrado del radio; el volimen
de la esfera es proporcional al cubo del radio; el ca-
mino recorrido por un cuerpo que desciende libre—
mente es proporcional al cuadrado del tiempo.
Et ceetera, etc.

13. La funcion se dice inversamente (indirecta—

mente) proporcional 4 la variable (6 4 la m® potencia
de esta misma) cuando los valores de la funcion son
entre si como los valores reciprocos de los corres—

pondientes de la variable (6 de las potencias m™ de
estos mismos). Si la variable, pues, se hace p veces
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tan grande, la funcion se hara la p® parte (6 la p™

parte). Designando por @ el producto de un valor

de la funcion por el correspondiente valor de la
@

variable, sera f(z) =§ 4 g

EsrevpLos. — Para una obra, 0 labor dada, el
tiempo que se tarda en hacerla es inversamente
proporcional & la fuerza que se emplea. La curva-
tura de un circulo es inversamente proporcional al
radio. La brillantez de una superficie pequeiiisima,
iluminada, es inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia desde dicha superficie al foco
luminoso. El peso de un cuerpo es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia de dicho
cuerpo al centro de atraccion.

Si la funcion es directa ¢ inversamente proporeional &
la variable, 6 4 una potencia de ésta, conocido un valor de
la variable y el correspondiente de la funcion, podra cal-
cularse otro valor de la funcion correspondiente & otro va-
lor cualquiera de la variable, mediante la Regla de tres.

(ARITM. VULG. VI1.)

14. Si 4 los valores ¢ y 2 de la variable corres—
ponden respectivamente los valores 4 ¢ y de la
funcion, #—a ¢ y—~0 seran las diferencias (in—
erementos) correspondientes de la variable y de la
funcion. Si & la diferencia suficientemente pe-
quena # —a@ de la variable corresponde la dife-
rencia arbitrariamente pequefia ¥ — & de la funcion,
¢sta se dice conlinua para el valor ¢ de la variable
Pero, si esta condicion no ge satisface en el lugar



Al
considerado, 6 sea, para ¢ —=¢, se dice que en dicho
punto es la funcion descontinua, 6 que en el mismo
se rompe la continuidad.

[. S8i la funcion es real, continua y finita, y
pasa desde el valor (positivo 6 negativo) 4 al valor
b,, al mismo tiempo que la variable recorre el in-
tervalo, real tambien, desde « hasta e,, con tal
que la diferencia @, —a sea suficientemente pe-
quena, los valores 4 y 4, tendran el mismo signo.

[I. Si la funcion real, continua y finita, pasa
desde el valor positivo & al negativo &4,, mien-
tras la variable recorre el intervalo real desde «
hasta @, , entre estos dos valores ¢ y a, existe un
valor real tambien, ¢,, de la variable, por el cual
recibe la funcion el valor 0. En efecto, la serie de
valores @, a+39, a-+3-+38',..... de la variable, para
los cuales, siendo ¢, ¢'..... suficientemente peque-
fios, toma (I) la funcion valores positivos, puede
prolongarse hasta llegar & un valor; ¢,, de la va-
riable, para el cual adquiera la funcion un valor
que no sea positivo. Mas este valor de la funcion no
puede ser negativo; porque, si lo fuera, lo seria
tambien otro valor anterior y suficientemente pro-
ximo: contra la hipdtesis. Luego el valor que la
funcion recibe, en semejante caso, solo puede ser
cero. '

[II. Si enla hipodtesis precedente admitimos
ademas que b,=0, entre los valores ¢ y «, de la
variable existe otro, real tambien, @¢’, por el cual
recibe la funcion un valor ezxfremo, esto es, un
mdximo 6 un minimo: 6 sea, un valor mayor 0 me-
nor que los valores anteriores y posteriores, sufi-
cientemente proximos, de la misma. Puesto que la
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funcion no puede continuar subiendo 6 bajanda
desde el valor 4 hasta llegar al valor D=1 _

15.—I. Cuando la diferencia 4, — de la funcion
pueda ser expresada mediante la diferencia corres-
pondiente ¢, —« de la variable, y por potencias de
esta diferencia (Problema del Cdlewlo diferencial),
la funcion sera continua en el valor ¢ de la varia-
ble; y la diferencia de la funcion sera proporcional
2 la diferencia correspondiente de la variable, con
un error arbitrariamente pequefio, sila diferencia
de la variable disminuye suficientemente.

En efecto, segun la hipdtesis:

‘61 5“4@(&1—“&')rﬁg(ai_‘ﬁ)ﬂrﬁ“':[?}_l—a)(gl_ﬁ}
b,—b=p(@,—a)+q (@, —a)+..=(p+?) (@,—a)

Y de estas igualdades, que expresan aquellas
hipotesis, se deduce que, siendo las diferencias
¢,—ay a,—a suficientemente pequeiias, seran tan
pequeflas como queramos, ¢ sea, menores que toda
cantidad, por diminuta que se la suponga, las di-
ferencias 6,—b0, 0,— b y

Bioipe “Baid
e, —0 a;—a

™
o

Tal es el fundamento de la Regula falsorum
(Ll-chataayn. — Véase: Dropiscn, De WIDMANNI
Compendio , pag. 29 ; Falsarwm positionum , en
Leonarpo, lib. abaci, f0l. 141; Regule aurea, en
CARDAN, A7s. magna, cap. 30) de los sucesores de
DioranTO, ¥ de la regla de interpolacion para las
tablas que contienen los valores de ciertas funcio-
nes (ArirM. UNiv. 111).
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lI.  Denéro de un intervalo real, los valores
p-+0yp, siendo suficientemente pequeinia la dife-
rencia de la variable, tienen el mismo 81gno (14-1).
Luego las diferencias correspondientes b,—b y
4,— @ tendran el mismo signo, 6 signos diferentes,
Segun que p sea positivo ¢ negativo (puesto que
P =(0,—0): (,—a) para el caso que consideramos).
Y esto quiere decir que, segun sea p positivo ¢
negativo, el valor de la funcion comenzari desde &
& subir 6 4 bajar, mientras el de la variable crece
desde «. =k

S1 p es nulo, la funcion permanece sin varjar al
pasar por « el valor de la variable, ¢, en otros
términos: al valor # de la variable corresponde
un valor de la funcion que, 6 es maximo (cuando
el curso ascendente de la funcion se convierte en
descendente al pasar la variable por el valor ¢); ¢
€s minimo (en el punto que el descenso de la fun-
cion se cambia en ascenso); 6 ni maximo ni mi-
nimo. |

Bl coeficiente determinativo P, se denomina
Fluwion (segun Newron), Cociente diferencial (se-
gun LeisNiz) y Derivady (segun LAGRANGE).

16. Una funcion de una variable se llama entera
(integra) y del grado m°, cuando es un polinomio
cuyos terminos contienen potencias de la variable
cOnl éxponentes enteros y positivos, siendo el msa—
yor de éstos m. Por ejemplo :

ax -0
af««r— b -~ ¢

a’ b’ ce+d; ete., ete.
O
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son funciones enteras de 2 de los grados 1.°, 2.°,3.°
respectivamente (6 lineales, cuadraticas, cubicas),
siempre que los coeficientes @, 6, ¢, d sean cons-
tantes, 6 sea, independientes de #, aunque, por lo

| VgL B oSBT s
demés, arbitrarios. Por ser (a+2) —2 —a 247,

es (g &?)E—m2 una funcion de z, realmente de
primer grado.

Una funcion entera de z, siendo # finita, es asi-
mismo finita, y continua en todo su desenvolvi-
miento (14). La funcion entera 4 se dice divisidle
por la funcion entera B, y B divisor de 4, cuando
el cociente 4 : B es una funcion entera, 0 €3 cons-

tante. Asi a"—a" es divisible por 2 —a.

Un polinomio que sea al mismo tiempo funcion
entera de # y funcion entera de y, se llamara fun-
cion entera de  é y; y del grado s, cuando sea 7
el mayor numero de estas dos variables, contenidas
como factores en los términos de dicho polinomio.
Por ejemplo: '

az-+-by +-c es una funcion lineal de z ¢ 7.
amﬂ%— 5my—}~chﬂ+dx+ey+f es una funcion cua-

dratica de z é y. Etc., ete.

17. 8i B es una funcion entera, y 4 una cons-
tante, 6 una funcion entera no divisible por 2, el
cociente 4 : B se denominaré funcion fraccionaria.
Ksta funcion fraccionaria es infinita para determi-
nados y finitos valores de la variable, que convier-
ten en 0 4 la funcion &, siendo, por lo demas, con-
tinua en su desenvolvimiento (14).

Las funciones enteras y fraccionarias llevan el
nombre genérico de racionales.
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Una funcion fraccionaria serd pure, 6 espuria,
segun que el grado del divisor sobrepuje, 6 no, al
grado del dividendo. Una funcion fraccionaria, es-
puria, puede resolverse, mediante la division, en
una funcion entera, que tambien puede reducirse a
una constante, y en una funcion fraccionaria, pura.
(ARIT. ‘UNIv. XII).

De las funciones enteras 4 y B, por divisiones
sucesivas, se desprende la série de igualdades
(ARIT. UNIV. 49):

A=BPL+C

B=00Q+D

L=MU~+N
lin las cuales forman los grados de las funciones
enteras 4, 5, €, D..... una série decreciente, y los
cocientes P, @..... son funciones enteras. Para

obtener coeficientes enteros se multiplican los di-
videndos por factores positivos convenientes.

Toda funcion entera que esté contenida en 4 y
en B+(16) es un divisorde €, 2..... 8i la funcion A
divide & M, la funcion N serd el mdzimo comun
divisor de A y de B, y sus coeficientes estaran
compuestos 7acionalmente de los coeficientes de 4
y de B. Bi N es independiente de la variable, la
funcion fraccionaria 4 : B serd irreducible. Sobre
el modo de formular el maximo comun divisor de
dos funciones enteras, y sobre las condiciones para
la existencia del mismo, hablamos mas adelante
en el Capitulo X,
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18. Sivarias indeterminadas se hallan enlazadas
por una ecuacion, la multitud infinita de los va-
lores de una de ellas se halla en cierto sentido
limitada ¢ subordinada, al paso que los infinitos
valores de las restantes indeterminadas no estan
sometidos & limitacion de ninguna especie. Cada
una de las indeterminadas puede considerarse como
incégnita, y expresarse, mediante la ecuacion pro-
puesta, por las indeterminadas restantes, de un
modo unico 6 multiple; ¢, en otro lenguaje: cada
una de las indeterminadas es funcion determinada
de las restantes (variables). Hsta funcion se dice
implicitamente dada en la ecuacion, hasta que su
valor se exprese explicttamente, mediante la ecua-
cion misma, por las indeterminadas que represen-
ten el papel de variables.

Cuando 7 sea una funcion entera, dada, del
orado m respecto de @, y del grado 7 respecto
de 7 (16), y sea dada tambien la ecuacion /=0,
la 7 sera una funcion algebrdica de , determinada
de 7 modos [ biformais, triforms..... Cap. X) por el
valor 2z de la variable (prescindiendo de los valores
singulares de la misma).

A un valor racional de # corresponden, en ge-
neral, valores irracionales de y; & una escursion
de 1a variable, » escusiones ¢ ramas de la fun-
cion (11). |

i es n =1, » serd funcion racional de #, entera
§ fraccionaria. Sin >1y [ un binomio, ¥ toma
el no nbre de funcion algebraica u7rracional de z.
Las funciones racionales son uniformes. La fun-
cion irracional @--y/# es biforme, y ademas al
valor z=0 corresponde un punto comun de las
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dos ramas de la funcion (punto de entrongue). La

funcion irracional v/ @ — bz + i?/ ¢ —dz es sexti-
forme; siendo triforme paraz=e«:6, y biforme
PAEA &55C 45 0

Cuando 7 no sea funcion algebraica de x, y este
enlazada con # mediante una ecuacion, y sera fun-

cion trascendente (*) de 2.

Por ejemplo: a”, cosz, logx, arccosz, son funcio-
nes trascendentes de z: las dos primeras, uniformes;
las dos ultimas, infinitiformes, Las funciones ente-
ras de grado infinito no son, en general, algebrai—
cas; pero son racionales cuando son recurrentes
(AriT. UNIV. 44). Acerca de otros criterios consul-
tese & HriNg, J. DE CRELLE, 48, pag. 267.

19. (‘uando la demndmma 6 enlace entre las
variables de una funcion es tal que, multiplicando
cada una de ellas por el factor ¢, el valor de la

funcion resulta 1nu1t1p11cado por £, segun expresa
la igualdad

S(tw, ty...) =S (2 y),

la funcion se llama Zomogénea de m dimensiones (**).
Por ejemplo:

= NS /
ax? +25ﬂ33/+€3/2 :\/ﬁy? \/ﬂ?—y, Z”.‘?'ﬁ_“zgyy?ziyg

(*) Estas distinciones datan del siglo XVI1I. Las denomina-
ciones se deben principalmente 4 LeisNiz. Acta Erud., 1682,
168%, pag. 234 EurLer, Introd. I, cap. l. AseL, J. de Clelle, I,
pagina 67.

(**) EuvuLex, Introd. I, eap. Y.

!
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son funciones homogéneas de 2,1, =, 0y —1 di-

mensiones.

Una funcion entera, homogénea, de 1, 2, 3...
dimensiones, cada uno de cuyos términos com-
prende 1, 2, 3... variables, se denomina form«
de 1.°, 2.°,3.°... grado (lineal, cuadritica, ci-
bica.....) yademas bénaria, ternaria..... segun el

numero de sus variables. (*) Asi: $m2+2&$y+ ey’
es una forma cuadratica, binaria, de las varia—
bles z ¢ y. Cada término de una forma de gra-
do 7°, con 2 variables, contiene una combinacion
de m factores variables, iguales ¢ desiguales; v,
por consecuencia, la forma general de grado 7°,
con 7 variables, contiene

(ﬂ—[—.m—l) (m{ 7 )

términos. (Arir. uNv. 137.)
Los términos de una funcion entera, no homo-

oénea, de grado 7 °, pueden clasificarse en formas
de los grados 0, 1, 2... 2. Designando estas for-

mas respectivamente por. 7., [/, ..... YV por £ una

nueva variable, la funcion entera, no homogé-
nea, f, + ./, + ...+, se presenta como el va-

lor de la forma

Emj;; e ﬁn_l.fl 5. tmhﬂf;&*{q ...—l—fj‘;“__1+fm :

(*) Gauss. Disq. arithm., 153, 266.
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el cual valor toma esta forma cuando ¢==1. De
donde se desprende que una funcion entera, no
homogénea, de grado m°, conn variables, repre-
senta un valor particular de una forma con # -1
variables y tiene, por tanto, en general:

(ﬂ’ + m) — (m : ’3) términos.

m

90. Una funcion de varias variables se llama
simétrica, 6 alternative (¥), segun que por el cam-
bio de los valores de las variables, dos a dos,
sonserve el mismo valor, 6 adquiera valores igual-
mente opuestos. Por ejemplo: '

5 9 9 f('ﬂ}"—"f(y]
vy, @+ y +azy, (@—Y) g @)—g(y)’

2 = ntg
coslw—1uy), XY-+yrt+az—% —Y —2
son funciones simétricas de @, 7, 2; puesio que no

varian cuando en ellas se cambia  por 7, O # por 2,
6 ¢ por z. Y, por el contrario: -

o—y, @—y)°, senl@—7y), @—y)(@—2)y—2)

son funciones alternativas de @, ¥, #; porque

(*) ‘La denominacion de funcion simidtrica, llamada dntes
functio invariabilis (LAGRANGE y Gauss, Disq. arithm., 347) fué
introducida por Lacroix (Adiciones & los Elem. d‘Algebre de
CLAIRAUT, 5.2 ed., 4797, I, pag. 298.—Comp. d‘Algébre, 1;. Las
funciones alternativas recibieron su nombre de Cauvcuy (1812,
Journ. de 1‘Ecole Polyt. art. XVII) que dividio las funciones
simétricas en permanentes y alternativas. -
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adquieren el valor Igualmente opuesto, cuando se
cambia  por y, 6 # por 2, 6 ¥ por z. Las determi-
nantes son funciones alternativas de sus elemen-
tos. (ARIT. UNIV. XX VI.) El cuadrado de una funcion
alternativa es una funcion simétrica.

S1 una funcion simétrica de 2z, ¥, 2 tiene el

término akmmszT, tiene tambien los términos

mkxﬂyTzB y akmfp’y“zﬂf , con el mismo coeficiente
que el primer término: del cual se deducen los
- otros, cambiando de dos en dos, unas en otras, las
variables #, y, z, 6 los exponentes «, 8, v- Cuando
una funcion entera simétrica, con % variables z, 9,

A es de grado m° respecto de cada una, de estas
variables, pueden sus términos deducirse de la

‘ R A
tdrmula ¢, 5% ..., sustituyendo «, B, y..... por

numeros iguales ¢ desiguales de la série 0, 1, 2... m,
de todas las maneras posibles. Por consecuencia,
la funcion comprende tantos coeficientes distintos
COmo combinaciones ofy... puedan hacerse, esto es:

Mm—1l4n—1" ‘m 4 n
EAT= T b 10,
HEE. EFl método analitico,

21. El procedimiento mas general para resolver
los problemas mateméaticos consiste en suponer
conocidas las mismas cantidades que buscamos , ¢
bien, en contestar préviamente con indeterminadas
alas exigencias 6 preguntas del problema, como
s1 éste ya estuviera resuelto. Estas indeterminadas
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son las smedgnitas del problema; mediante ellas
seran expresados los datos (las cantidades cono-
cidas) y las férmulas que para esto se encuentren
(funciones de las incdgnitas) se igualaran 4 los
valores que deben tener, segun el enunciado de la
cuestion propuesta; y ultimamente, de las ecua—
ciones asi establecidas se deducen por el calculo,
hasta donde sea posible, los valores de las incég—
nitas. -
liste procedimiento indirecto, que con insignifi-
cantes modificaciones se adopta tambien para deg-
cubrir construcciones geométricas, se conoce desde
la antigliedad con el nombre de Andlisis 6 Métods
analitico. (*)

KJEMPLO 1.°—En una reunion de 90 personas
hay 4 hombres mas que mujeres, y 10 nifios mas

*} Sobre el método analitico, como le llamé su descubridor
Kupoxio (Bscuela Platoniana, 370 4ntes de J. C.), han tratado:
HucLipgs (Elem. 13 al principio, y Data); Pappus (Coll., malth, T
VIETA ([sagoge in artem analylicam); Newrox (Arithm. univ., edi-
cion Gravesande, pdg. 64) v otros. (Véase KrlieerL math. W., I,
pagina 86). KeiMer 4 Bossur, Gesch. d. Math., 180%, 1, pag. 116.
Entre los antiguos, DioranTo principalmente enseiié 4 calcular
segun el método analitico. Al comenzar la Edad moderna
aparcce la distincion entre ars minor sew ars rei et zensus (la
incégnita se llamaba res, cosa, Yy su cuadrado zensus. (Aritmé-
tica univ., VI)y ars magna, quam vulgo cossam vocant sive regulas
algebraicas (CARDAN, Ars magna, cap. I). El calculo literal ‘se
constituyoé para extender las Investigaciones en esta rama de
la ciencia llamada Cossa y Algebra. Desde NewToN y LEiBniz se
aplicé el nombre de Andlisis al Calculo diferencial é integral
inventado por los mismos ; hoy bajo el nombre de  Andlisis
entendemos la Teoria de las funciones, y con ¢l nombre de
Anilisis algebrdica, 6 de Algebra, designamos la Teoria de las
funciones algebraicas.



— 206 —

que adultos. ;Cuantos hombres, cuantas mujeres y
cuantos nifios hay en la reunion?

‘A la pregunta contestamos provisionalmente
que hay # mujeres; ¢ inmediatamente decimos que
hay #-4 hombres, y entre las unas y los otros
2z---4 adultos; v, por lo tanto, 2214 ninos. Las
mujeres, los #-+4 hombres y los 22 14 ninos com-
ponen 42-}-18 personas, y esta formula se iguala
con 90, que es el valor que debe tener, segul lo
enunciado en el problema propuesto. De la ecua-
cion 6 condicion

40 +18=90

se deduce que 4o=T2y #=18. Y de aqui que en
la reunion hay 18 mujeres, 22 hombres y 50 ninos.

EsemMpLo 2.°—Vendiendo un genero por 7 pe-
setas, se gana el p por ciento. ;Cudal sera el tanto
por ciento de ganancia si el género se vende por 7%
pesetas? -

Ganar @ por ciento vale tanto como recibir
100 -+ pesetas por 100 pesetas, 0 bien, 1 peseta por
la (100-+@)* parte de 100 pesetas, y por consecuen-

| 1007

eia_, n pesetas porqgg pTic pesetas que costd el ge~
nero vendido. Pero este género se vende por
pesetas con el p por. ciento de ganancia: lo cual
significa, segun lo antes expresado, que 'se compro

100
POT {50 7
y el otro supuesto, ha de ser siempre lo mismo,
tendremos la condicion

100# 100m

o

100+2  1004-

pesetas. Y como lo que costo, en el uno
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De esta condicion se deduce:

1002 1007
i} i

100+ = (100+p)> ¥ &= (1004-p)~—100

Es decir, que el género vendido por n pesetas,

dara el (100 -1—3?)%— 100 por ciento de ganancia,
4 no producira D*a,na,ncia. ni perdida, 0 producira

el 100-—(100-+ p)=— p01 ciento de pérdida, segun

que (100 -+ p )z — 100 sea positivo, nulo 6 negativo.

EsemprLo 3.—Del punto A4 sale un correo que
anda 7 kilémetros en 5 horas; del punto &, situado
a 8 kilometros detras de 4, sale, 8 horas despues de -
haber salido el primero, otro correo que anda 5 ki~
l[6metros en 3 horas. ;Cuando y dénde sera alcan-
zado el primer correo por el segundo?

Comenzamos por contestar que el primer correo
llevaba # horas de camino, y habia andado, por

consecuencia, gw kilémetros cuando fué alcanzado.
El segundo correo, por lo tanto, tuvo que andar
durante # — 8 horas y que recorrer — (a — 8) kilo-

metros hasta encontrarse con el otro. La diferencia
entre las distancias recorridas por cada uno debe
ser igual 4 la que separa los dos puntos de donde
salieron. Esta condicion se expresa como sigue:

@ =9

Nl -3

s o0 —

ol en



v de ella resulta:

4 4{} =g 4 64 30

i e ; e 4 fr——

15 3 Ih g

El primer correo llevaba, pues, 80 horas de ca-
mino y habia recorrido 112 kilometros, cuando fué
alcanzado por el segundo.

Eiemrro 4.°—El capital ¢ pesetas es pagadero
a los £ meses, el capital 6 a4 los / meses, y el capital
¢ a los m meses. jDespues de cuantos meses podra-
pagarse la suma @ -+ 6 4 ¢?

Despues de # meses. Suponiendo que 1 peseta en
I mes produzea 1 unidad de interés, a -+ & - ¢ pe-
setas, en o meses, produciran (¢ + & -+ ¢) # unida-
des de interés, miéntras que @ pesetas en £ meses,
y b pesetas en / meses, y ¢ pesetas en 7 meses, pro-
duciran ¢£ -4~ 6/ -+ ¢m unidades de interés. Mas e]
interes primero debe ser igual a este ultimo, luego

(@4 b-+c)o=ak-+ 0l+4cm.
Y de esta ecuacion se desprende

ak -+ bl 4 cm
a-+b-+4c¢

FIV e

EsempLo 5.°—Los cafios 4 y B llenan un pilon
de agua en 70 minutos; los cafios 4 y C llenan el
mismo pilon en 84 minutos; y los cafios B y ¢ lo
llenan en 140 minutos. ; Cuanto tiempo tardard en
llenar el pilon un solo cafio, y cuanto tardaran en
llenarlo los tres cafnos juntos?
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Los caiios 4, B, C llenan el pilon en #, %, 2
minutos respectivamente, y en 1 minuto llenaran

kit kiod

z'y’z

— del pilon. Por consecuencia:

Ay B,en 70 minutos, llenaran 70 ! / : )del ]}11{}11

v ¥

Ay C, en 84minutos, » 84 (——t— S >
X

By C,en 140 minutos, » 140 G +- 5 »

Pero estas tres cautidades deben ser iguales,
cada una de por si, a la capacidad 1 del pilon. Ex-

presandolo asi por ecuaciones, tendremos: -

| EU 1

7 - - —- *X — —
0( L5 ) & i ] 70
7 /7 x 2 84

1 1 ) 3

14 Y= ¥ e el
O(y+ﬂ) + +:z 140

De las cuales resulta:

1 1 2

Qi 170
Bo e = T = 105
z  TUUEY 140 1
Ademas
1 1 1 1
Y 70 105 2107 Y
.1.= i iyt ppphies, sk 2 = 420
3 14602107 490°
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lis decir, que los cafios 4, By C llenan el pilon
en 105, 210 y 420 minutos respectivamente.

Los tres cafios juntos, en 1 minuto, Ilenaran la

| : e e
) 3 | '
parte de pilon representada por la suma 5 510 1 5

Luego en llenar la capacidad 1 del pilon far-
daran

= 60 minutos.

1
1 1 1
105 T 310 T 430

EsempLo 6.°—Los compafieros 4 y £ pusieron
¢ pesetas en una sociedad, el primero por m meses,
y el segundo por # meses, y entre capital é intere-
ses sacaron p y ¢ pesetas respectivamente. ;Cual
fue la parte del capital ¢ que puso cada uno?

Si A4 puso 2z pesetas por m meses, le corres—
ponden maz unidades de interés (Ejemplo 4.°). Ga-
nd p—2z pesetas y, por lo tanto, 1 unidad de

interés vale £—2 pesetas.
mx

El compaiiero 5 puso ¢—z pesetas por 2 meses
y adquiri6 asi el derecho & # (¢ — @) unidades de
interés; y 1 unidad de este interes, dada su ganan-
g —(c—=z)
niec—a)
Pero las unidades de interés deben valer lo mis-
mo: luego

ia ¢ — (¢ — @) pesetas, vale pesetas.

g—{e— @ HA—

———

“ale—w) - ma

Kl desarrollo de esta condicion exige que se
resuelva una ecuacion cuadratica.
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22, CONSTRUCCIONES, segun el método analitico.
Ye construye arbitrariamente la figura que se bus-
ca; y valiéndose de los elementos de la figura
arbitraria se consfruyen aquellos que deben tener
una magnitud 6 una posicion dada. Mediante esta
construccion y lineas auxiliares convenientes, se
obtienen figuras auxiliares que son determinadas,
segun leyes geométricas, por los datos del pro-
blema. Constriiyense despues, en cuanto sea posi-
ble, por medio de los datos, las figuras auxiliares;
y por éstas de nuevo la figura demandada. Asi se
patentizan las condiciones & que deben sujetarse 10s
datos para que el problema sea soluble, y cuantas
figuras diferentes pueden satisfacer a las exigen-
cias de la cuestion propuesta.

Esempro 1.°—Construir un triangulo, del cual se
dan: un angulo, el lado opuesto, y la suma de los
lados que forman el angulo dado.

Andlisis.—Supongamos ya construido el trian-
oulo que se busca y sea éste 45C: en el cual co-
nocemos el angulo Ay el lado opuesto 4C. Sisobre
la prolongacion del lado A5 tomamos un seg-
mento BD= B, serd AD = AB + B(C, suma
tambien conocida; y el angulo CDA4 sera la mitad
del angulo dado Z; porque el tridangulo DCUPB es

1s0sceles por cons-

»” § truccion, y aquel

P angulo B es exter-

il /V\ no a este triangu-

P lo. Ahora bien, en
B D

2. el triangulo auxi-
liar 4 DC conocemos el angulo 2D, el lado opues-
to 04, v el lado adyacente 40; y podemos, por
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consecuencta, construir este triangulo auxiliar, y
por su mediacion, el que buscamos.

ConsTRUCCION.—Tricese la recta ZIF igual 4 la
sula dada, y en su extremo # el angulo G4 E igual
al angulo dado; y complétese el rombo ZFGH , en

el cual serd el angulo HFE “—-%GFE. Alrededor
de /& como centro, describase, con un radio igual

al lado conocido tambien, un arco de circulo que
cortara a la diagonal del rombo #Z, en dos pun-
tos, por lo general, designados en la ficura con
las letras J y J'. Tracese la paralela JK (6 J' K ) 4
la /G, y el tridngulo HJK (6 el EJ'K") seréd el
que buscabamos.

DEMOSTRACION.—Por ser paralelas JKX y F@, el
angulo JA X es igual al angulo GFE, y tambien,
en consecuencia, al angulo dado; ademas el
angulo KJF = GFJ = JFK; y, por lo tanto.
KJ= KF; y de resultas: EK + KF — EF — 1a
suma dada. Y, finalmente, £J es igual al lado
conocido. Lo mismo se demuestra que el triangulo
EJ' K’ satisface 4 las condiciones del problema.
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~ DETERMINACION.—E] problema es soluble cuando
la diagonal #H ses alcanzada por el circulo trg—
zado alrededor de Z; y asi suceders siempre que
el lado dado no sea menor que la normal 4 la dia_
gonal #4 desde el punto Z: normal que es preci-
samente la mitad de la otpra diagonal Z @, del
rombo.

Las dos soluciones éncontradas para el proble—
tha no son en el fondo diferentes: Io cual vale
tanto como decir que los dos triangulos ZJ K
y EJ' K son congruentes (iguales ¢ superponi-—
bles). Para demostrar esto, recordaremos desde
luego que dichos dos triangulos tienen dos Ja_
dos, £J y EJ', iguales. En e] rombo HFGH,
por ofra parte, son tambien congruentes los
triangulos ZFJ Y HLHT; y en consecuencia,
KBS =JEH—EJE" Luego los tridngulos en
cuestion tienen un lado y los dos angulos adyacen-
tes respectivamente iguales. ‘

- BIEMPLO 2.°—Construir un tridngulo, conociendo

un angulo, el lado opuesto, y la razon de los lados
que forman el 4ngulo dado.

Andlisis.—Sea 4 BC el triangulo que busea—
' mos; € el 4ngulo dado; AR
c. .

el lado opuesto, tambien

dado; y BC: C4 1a razon

dada. Si por un punto cual-

B quiera D de la recta (4

\ Se traza una paralela 4 la
o \Z

& ﬁ' AL que corte en Z al lado

CB, tendremos: Z( - CD
=BC:04 de magnitud conocida, S por el punto 2

trazamos una paralela & ¢4 que corte en /4 la



recta DE, serd DF— AB tambien de magnitud co-
nocida. Con los datos del problema, por consecuen-
cia, podremos construir la figura auxiliar CDEF
y por ella construir el triangulo pedido.

Este problema es de facil solucion, cualesquiera
que sean los datos.

REyempro 3.°—Dados dos puntos, un circulo ¥
" una cuerda del mismo, deseribir otro circulo que
pase por los dos puntos dados y corte del circulo
dado un arco cuya cuerda sea igual 4 la cuerda
dada. _

Analisis.—Sea ABDE el circulo pedido que pasa

por los dos puntos dados 4y B, y corta al circulo
dado (C), segun el arco DE. Las cuerdas del
circulo (C), iguales 4 DE, son tangentes al circulo
concéntrico con (), cuyo radio es la distancia del
centro C 4 la cuerda DZ. Las cuerdas 4B y DE,
prolongadas, se cortan en un punto #, de tal modo
que FA.FB= FD.FK. 8i, pues, por el mismo
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punto F trazamos una recta cualquiera que corte

al eirculo (C) en los puntos G y £, tambien sera
"D FE=FG.IFH; y, por lo tanto,

FA.FB— FG.FH:

lo cual prueba que el punto / cae sobre el eirculo
AB{@. Luego mediante el circulo auxiliar 4B
puede hallarse el punto /#, y mediante una tan-
gente determinada del circulo menor cuyo centro
es O, el eirculo que buscamos A5 D.

CoxsTrUCCION.—Por los dos puntos dados A'y B
v un punto enalquiera @ del circulo dado (C), des-
cribase el circulo A8 G que cortard al (C) en otro
punto mas, /. Las rectas A8y GH se cortan en /.
iin el circulo (C) trazo una cuerda de la longitud
dada, y el circulo concéntrico, tangente a esta
cuerda. Por el punto /' las tangentes & este circulo
conceéntrico, que cortaran al circulo () en los pun-
tos Dy Z, I)’ y £'; y el circulo ABD 6 el ABD
sera el pedido.

DeMosTRACION.—La cuerda D del circulo (C)
tiene la longitud pedida ; porque es tangente
al circulo concéntrico. El punto Z# cae sobre
el- circulo 4 £.0D; porque se verifica la igualdad
A FB = FG.FH, en el circulo ABGH; la
FQ.FH=I'D.FE en el circulo (C); y, por con-
secuencia, tambien esta otra: /4. /B —=FD I
Lo mismo para D' F".

DETERMINACION.—KEste problema, siempre que
CI" sea mayor que el radio del eirculo auxiliar
conceéntrico, admite dos soluciones diversas, que
dejaran de serlo cuando la cuerda dada sea un dia-
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metro; en cuyo caso el circulo concéntrico se re-
duce & su centro. Cuando, en particular, AC=EC,
las cuerdas ALy GH,y DE y DFE’ seran paralelas;
mas no sufriran por eso modificacion esencial las
soluciones del problema.
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LAS ECUACIONES, EN GENERAL: Y LAS FUNCIONES

Y ECUACIONES, CUADRATICAS, EN PARTICULAR.

V. Has ecuaciones.

(He1s.-60 y 64).

- 23. Llamase <dentidad, ecuacion idéntica (*),
la igualdad cuyos miembros son iguales incondi-
cionalmente, esto es: para valores cualesquiera de
las indeterminadas contenidas en ellos. Por ejem-—
plo, las igualdades | |

e+4-0=0-1a
68— 04 (0—e)+(c—a)=0
(a+-b)e=ac—+be
(@—bjc+(0—c)a+(c —a)b=0

se verifican, sean cualesquiera los valores de las
indeterminadas «, &, ¢; y son, por lo tanto, identi-
dades.

¥} Identitas de édem, traduccion latina de tavtétre. La ex-
presion de ecuacion analilica que se encuentra en algunos

libros empleada para sustituir 4 la de identidad, no parece
admisible despues de lo que acerca del Método analitico hemos

observado.
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Toda igualdad de férmulas, cuya exactitud se
demuestre en la Aritmética, es una identidad.

La igualdad no seré idéntica cuando uno de sus
miembros, para ciertos valores de las indetermi-
nadas, a,dqmera, un valor diferente del que tenga el
otro mlembm La ecuacion @--bz-t-ca’ 4-da’4-...=0
serd exacta, O se verificard para cualquier valor
de z, en el solo caso de ser idéntica, esto es: solo
cuando sean a==0, 6=0, ¢c=0..... Pues, en el caso
contrario, cuando @ fuese diferente de cero, el po-

. . o :
linomio ¢-62-+c@” +..... para #=0, seria diferente
de cero. Ademas, para que

Za:zr—i—cmz—}-d:vg-%—.”. ﬂ$(6+cm+dmﬂ+ ..... )

desaparezca ¢ se anule, para todo valor de #, es

necesario que 0--¢z - A i se anule para todo
valor de , y para esto debe ser 4==0. Etc., etc.

24. La ecuacion (equatio), en surigoroso sen-
tido, no es, en general, idéntica; y se establece la
lﬂ‘ualdad eutre sus miembros para determinar la
incdgnite contenida en ellos. Asi, la ecuacion
4z --3=23 no es idéntica; porque 4m+3 es, en ge-
neral, diferente de 23. La indeterminacion de @
desaparece mediante la-ecuacion, idéntica en el
solo caso de ser # = 9.

Todo valor de la mcdgmm que satisface & la
ecuacion, 6 que hace 4 la ecuacion idéntica (que la
verifica) se llama raiz de la ecuacion.

Tambien las raizes de los nuimeros son raizes

"
de ecuaciones. Asi, va es una raiz de la ecua-
cion 2" = a, para la incégnita .
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Resolver una ecuacion respecto de la incognita
vale tanto como hallar las raizes de dicha ecuacion.

@i debe verificarse az -+ b =0, serd aw=— "0,
y # =— b a, esto es: la ecuaclon a4z b =0, para
la incégnita , tiene la raiz — 6 : «. ;

Sabemos (AriT. uNIv. 40) que un producto sélo
puede anularse cuando uno de sus factores sea
cero. Por consecuencia, la ecuacion

(aw-+0)(ce—d)=0

para la incognita z, puede ser satisfecha tanto por
la. ecuacion @ --&=0 como por la ecuacion
sz — d—0: lo cual manifiesta que las raizes de la
ecuacion propuesta son —bé:a y &:¢; Y, POr lo
tanto, que la incognita & es determinada de dos
maneras, mediante dicha ecuacion.

Una identidad es apodictica (demostrativa); un miem-
bro de ella es igual al otro para valores cualesquiera de
las indeterminadas. Una ecuacion es hipotéiica (problem#-
tica); uno de sus miembros es igual al otro cuando la
inc6gnita recibe un valor determinado.

2% e una ecuacion dada, sea 0 no identica,
pueden deducirse otras ecuaciones equivalentes
(congruentes), de la misma significacion, ejecu—
tando con sus dos miembros las mismas operacio-
nes aritmeticas.

1. Puede trasladarse O trasportarse un término
de un miembro al otro miembro, con el signo cam-
hiado; 6 bien, dicho termino puede sumarse con
los dos miembros, 6 sustraerse de los mismos. Asi,
de la ecuacion @@ -+&=c—dz se deduce esta
otra: az-+ dae = ¢ — D.

En particular, una ecuacion puede reducirse @
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- cero, trasportando todos los términos de un miem—

bro al otro. Tambien pueden cambiarse los 8ignos
de todos los términos. Por ejemplo, las ecuaciones

- 2
g
&
th — - — — d =
O c+
x 15

son equivalentes (congruentes) y pueden mutua-
mente sustituirse~Si una de ellas es idéntica, lo
son todas; una raiz de una de ellas es tambien raiz
de las otras. |

I1. Todos los términos de una ecuacion pueden
ser multiplicados ¢ divididos por un mismo nu-
ero (& excepcion del 0 y el co ). Si existen en la
écuacion términos fraccionarios, mediante la mul-
tiplicacion por su minimo comun denominador,
puede hallarse otra ecuacion que sustituya 4 la
propuesta. Son, pues, equivalentes (congruentes)
las ecuaciones

9 b C

p
m{ﬁ}amﬂ Y ar 4 br 4+ ¢=0

con tal que @ no sea 0.
Lo son tambien

r .
S et M
i

¢ + (0—a)2 + ac(b—z) = 0;

porque el multiplicador ¢(0—z), mediante el cual
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se deduce esta ultima ecuacion de la primera, es
cero para =0, y este valor de 2 no satisface & la

ecuaclon, propuesta.
Lo son asimismo
1 11—z
- 7(1+2) —|—3—D Y 34+ 00=0;
porque el multiplicador 1z es cero para = —1:

valor de # que no satisface 4 la ecuacion dada.
No son congruentes las ecuaciones

amﬂ+éﬁr2+cm=(} y ax’ 4 br—+c=0;

porque z=~0satisface 4una de ellas, perono 4 la otra.

ITII. Los dos miembgus de una ecuacion pueden
ser elevados & la misma potencia (potenciados por
un mismo nimero); todo nimero puede ser elevado
a las potencias cuyos exponentes sean cada uno de
los dos miembros de una ecuacion (potenciado por
cada uno de los miembros de una ecuacion); de los
dos miembros puede ser extraida la misma raiz, O
tomado el mismo logaritmo; y las ecuaciones re—
sultantes, en general, seran congruentes. Lo son.
por ejemplo:

ﬁ’ﬁ-}—f’wzc y a-+-br=c"
log. mat. (a+-02)=c y a-+-bo=¢°
con tal que la raiz y el logaritmo no reciban mayor

significacion de la contenida en ¢

: m
(@+b2)"=c v a+dr=\c

A oy b+-cx=logd: loge.
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Por el contrario, las ecuaciones

(G4 —(ot+-dn)™® y T el

tienen mayor extension que la ecuacion
a-+bw—=c-+dx . Bte., ete.

Las trasformaciones (I) de una ecuacion fueron
llamadas, segun el lenguaje de los matematicos
arabes (*), Algebra y Almocabale (restitutio et
oppositeo). De aqui procede el uso de la palabra
Algebra en su sentido lato para designar la Arit-
mética universal (el Calculo literal), y en su propio
y vulgar concepto para designar la Teoria de las
ecuaciones no idénticas, y mas exactamente la de
las funciones y ecuaciones algebraicas.

26. . Para determinar la especie de una ecuacion
dada, debe ésta ordenarse respecto de una indeter—
minada (la incégnita). Si en la ecuacion solo exis-
ten funciones racionales (17) de la indeterminada,
es preciso (29):

Reducir la ecuacion a cero.

Quitarlos divisores en que entre la indeterminada.

Desarrollar los paréntesis en los que la indeter-
minada figure.

Reunir los términos que contengan la indeter-
minada en sus potencias 0, 1, 2, respectivamente.

La ecuacion propuesta sera idéntica (23) cuando
despues de ordenada, su otro miembro tenga tam-
bien el valor cero,

La ecuacion no sera idéntica, y se denominara

(*) NesseLMANN, Historia del Algebra, péags. 40 y sig. Aun
hoy llaman en Espaiia algebristas & Jos cirujanos.
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ecuacion del grado m® respecto de la incognita, si
en la ecuacion ordenada figura la incdgnita con el
exponente 7, pero no con otro exponente mayor
que m; siendo, por lo tanto, uno de sus miembros
cero; y el otro, una funcion entera del grado m, res-
pecto de la incdgnita (16 ). Las ecuaciones del
2.°, 3.° y 4.° grado respecto de una incognita,
llevan el nombre de cuadrdticas, cubicas y bicua~
drdticas, respectivamente. Una ecuacion ordenada
se llama pure (pure, binémica) si contiene un solo
término incégnito (una potencia de la incognita);
en los demas casos se apellida impura O mizta
(affecta, trindmica, polindmica).

La ecuacion aa” -+ ba® +c¢ =0 es de 2.° grado
L] [ '2’ L]
para la incognita #”. La ecuacion

3 3
o+ bve + e/ +de=0

3
es de 3. grado para la incégnita /.

Una ecuacion pura se resuelve, aislando el tér—
mino incégnito en un miembro, y quitando 4 la in-
e6gnita su coeficiente mediante la division. Dada,

por ejemplo, la ecuacion pura ¢z + 6 =0, sera

/B G 8
dm?}&:_&, mimﬂ——“—} T == V—._.
@ s

La resolucion de la ecuacion ¢ (#— b)(z-+¢)=0

respecto de @, pide la de las dos ecuaciones
2 —b=0y x-+c=0 (24).

La ecuacion wmmm—i— r:.!m__ lw"“—"—l—...-{—ala:—k%———ﬂ

respecto de @, contiene una raiz nula, 6 una raiz
infinita, segun que &, 0 @  se anule. Puesto que la
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ecuacion dada es satisfecha por el valor z — 0, si
es a, =0. |
Por otra parte:

a
m t—1 m m—1 -
T8 TIN5 ( 4
a & - q lﬂ}' ... = 2 (ﬁ , | )

El polinomio incluso en el paréntesis difiere
de e , creciendo# suficientemente, en una cantidad

tan pequefia como queramos, y es arbitrariamente
pequeno en el supuesto de ser a_= Q.

27. BSila ecuacion dada contiene radicales in-
cognitos (funciones algebraicas irracionales de 1a
incégnita) (18), todavia podra ordenarse segun po-
tencias de la incognita con exponentes enteros.
lista trasformacion, cuando no existen potenciag
diferentes de la raiz, se efectia por la elevacion &
potencias, despues de haber aislado un radical en
uno de los miembros de la ecuacion. |

Sea la ecuacion

4 4
Vi H/a=a 6 Vad—a— /.
Elevandola al cuadrado, y recordando que la 4.
raiz es 4-forme, tendremos:
2\ 0=d"—2av/a+2, 6 sea (= 2+-20)\/ 2= a°+2.

Cuadrando de nuevo se obtiene la ecuacion

z°— (1 i4¢)mﬂ+2aﬂm—-a"’= 0.

En toda formula algebraica que deba, anularse,
es preciso tener en cuenta su multiplicidad de va-
lores. Puede demostrarse que el producto de los
valores conjugados de una férmula algeebraica, la
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norma de dicha férmula es racional (ARiT. UNI-
VERSAL 85. Vease adelante el cap. X). Por ejemplo,

la férmula /p+\/ g7 tiene 8 valores, que son,
dos 4 dos, igualmente opuestos. El producto de los
4 valores diferentes

W p+V g+ )=V /7 )V o+ g+ 7)
(Vp4+yg—V'7)

es igual a

2 9 . -2
29 +2pr +2qr —p — ¢ — 7
Cuando p, ¢ y # son funciones racionales de
una incdgnita, la ecuacion

V4V g4V 7=0

es congruente con la ecuacion

2pq —|—2p?‘—|~2g¢'~—-p2-—yﬂ—rg = 0.

28. FEn general, una ecuacion no identica puede
considerarse como la condicion para que una fun-
cion determinada de la incdgnita sea nula ().

Una ecuaeion no idéntica se llama algebrdica 6
trascendente, segun que la funcion de la incégnita,
que es igual & cero, sea algebraica ¢ trascen-—
dente (18). Toda ecuacion algebraica puede consi-
derarse como la condicion 6 la exigencia de que
desaparezca una funcion enfers y determinada de

la incognita (27).

(*) Este concepto se debe principalmente & DESCARTES,
Geom., 11[.— Anteriormente se acostumbraba 4 aislar el térmi-
no conocido (homogeneum comparationds, segun YIETA].
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VY. Sistemas de ecuaciones con varias
incognitas: vy, en particular, do ecuaciones
iimeales.

(He1s.—65 v 68.)

29. Por la exigencia de que varias indetermi-
nadas deben satisfacer 4 una ecuacion (no idéntica)
queda en cierto modo limitada la infinita multitud
de los valores de una de ellas, y la de las restantes
sin limite ninguno. Cada una de las indetermina-—
das puede considerarse como incégnita que se de-
termina mediante la ecuacion (24). Una ecuacion
con varias incognitas se dice endeterminada (inde-
lerminata) porque sirve para determinar una de
aquéllas de diferentes maneras, segun los valores
arbitrarios que se afribuyan 4 las otras incégnitas.
Unsistema de valores de todas las incdgnitas (z =g,
y==0b.....), que satisface 4 la ecuacion, se denomina
una solucion (solutio) de la ecuacion indeterminada.

Una ecuacion indeterminada se apellida alge-
brdaica, cuando lo es respecto de cada una de las in-
cognitas; y frascendente, cuando es trascendente
respecto de una incégmita. Toda ecuacion alge-
braica, indeterminada, puede considerarse como
la exigencia de que debe anularse una funcion en-
tera de las incognitas (28); su grado esta definido
por el mayor numero de factores incégnitos que
contenga uno de sus términos (26 y 16). Las ecua~-
ciones indeterminadas de 1.° 2.° 3.° y 4.° grado,
llevan el nombre de lineales, cuadrdticas, cubicas y
bicuadrdticas, respectivamente.

"
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30. Caando las funciones 4, B..... contienen las
mismas incégnitas, una solucion de la ecuacion
indeterminada 4=0 no es, en general, una solu-
cion tambien de B=0. Toda solucion comun de
las ecuaciones 4=0 y B=0, sellama solucion del
cistema de las ecuaciones A=0 y B=0. Dos sis-
temas son congruentes (equivalentes) siempre que
toda solucion del uno lo sea tambien del otro.

Toda solucion del sistema, 4=0, £=0, es tam-
bien solucion de la ecuacion compuesta rA-+-sB=0,
sean cualesquiera los multiplicadores 7y . Toda
solucion del sistema, 4=0, r4-+sB=0,1o es de
sB=0, esto es, de B=0, si s no es 0. Kl sistema
compuesto, 7#4-+sB=0, 7' A+ B=0, es congruen-
te con el sistema simple A=0, B=0, siempre que
rs’—1's 10 Sea cero; porque toda solucion del sis-
tema compuesto es solucion tambien, tanto de la
ecuacion 8 (rA+sB)—s(r A48 B)= (78" —1r'8) A=0,
como de (rs'—7r's)B=0. |

Puede suceder que una ecuacion, compuesta de
las incdgnitas, no contengauna de ellas, 0 algunas:
que no contenga ninguna, y que sea una identidad.

31. Eliminar (segun BULer, 6 exterminar, se-
ocun Nrwron) una incégnita de dos ecuaciones es
componer con éstas (30), mediante multiplicadores
apropiados, otra ecuacion que no contenga dicha
incognita.

Si las dos ecuaciones son de primer grado res-
pecto de la incognita que se procura eliminar, se
multiplica la primera ecuacion por el coeficiente
que tenga la incégnita en la segunda ecuacion, y.
la segunda ecuacion por el coeficiente negativo
que tenga la inc6gnita en la primera; sumandose
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despues las dos ecuaciones asi multiplicadas para
obtener la que se busca. Cuando los coeficientes
tengan un divisor comun, seran los multiplicado—
res los cocientes por este divisor comun de los coefi-
cientes referidos. Para eliminar ¢ de las ecuaciones

62 +5y —7 =0
— 92 +2Y+3=0

se multiplica la primera por 2, la segunda por
—9, ¥ se halla despues, sumando, la ecuacion 57z
—=29=0. Para eliminar la # se multiplica la primera
por 3 y la segunda por 2, y se halla la siguiente:
19y—15=0. Para eliminar # de las dos ecuaciones

ar -+ 5 = ()
cr -+ D=0

ge multiplica la primera por ¢, la segunda por —e,
y sumando luego se halla Be—a D=0, que expresa
la condicion para que la segunda de las ecuaciones
propuestas sea congruente con la primera.

Del sistema #+y=a, 2—y=0, se deduce por
adicion 2z=a-+-0, y porsustraccion 2y=g¢—4, El sis-
tema compuesto es congruente con el dado y pro—
duce la soluciﬁn_-mzé(a-{—é), y=-2-1(cz~—-5).

Del sistema @:y=a, wy=14 se desprende por
multiplicacion ;vg=z35, que puede sustituir 4 la se-
gunda de las ecuaciones dadas. Del sistema

@’ 3/2—-{3, r+y=0,

se deduce por division la ecuacion #—y=a : b que
solo en parte puede reemplazar 4 la primera. Tam—
bien satisfacen al sistema dado infinitos valores,
igualmente opuestos,de z ¢ y.
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toda solucion, comun 4 #—1 ecuaciones deentre Jag
dadas, serfa tambien una solucion delam® ecuacion
restante. Si, por ejemplo , fuese una identidad

*A+BB+4-y (=0, para todos los valores de las in-
cognitas se verificaria, Ia condicion

0:—___3‘4_—?_3
T | 4

Lo cual quiere decir que al lado de las ecuacjo-
nes A=0y B=0, la ecuacion U'=0 es supérflua; y,
por lo tanto, que las ecuaclones del sistema, A=,
B£=0, C=0 no son vndependientes entre si. ?

Mas, cuando en Ia ecuacion compuesta sean ce-
ros los coeficientes solamente de todas las incég-.
nitas, al sistema dado no Je satisfacen valores finj—

tos, sino valores infnitos de las mismas. De] sjs-
tema, por ejemplo:

r+y=q, M~ my = b

se deduce la ecuacion compuesta 02+ 0y = mgy —j.
Con la condicion ma—0b=0, esta ecuacion com-
puesta es idéntica, Y la segunda de las ecuaciones
dadas es supérflua. S Ma—0b no fuese cero, ha-
ciendo #=w: ¢, y—yp . Z, del sistema

btrv=al, mu+mp—ps

se deduce O=(ma—0b)¢, esto es: f—0 Y 1+0=0. T.0
cual prueba que el sistema, dado es satisfecho por
valores infinitos de 2 y de y, que son igualmente
opuestos.

@
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El sistema
—p+2y—32=18
2+ 5y 422 =43

bajo la condicion de que #, ¥, # sean finitas, es ¢m—
posible; porque de las dos primeras ecuaciones se
halla por adicion esta otra, r-+-by-+20=42, que esta
en contradiceion con la tercera. Haciendo, como
sutes, «, ¥, # iguales a quebrados con el denomi-
nador £, los segundos miembros de las ecuaciones
propuestas resultaran, despues de la sustitucion
de#, ¥, 2 por sus respectivos valores, multiplicados
por ¢; y como ?=0, por Ser infinitos los valores
expresados, concliyese que éstos satisfacen al
sistema dado ; son entre si como los numeros
~-19:1: 1, y corresponden & este otro sistema:

x++2y —32=10
2z 43y +52=0
25y +22=0
del cual es una ecuacion superfiua.
El sistema
% LC—= bz mf
—cx *tar=g
be—ay x =h

bajo la condicion de que sean finitas #, ¥, 2, €8
s6lo posible cuando &/ bg+-ch=0. Pero con esta
condicion, como es facil ver, una de las tres ecua-
ciones se deduce de las otras dos, y el sistema, por
consecuencia, es wndeterminado.




o B

33. Mediante # ecuaciones independientes entre

si, pueden ser determinadas otras tantas incégnitas

de las mismas. La solucion del sistema propuesto

sera expresada uniforme ¢ multiformemente por

raizes de ecuaciones, despues de las eliminaciones
necesarias.

De 2 ecuaciones para las incognitas # ¢ y se de-
duce, por la eliminacion de %, otra ecuacion para z
por la cual queda # determinada. De este modo la
indeterminacion de las ecuaciones propuestas des—
aparece, y la incognita y.-puede ser por cualquiera
de ellas determinada. Si se dan 3 ecuaciones para
las incognitas z, ¥, 2z, se elimina 2z de 2 pares de
ellas, y se encuentran asi 2 ecuaciones para z é v.
Kt ceetera, ete.

En general, es preciso componer un sistema 7e-
solvente del sistema dado, que sea congruente con
este. La primera ecuacion del sistema resolvente
tiene una sgla incégnita y la determina; la segun-
ecuacion, ademas de la primera inedgnita, contie-
ne otra sola, y sirve para determinar esta segunda
incognita mediante la primera; la tercera ecuacion,
ademas de las dos primeras incégnitas, contiene
otra sola, y sirve para determinar esta tercera in-
cOgnita mediante las dos primeras. Etc., etc.

Sl las ecuaciones con % ineégnitas son indepen-
dientes entre si, el sistema que comprenda % ecua-
ciones sera determinado; el que se componga de
n—#k ecuaciones, serd % veces indelerminado; y el
de mas de » ecuaciones, imposible (excluyendo
tambien soluciones imaginarias § complejas).

34. Para resolver un sistema lineal, esto es, un
sistema de ecuaciones lineales, cuando el nimero
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de las ecuaciones es igual al de las incognitas, se
forman, por la eliminacion de incdgnitas, sistemas
con ménos incdgnitas, hasta llegar 4 una ecuacion
con una incdgnita. Kl valor de esta incégnita se
pone en una ecuacion del sistema, inmediatamente
anterior, para calcular el de otra incognita; los va-
lores hallados de las dos inedgnitas nos sérvirén

para calcular el de una tercera incognita. Etc., ete.
EsempLo 1.°:

br—3y—+22=4 | -+
=i

ody— 2= 3= | o
2r—3Y-+ 7= % -
242y =10%— —
3+ ¥ e 3-2- I
83}' === 85 &?r“— -
2
Y e
—
s

Se elimina z de las dos primeras ecuaciones y
de las dos ultimas, y se obtiene asi un sistema de
dos ecuaciones para z ¢ . Para hacer la primera
eliminacion, se multiplica por 2 la segunda ecua-
cion, y asi multiplicada se suma con la primera; y
para efectuar la segunda eliminacion, se suman,
tales como estan, las ecuaciones segunda y tercera.
Del sistema compuesto se halla una ecuacion para
x, mediante la eliminacion de la y entre las dos
ecuaciones que constituyen dicho sistema. Despues

-
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de hallado el valor de @, se encuentra y="~—3%—-39}; y

finalmente: 7—=——2z 37 .

2
Esemrro 2.°:
bu —4x == I 8
3% -~ 42 -+ by — 2 5
20 + 3y +-4z= 14 -
3y—4ze= 7| -+
Rr+Wy - =123 —
24 6y - = 21 16
Yy +=213 9=3
2 o e= 3, af:%
42— 2, zf-ﬁ——%
U - ; = 10; u=2

En ciertos casos particulares, puede simplificarse el
sistema propuesto, sustituyendo las incdgnitas en él con-
tenidas por funciones adecuadas: la suma, los valores re-
ciprocos, ete., etc. de las mismas, que se consideran na-
furalmente como muevas incégnitas. Calculadas estas
nuevas incognitas mediante el sistema simplificado, por
el sistema de las sustituciones efectuadas se hallan las

incégnitas del propuesto.

35. Un sistema general de n ecuaciones lineales

con n incdgnitas, contiene n° coeficientes de las in—
cognitas y # términos conocidos. Designando por
%2, £ niimeros cualesquiera de la série 1, 2, .... #; por

By By oooee # las incognitas; y por ¢ y #.,elcoefi-

ciente de #,_ en la ecuacion ¢°, y el término dado de
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esta misma ecuacion respectivamente, el sistema
propuesto puede escribirse de este modo:

511 ﬁl—— ﬂ"lg ﬁﬂ—]_““ alﬂ- 3}“:%1

ﬁﬂ iﬂl——-ﬁﬁﬂ ﬁﬂ-{— ﬂzﬂ ﬂ?ﬂ=’h’a2
ﬁnl $1+{3ﬂ2 ﬁz “hie {Zﬂﬂﬁﬂ =‘!&ﬂ;

Para resolverlo se forma la determinaﬁte (ARIT-
METICA UNIV., XXVI) de grado »° de los coefi-
cientes, & saber:

’511 Glﬂ ) aln
R="T = » o .55 %

y las determinantes del grado (2n—1)° 0 adjun-
tas (141) respectivas de los elementos de aquella,

m & & @ m
11 1n
H’ ® @ a
nl N1e

S 1a determinante & no es cero, se multiplican
las ecuaciones dadas respectivamente por las ad-

juntas de los elementos de la columna &% y se
suman despues ordenadamente. La suma de 1os se-

gundos miempros sera evidentemente
ﬁlmlk_{"%zmzk—l_ e s 8 e —]—’H—»‘I o

n nk’

y el coeficiente de una incognita cualquiera, 7,
tendra por expresion la suma

B iRl L e o
%, + Gl ST B
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o e, )

' =) --"“:“'__'—--—-_Nr_ i !ﬁ-

que serd R, 6 cero, segun que losil an o Il
i

iouales, 6 desiguales. Lo cual prucha qug desapa- ==
recen de la suma en cuestion 1o} %Qeﬁmeﬂtes-d@:i
todas las incégnitas, 4 excepcion ddkeo¥figionts de/
la inc6gnita #,, que es &; resultando, i

1a ecuacion con una inedégnita

n nk

Y en esta ecuacion vemos que su segundo
miembro, 6 sea la expresion hallada para Rz,, €s la

determinante del sistema de los coeficientes de las
ecuaciones dadas, sustituyendo en €l por u,, %,, %,

los correspondientes 4 la columna A%,
36. I.—FI sistema lineal homogéneo (35)

w, =0, %, =0, cors =0,

al cual estd subordinado un sistema lineal no ho-
mogéneo (19), tiene la solucion

z, =0, z, =0;... ¢ =0

siempre que no sea cero la determinante £=X=

@, @y - @, . PUES, SEQUD dntes dijimos, al hallar

el valor de Rz, , para la incognita &, , y 10 mismo

puede decirse para todas, se halla la determinante
de grado %:

Uy am ala s @17 @19 ﬂ’la e
Yy fogq Wgg =+ = |7 @o 4 o o G g TR }3;3;1

L & L ] - -

despues de agregadas & la primera las colum-
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has siguientes (146). En la expresion hallada para
la incégrnita @y son nulos los elementos de la pri-
mera columna, y, por consecuencia, Rw, = 0. Mas
por hipétesis, no es £=0; luego debera ser z,=0.
Y lo propio sucede con By Ly venes ete., efe.

II. Cuando 2 es cero, y entre las subdetermi-
nantes de grado (»—1) hay #ne que no es cero, el
sistema propuesto es una vez indeterminado. Des-
arrollando, en efecto, la determinante, segun los
elementos de la primera columna, se halla (I) para z
la expresion

5@1 - 62u2 -+ ..... 4 5;{”» — Rﬂs‘l = (),

1

Si 4 no es cero, al lado de las ecuaciones

es superflua la ecuacion %, = 0.

Desarrollando la otra determinante, segun los

elementos de su primera fila, se encuentra la ex—
presion

7 Iﬁ'r:o’

y la solucion entdénces del sistema sera (7) para
todas las 2,

liz,ti:e=0:8,:.... B..

Puesto que

es cero, para =1, 2,.... #. Acerca de las adjuntas
Gl de una columna, y las adjuntas &, Byeeeeo de

una fila (véase ARIT. UNIV. (148)).
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IIl. Cuando las subdeterminantes del grado
[.n—l)“ sean todas nulas, y entre las subdetermi-—

nantes del grado (%—2)“ haya una que no sea nula,
el sistema sera 2 veces indeterminado. Porque para
todas las &, Z,..... la subdeterminante de grado

( — 1), & saber:

U Cog Ty o @@, T Cio%g Qg Xy - -
Uy By By - - Gy T, ay a,

=R, wl—!—ﬁﬂmﬂ, esigual & cero; por ser nulas las sub-

determinantes 2, y R,
Desarrollando la primera determinante, segun
los elementos de la primera columna, se halla:
U, =Lttt +ecu =0 (=1, 2).
Y esta ecuacion prueba que, cuando ¢ no es cero,
“al lado de las ecuaciones U, =9, %, =0,.... u =0,
las dos ecuaciones %,=0y u,=0 son supérfluas (32).

Mediante el desarrollo de la segunda determi-
nante, segun los elementos de la primera fila, se
encuentra esta otra:

y la solucion del sistema entdénces, para todas
las z y @,, Sera:

» - 5 ——— . " ..l-.l..ll'.P
1.33.“...:3“ Ci%gtoenns 1)
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Puesto que

c($r1$1+ﬂrﬂm2+ grﬁivabl— =y ) =c(aﬂml+ar2$2) +Y3ﬁr3+ 2

es igual 4 cero: no solamente para 7=3, 4..... %,
sino tambien para »=1, 2. Y asi podriamos hacer
ulteriores y semejantes consideraciones.

VE. Las ecuanciones cuadraticas.

37. Una ecuacion cuadratica, con una incog-
nita (26), comprende generalmente 3 terminos: uno
con la incégnita elevada & la segunda potencia;
otro con la incégnita elevada 4 la primera poten-
cia; y el tercero sin incégnita. La forma general,
pues, de una ecuacion cuadratica, con la incog-
nita 2, es la siguiente:

wr”+bx+c=0,

en la cual representan los coeficientes ¢, 4, ¢, nu-
meros cualesquiera, independientes de .
En el caso particular ¢c=0, desaparece tam-

bien az’- bz = x(ax -+ b); tanto porque desapa—
rezca 6 se anule el factor #, como porque se
anule el otro factor eaxz—6; 6 en otros términos:
tanto por ser #=0, como por ser #=—~0:a. Lo

cual significa que la ecuacion am3+81:v=0, tiene

las dos raizes, 0 y —0: a.
En el caso particular =0, la ecuacion cua-

dratica es pura (26). Trasponiendo, dividiendo y
extrayendo la raiz se obtienen:

2 Z s
@
._ @



i B
La raiz cuadrada puede tomarse tanto positiva
como negativamente (AriT. uUNiv. 83). Luego la

ecuacion cuadratica pura ar’-c=0 tiene dos
raizes (reales 0 imaginarias), igualmente opuestas:
6 iguales y de signo contrario, segun se dice ge-

neralmente.

38. La férmula az’+ éz-+c (funcion cuadra-
tica de z) (16) mediante su multiplicacion por un
factor apropiado, puede ser representada por dos tér-
minos: solamente de los cuales sea el primero un
cuadrado positivo, dependiente de z; y el segundo,
independiente de z (*). Asi, por ejemplo, la funcion

32°+ 42 — "7 por su multiplicacion por 3 se cambia
esta otra: (3z +2)" —25, afiadiendo y quitando 2.
— 32°+ 52—, multiplicandola por — 3.4 se con~
vierte en la siguiente: (62— 5)°59; despues de
haber sumado y sustraido 57,

4z’ -+ b -+ ¢, mediante su multiplicacion por 4,y
sumando y restando luego *, se trasforma en

(202 + 5)2—-— 5+ 4ac.

Dedtcese de esto ultimo que la ecuacion cua~
dratica general

az® + b +c=0
es congruente con esta otra |

(2w —+8)°— b° +4dac—0.

(*) Este paso esencial para resolver las ecuaciones cuadra-
ticas, se halla en Evcribgs, Elem., II, 6.
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De la cual se desprenden sucesivamente:

(2@:5'—}—5)2:6?‘-—4@6, Rar—+ 0= \/52—-—4536

7 =

= '/52_' 4 ac — 2
2a

5—%—\/529-—4{,36.

Esta segunda expresion de #, que se usa cuan-
do « es pequeiio, se deduce de la primera teniendo
presente que

=544 l/é;;z—*iﬁﬂ)(é—i— V B2 — 4aqc)
— 0L —dae) . das

La raiz cuadrada es biforme; y ademas real ¢
imaginaria, segun que el radicando sea positivo
6 negativo (84). Por consecuencia: la ecuacion

cuadratica ez’ bz -c—0 tiene tambien dos raizes
que, suponiendo reales-los coeficientes @, 4 y ¢, son:

reales diferentes, cuando sea & — 4dac positivo;
reales iguales » » » CEero;
complejas conjugadas » » negativo.
Si fuese @ =0, una raiz seria —c: 4, y la otra
tomaria un valor infinitamente grande (26).

La férmula 4 — 4ac, cuyo valor sirve para de-
cidir acerca de la naturaleza de las raizes, es lla-
mada por los modernos la discriminante de la

ecuacion cuadratica considerada.
Cuando ¢ y ¢ son opuestos, es 4ac negativo;

g ‘ s 2
— 4 qc positivo; tambien positivo 6" —4ac; y la
ecuacion, por consecuencia, tiene entdnces raizes
reales diferentes. |
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Dignos son de tomarse en cuenta la suma y el
producto de las raizes de la ecuacion cuadratica

%’ + b ¢—10, 3 saber:

b+ V 0 — dac b0 —Age” b

2a ' 21 a
y
b - 1/52—4¢zc>< 0 l/&z—-%c_ ¢
20 T a

Estas expresiones ensefian, en efecto, 4 calcular
la suma y el producto de las raizes de una ecuacion
cuadratica, mas los signos correspondientes & las
mismas, sin necesidad de conocerlas individual-
mente.

39. Las raizes de una ecuacion cuadrjtica pue-
den ser expresadastambien goniométricamente. En
efecto, siendo @, & y ¢ ntimeros reales y positivos,
la ecuacion

* . —b=x) B’+4ac
mz-l—bzy—c=0, tiene lasraizes reales 1/253 i :
y la ecuacion

F . Sy A | 2
az’ -ox-+¢=0, tiene las raizes reales 5‘4/26 _4‘3‘7,

@

—b=+4)/ 4ac—b®
2a

6 las raizes complejas

Para todos los casos, debemos calcularVe: a=7,

‘ 2
y con esto tendremos tambien ac=a"7".
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Establezcamos, para el primero, la igualdad
b—=2arcotw. Mediante esta igualdad, se hallan las

raizes

— cos =1
” Co

r—cot o) cofw-t1)= s
()

. 1 f
0, lo que es igual: 7tang;w, y— Sﬂt—;-m; conocido

el valor de fang w=2ar : b.
Establezcamos, para el segundo caso, la igual-

Qar : 3
dad 4= _Mediante ella se encuentran las raizes
: SeN w :

1 1 —]1+cosw
P — ——= 1 |=»r
Senw sen’w Sen w

1
O sean los valores de —7rfang G y de —7 cot%m;

conocido el de senw=2a7 : b.

Establezcamos, para el tercer caso, la igualdad
bh=2arcosw. Mediante ella se encontraran las raizes
r(—cosw =4 senw); ya conocido el valor de cosw

=0+ 207,
Las raizes de la ecuacion az"—bz+c=0, y las-

: 2 ;
de la' ecuacion ax -+bz=c¢=0 son igualmente
opuestas. | -

Mis sencillamente pueden, segun Gauss, calcularse
los logaritmos de las raizes reales de una ecuacion cua-
drética, por los logaritmos de los coeficientes de la mis-
ma, haciendo uso de las tablas logaritmicas convenien-
tes. (VeGA's Sammlung mathemarischer Tafein von HUL-

ssg, 1840.)

40. La funcion cuadrética ax’ + b2 + ¢ es dos
veces nula para los valores « y § de suincognita &,
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que son las raizes de la ecuacion 0 br+c=0;y
puede ser asi expresada, cualquiera que sea @, por
el produeto a(z—x) (@—B), en cuyo caso seran: «—p
=—0:a4, Y Pa=c:a.

DEMOSTRACION.~Segun la hipétesis, @2’ ~+da-] c=0;
y, POr consecuencia:

0+ bo+c—an - bw4-c—(as+-bat-c)

—a (2’ — ) b(—a) == (2—a) (@ a2 —1-B)

Lo cual quiere decir que la funcion a;mz—i— b ¢
es divisible por #—a; del mismo modo se probaria
que tambien es divisible por z—8. Designando,
pues, por ¢ el cociente

(2”4 bz +c) : (2—a) (@—B),
la identidad (23)

4’ +be+c—q(@—a) (0 —B)=gs"— (a-+-B) gz +-ag,
exige que sean: '
¢=a, (+Bg=—0, afg=c.

Cuando la funcion cuadratica se anula para mas
de dos valores de z, sera identicamete nula; 6 nula
para todo valor de #; y entonces @, 6 y ¢ seran nu-
los. Pues, en la hipétesis de que # fuese diferente
de o y de 8, el producto a(#—a)(#—f) s6lo podria
anularse haciendo ¢=0. Del mismo modo se con-
cluiria despues que éz--¢ seria 0, para méas de un
valor de #, solamente en el caso de ser 6=0 y ¢=0.

Cuando # sea real y no esté comprendido entre
los valores reales a y 8, el producto &(z — «)(#—B)
tiene el mismo signo que @. Etec.

41. La funcion cuadratica ez’ ~+ b2 ¢, cuando
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la variable toma el valor z _—2_ , adquiere el valor
_ 20
4@»{: T &2 r 8
extremo e el cual sera wn minimo 6 wn md-

zvmo, segun que @ sea positivo 6 negativo (14). En
efecto, la funcion mencionada puede represen-—
tarse (38) tambien como sigue :

(Raz - e.’;)2 — (b — dac) & —4dac— (2az + b) :

—_—

4q —4q

En estas dos expresiones, el cuadrado (2a2 —+ 4)°
que, siendo @ real, no es negativo, se anula por el
valor # =—6:2a; y, en este supuesto, la primera
expresion adquiere su minimo valor cuando @ sea
positivo; y la segunda, su maximo valor cuando «
sea negativo.

Observacion.—Por las mismas consideraciones,
la funcion fraccionaria

2
e S
2+~ (\/m ‘/m)+2\/cz

~ suponiendo z positiva, alcanza su minimo valor
@ 4
2\/%, cuando sea \/;t? — ‘/—mj =0, 0 bien z = \/ﬂ;_

Para hallar los valores de la variable 2, que
hacen maxima 6 minima la funcion fraccionaria

r—4

3"#:a:-'g"‘—33;:—3

se buscaran los valores de y para los cuales tenga
raizes reales la ecuacion en z

g,a:r:g-—— By + 1)z —3y +-4=0.
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- Mas esta ecuacion tendra raizes reales siempre
que (38y 40) no sea negativa la diferencia,

3y + 1)2'_. 4.?/(4 — 3y) = 219'25- 10y 41
o 7 : ;
=2l(y—3) (v —=)
Y esta diferencia no serj negativa, y, por lo

tanto, # permanecera real, mientras que y dismi-

nuya desde oo hasta ?%, y crezca desde —oo hasta, X

e
En estos dos limites, 9= 31 € yi== %, adquiere z el
valor 2 2+ 1: el cual se convierte en 3, 6 en 9, res-

pectivamente. Luego la funcion fraceionaria pro-

puesta adquiere para z — 3 un valor minimo yr——--; ;

recibiendo para z = 5 el'valor méximo P ;-
42. Una forma cuadratica de 2 variables (19)
comprende, en general, > (= 1) terminos, en los

que figuran dos cuadrados de las variables y los
productos binarios de las mismas; pero tambien
puede ser expresada siempre por no mas de % cua—
drados variables, con ciertos coeficientes, positivos
0 negativos (38).

DEMOSTRACION.—Si entre los términos de la for-
ma propuesta, », se halla 'un cuadrado de una va-
riable, #, de tal modo que la mencionada forma
tenga por expresion ¥ — az" - 2px - v: en la cual
p represente una forma lineal de las variables res-

tantes (fuera de la 2) y.» una forma cuadratica de
estas mismas, se obtendrs ficilmente la forma

au = (az +p)* — (p* — av)



i
¢n la que se manifiesta % expresada por un cua-—
drado y una forma cuadratica de n — 1 variables.
S1 entre 1os términos de la forma dada, %, no

existe ningun cuadrado, y esta forma, por lo tanto,
tiene por expresion

w = R0zy + 2pz + 29y + v,

donde p y ¢ representan formas lineales de las va—
riables restantes (ménos la z y la y) y », una forma
cuadratica de las mismas, tendremos:

bu = 4(bz + 9)(by + p) — (4pg — 20v)
— (b4 by +1) — (b2 + g — by — p)*—(dpg — 2b0)

Y esta expresion patentiza que » se halla expre-
sada mediante 2 cuadrados y una forma cuadratica
de » — 2 variables.

Pero una forma cuadritica binaria puede ser
representada por 2 cuadrados a lo sumo: luego
una ternaria lo sera, &' lo sumo, por 3 cuadra-

dos; ete., ete.
43. La forma cuadratica binaria

%= az + Roxy + c:f

es representable por un solo cuadrado cuando
. 2 '
su determinante 6 — ac es cero. Pues, en efecto:

au = (az -+ va)g — (EF - ﬁ;c)f .

La forma cuadratica ternaria

U = az 63/3 ¢z Rfyz +- 29wz - 2hzy
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es representable por ménos de 3 euadrados, ouandﬂ
su determinante

— abc -+ a,f2+ @ﬂ_ - ol 279/

se anula. |

DrmosTRACION.—Si en particular @, &, ¢, £g% son
nulos, y consiguientemente % =0, por ejemplo,
tendremos

=42 (g2 +Jy) = (9% _g_fy_;{_z)a_@ﬁ fy-—-—z )2

donde aparece # representada por 2 cuadl;ados
Cuando entre los coeficientes @, 6 y ¢, el @, por
ejemplo, no es cero, tendremos

a@=(m+7&y+gz] —I—pg,f —{—2§'g'z-|—:m2

siendo en estd, expresion p—ab— 4", g—af———gig _

Y 7 =ac— g- Por consecuencia: en los casos par-
ticulares p =0y ¢=0, 6 ¢=07y =0, la for-
a % es representable por 2 cuadrados; mas, en el
casop=0,9=0, y =0, lo es por1 cuadrado
solamente. Pero, si una de las dos cantidades p 6 #,

la p, por ejemplo, no es nula, y gﬂ — pr =10, queda

apu=p (az + hy +g2)° + (py + ¢2)*

lista expresion demuestra, por ultimo, que % sera
representable por 2 cuadrados, siempre que des-
aparezca O Se anule

¢ —pr=—a|— abe + af® + by’ -+ ch® —279k)

y como antes hemos supuesto que & no es cero, de-
bera serlo el otro factor.
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El blIlOl’IllD ﬁm Yt puede ser sustltuldﬂ pmr
el producto de los factores lineales

(vt m /= p) S m\/—p)

44.: Un sistema de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas.
en el que una de las ecuaciones sea cuadritica y
la otra limeal, tiene 2 soluciones (31) que pueden
calcularse mediante las raizes de una ecuacion
cuadratica auxiliar. El'procedimiento general para
el indicado ecalculo es el siguiente: de la ecua-
cion lineal se despeja una incognita, y su valor,
expresado por la otra incognita, se sustituye en la
ecuacion cuadratica; de la ecuacion cuadratica
resultante se hallan 2 valores para la segunda
incdgnita que, sustituidos en la ecuacion lineal,
nos dan los valores correspondientes de la primera
ineégnita: con lo cual se obtienen 2 grupos de
valores de las incognitas, que satisfacen al sistema
propuesto.

En casos particulares existen tambien proce-
dimientos particulares que conducen al mismo
resultado.

Esempro 1.° ¢ +y=a, =

Cuadrando la primera ecuacion y restando de
ella el cuadruplo de la sefrunda se halla, en vez de

ésta, la siguiente:

(&,..__yﬁ:gf_.alg; 0 m-ﬂyr—“/ﬂﬂ—-‘ib!

Sumando y restando ahora las ecuaciones

zt+y=a ¥ :v—-gzﬁl/ﬁsﬂ—uéﬁ;,
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y designando por ¢ la raiz cuadrada positiva, se
obtienen las soluciones:

» sla+e) | Ha—c)
¥ | 3la—c) | 5(ate)

_EJEMPLU g aﬁf.ﬁy%ﬂ c.?:ﬂ—l—dg/g=.§7_-

Y - f-—;m? c:a—l— (f—m) =g,

Ordenando y resolviendo esta iiltima ecuacion se
hallan:

. adf+b l/( a”d—_l—égc};——%’fg
&’ d+ e

R v
b

Y representando por 2 la raiz cuadrada positiva,
las soluciones del sistema propuesto:

adf-+BR | ad*—bR
ZH—3 = o3 2
ad+be | ad+bc
bcf —alR | bef +aR
7l g 9 2
ad-4-bc | ad-+bc

45. Si #y ( representan funciones enteras de
z ey, de los grados m y » respectivamente, y no
son ambas divisibles por una misma funecion ente-
ra de # é y, las soluciones del sistema #— 0 Y G=0,

* se hallan, en general, del modo siguiente. Se 01*—
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denan 7 y ( segun las potencias decrecientes de
una incégnita, de la 2, por ejemplo; 'y se for-
man (32), mediante multiplicadores apropiados 7y s,
ecuaciones compuestas 7# - sG=0, que sean cada
vez de grado menor respecto de z, hasta llegar a
una, /=0, que no contenga la m y sirva, por
lo tanto, para determinar la otra mcogmta y. Una
de las ecuaciones compuesias expresadas, la de in-
fimo grado para #, sirve para determinar los valo-
res de esta incégnita, que corresponden & cada uno
de los valores de la ¥ (*). Cuando sea satisfecha la
condicion A =0, las ecuaciones # =07y G=10
tienen, para ¢, una solucion comun, por lo ménos;
y, por consecuencia, bajo la ODHdIGlGIl H =0, las
funciones 'y @, respecto de z, son divisibles por
una funcion entera de 2, cuyos coeficientes son ex-
presados racionalmente por los coeficientes de di-

chas funciones #'y G-
Sean, por ejemplo, las funciones

F=da’ +bo+ec 'y G_a’ﬁ*+5'$+cj

en las que los coeficientes a,d ... depen denden de Y.
Del sistema =0y G = {] se deduce el siste-

ma compuesto ¢G— &' F =0y ¢/F—cG=0; ¢

bien, escribiéndolo en forma de determinantes,

|

Iz(}

C
a'.f 5?'#; __ c.f' .53?{{,"__3}’ cr

_ (*)  EuLER, Introd., I, ¢. 19.. Mém. de Berlin, A76k, pag. 96; v
Bezout, Mém. de Paris, 176%, pag.298. Véase el tratado del autor
sobre las deter mmantes, § 11; y su Memoria Ueber die Auflo-
sungen eines Systems von Glewhungen Dresden, 1868.



O sea, de otro modo (138): |
U ab) e (ae) =0y {ac)@(be) =0.

De este sistema compuesto se deduce el resol-

vente
| (ab) (ac)

| (ac) (Bc)

cuya primera ecuacion (la resultante) sirve para
determinar la »3 y la otra ecuacion, de primer
gradoen z, vale para determinar 1os va,lorea de esta
incégﬂit& correspondientes a los de . |
El sistema general anterior /'=0 y G =0,
como demostraremos méas adelante (X), tiene mn
soluciones: lo cual significa que el sistema dado es
- satisfecho por mn valores de g con otros tantos va-
lores correspondientes de 2. Si la ecuacion ultima-
mente deducida para ¥ desciende 4 un grado menor
que 7mn, para valores particulares de los coeficien-
tes, podemos asegurar que ella comprende un nu-
mero correspondiente de raizes infinitas (26). Para
evitar la desaparicion ¢ pérdida de estas raizes, bas-
ta tomar, en vez de las funciones dadas #(z, ) ¥
Gz, %), las funciones homogéneas (20) |

P 5 ol )

Y enténces para £=20, se obtendran las solu-
ciones infinitas; y para t—- 1, las soluciones finitas
del sistema (*).

=0 y (a8} -+ (ac) =0

(*) Un método general para la mas exacta distincion de
las soluciones infinitas de un sistema binario, se encuentra en
la Memoria va citada del autor.
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Si 2, @, Ry /§ son funciones dadas de las in-

Gég‘mtas el sistema PQ =0y RS =0 es comple-—
tamente satlsfecha por los smtemas

2 enes 0| §3

R i s |

puesto que un producto. se anula solamente cuando
uno de sus factores es 0. Cuando 2 = 2, el sistema
dado es tambien satisfecho por la ecuacion 2 = 0.

Si Py @ son funciones homogéneas de las mis—
mas dimensiones, del sistema P=a y Q—24, se
- forma la ecuacion 6P — 2@ = 0 para calcular las
razones de las incégnitas.

En ciertos casos, se simplifica el sistema pro-
puesto, haciendo uso de la suma, la diferencia, el
producto, U otras funmones de la,s incognitas, que
sustituyan 4 éstas

EsempLo 1.°—El] sistema,

wg(f — 1) — Qa:y(f—- 1) + 31?" 2 23/2 +1=0
o'y —3y+2 — o' — 3 7 15y — 18—
es congruente con el sistema '

y—Ug+le—y+1l)le—y—1)=0
=1y —2+y+3)r—y—38 =0
y subordinado al sistema homogéneo |

=y tie—yt+l)o—y—t)=
(v —)(y —20) @+ 9+ 30 (@ —y — 3¢

0
0

I
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Por lo tanto, serd resuelto por la ecuacion
Y —i¢=0, y los sistemas:
Y+1=0 Y+t=0 Y+1t=0
y—2=0 24y +3=0|2—y—3l=

............................................

De donde se desprende que las soluciones de!l
sistema propuesto, ademas de la expresada por
y=1, seran éstas:

2 @ Y
0 R 0
| 7 2 solucion doble.
I | —2 —1 id. id.
2 —1
1 2
3 2
—1 — 2

En la primera solucion corresponde 4 un valor
infinitamente grande de # un valor finito de y.
EsempLo 2.°—El sistema,

2 — 9y’ —3yle—y) =0
3z RuY — yg = ()
es congruente con este otro:
(@ —9)(@" + 2y +7" —3y) =0
(@ —y)Bz+y) =0

al cual satisfacen, en primer lugar, la ecuacion
¥ —y=20;y, en segundo, el sistema

% 2y 4+ —3y =0y 3w4+y=0.
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Mediante la sustitucion del valor de ¥ = — 32 se

halla la ecuacion 72° + 92 = 0, que da para z los
valores 0 y——g; y para % los correspondientes

0y -2,}3 La solucion 0, 0 estd4 contenida en la ecua-

cion # —y = 0.
EsempLo 3.°—Del sistema, |
. oy =ay, vt+y=uy’
se deduce la ecuacion |

@+y) =30y 6 (@+y) —3@+y) =0

que puede feemﬁlazar a la pfimera. del; sistema
dado. Con lo cual hallamos los sistemas resol-
ventes:

2+ y=0 2y =3

que arrojan las soluciones: S _
2| 0| 3+4y/3 | 3—1y/3
2711 0 | 3—4y/3 | 3 +14y/3

La solucion 0, 0 es doble.
EsemprrLo 4.°—Del sistema

&y —ay’ + 3wy @b y=0"
| e
& —Y +3=0

sustituyendo z ¢ y por o : ¢ 4 ¥ : ¢, se obtiene el
homogéneo, mas general: R,
2y — ) + 3wy -+ w4 y) =0
2" — y* + 88 =0
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Sustrayendo de la primera ecuacion la segunda
multiplicada por #y, en vez de la primera se halla

la siguiente:

(@ +y)=0.
Y, por consecuencia, los sistemas:
tHO | $+ym0

m-——;z/ ==i() ma—.—gf. 3¢1 == 0
que son satisfechos solamente en el caso de ser
{=0. Esto prueba que al sistema dado le satisfacen
solamente valores infinitos de 2z y de , que, 0 son
iguales- (solucion #7iple), 0 igualmente opuestos
(solucion quintuple). |
EJEMmpLo 5.°—LEl sistema

Joi o]
z-ty o—1Y

2° + b0y’ = (@ — ¢’
estd subordinado al sistema homogéneo

Blp= 3:5' —3J
9

2 m(m +3y%) =2 (" — 9

——
—

ol W

Por la sustitucion de&y — 3" --'~81:m en la se-
ounda ecuacion, se halla esta otra £z’ (2 — 3¢) = 0;
ylas soluciones del smtema prmpuesta seran en con-

secuencia:

¢ m Y

0 | # | =2 solucion triple

| 0 id. ' cuadruple
3]
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EJEMPLO 6.° ' El sistema,

r+y=a, :mﬁ+y5=6
esta subordinado al sistema homogéneo

sty=uat, oty =8

aciendo zy =, por la segunda ecuacion se
obtiene (ART. unrv. 28) la siguiente:

-

(@ —8) & —52°%p 4 Bats? — 0.

Y resulta desde luego que el sistema propuesto es
satisfecho por el sistema ¢ — 0, 2+ y =0, esto es:

por valores infinitos igualmente opuestos de las
incognitas.

Haciendo ahora ¢ =1, del sistema
r2t+yY=a, xY=0
se deducen los valores

2 = a \/aﬂ—-—-ci:o, 29 =a l/aa—'ﬁl@:;

y de la ecuacion cuadratica auxiliar en » estos
0tros:

gl - i 5
a nl\/a gl e g \/fz 4

5317/

Designando por ¢ el valor positivo de la ultima
ralz cuadratica, y por d y d’ respectivamente las

raizes cuadriticas positivas de — a° - 2¢ y de
e 2¢, se obtienen, por fin, las soluciones:
2 lad-d | a—d ) RO b
2y lla—ad| a-td a-+ad

a-t+d’
¢—d’
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Esgmpro 7.° El sistema

m—l—éyﬂmmﬂ—wﬂ)

8 3 Bl wal 4y
z-+y oz —Y 2y

es subordinado del sistema homogeneo

atw - bty — 2 + 2y =0
— atle — y)xy -+ Otle + y)vy — 2"+ 3/4’ — ).
Afiadiendo 4 la segunda ecuacion la primera

multiplicada por (#—y )y, se obtiene para se-
gunda ecuacion esta otra:

(bty — 2+ o) (@ + 20y — 9°) =0,
O sea | ' '
(bty — " + 9o +cy)l@+cy) =0,

- : ] ¥
B

enlacual: ¢ =1 - \/2,-6ﬂ 1___—“26" y.¢ =1—/2.

Dél primer sistema | _
ato+ bty — 27 -2 =0y bty —a'+y =0,
se deduce #ar—by) =0. A {==0 corresponde
y==x; 4 t=1y ar—by =10 corresponden
z=0, y=0Yy
@b ab

;a:f} ?fﬁt‘?} .
9 3 9 2
b — @ Wiy

Del otro sistema

m—kéy—%z—i—ﬁf:o, G+cy =10
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se deduce 4¢y” — (b —ac)y =0; ete., eto. Luego
las soluciones del sistema prapuesm seran:

4 @ Y
0 e + 2
1 0 0 (triple)
3 ab ab
P @ 72y

ac —b b—ac
4 4c

ac’— b b—ac’
4 4¢’

Esempro 8.° Cuando % y %’ representan formas
cuadraticas ternarias (42), a4 saber: ﬁzamﬂ—l-.....,
W =a'% +..... , existen 3 multiplicadores Ay A, YA,
de tal suerte que las formas deducidas u—+A
A y #—+2u" resultan produetﬂs de factures

lineales, 2 ¢ , 2,9, ¥ #,4,- En efecto, la determi-

nante de la forma %)’ es una funcion cibica
de X que se anula para 3 valores determinados de
dicha 2. El sistema =0y %' —0 puede ser reem-—
plazado por el sistema 2,9,=0,yp,9,=0, cuyas
soluciones satisfacen tambien 4 la ecuacion p

(Veéase Jacosr. Journal de Crelle 14, p. 286.)

375="
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LAS ECUACIONES CUBICAS Y BICUADRATICAS,
LAS NUMERICAS, Y LAS INDETERMINADAS.

VEE. Las ecuaciones cubicas
v bicuadraticas.

(He1s.—95, 98, 69 y 105.)

46. Silos terminos de la ecuacion del grado m°

" — 2

T S e = s S

se multiplican respectivamente por los de la pfo—

. By 2 :
gresion geomeétrica = I 50, et , Se obtiene otra

ecuacion del mismo grado, cuyas raizes tienen con
las de la primera la razon ». Pues, sustituyendo en

¢sta ecuacion la incognita @ por el cociente 7 : o,

m—1

despues de multiplicar por ™~ ", resulta la ecua-

cion trasformada
W om m — -
=3 by A eny™ T . =0
Si en esta ultima se deséaque el coeficiente de la

mas alta potencia de la incognita sea 1, establece-
remos la condicion » = a; si se deséa que el segun-
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do coeficiente sea igual al primero, esta.blecemm
la condicion » = ¢ : 4. Ete. ete.
47. Sl en la ecuacion

ym +5ym—1+$£ywa—2+. .... =i

ponemos ¥ = z — 0 : m, 8e halla otra ecuacion en 2
del mismo grado, que ya no contiene la potencia

', Efectivamente: sustituyendo y por z+ 7, la
ecuacion dada, se convierte en esta otla

2 i) Bt (m)l ﬁz"“_ﬂ—i—..:t}
(m—1)b

L A
- dcC ==

La cual es de grado m respecto de z y perdera
= | 2

la potencia 2", ¢ la potencia 2" ..., segun que
el valor de A se determine por la ecuacion

MmA—+ 6 =0,
O por la ecuacion
(m)lﬂ —16)+ac-—-0
Etc. etc.
Las trasfﬁrmaelones numericas de la funcion
aw” +ox" T T+ ..... que hemos indicado, se efec—

tuan sencﬂlamente: multiplicando desde luego el
valor de a# - 6 por el valor de # y anadiendo ¢ al
producto, multiplicando luego el valor hallado de

4’ -+ b+ ¢ por # y anadiendo ¢ al prﬂductﬂ, et
cetera, ete.
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KEJEMPLO. — Haciendo :25' = éy , de la ecuacion
B’ = 6_@2 —+ b —@_ =0, se de.duce primeramente
(¥ —6) 333/ +5; y dltimamente, la ecuacion en Yy del
mismo grado |
y’ ok Gy?%—!— 19y — 36 = 0.

Haciendo en esta.ecuacion Y=2+42, se obtiene
primeramente, segun el procedimiento explicado,
(6+2—6)(24+2) +15; y iltimamente, 1a ecuacion
en z que sigue: - WG - ;

=40 730 — 92—,
_1 2 enlacgalz2=37-—9
1 — 4 15 | El calculo de los coefi—
2 =B £y cientes de la ultima ecua-
I —2 7 — 36. cion en 2, que se deduce de
IR 4 14 1a anterior en ¥, se dispone
1 0 3 — 22 como al lado se expresa.

Nora. Despues de haber igualado con 7 la ex—

presion @z +1; 6 1a 42" + 22 Y-, 6 la 42® 1 31
- M v, Se encuentra una ecuacion para y del
grado m°, que, disponiendo convenientemente
de A, 1, v, conserva solamente m, m—1,m—2
terminos; y otra ecuacion que sirve para determi.
nar de un modo vinico la # mediante de la .

48. Despues del procedimiento explicado (47)
para quitar & una ecuacion su segundo término,
la resolucion de la cibica puede siempre reducirse
4 la de la forma particular

2%+ 3aw 26 — 0.
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Esta ecuacion, haciendo # =1 -+ %, 8¢ trans-—
forma en la siguiente:

£+ 38 + 3tu’ + u° -+ 3a(Z 1) +20
AP 30U+ a) (¢ +u) + 25 =0 |

la cual, como £ -« 1o puede ser cero, es satisfecha
por las ecuaciones para ¢ y %,

£ 4-ul420=0y tut+a=0.
Del sistema que de. estas ecuaciones se deriva:
Erw=—2b Y tu’— =i

se deducen (44) los valores

Fo V1 a

| Pkl 5+ o
En el supuesto de que la discriminante 5+ a’
sea positiva, designando por { y por w respecti-

- : 2 3
vamente las raizes cubicas reales de — & l/b +-a

y.de —0.— I/?)2 —1_«-@3;_ v las raizes cubicas pmpiaé
de 1 (ARiT. UNIV. 101), por

it ol ~ 9 1 . D
SRS LR e g =g 2 V3
obhtendremos los binomios ' '
A

=L@ tu . gt—wy3

2 ==L o) —il e L)y

que son las raizes de la ecuacion ctbica dada: real
la primera, y las otras dos, complejas conjuga-
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das (*). Acerca de la racionalidad de estas raizes
por ensayos directos puede discernirse sml&mente
L.os binomios

-+ att al -+ | ot —+ alt

.2 2 2 2
t 4 au e ey @i - aqy

no satisfacen 4 la ecuacion propuesta; porque los

productos de sus términos, «f# 6 fm,, no satisfa-
cen a la condicion #u =— g, esto es, no igualan
al valor real — . Y en efecto debe suceder asi:
pues no hay inconveniente en demostrar, como se

hizo en otro sitio (40), que la ecuacion ciibica no
tiene mas de 3 raizes. |

Cuando E?E-t- @’ sea nula, serd w=1¢; y entén-
ces la ecuacion tendra tres raizes realf_,s a saber:
¢, — t, — ¢; de las cuales son dos 1guales entre si.
Efectlvamente la ecuacion, en que se verifica la
condicion arriba expresada, es

2 — 3w —2%° = (¢ —2) e+ )

49. Cuando 4’4 d° sea negativa, la ecuacion
tendra 3 raizes reales, diferentes, que se presentan,
sin embargo, en las férmulas anteriores, como su-
mas de las raizes cubicas de nimeros complejos
conjugados. Para resolver la ecuacion apropiada
a este caso (con el coeficiente de # negativo)

(*) La férmula para las raizes de la ecuacion cibica fué
hallada por Sciriox Ferwro (1505), é inmediatamente despues
por TArTAGLIA; pero fué publicado el descubrimiento con su
demostracion correspondiente por CARDAN 1B&5 (Ars magna,
capitulo XI); y por esto lleva el nombre de fdrmula card inica.
Véase KuiceL math. W. I, pagina 34.
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7" — Bam 25 = 0, en la hipdtesis b 20 , esta—
blezcamos la igualdad (Arir. uNiv. 192):

—5il/5i—£33=—5:|:?: l/mﬂ——

= o (CoSw £ 7 Senw)
de la cual inmediatamente se desprenden :
=a" 3 cosw= el g "—5
| i b
@

Sustituyendo estos valores de ¢° y de — & en las
férmulas & que antes aludimos, 6 sea, en las sumas
de las raizes cubicas que representa,n las raizes de
la ecuacion aliora propuesta (*), estas raizes se ven

expresadas como sigue:
: i o 1

§ 2 4
2a cos -;m %%M(ém |- f17-:1:) Bw“cﬂs(—;m - é-n,:)

Por los valores. que toma- la funcion cubica

3
f(z) =& — 3axz + 20, para valores reales de x, se
conoce en este caso (casus irreducibilis) que la
ecuacion cubica correspondiente tiene raizes rea-—
les.(**).
1 3

: . ] ' ]

En efecto, haciendo 2 =« 7, sera flo) =a ¢(y)
donde

20

.97(3’):3/3*33/5 %—-#3!3-—3;%1—2-—6
L

(*) La triseccion del 4ngulo w (el cdlculode cos §w mediante
cosw) se redujo por BoMseLLL, 1579, 4 la resolucion de una ecua-
cion cubica. El procedimiento inverso se encuentra en Vigra,
en GIRARD, y bajo forma de construccion, en DeSCARTES, Géo-
metria [11, Véase: KLiiGeL math. W. I, p. 38, &4, 53.

'{**) SrainviLLe 4842 Corresp. s. I'Ec. polyt. 3, p. 58, y Me-
longes d‘anal. p. 197.
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en atencion & que es %%< 2. Pero ¢g(2) es positivo,
a
¢(1) negativo, g(0) positivo, g(—1) positivo, g(—2)
negativo; siendo, en general, la funcion ¢g(y), para
valores reales y finitos de , tambien real, finita y
continua; luego (14) ¢ () sera cero al pasar y desde
el valor 2 al 1, desde el 1 hasta el 0, y desde el —1
hasta el —2. Y esto significa que la ecuacion
g(y) = 0 tiene 3 raizes reales, 4 las cuales corres—

ponden 3 raizes reales de la ecuacion f(z) = 0.

Si la ecuacion 2° -+ 3az 420 tiene la raiz real 2,
tendremos:

_ $3+3m+26==(m——-za)(:§+2am+ﬁ}

de donde se desprenden, efectuando el producto
del segundo miembro, las igualdades

R e R e g

De la ultima se desprende esta otra:
%4 +Ep={3mf=iy, S =a,-+ :
luego, sustituyendo, hallarémos:
0 4d = B (B— 50 + (y—B)’
=y (v — 3By + Eﬁﬁ) o § e E’fﬂ)ﬂ -

Esto prueba que 5 - @’ tiene el mismo s1gno
que v 6 que B — «*, del cual depende el que sean,

0 no, tambien reales las otras dos raizes. Véase
LieBrECHT A7ch. de Grunert 1876 t. 59, p. 217.



—

OBsERVACION.—Cuando @ es positivo, la ecuacion
trinOmica

& r—a =10

tiene una raiz positiva, cempren:hda entre 1
A e = que es la mayor de sus raizes reales;

porque 1™ — 1 — @ es negativo, y (1+a)" —1—2a
es p051t1v0 Para obtener valores que se aproximen
4 dicha raiz (*) se calculan sucesivamente:

— Vot Vay by=Na -+, b, =V 4+,

los cuales forman wuna série creciente'; puesto
que E*l > ’iya : 5ﬂ 7 51, 53 > 5,2 .. Para de-
mostrar ahora que ninguna de estas cantidades
puede superar & la mayor raiz de la ecuacion pro-
puesta, basta saber que

&;"—5 —a =0, y Eakm—ﬁk—cz([}.

.Fi—]_

- 50. La resolucion de una ecuacion general,
bicuadrdtica, puede reducirse 4 la resalucmn de la
ecuacion bicuadratica particular

o'+ daz’ 80 +4c =10

por el medio que ya explicamos (47). Las raizes de
esta ecuacion, & su vez, podran ser expresadas
mediante las raizes de una ecuacion cubica, deter-

i

(*) BovrvAr Tentamen in elem. math. Maros Vasarhely 483%:
tomo I, p. ¥13.
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minada, que es la verdadera resolvente (*). Estable-
ciendo, pues, las condiciones: -

[ +u-+0=a, tu - to+uv =8, Wo="1,
1a ecuacion (24) o |

3 2

y— Oy — )y —2) =y — o + By — =D
para la incognita y, tiene las tres raizes ¢, 4 y ©.
Haciendo ahora

z=Vi-+ Vo -+ Vo
tendremos: |

m“=a+2uf¢£+2\/25+2\/@?a

L@ —a) =B 2V~

A 0u? LV a —48=0.
Esta ecuacion bicuadratica para @ (buforme
por causa del radical Vy) tiene la raiz octifor-

me,'\/z+\/u—|—\/@, siempre que t, %Yy U repre-
senten las raizes de la ecuacion’ cibica resol-

vente g/s——aya—}-[ﬂy—-»f-—:ﬂ. |
La ecuacion bicuadratica que tratamos de re-

s

(=) Esle descubrimiento, hecho por Lupovico FERRARL, fué
publicado por CARDAN ABAS (Ars magna C. 39) y por Bom-
spLLl 1572, V. Kuiicer math. W. I, p. 38 II, p. %01. La ecuacion
cubica que sirve para resolver la bicuadratica fué [lamada
resolvente por EULER, Yy reducida por CLAIRAUT ¥ otros. De la
ccuacion bicuadratica completa, con 5 términos, puede tam-
bien deducirse la ecuacion: ctbica resolvente, con 3 térmi-
nos (AroxnoLp J.de Crelle 52, p.95). SYLVESTER Phil. Mag. 854,11,
pagina 395, HEILERMANN Zeitschrift2A, p. 36%. FIEDLER Elem. Geom. .
und Alg. p. 163 DARBOUX J. de Liowville 1873 p. 220). Pero en la
ecuacion reducida que resulta es la determinacion meénos
sencilla que en la de Ferrarl admitida en el texto. |
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solver coincide con la bicuadraitica ultimamente

escrita, cuyas raizes son conocidas, bajo las con-
diciones: '

M=—2, 8=—8Vy y g2y
0 sean

2 izl
&==20," PPl ey 1
Por las cuales 1a resolvente de la ecuacion bicya—
dratica, Propuesta, toma la forma,

3’3 2(53/% - (ﬁiﬂ*— C)qy; &~ b 0.

Conocidas las raizes ¢, % v » de 1a resolvente, se
hallardn las de la écuacion dada, eligiendo entre

los valores de la férmula \/z - V%4 v los 4 que

satisfagan 4 la condicion /¢ VUVD =y =}

Esta solucion, que estriba en la formacion de
g ecuacion con raizes dadas, es de EuLer (1738
Comm. Petrop. 6, P. 218). FERRARI habia. estab]e—
cido la igualdad

z° - 4as° —+ 8bz 4- 4¢

= (:334—2?*)2 ——4[$\/¢*—~a-— \/i"‘ﬂ-—,-«::]ﬂ

bajo la condicion V?*—ay7? Z¢—} La mis—
ma férmula puede convertirse en el producto

(fc:-E + 22 /o - B) (mﬂ — R/ o - 8") (DESCARTES Geo-
metria 111). Tambien puede expresarse la férmuls

as(am"" + 40%° - i + da - e)
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por la diferencia’ de' dos cuadrados, & saber:
(@*2® -+ 2uby +A)* L (Bo &)
Iit cetera, ete. | |

5l. La resolvente hallada, tiene, por lo menos,
una raiz real positivg v; puesto que la funcion

cubica correspondiente 3/3 - 2@3? - (f —C)y — b :
para y = 0, tiene un valor negativo; y para un valor
positivo, suficientemente grandedey, tiene un va-

lor positivo (49). Por consecuencia, Vo sers real, y

su signo, determinado por el de] producto /¢/u.
El producto #u de las otras dos raizes de la re-

solvente es positivo; porque fup — §° s positivo.
Ahora bien, si ¢ y % son reales y ambas positivas,
la ecuacion bicuadratica que tratamos de resolver
tendra 4 raizes reales. Cuando # Y % sean negati-
vas, dicha ecuacion tendrs 9 pares de raizes com-
plejas; pues, segun lo supuesto, f—— gﬂ, U—=—} :

Yy el binomio /¢ 4 /% tendré Jos valores
G, — g —W g L g g

Los productos de los términos de cada uno de
los dos binomios primeros son negativos,. y los re-
ferentes 4 los dos segundos binomios positivos; Io
cual se expresa sencillamente diciendo que en los

dos primeros casos el producto ¢ /% es negativo,
Y en los dos ultimos, positivo. _

Mas cuando # y # sean complejos conjugados,
la ecuacion bicuadrética tendrd un par de raizes
tomplejas y 2 raizes reales. En efecto, conforme
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‘con, la hipotesis, podemos establecer lag igualdades

t =2 -+ 2q, w=2p — 29, ﬁ*‘g-—:pﬂ—i-f

de las cuales se deducen (ARIT. UNIV. 85)

A e Tl

\/t-f':-\/r+p+g:'-\/-g~;_—p, \/w,.ﬁ \g"f}’_ -2 LV r—p.

Y de aqui los valores correspondientes:

Vvl VT p|—2V T+ 2/ P p| =20/ p
Vivul 2 % gy — 2.

"

En el caso particular =%, seran nulos 2 va-
lores de v/£-—1/%, y la ecuacion bicuadratica ten-

drd 2 veces la raiz Vo= b6z En el caso de
que ¢ =u = v, dicha ecuacion tendréd 3 veces la

raiz /o =206:¢y 1 vezla raiz 3y/». Cuando sean
nulas @ raizes de la resolvente, en cuyo ¢aso seran
nulos sudltimo término y el coeficiente del penul-

: 2 :
timo, esto es, =0y ¢c=2a& , la ecuacion dada

tendrd 2 veces las raizes = /— 2. Y, por ultimo,
cuando sean nulas las 3 raizes de la resolvente, la
ecuacion que estamos discutiendo tendra 4 veces
- la raiz 0; .

La imposibilidad de expresat por raizes de ecuaciones
puras, 6;por raizes de ecuaciones de grados inferiores, las
raizes de una ecuacion general, de grado superior al. 4.9,
fué prevista por Gauss 1799 (Demonst. nova9) y demostrada
por ABEL 1825 (J. de Crelle 1p.'65). Véase: WANZEL en el
Alg. sup. de SERRET 516: SCHEIBNER en la Berichle der
Leipatg. Ges. der W. 1863 p. 63. HERMITE encontré que la
ecuacion general de 5.2 grado puede resolverse con el

auxilio de. funciones trascendentes :(Compt. rend. 1858"

.y
N,



L, | )

- P- 908y p. 715). Véase: KroNECKER: (Monatsbericht der Ber-
liner Acad. 1861 Jun. 7. BrioscHI (At Ist. Lomb. 23 No-
viembre 1858.).

"B52. Sientre los coeficientes de 1a ecuaocion del
ogrado 2n ' | |

20 n—1
szﬂm »i—c:;lm —+..... —f—d?ﬂ_lﬁh!—-ﬂ = ()

son los %+ 1 primeros, hasta el @ , arbitrarios,

cualesquiera; pero los siguientes se hallan ligados
con los anteriores por las condiciones:

| - 2 k
aﬂ—f-lh_an-—lﬂ’ EZ-H+2—~£EH__EE o {;H—Ha__ﬂn—kﬁ o
las raizes de tal ecuacion se corresponden por pare-
jas. El producto de cada dos raizes correspondien-

tes es e; y su suma es una raiz de una ecuacion

resolvente, determinada, del grado n . En el caso
particular e =1, la ecuacion propuesta toma el
nombre de reciproca (*).

Dividiéndola por z", se halla la siguiente:

'fi;ﬁ+$ﬂ_1 (w—-[— 5) h e, (m”"+ ;ﬂ) = 0

que permanece inalterable, aunque sea 2 sustituida

*) Segun EuLer(Comm. Petrop. 1738, t..6, p. 223) y MAGLAURIN
T'ract. 8). La formacion de la-resolvente coincidié con el des-
arrollo dado por J. BerwouLri de coskxz en funcion de las
potencias de cosx (Mém. de Paris 1702. Opp. 2, n. 97); v fué
tambien hallado por Moivee (Misc. anal. III, 4). La expresion

de :I:‘k-I-yk,_ mediante x 4+ y y.ay, que es para este asunto ne-
cesaria, como caso parficular de una expresion mas general,
¢ debe'a LAGRANGE (Mdmi. de Berlin A'768, Nouvelle méth, 1.)
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por e: 2. De esto resulta que, si « €s una raiz de
esta ecuacion, tambien ¢ : « -sera raiz de la misma.

. £ :
Haciendo 2 + o= obtendremos (ARIT. UNIVER—

SAL 28) las igualdades:

e e
a ﬂr;ﬁ“% Qv
$4ine :
i :'2?3-—15 —— . e
4 * 9 9
2 - = o — 4u'e 42

Mediante las cuales se forma la resolvente en #
del grado 2°:

2

. _ g
ﬁn+aﬁL—1%4Hﬂﬂ—E(% _25)-'-{;?1--3(% _3%5) Fo=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica que se des-
prende de la hipotesis sentada arriba,

2
r — ur-+e=0,

se hallaran para cada raiz de la resolvente, un par
de raizes de la ecuacion dada.
H3. Si entre los coeficientes de la ecuacion del

grado (2n-+1)°,

+1
0 {6,21:-

71 . _ 0
0 ~- G'EI:T —{_.... +ﬂﬂn$ "I"‘ ﬁﬂﬁ-—'l_.

son arbitrarios; 1o 2 -f- 1 primeros; pero los si-
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guientes estan ligados con los anteriores mediante

las relaciones: *
3 2h+1

@ & et @

Sz \‘:Z‘HE- ? .a:ﬂ'i".g.r': n—1 j_ H+1+kt I 3 te Heltd

mﬂf"l""l

una raiz de dicha ecuacion tendra el valor —«¢, y

las otras raizes estaran apareadas de tal modo que

el producto de cada par sea P

En efecto: el polinomio

ﬁﬂ.{mﬁmﬂ-l_i_ Ei‘n+l) o iﬁlﬂfa’(ﬁ?ﬂ-’l 71 EE"'—IJ

o a s e g T

es divisible (ARIT. UNIV. 45) por z -+ =. El cociente
resultante es |

Dy — - | 2n-2 '
amgﬂ—-ﬂ.a'm'ﬂ 1—|-£3 Eﬂlmﬁﬂ 2"—-..—433 2n ;IJ—{-{’LEEH
G 0 v £ U
e | le_s _ = —I—ﬂl :
"‘f"ﬂrz B
e

Igualando 4 cero, tanto el divisor # 4 : como el
cociente escrito, se halla — ¢ como raiz de la ecua-
cion propuesta; y tambien para raizes de la misma
las de una ecuacion particular del grado 2°, cuyos
coeficientes satisfacen 4 las condiciones anterior—
mente (52) establecidas. | |

94. La funcion fraccionaria, con numeradores
positivos, =
2 7 2

e T iaa R L N E LY

adquiere el valor 1 cuando se hace # infinito, y el
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valor co cuando # ==a, B, v; creciendo, por lo de-
mas, continuamente, si  crece del mismo modo.
Mientras 2z pasa desde — oo hasta «, permanece
« — g positivo, y la funcion aumenta desde 1 has-
ta co . Mientras « pasa desde o hasta B, es « — 2 ne-
gativo, f— @ positivo, y la funcion oscila des-
de — oo hasta + e . En tanto que pasa z desde. p
hasta y, es B — 2 negativo, y— & positivo, y la
funcion crece tambien desde — oo hasta +o0. Y,
ultimamente, durante # pasa desde Y hasta oo,
- €8s Y— 2 negativo, y la funcion recorre desde — oo
hasta 1.

Por esto la ecuacion correspondiente a la fun-
cion estudiada, ¥ =0, se singulariza por tener
raizes 7eales exclusivamente, comprendidas cada
una entreca; B, 7, o0 (*)- '

VENE. Resolucion de ecuaciones numérioas,
trascendentes y algebraicas.

55. La clase mas sencilla de ecuaciones tras-
cendentes es la que comprende: las ezponenciales,
en que aparecen exponentes ineognitos de dignan-
dos conocidos O incégnitos; las logaritmicas, en
que existen logaritmos de numeros incoégnitos; y
las gontométricas, en que figuran funciones de
angulos (arcos) desconocidos.

. Cuando la ecuacion exponencial es binémica y
contiene dignandos conocidos, puede facilmente
reducirse & una ecuacion algebraica. Puesto que
de la ecuacion

@'t cd’ =1

(%) Jacosr J. de Crelle 12, p, 25, Dinamik P. 19%
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se desprende (ARITMETICA UNIVERSAL 19) esta otra:
ploga + qlogb — rloge — slogd = logl
La cual es algebraica, siempre que @, 4, ¢, d sean
conocidos, y 2, ¢, 7, s, funciones algebraicas de una
§ varias incégnitas. En ella hay que notar que
logl es infinitiforme (ARIT. UNIV. XXXI.)
Reciprocamente: la ecuacion plogt - q logu —

7log v es equivalente 4 la ecuacion £*%? = 2" que

es algebraica, si p, ¢, 7 son conocidos y ¢, », »

funciones algebraicas de una ' ¢ varias incognitas.
La ecuacion exponencial

| -m-i—&pﬁ”—}—cpﬁ'”—{——._.'.%'{}
por la sustitucion »° = 7, se reduce 4 la siguiente:
ca—{-&;/p 4yl 4+ ... =0

La ecuacion 7" 000" —p 6 (a+blog) logn=Iloge,
por la sustitucion Zogm= 7, se se reduce a la
ecuacion

| ay —+ Ewy = Jogc-*)

 56. Las ecuaciones goniométricas se s convierten
en algebraicas, siempre que, despues del oportuno
desarmllo, contenﬂ'a,n solamente una funcion de
un angulo incdgnito, y potencias de la misma con
exponentes conocidos. Asi, por ejemplo, la ecua-
cion asenz -+ bcosz = ¢ puede convertirse en al-

= r = - . H
gebraica, haciendo senz = ¥, cosw = l/ 1 — v
El mismo objeto se consigue mas facilmente po-

niendo :
a4 = 1Cosa, = 9" Sen o

{(*) Heis, 61, 65, 69, 73.
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con lo cual quedan « y #» determinadas por las ecua~
ciones

il a
co.tu___, s LS L
7 - CoS o

Por este wltimo procedimiento, la ecuacion dada
se trasforma en la siguiente :

TSENT COS% -~ rSen« COST = ¢

| sen(z + a) = ;
de la que se deducen doa valores suplementarios

para & - a. .
Para reducir la ecuacion senz = asen(a— 2),
se establecen las condiciones

7= 5 (a4 B)

==

1_“-'?—'1“ (o —B)

y se desarmlla la ecuacion resultante .

.s'mﬂ( ~+ 8) —e:z.swz— (¢ — B)

Ohtiénese de este modo la ecuacion
| a— 1
¢ 1 1

: 1 1
ksl -
tg%gr : tang ~
que arroja para %gﬂ dos valores, diferentes entre si

! g - F 1 *
por 180°: los cuales anadidos & - %, dan las raizes

de la ecuacion propuesta.
- Para resolver’ el sistema (¥

@ 8en (a —y) ==
xsen (B—y)

I
ST

(*) Gauss, Theorie molus, 79.
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respecto de # ¢ ¥, sumaremos y restaremos las dos
ecuaciones, como gigue:

senfa — Y) + sen( — y)
@b
&

S 233%-5— (@ -+ B — 2y)cos ; (B

L Ssenfe—y ) — sen( — y)

_ : | S iiand
= 2008 gla+ B —2y)sen—(a — B) = e

Y dividiendo ahora estas dos ecuaciones, re-
sulta: . '
@+ 0
a— b

§ g 1
fﬁﬁgg[m —+ B —27) = ﬁﬂﬂgg(.fx — B)
de la cual se deduce el valor de Y, que nos sgirve
para calcular el de 2. B
7. Ecuaciones trascendentes, que no pueden
reducirse & ecuaciones algebraicas, son, por ejem—

plo, las que siguen:a® + 8" = ¢, 4" — §z 4 ¢,

"= a, at¢ + blogw + cxloge = 0, cosz = g,
COLZ = @, tang & = v, ¥ — asenz — b; y otras ani-
logas. Haremos notar solamente, para terminar este
parrafo, que en las ecuaciones goniométricas ex-
presadas representa el numero 2 el arco de un din—
gulo, esto es, la razon del arco comprendido al ri—
dio, 6 el arco mismo, cuando el radio es la unidad
de medida. Suponiendo, pues, que el angulo cen—
tral tenga y grados, y el arco z radios, sera
yr |
V= 180 loge = logy + 8,2419 — 10

g



el PSS
Y, si el angulo en el centro se da en minutos:

r = 183,?60 , loge = logy + 6,4637 — 10
Los numeros Jog(= : 180) y log(= : 180 . 60) se
designan en las tablas por log1” ¥ log 1" respecti-
vamente.
=8 Las raizes reales de las ecuaciones de cual-
quier especie, pero que sean NUWMEricas (numera-
les), esto es, que no contengan coeficientes inde-
terminados, pueden siempre limitarse con la apro-
ximacion apetecible. Para descubrir los wvalores
reales de &, que anulan la funcion dada fl#), se
calcula el principio de una tabla donde se hallen,
al lado de cadavalor real de z, los correspondientes
de f'(@). Si en esta tabla, & un valor f(a) sigue otro
valor 7(f), de signo opuesto, y la funcion f(z) es
continua sin retroceso, esto es, siempre creciente 0
decreciente , para los valores de » entre &4y b, la
ecuacion f(#) = 0 tendra una raiz (y una sola, sim-
ple 6 multiple) comprendida entre ¢y 4 (14). Para
limitar mas estrechamente esta raiz, se rellena la
tabla, comenzada, calculando los valores de f(z)
correspondientes & los de comprendidos entre
¢y 6. Esta operacion se facilita sobremanera y se
reduce 4 lo mas preciso, mediante la regula falso-
rum, como ya probaron los algebristas de los si-
glos xv y Xvi—Véase HULER Introd. 1, cap. 22.
Pues la diferencia que se busca de la variable (en-
tre 2 y la raiz) es tanto més proximamente propor-
cional 4 la diferencia exigida de la funcion (en-

tre /(@) y 0) cuanto menor sea esta diferencia (15).

fyempLol. Para resolverla ecuacion 10" = mm Se

\
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toman logaritmos de los dos miembros (base 10)y se
obtiene esta otra: @ =10Zlogz 6 10 log(z) — w=y==0.

Se calculan los valores de g paralosde 2 = 0,1, 2,
& ¥  que figuran en la tabla adjunta:

en la que se ve que 7 debe anular-
¢ G it :

~8e para un valor de 2, cmnprend1—

g doentre 1y 2,y tam’blen que a la

2 1,01 giferencia 1 de 2 corre%pende la

diferencia 2,01 de #: luego, segun la regia 4 1a di-

ferencia 1 de ¢ correspondera la diferencia

101
501 0,4
proximamente de 2.
Abora se calculan nuevos valores de parlos cua-
x Y les se colige que 7 se anula para
'1 4 0061 B valor de # comprendido entre
“ ’ 1,4y 1,3; y tambien que a la varia-
L3 | =0160 ion 0,221 de # corresponde la 0,1
de z. Aplicando la regla, encontraremos que 4 la va-
riacion 0,061 de 7 corresponde la variacion

0,1.0,061
0,221

— 0,028

de #; que da para'nuevo valor de esta variable
1,372 = 1,4 — 0,028. Partiendo de este nuevo valor
de #, calculamos nuevos valores de ¢, como se ve

2 Y en la tabla adjunta. Por
‘ i ellos conocemos que ¥ se
1,372 0,0015  anula para un valor de
1,371 | —0,0006 comprendido entre 1,372 y

1,371; y tambien que & la variacion 0,0021 de ¥ cor-
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responde la 0,001 de #: de lo cual se deduce que
para la variacion 0,0006 de » debera ser la de 2

0,001 . 0,0006
70,0021

que se afiade al valor menor de z, obteniéndose el
nuevo, corregido, #=1,3713: que puede mirarse ya
como la raiz buscada. Con tablas mas.amplias de lo-
garitmos, y el mismo procedimiento, lograriamos
obtener mayor aproximacion. Esta se acelera & me—
dida que nos acercamos al valor exacto: mediante
una operacion pueden enténces calcularse, para las
cifras exactas ya obtenidas de la raiz, un conjunto
de ofras tantas sucesivas inmediatas.

— 0,0003

Esempro 2.° La ecuacion 5° - 6% = 72° tiene
una raiz comprendida entre 0 y — 1: porque la fun-

cion 57 -+ 6" — 7z°, para z = 0, recibe el valor 2; y
para ¢ =—1, el valor—6 ;—?]n Estableciendo, pues, la
ecuacion deduclida de la propuesta

log(5° +6") — loga” — log1 =y
se obtiene el siguiente sistema:

@ Y Para que la funcion % se

anule debe la variable #

— 0,3 - 0,2803  coriar desde — 0,4 hacia

2 01387 bR 0,3 en la cantidad
— 0, — 0,0050 .1 . 434 |

. 0,3853 | — 0,0002. “gagy — O013;'y des-

0.013 . 50
384
con  lo cual se halla una raiz de la ecuacion dada,

comprendida entre — 0,3853 y -— 0,3852.

pues, desde—0,4 hécia—0,387 en

— 0,0017:
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KJempLo 3.° Pararesolver laecuacion cosz — 2z
estableceremos esta otra: log2 — log cosz = 7. Va-
liendonos del angulo # (57) hallamos el sistemas:

Y 2 Para que z se anule debe
" variar el angulo 7 desde 45°
35 0,0436 | 4 i |
40’ — 0,0403 héacia 40°, en — =2 33;
0 r
42, QOF = et. caetera. Del ultimo valor
427 21 0,000 . dewie deduce.el valor do s,

EyeMPLO 4.° Si un establecimien to benéfico cal—
-cula los intereses capitalizables al » por 100 anual,
Yy paga 100 pesetas por una renta de 6 pesetas en 35
anos, tendremos (Amir. univ. 119) la ecuacion

{} ;
3 (1 — 1,0p=%) = 1; de la cual se deriva esta otra-

log 6 + log (1 — 1,0p—3%) — logp = y, que nos sirve
para calcular el siguiente sistema - |

g Y Para que y se anule debe
4 0;0492 variar p dgzde 5 hacia 4 en la
5 — 0,0076 cantidad 36— 0,13; y des-
4,87 | — 0,0005 pues, debe variar desde 4,86
4,86 0,0001

hécia 4,87, en 0}?1 = 0,002.

Y esto prueba que la raiz buscada tiene el valor
4,862.
' De este lugar es tambien la resolucion, segun GAuss,

de las ecuaciones trinémicas. (Beitrage sur Theorie der aly.
Gleick. 1849.—Abkandl. d. Gott. Ges. d. Wiss. IV,

»9. Para resolver las ecuaciones algebraicas, en
vez del método general explicado, existe otro, mu-
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cho mas sencillo, debido &4 NewroN (Carte 4 O/
demburgo de 13 de Junio de 1876, y més explicita-
mente al principio de su Methodus fluzionvm. ). . |
. En lugar de una raiz que pase de 10, puede bus-
carse su 10.* 100.%..... parte (46): y asi, despues de
las unidades de la raiz, s6lo nos quedara por deter-
minar una fraccion pura, mediante transformacio-

nes convenientes de la ecuacion dada.

Esempro 1.2 ‘Elvaloride la funcion ym.mﬂ—m%—ﬁ
cambia de sigho (el negativo en positivo) mientras
2 sube desde el 2 hasta el 3. De donde se eoligeque
la-ecuacion # = 0 tiene una raiz real 2 =2 -+,
siendo p una fraccion pura, ‘6 aproximacion, que
debemos calcular. Mediante la sustitucion #=2-+p
y segun el procedimiento explicado (47), se halla
la primera transformada de la funcion propuesta, a
saber: . _

y=—1--10p 4 6p" +p’

cuyos primeros términos sobrepujan & los restan-
tes. Para calcular el valor de p, para el cual se
hace ¥ = 0, estableceremos, como primer tanteo, la
ecuacion —1-+10p =0, de donde .
TR0,y 6 .. 96 .
““'De suerte que, siendo inciertas las centésimas
del dividendo, podemos desde luego escribir :
p= L0 =001 g

‘‘Con este valor de p, y por el mismo procedi-
miento antes citado, se halla la segunda transfor—

mada en ¥ :
U = 05061 -{—_ lljggq (B ﬁsdfg i 93
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Del tanteo ¢ ensayo; actual, 0,061 - 11,23¢ =0,
se desprenden ¢ —=—0,005... y 6,3.:;'24—- Li=20,00011
De modo que, siendo inciertas las diez milésimas
del dividendo; podéemos establecer el nuevo va-
lor de '

g ——0,061... 11,23 = — 0,0054 + 7

Para obtener mas pronto la transformada terce—
ra en 7, no emplearemos el metodo (47) conocido,
sino que desarrollaremos las potencias de g, segun
las potencias ascendentes de 7; y asi obtendremos
aproximadamente :

y = 0,061
“ — 0,060 642 4. BBy
4 0,000 183 708 — :0,06307 "

! U:-GOO 000 1_57 . ,_{};0001? s
0,000 541 551 _+ 11,12617 *

El tanteo 0,000 541 551 - 11,16217 = 0 produce

el valor 7 = — 0,000 048 516. De todo 1o cual resulta
finalmente: :
B — .. ~"R%
— 0,005 4

0,000 048 516
2,094 HH1 484

Koempro 2.° La funcion y =« — 62 — 10 pasa
del valor negativo al positivo, cuando z sube des-
de 1 hasta 2; y esto prueba que la ecuacion ¥ =0
tiene la raiz @ = 2 -+ p. Con esta sustitucion se ob-

tiene la primera transformada en p:

y — 104 T4p -+ 80p% <4 k0p° -+ 10p" + 7’
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Con el ensayo 10--%4p =0 se alcanza una
aproximacion menor que la conveniente: puesto

que de él se deduce p=—0,13 y 80p° + ... — 13k
de modo que es preciso recurrir al tanteo

10 + 74p 4 80p° = ¢

que ya nos da el valor mas aproximado p=—0,16...
YAsu lado dp o LG e st st
titucion consiguiente »=— 0,16 +¢ se halla la
transformada segunda, aproximada:
Wis— 10 -
— 11,84 ° 4 744
+ 2,048 — 25,6¢ . 4 804°

—70,163 84 - 45 13,072¢ ' — 19,242 *
-+ 0,006 55636 — 0,1638¢ o 1}59?2

0,050 6088 + 51,3114¢ 62,34° *
Kl nuevo tanteo 0,050 ... 51, ... ¢ =0da

¢=—0,001... y 62,37+ ... = 0,00006 ... ;

Yy, segun el, podemos establecer el valor aproxi-
mado de '

g =—0,0506 : 51,3 = — 0,000 986 -} »»
mediante el cual se obtiene ]g, tercera transformada

0,050 6088
— 0,050 5930 —+ 51,3
-+ 0,000 0604 — 0,1

0,000 0762 4 51,27

|

Y
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De esta resulta 7 = — 0,000 001 49, Luego:

b = 2
— 0,16
— 0,000 986
— 0,000 001 49

1,839 012 51

EsemMrLo 3.° La funcion y = 2° — 72 4 7 se anu-
la dos veces al pasar z desde 1 hasta 2. Por la sus-
titucion ¢z =1,54-p obtenemos la primera trans-
formada |

y = — 0,125 — 0,25p + 4,5p° + p°

y el primer tanteo — 0,125 — 0,25p +4.5»% = 0, nos
da para p los dos valores » = 0,2 y » = — 0,14.
1. Por la sustitucion p = 0,2 + ¢, correspon-
diente al primero, se halla la transformada
¥ = 0,013 4- 1,67¢ + 5,1¢° =g

de la cual se deduce, poniendo 0,013 + 1 679 =

g=—0,013:1,67=—0 008—!—?' por ser 5,1¢° ..
= 0,0003 ..

De la transformada mgmente |
¥ = — 0,000 034 112 - 1,588 5927 - 5,0767° + 7°
se concluye:

7 = 0,000 034 11 : 1,5886 — 0,000 021 48
z = 1,692 021 48



- 108 — |
I1.Por la sustitueion p == — 0,14 -}- ¢ se obtiene
la transformada
y — — 0,004 544 — 1,4512¢ -+ 4,08¢" + ¢°

El tanteo — 0,004 544 — 1,4512¢ =0, produce
el valor ¢ = — 0,0045 : 1,45 = — 0,0031; porque

4,0892 +- ... =0,00003 ...y, por consecuencia:
z =1, 3569
Esnaero 4.° La funcion 9= 60" — 141@ 1263
desaparece dos veces cuando # pasa desde 2 hasta

3. Por la susfitucion # = 2,8 - p se halla la trans-
formada

¥ — — 0,088 - 0,12p -+ 50,4p° + 6p°.
y del tanteo consiguiente
— 0,088 + 0,12 -+ 50,4p° = 0

se deducen los dos valores de p = 0,03 y — 0,05.
I. Por la sustitucion p =0,3 - ¢, se forma la
transformada

y = — 0,038 878 -+ 3,1602¢ + 50,94¢" -+ 64"

- El tanteo — 0,038878 - 3,1602¢ = 0 da sola-
mente para ¢ el valor aproximado ¢ = 0,01 - 7, en

atencion 4 que 50 9492 ... =0,005 ... (]
De 1& nueva transformada

y = — 0,002 176 + 4,18087 +- 51 12?' 67
se deduce 7 = — 0,0005 ; por ser

51,1207 1. 0= 0,00001 ...
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La transformada siguiente:

y = = 0,00007281925 -+ 4,23192455 - 51,129s° 16"
da: s = 0,00001721; por ser 51s* ... =0,000000005...
Y, en suma: ; =5 AR
2= 2,800 51721
II. Por la sustitucion p = — 0,05 +}- ¢ se obtiene

y — 0,03125 — 4,875g +49,5¢ -+ 64"

De la cual resulta ¢ = 0,007 -7, por ser 49159;3
+ ... = 0,002.
La transformada siguiente:

y = — 0,000 447 442 — 4,181 1187 + 49,626?*2 1y
da 7 = — 0,000 107 ; puesto que 497,6’?'3 g
= 0,000 0005 ...

Y en conclusion: z = 2,756 893.

. Nota. Este método de NEwTon fué expuesto por Ku-
1.ER, LAGRANGE y otros, bajo una forma, mas sencilla en
apariencia, que da para las correcciones p, ¢ ... una for-
mula general; mas precisamente contra dicha forma, en
la préctica embarazosa, son justas las objecciones que
[LAGRANGE hiciera contra el método primitivo. (Mem. de
Berlin 1767, p. 811, Traité des equat. Note V.{) (Véase el
articulo del autor de esta obra en la ZLeibziger Bericht

1866, p. 398).

La rdpide aproximacion que por el método de
NewTon se logra, no se obtiene en igual manera
por el de Horner (Philos. Trans. 1819, p. 308) ni
por otros semejantes. (ODpSTROIL £70g7ami Tes~
chen 1878.) °
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Si tenemos la ecuacion ¢® 4 Az — B , siendo 2
el nimero decimal positivo @, & ¢..., se obtienen:
¢ de B : 4, con el resto positivo B — (2 4 A)a

b de B — (@ + A)a : Ra + A)
y asi sucesivamente. Puesto que
(@4 8)°+ 4 (& + 8) = B;
Y, por lo tanto:
O’ +6Q0+4) =B — (a+ 4 a

; 3
Dada la ecuacion 2” 4 Az’ + Bz = C, se en-
cuentran:

@ de C: B
b de O — (¢° +ad + B)a: (34° + 224 + B

y asl sucesivamente. Puesto que

(@+28)° + Ale +8)"+ Bla+ 8 = 0;
Y, €n consecuencia:

8 + 8°(3a + A) + 5(34° + 224 + B)
= (C—(@+ad+DB)a

Kt ceetera.
Las raizes reales de una ecuacion en 2z fueron

determinadas g»dficaments (desde ArRQUIMEDES) co-
mo las abscisas de los puntos comunes de dos cur-
vas susceptibles de construccion. Asi, por ejemplo,
la ecuacion

9
ﬂn*—}" »:zlm—[—cazm —+ . =0
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puede considerarse como la resultante del sistema

2 - 51 aN
?fﬂmﬂ yo=a,+a2+aew +(ﬂ3+ af:_l_‘_zsﬁ )?/
ok ot a?m+czax?]f—;—...

La linea y = z° se dibuja para todos los casos.
La ecuacion de la otra linea es de segundo grado
para z. Veéase: NEWTON Fnumeratio VII. s

IX. Resolucion partficular de las éﬁuaﬂlﬂ_—'-
nes indeterminadas.

60. Una ecuacion indeterminada, 6 un sistema
indeterminado de ecuaciones, admite infinitas solu-
ciones (V). Cuando, en particular, los coeficientes
de las ecuaciones son numeros enteros: (racionales),
ocurre la cuestion de averiguar los valores enteros
(racionales) de las incdgnitas que satisfacen 4 las
ecuaciones propuestas. (Problema diofantico.) La
contestacion a la pregunta indicada esel objeto de
la Andlisis indelerminada (analyse indeterminée)
que tan estrecha relacion guarda con la Aritmé-
tica superior. (Zeoria de los nimeros.) |

61. Siaey 6 son dos nimeros enteros -y primos
entre si, existen infinitos sistemas de niimeros en-
teros, # € ¥, que satisfacen & la ecuacion lineal
a4z + 0y = ¢. Formemos, en efecto, los restos (mo-
delo 4) de los numeros ¢, ¢ — @, ¢c — 24, ... Estos &
restos son diferentes entre si (Arir. UNiv. 65) y me—
nores que &; y, por consecuencia, uno. de ellos
debe ser 0. Si, pues, ¢ —az da el resto 0 respecto
del modulo 4, el cociente (¢ — az): & sersd un ni-
mero entero y; quedando asi verificada la ecuacion
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propuesta. Pero, si # & y la verifican ;" la satisfacen
tambien los numeros comprendidos en las férmu-
las ¢ + bz ¢ y — az; puesto que

¢ (@--02) + 0 (y—ar) =aw—+ by =¢

Si ey & no son primos entre si, y designamos
por ¢ su maximo comun divisor, no existiran nin-
ounos nimeros enteros, # é ¥, que satisfagan 4 la
ecuacion az + oy =c, fuera, del caso en que ¢ sea
tambien divisible por 3 Enténces, cuando z ¢ 7 la
satisfagan, la verificaran asimismo los contenidos

en las formulas ¢ - %z e Y — ﬁz : y existiran 8 va-

lores de 2, incongruentes (méd. 0), y otros tantos
de %, incongruentes (maod. a). -

62. Para resolver en nuimeros enteros la ecua-
cion a + by = ¢, siempre que @ sea primo con &,
v a < b, se procede con el método siguiente:

De la ecuacion propuesta se deduce la gz =c¢—by
v de ésta, por division.

2 B

Y= ey e

siendo ¢ y ¢, el enterc del cociente y el resto
de c:a;y ey a, el entero del cociente y el resto
de 4:a. Qomo, segun la hipdtesis, ¢, —ay debe
ser divisible por «, harémos ¢, —ay =ap, ¢
bien, ¢y =c¢, —ap; y de esta ecuacion, por divi-
sion como antes, hallarémos:
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en la cual debe ser ¢, — a,p divisible por. ¢, ; et
cwetera, etc. La série de restos @, , &,..... deseiende

hasta 1 (ARir. UNIV. 49); y, por consecuencia, la
série de las sustituciones necesarias tiene tambien
un término. Mediante un valor particular de la
Gltima indeterminada se expresaran todas las inde-
terminadas precedentes. El numero de divisiones
ser4 el menor posible, si se hace uso de los restos
minimos (positivos 6 negativos, segun los casos.)
Esempro 1.° - ' ' -

T2 = 1000 — 24y | @ =143 — 3Y¥ 33’:_1

]
2 =1+37.

En particular, si p =1, seran y =2, # = 136;
y, en general (61):

r=136—24¢, y=2-+7¢

donde ¢ representa cualquiera nimero entero (po-
sitivo 6 negativo.) |

RyempLo 2.°—Para dividir el nimero 243 en dos
partes, una de las cuales sea divisible por 24, y la
otra por 65, haremos la primera parte =24, ¥
la segunda = 65y. De la ecuacion consiguiente

241 - 65y = 243 se desprenden:

U — U3 —65y | ©=10—3¢ + 71"21“3

1y = 3(— 1+ 8p) -yzg(p E_:j‘;_lu)

9 =) H=T¢
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Para ¢ =0 se obtienen: p =1, y =3, z = 2;
y, en general: . .

Yy =3 +24q, x=2-—65¢.

- Este problema sélo tiene una solucion en nii—
meros enteros positivos. Con él1 se resuelve asimis—
mo el de descomponer el quebrado 22415 en la
suma de otros dos quebrados cuyos denﬂmma_,dnres;
sean 69 y 24 respectivamente.

EjemprLo 3.°—Encontrar los numeros congruen—
tes con 14 (mdd. 27) y con 25 (mdéd. 37);:6 sea, los
numeros que, divididos por 27 y por 37, dejan los
restos 14 y 25 respectivamente. La ecuacion que
expresa estas condiciones sera 272+ 14 = 37y + 25:

de la cual se deducen:

27 = 11 + 37y & =Y - 103,2;_11
10y = — 11 4 27p y=—1+3p 3}’1_;-1
Pp=— 14109 | p=l3g.': 951

2 1a=ar

Para 7 — 0 se obtienen: g=1, p=3, y="1
x=—10; y, en general: |

y=1-+27r, 2=10-+37r
Los niimeros buscados son:

37(7 -+ 27r) -+ 26 =27(10 - 377) -+ 14 = 284 -}~ 9997
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63. La série de ecuaciones necesaria para resul—
ver la ecuacion az — by = ¢, & saber:

ar = by —+c z= ey —+p
QY —=ap 6 Ny =3 1§
GLPp=ag-+c p=eq+7r

FETRE I BT N R R & . - A 4@ W @ & 8 =

tiene su fundamento en esta otra série de ecua-
clones:
bD=de ' L@
“=ae -+a,
ffEl o = ﬂﬁzeg — @

mediante las cuales se desarrolla el quebrado @: &
en una fraccion continua, cuyos terminosllevan por
numeradores la unidad positiva 0 negativa. Asi,
por ejemplo, si el resto ¢, fuese la unidad, podria-

mos hacer #=0, y obtener para ¢, p, ¥, los
valores particulares ¢’, p’, %', @', expresados por
las igualdades siguientes:

F

i e
AP nnibas Uivsial S e ot B

1 2 1 2

De las que se desprende que la ultima redu-

eida., 5, de la fraccion continua
¢ L v cadltt o b dten i)
s doir porbe gy g
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es un valor particular de % . En efecto, segun esta

hip6tesis (ARIT. UNIV. 176)

ﬂi-’-*——lb:él, Ea-'_":]-
@ .cCr—0.cCh=2¢C

Luego la ecuacion propuesta es satisfecha por
los valores (¥)
p—=ctp+ 02, Y= sCh + A2

Cuando ¢ es primo con b,y exisien $ nimeros meno -
res que & y primos con este mismo nvimero b, se sabe

que o’ —1 es divisible por & (ARIT. UNIV. 67.) Pero de la
identidad

3—1___6 @ —1

aa 7 — ]
se deduce esta otra
' s
= a — 1
aca’ 1-—--6{: 5 =

(*) La resolucion de la ecuacion ax == by = ¢ en numeros
enteros, uno de los problemas mas elementales de los llama-
dos diofdnticos, st bien no se encuentra en los escritos llega-
dos 4 nosotros del autor que les di6 nombre, fué dada por vez
primera en Occidente por BACHET (problémes plaisans, 1624) .
Con la de Bacug® coincide sustancialmente la resolucion de
FuLEr (Comm. Petrop. 7, p. k6) que hemos trascrito en el tex-
to (62) y reune las ventajas de la sencillez y la brevedad. La
resolucion mediante la fraccion: continua (63) se debe & La-
GRANGE (Mém. de Berlin 1767, p. 17%.) Véase la edicion francesa
en Lyon 4795 del Algebra de EULER, Y las Disq. arithm. de Gauss
97 y siguientes. La aplicacion del teorema de FERMAT perte-
nece 4 Bingr 1831. (J. de 1‘école polyt. Cap. 20, p. 289.)
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‘Luego se verificard la ecuacion a2z — by = ¢, siempre
‘que, en general , |
G501

B an et =0 7 az

64. El sistema de ecuaciones

aw =0 + ¢cx”
::z;us =0, + ¢y
a0 = &E—I—cﬂﬂ

serd soluble en niimeros enteros, en el solo caso de
queayc, a,yc,, &, yC,, ... S€an primos entre si.
En el supuesto de que el nimero # satisfaga al sis-

tema dado ; que & sea el minimo comun dividendo
de los numeros ¢, ¢ , ¢, ...; y que v represente un

)
numero arbitrario; el niimero % -+ d» tambien sa-
tisfara al sistema dado. En efecto, por hipotesis

aw — b debe ser divisible por ¢; ¢ % — 6, debe ser
divisible por ¢ , etc., etc. Luego tambien au-+adv—0

serd, divisible por ¢; ¢ w + @ dv — 6 lo sera por
¢, ete.; ete.

De la primera ecuacion se deduce % = a—+ ¢p.
sSusfituyendo este valor de % en la segunda ecua-
cion, se obtiene esta otra:

cap=>b —aa + ¢y
de la cual (61) se desprenden

; c, | £
}?=F3—I—é;;9 y %mﬂl—i—_a&lg
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siendo 8, el maximo comun divisor de ¢ y ¢;. Sus-
tituyendo este nuevo valor de % en la tercera ecua-
cion, hallamos esta:

ci
c—a,9 = 52 — 4, &, -+ C,%
1
y, en consecuencia:

(i C. C
Q={3l+:3?‘ yiu=1d = c< ;?‘
2 - °1 %

; : i ¢
designando ¢, el maximo comun divisor de ¢ E-‘ y
1

de ¢,. Bt cetera.

Esyemero 1.° Determinar el mimero % de tal modo
que 121% dé el resto 41, respecto del modulo 504;
que 9% deje el resto — 1, segun el modulo 35; ¥
que 27u% produzca el resto 11 respecto del médu-
lo 16. Descomponiendo los dos primeros modulos
en sus factores, tenemos desde luego: 504 =8.9. 7
v 35— 17 .5; de donde resulta que 121w — 41 debe
ser divisible por 8,9y 7; que 9%+ 1 debe serlo
por 7 y por 5; y, finalmente, que 27w — 11 debe
serlo por 16. .

Debiendo ser 121w — 41 =8(15% — 5) -+ #» — 1
divisible por 8, debera ser » — 1 divisible por 8,

Debiendo ser 1214 — 41 = 9(13u—D5) +4(w + 1)
divisible por 9, lo sera % - 1.

Debiendo ser 121w — 41 ="7(17u4 — 6) +2u + 1
divisible por 7, lo sera 2u -~ 1.

Debiendo ser 9% -1 =7u -+ 2u -+ 1 divisible
por 7, lo sera 2u -+ 1.

Debiendo ser 9% 1 = 5.2 — (# — 1) divisible
por 5, lo sera # — 1.



— 117 —
Debiendo ser 27w — 11 = 16w - 11(@& — 1) divisi-
ble por 16 lo sera # — 1.
Por consecuencia: # — 1 debe ser dwlslble por
8, H5y16, 6 sea, por80; u+1,por9d;y 2u-+1, por 7.
Las ecuaciones que expresan estas condiciones son:

== 1 - 80z
w=—1-4 97
Qu — — 1 -+ Tz

La primera no tiene necesidad de ser resuelta,
La segunda da:

r — 2
9

2 =2 4+ 9  w =161 720p

9y =2+ 802 ¥y =9

Sustituyendo, de la tercera se deducen:

70— 323+ 1440p  2=46+ 206p — 2 ;'1
w=1+7  p=3+13-
9 =—1- 27
‘Suponiendo que 7 =0, es ¢ =—1, p = —'3,
w = — 1999 : luego, en general: .

w = — 1999 -~ 5040p

donde 5040 es el minimo comun dividendo de 103
modulos.

Esempro 2.° Lasecuaciones que expresan que el
nimero % da el resto b 6 — 4 (mod. 9), el resto
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9§ —1 (méd. 10), y es ademas divisible por 11 son
las slgulentes

%_ﬁ--i-!— 92
w = — 1 4 10y

De las cuales se desprenden:

-3
=3+ 10y, 2 =¥ 7 5
y =3+ 9
Sip=0,esy——3,u=—3Ly, eugeneralzl
w = — 31 + 90p
Esta sustitucion’da:
: 1 p+1
p=—1=1lyg
Sig:{},serép=——1,'%:—121;}', en ge-
neral:
= — 121 4 990¢

65. Para resolver en numeros enteros un siste-
ma de 7 ecuaciones lineales con m -1 incognitas,
se eliminan 7.— 1 incégnitas, y asi llegamos 4 una
ecuacion con dos incégnitas. Los valores de estas
incégnitas, resultantes de la expresada ecuacion,
se sustituyen en una de las ecuaciones deducidas,
que, ademas de las dos incdgnitas, obtenidas,
contenga otra. Los valores de las tres incognitas
que se hallen resolviendo tal ecuacion, se sustitu-
yen nuevamente ; etc., ete.
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Esempro 1.2 De las ecuaciones

560

3z + dy + Tz )
2920

92 -+ 20y -+ 49z

|

se halla por la eliminacion de z:

5y =500 — 62, y= 100— 2

ot 8

BB y =100 — 6p

Mediante esta sustitucion, de la primera de las
ecuaciones dadas se deduce

72 =15 (4 4 p), zzlﬁ_p_;4
p== ik sidg.

Luego al sistema propuesto le satisfacen los va-
lores:

® =—20-43b¢, y = 124 — 429, 2 = 15¢

que son positivos cuando ¢ = 1, 2.
Esemrro 2.° De las ecuaciones

4 4~ 132 + by — 22 = 2559
— Bu - 8z + Ty + 32 = 1595
— 0 =112 — 3y F b2 = 2157

se deducen las siguientes:

97z + 53y -+ 2z = 19175
135z + 23y + 62 — 26541

Bl e e I N —————

392 + 34y — 7746
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Poniendo # = 2p, ¥ = 3¢, la tltima ecuacion da

13p — 1991 — 177, p — 99 — g
g.z 1 -+ 137
Sir=0,esg=1,p—98;y, en general:
=196 — 34r, y=3-4397

Sustituyendo estos valores de z € y en la prime-

ra de las ecuaciones deducidas, hallamos:
2% = 412317, 7 — 2s

Y , por Iconsecuencia: : .

z =196 — 685, y = 3788, 72 — 2+ 1231s

Y con esta sustitucion nos da la primera de las
ecuaciones propuestas :

du — 20568 — 0, % — 395

El sistema resuelto tiene soluciones positivas

para & =1, 2.

66. Una ecuacion lineal con m incégnitas es re-
- Soluble en nimeros enteros, sélo cuando los coefi-
cientes de las incégnitas sean primos entre si. Los
valores de cada una de las incégnitas serdn expre-
sados mediante 7 — 1 indeterminadas.

EsempLo 1.° B2 4 7y —+ 82 — 50.

2y 32
=

o =50 — Ty — 8z, m:lO—?gz 2

W=—348p, y=otypT2P

4=PA720 F—=p—30t $=280—3p - ¢
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SI 2, ¥, z son positivos, lo seran tambien
r-+32=10+79 y @4 3y=10— 8¢ ;el niimero ¢

se hallar4 comprendido entre — %0 4 —}——1%—} y ten-

dra, en consecuencia, los valores — 1,0, 1. Cuan-
dog=1y p> 3, serd z negativo. Luego se en-
cuentran soluciones positivas de la ecuacion dada,
cuando:

g=—1 p=0 :
q 0 P 1, 2, 3

EJEmMPLO 2.° 152 + 6y + 202 = 171.
6y = 171 — 152 — 20z,

Il
I

Y =28 — 2 — 32 3a:+§éz—_3
2 =3—32+46p ﬂ——;S(p $g1>

r=142¢, 2=3p—=3¢, y=26-+59 —10p

La ecuacion propuesta tendra soluciones positi-
vas siempre que 2 =1-+2g é g +1£z = 26— 9¢
sean positivos; y que, por lo tanto, ¢ se halle com-
: * 1 3
prendido entre — 57 |- %ﬁ, y reciba los valores en-
teros 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Pero, sig > 3, la# 6 la ¥ son negativas: luego
las soluciones positivas existiran para los valores

correspondientes de ¢ y de p:

g”ﬂﬂl
p.

15 23
18013 43w 3

4
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67. Para hallar los valores enteros de # por los
cuales reciba la funcion fraccionaria

= cmﬂ—l-dm.—i—s
axr -+ 0

valores tambien enteros, se efectua la division
parcial

4

9 aecx” - a’dx —}- Qe
ay
ax -+ 6

a’e 4 bc — abd

— acx + ad — b6¢ e

Y de este cociente se desprende la igualdad
(@*y — ace — ad 4 be)(azm —+0) = &'e+ bc— abd

La cual patentiza que, si a'e - b'c — abd fuese
divisible por numeros de la forma az -+ 6, lo seria
 tambien por niimeros de la forma

mﬁg/—ac;v-—ad—l—bc;

y qué, por lo tanto, habremos de buscar enfre los

divisores de @’¢ + &°c — abd aquellos que sean de
la forma ax -+ 6; O, entre los nimeros de esta for—

ma, los que se hallen contenidos en a’e + bc—abd.

— 2 2% 429
r— 3

Esempro 1.° 7=

Efectuada la division, se halla la igualdad

(y +2 -+ 1)(z —3) =26
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Luego:

SRR s me LIS e e e e
yia+1{213 "2 v1 <2613 —2 -1
71l 4 5 16 29 .2, . 11028
yll2r 7 —15 —29 —29 —15 7 21

2:#—1—1_8_
— Bp 3

EJEMPLO 2.° ¥

Efectuada la division, se halla:
(by — 2) (5w — 3) = 96.
Luego:

D — 3 2 12 32 —3 — 8 —48
by — 2 (48 8 3 —32 —12 — 2
z | PR e 0O —1 —9

Yt A0t 25 b el A 0

S ]
g |

Ejempro 3.° ¥

Efectuada la division, hallamos:
A4y — 62 +3) Re-+1)="17

Por lo tanto:

w1l 1 7 =1 -7

4y — 672 + 3 ‘ 71" =7 =1
2|l 0 38 —1 —4

yl 1.4 —4& —T7
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68. Para resolver en ndmeros enteros la ecua-

cion (¥)
i ”’ i 22
establecerémos esta otra:
33—[-11»;%: (a"—}—fz:?}ﬂ
~ de la cual inmediatamente se deducen : |

2 9
U — wW -+ v

e b ke
pY F arR R

Luego, si# y » son nimeros racionales, 1os ni-
meros

o 2 9 9
W — P = WU -
20 I A Yy

son valores racionales de #, 7, #, que satisfacen &
la ecuacion dada. |

Tambien la satisfacen dichos valores, multipli-

cados por 2v»: de lo cual se desprende que, si# y v
son enteros, los numeros

2 2 2 2
W —v , 240, % -+

son asimismo enteros que verifican la ecuacion pro-
puesta.

(*} La ecuacion pétagorica cuya resolucion dié EvcLipes en

el Cap. X 29. Lema 1 de sus Elem. (Véase Arch. de Gruner!,
t.56). Que la ecuacion x™ - y®* = 3% paran > 2, no es solu-
hle en nameros enteros; 0, lo que es igual, que la suma de dos
potencias n*® no puede ser olra potencia n%, va lo notdé FErmAT

Observ. ad Dioph. Arithm. II, 8); pero todavia nos falta una
demostracion general de la ley que FErmaT vislumbrara.
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Cuando # y v teng'an el maximu eﬂmun divi-
sor e, los nﬁmerusu — 2@;@; y 4 -+ tendran
el méximo comun  divisor 7.

Cuando %'y v sean 1mpares lo seran tambien T

y 0’ ; par sera % - v ; el numero w — o, divisi-
ble por 8; y, por cﬂnsecuencm los valores de m',,
9 , # divisibles por 2. '

S1guese de lo dicho que, para obtener valores
de #, v, 2 que no tengan divisor comun, deben
elegirse para % y » valores primos entre si, que no
sean ambos impares. Por ejemplo:

Ry e e s g

g U o L T W RS . U
315 .. B2l ody e by 9l

4 8 12.. 12 2 28.. 24 48 60..
¥ jwogy - 13 99 RS . 95¢%3 109,

« R 8 ® S

De cualquier manera que se elijan los nu-
meros % y v, uno de los nimeros # ¢ y sera divisi-
ble por 3; uno de los mismos, divisible por 4; y uno
de los #, ¥, z, divisible por 5: por lo cual sera el
producto zyz divisible por 60 (*).

DeMosTRACION. Todos los numeros son con-
gruentes, segun el médulo 3, con los nimeros 0,
y=+1; y sus cuadrados, con 0y 1: luego, sini # nio
son divisibles por 3, la diferencia de sus cuadra-

9 9 T
dos 4~ — o~ lo sera. Siuno de los niimeros # 0 © es

(*) FRENICLE sur les triangles rectangles en mnombres 1676
prop. 26—30 (ANc. Mém. de Paris t. V) ANN. DE GERG. 20 p. 212.
J. de Crelle b p. 386. .
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par, el producto 2w seréd divisible por 4. Si los dos
nimeros # y » son impares, los numeros z, y, 2

seran divisibles por 2,'-y_-:;=:v divisible por 4.

Respecto del modulo 5, son congruentes todos
los numeros con los restos 0, =1, =2; y sus cua-
drados, con 0, 1, — 1. Luego, si ni # ni » son divi-
sibles por 5, lo sera 3&2 — , O w —- v

69. La féormula @ -+ bz ¢z, para valores ra-
cionales de #, no puede ser incondicionalmente
un cuadrado (*); pero, bajo las parficulares condi-

ciones de que sea @ 0 ¢ un cuadrado; 6'de que dicha
formula pueda ser representada por un produc-
to p¢; 6 por un binomio pﬂ -+ g7, designando 2, ¢
y # funciones lineales de #; pueden hallarse va-
lores racionales de #, apropiados para que tal fér-

mula sea un cuadrado, del modo siguiente: |
Si ¢=d", harémos o’ + bz + " — (0 4 ) ;
Yy, por consecuencia:
= | .

% — b —
BT i g ST ) 2
C— W o e— U

83l ¢ = TB, establecerémos la ecuacion

2.3 :
a+be 4+ v = (w4 Tm)g; Y, por consecuencila:

2 - 2
a—u 1We—+u) — ou
?&_[_Wﬂ-r( 27@&—)-5.

- 2y — O’

Si 4 —4ac es un cuadrado, la féormula

*

(*) EULER Introd. [ § 50 y Algebra II, 2.
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a -+ bx - e puede ser representada por la di-
ferencia de dos cuadrados; y, de consiguiente, por
el producto de dos funciones de primer grado en 2.

Haciendo, pues,
(f+ g2) m~+n2) =’ (f+ go)°

hallaremos:

Por ultimo: si @ 4 6z + cr — pi -+ g7, estable-
ceremos la ecuacion

P +gr=(p+gu)
3;13. 2z se calculard mediante la ecuacion de pri-
mer grado
7 = 2pU —+ gfw*.
Pues ya antes supusimos que p, ¢ y 7 habian de

ser funciones de primer grado en 2.
70. Segun EuLer (Inirod. I, 519) la ecuacion

trascendente 2’ = %" puede reducirse, haciendo -
9 = ux. Por esta sustitucion, en efecto, la ecuacion

dada se transforma en esta otra: (2*)° = (u2)”; de la
cual se deducen los numeros reales 2" —=w2 y

2 "' =u; y de éstos, que

1 1

| 2 =Sl

g=u""1 & y=un” "

satisfacen 4 la primera. Para resolverla en nu-
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: 1 ,
meros racionales, hagamos % — 1 =3 ¥ as obten-

dremos los nuevos valores :

1 ¥ ] v+ 1
o= (143) ¢ -3’=(1i"a)
v 1 2 3
2 3
T Ry (G
3 4
s 4ty L)




LIBRO TERCERO.

TEORIA DE LAS FUNCIONES ALGEBRAIGAS.
X. Teoremas elementales.

71. Si el valor f(#) de una funcion entera, de
grado #°, corresponde al valor z ‘de la variable,
la diferencia /(@) — f (£) es divisible por la diferen-
cia correspondiente @ — £. Y el cociente e una
funcion entera del grado (. — 1)° (*)

DemosTrACION. De los dos valores de la funcion
dada, - ok

1

S &) =a o"+ G +...+ez+a

S(t)=alt" aﬂ_lt"_1+. - -tat+ta

se halla por sustraccion:

£() — / ﬁﬂ;__zﬂ | ivu—-l_tﬂ:-l
@ - a —{-
et S TS EES . LR

Y como 2" — ¢*es divisible (ARIT. UNIV. 45) por

—

(*) Esta extension 6 generalizacion del teorema sobre la

divisibilidad de 2% — ¢* por x — { data del principio del si-
glo xvii. DESCARTES Geom. IlI.
)
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z—t, la proposicion enunciada es cierta. El cociente

f(%“‘“f(t)f—a;m“"l—f-at m"—g—!—a& A
ﬂ?-—'t 1 n 73

+a +a

n—1
-+ a
“-—-

2

os una funcion simdérica (20) de z y ¢ que puede
ordenarse: ya, segun las potencias ascendentes de 7,

como sigue:

. n—1 n—2
a & ~- ﬂn__l.’fz‘ —4 ...t ﬂ:aﬂ? —+ t‘Il

=3 (aﬂm’“"a - aﬂ_lmﬂhg S R A A
e (%mﬂ-3+¢ﬂ_lmﬂ“4'+ et D <1 a,a)f = e

ya tambien, segun las potencias descendentes de .
como se expresa abreviadamente por el polinomio

b **"1+E:ﬂ_ﬁa:“‘ﬂ—;—...+51:c:+&ﬂ

n—lm

cuyos coeficientes, sujetos & las condiciones

511-—1 Fa ﬂ;n

b = G T O

b S/ RIS, Wi -
n—2

se calculan sencillamente. De la identidad

Fla)y=0 _a" . ) e—0)+S0)
se deduce que, para # =20, es f({) =@, bt.
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EJeMpLoS.—Sea f(z) — az® - b’ 4 cr ~+dz+e,

”‘ﬂm'):—‘;(t}—a(ﬁﬂ——m2£+mﬁ+zﬂ)+5[m2+m5_+f)
e - Hee+-¢) +-d
= 4’ + 82" 4 ev + d + (a2” + bo -+ o)t
—+ (a2 6)5—}-&;#3

Supuesta f (z) = 62°—192° +132*— 202° 4 482°— 16,
J (@) —f(4) es divisible por 2 —4. Los coeficien-
tes del cociente, como en este caso particular es

b, =6, 0,=—19+6.4 ete., se calculan segun
expresa el siguiente schema:
6 — 19 13 — 20 48 0 — 16
24 20 132 448 1984 7936
6 b 33 112 496 1984 7920

¥

Y dicho cociente sera, por consecuencia:

J («”1 :.7; (4) = 62° - Bzt 332° 111227+ 4962+ 1984

) puésto que f(4) = — 16 + 1984 . 4, tambien:

;j%-:ﬁaﬁﬁrl—5wg‘+ 332"+ 112" 49624 1984 gﬂ*

72. Para expresar la funcion entera JSlz) en la
proximidad del valor f(¢), 6 sea, para desarrollar di-
cha funcion segun las potencias ascendentes de
% — 1, se hace # = ¢+ y y se ordenan los términos
de las potencias de este binomio. Es més sencillo,
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sin embargo, calcular en cada caso que Ocurra la
série de cocientes : |

Ll A0 =) AR

x—1 x— 1

VACIRE
mediante el procedimiento explicado antes; y asi se
obtienen: |

F@)=10) + (@ — 07, (0); f@) =0+ @—as ).
y, por-consecuencia :

f(ﬂ?'] =f('f)_ + (@ —¢).7,(0) + (@ — t)zjiz(a?); eto. .«

Ejempro. Para desarrollar la funcion

flo) =" — 28" + 55" — 32+ 12

segun las potencias ascendentes de (z — 2), se dis-
pone el calculo como sigue:

=2 . 5 —.3 .12
2 9 10 14

1 0 5 7 =72 S+se+T=r (o)
9l R |

foo2 9 %B=ir2 2+ 2+ 9=f,(2)

a9l oy -

1 4 17=/,Q2) 4= 3{@*)
: _

1 o06=72)

() =26+25(2—2) +17(2—2)*+-6(e—2)°+ (2 —2)"
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OBservacIioN. Este desarrollo vale para conocer
sLf (@) — f(¢) es divisible por una potencia de (2 —7).
Pues, si f(¢) = 0, serd f(z) - f(t) divisible por.

(@ — 2% mf()yf()sannulos,f f serﬂdi-

- visible por (. — z:) s etcq; et
Asi, por ejemplo, desa,rrollandﬂ

Viva =2 482" 421" 4 142° — 202 — 24
segun-las potencias ascendentes de (#-4-2) hallamos:

Lo .8 . ol 04 gl = O]
g g g itig o

Voot 16 Gl O femiden ward2:1: o540
1 polugt sl sne 2 0118 |
1 4 1 — 6 0

— 2 —4 6

Y este calculo demuestra que
f2)= (@ +2° (@ + 22 — 3).
73. Sila funcion de gradn n°

f[w)—.a$ +a fr; Sy +ﬂ:a¢+

se anula para ¢ = a, sera _dlvlslble por u__n& poteﬁ—
cia de (# — «) cualquiera que sea 2z (72). Si esta po-
tencia es la A*, y la funcion f{(), por consecuencia,

puede representarse por el producto de (.u — u.)}“ por
una funcion entera ¢g(2), se dlce que f( & para wwm,

}"\L | I [ - J ‘.

BE ani ERCAMBIY ©  aas PUBLICAS

2 LIOT EAa

Lﬁﬂﬁ'ﬁ& Pﬁ'«nh Bl
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es nula )\ veces; y o toma el nombre de 7azz X-ple
de la ecuacion f(&)=0.

di la misma funecion f(z) es ademas nula u veces
para z = @, la funcion entera g(z), para z =8, de-
bers ser nula . veces, y divisible, en consecuen-

cia, por (z — B)*. Y entdénees la funcion dada f(z)
podra ser expresada mediante el producto de

(@ — m))‘[:v.—— 8)* por una funcion entera A(z). Y
asi sucesivamente.

Cuando la funcion de #° grado sea nula para 2
valores dados de su variable: A veces para &= «;
. veces para # = B, ... dicha funcion sera divisible
por el producto de los » factores # —a, z — b, ...
Para cociente de esta division se halla el coeficien~
te de indice masalto, @ , que en la funcion figu-
ra (40).

Si la funcion de #° grado es nula para-mas de #
valores dados de su variable, sus coeficientes se-
ran nulos: dicha funcion seréd edénticamente nula,
6 sea, nula para cualquiera valor de z (*). En efecto,
si entre los factores del producto

fo)=a (@ — e —p* ...

no son nulos desde el segundo en adelante, lo cual
exigee que # tenga un valor diferente de «, §, ...,
sera ¢ = 0 la condicion necesaria para que la fun-

cion f{#) se anule. Pues, silafuncion de (n—1)° gra-

(*) - CAvcHY Anal. algebr. c. IV. 1.—Una aplicacion de esta
ley hicimos ya. Arir. untv 196. |
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do, aﬂ_lfﬁ“_'l - ... se'anula para mas de n —1 valo-

res dados de su variable, serd ¢ _ = 0. Y lo mis-

mo podriamos demostrar, respectu de tudms los
coeficientes de la funcion f B Temet 4
Despréndese de lo dicho que una funcion de 2°
orado sera determinada hasta su maximo coeficien-
te @ , mediante 7 valores de su variable que la anu-

len; fj bien, que semejante funcion es representa—
ble de un solo modo por el producto de # funciones
determinadas de primer grado, no siempre todas
entre si diferentes, por un factor cualquiera ¢ , in-

dependiente de su variable.
Y de aqui que una ecuacion no idéntica, de »°

grado, f(¢) = 0, no tiene mds de n raizes. Que, tie-

ne tantas raalmente es mas dificil de conocer, y lo

demostraremos luego (85). |
OBSERVACION. Si los coeficientes ¢ , &, -.

reales,y £y ¢’ numeros complejos conjugados, tam-
bien seran 7(Z) y.f(¢’) funciones complejas conjuga-
das que se anularan simultineamente; y el producto
(# — ¢) (@ — ¢'), norma de 2 — ¢ (AR. UN. 83), sera un
divisor real de segundo grado de la funcion /().
Una funcion de # de n° grado es determinada
uniformemente (de un solo modo) por sus valores
Yor Yy Yg -+ ¥, AU corresponden & los de su varia-
ble @, @ , @, ... # . NEWTON (Prine. 111 lemma 5

despues de la prop. 40) establecié la igualdad

. 5011

f/-;y0+zdﬂ [ﬁﬁ_ﬁ{})_i_‘dl (mﬁ_mﬂ) (m—“‘-’b’“l)
e (@ — ) (@ — @) (e—z,) + ...
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y calcul¢ los coeﬂmentes A, 4, . mediante el sis-
tema:

yl_z%fﬁ_AU (2, — 2,) o0
Yo=Y, + 4, @, — z,) +A, (@, — z,) (@ —2,)

Las diferencias
Yo—Yh—4, @, — @ ok 1 (B — %)) (@, — @)
= B 0@ s 8

pmdﬁcen el sistema :

Uy =Ygty (2 2y) .

Yy— 9= 5, (mz'_ml)_’ Bﬂ"—Ac::AI (#y — @)
3’!3,_%= Oy (@, —a,), gﬂ_ﬂﬂ-__ﬂl (@, — 2,);

Bl-—AI =4, (@, — z,)

Este mismo resultado produce inmediatamente
la, formula de interpolacion de LAGRANGE 1795 (J. de
l'ec. polyt. Cak. 7—8, p. 417.)

(m—a>(m~m)l
(5‘? L0 3?{}) (ﬂ'/‘ 5T 3?“__1)
ﬂr (:3?“ 12'?0) ( mu—lj

Cuando dos funciones de z, del grado %,

aﬂw“-i—tzﬂ__lm““l—[«... y-3b b 3 AT
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coincidan para # -~ 1 valores de #, seran congruen-
tes. Puesto que la funcion del grado 2°, que por sus-
traccion se obtiene ,

(fﬁﬂ = 6“) mﬂ' —- {mn—l = b

n—1

s

es nula para los mismos valores: lo cual exige que

sus coeficientese —&6 , ¢ . — 0 ,...seannulos,
7 2% =l n—1 _

O bien,quee =06 ,a . =46 .. etc., ete.

n—1

74. De la identidad (73)

f(@") :ﬂn(ﬂ?—*ml) (.?}-f-*mﬁ) — éﬂﬂﬂ}ﬂ—l—afﬂ_lmﬂul—l—- T

se deduce que la ecuacion f(2) = 0 tiene las rai-
zes @ ... a ;3 y que la unidad y las sumas de los pro-

ductos de dichas raizes fomadas 1 & 1 (unarios),
2 a 2 (binarios), 3 4 3 (ternarios) ... y multiplicadas
por — 1,son entre sf respectivamente como los coe-
ficientes @3By @ oy 14,

DemosTrACION. El producto

1’

@—a) (@—a) ... (@ —a)

adquiere, despues de efectuado, la forma:
7" - ¢, Pl C’ﬂm”'."gqe e
cuando por C, se designa la suma de los productos

de cada % cantidades entre las — a,, —ay, ..., — @,

(Ar1T. UNIV. 151). Luego, 4 consecuencia de laiden-

(*) Este teorema fué descubierto por CArpaAN en los casos
mas sencillos (hasta la ecuacion de £.° grado); y en su ge-
neral comprension, por Viera, al fin de su escrito de emen-
datione equationum. '
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tidad supuesta, tendremﬂs (23) @, C,=u; ni 3 POT
lo tanto : 2okl |

1:01:02:...-——=¢3:t15 .

EsempLo, Designando por p una raiz propia 74
de la 'unid"ad Ia,sresta,ntes raizes 2~ de 1 seran
(Amrr. UNtv. 101) ¢%, °, ... ¢*. Luego:

7 2 N
7 _lz(m—p) (ib‘—P] ;..-(f&"—PH)
e =10, (— 1) %L = ]

Es decir que la suma de las raizes »* de 1 es
~ Igual 40; y el producto de las mismas es igual

s e

Las r:ﬂ-_ntidades C’I 7 02. .« expresadas racionalmente

por los coeficientes ¢ , # _ ... son funciones simétricas

l 3 L2y ﬂz [
tratara de ver si toda funcion entera simétvica de estas

mismas cantidades podria ser expresada racionalmente
por aquellos coeficientes. NEwToN hallé la suma de sus

de las cantidades — « . (20). X de aqui que se

potencias k"° de un modo recurrente (ArIT. UNIV. p. 192.
Véase EuLErR Opusc. var. arg. 11, p. 108. Mém. de Ber-
tin 1748, p. 234, y otros.) Exl::resmnea pa.rtmulares inde-

pendientes para las sumas de las 2.2, 3.8 y 4.2 potencias
aparecen antes en GIRARD 1629, (KLuGEL math, W. I,
pagina 56.) |

fﬂh

75. La funcion z” —1 es nula para 2 = ¢’

siempre que 2 sea par (ARIT. univ. 194). Tgste valor
es n-forme; y, de consiguiente, dicha funcion ad-
mite 7 divisores diferenfes, de primer grado (73),
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y 4 b 219 - L Ed - mic. !
que se deducen de la expresion # — ff?, haciendo
en ella m =0, =2, =4, ... Pero evidentemente:

ety = e ) € 3
Z—¢€ n r—C Y n _ =a;2—2:vcﬂs*?-|—l,

Luego la funcion propuesta tiene tambien divi-
sores de seﬂ'undb orado que se derivan de'la ex-

presmn z — 23}003__ -1, haciendo en ella m = 2,

4, 6... A estos dITFISC}I'ES se agrega. el divisor de
prlmer grado # —1 (m = 0); y, cuando 7 sea par,

el divisor, de primer grado ta,mblen 24+ 1(m=mn).
mTT

La funcion z" -+ 1 se anula para 2= ¢ »>
cuando 7 es impar; sus divisores de segundo grado

: § _ CINTT . .
surgen de la expresion 2° — 2z cos — 41, haciendo

(A “ [ ] .I
enella m =1, 3, 5... Y & estos se agrega, sl 7 €S
impar, el divisor lineal 2+ 1 (m = 7).

. 21 . ST
La funcion & — 22"cosa -+ 1 tiene los divi-

n ; " n 20 L LT
sores ¥ —é¢;, Y & —é_i,. Perow —e es divisi-
ble por

Ot mT L +mT
z—€ ® ;.Y & —e loespora”’—e . » ,

cuando » representa un numero par. Los # divi-

sores diferentes, de segundo grado, de la funcion

- : g9 ol =+ mTT
dada, surgen de la expresion & — 2&cos — —+ 1,

haciendo en ella 7 =0, 2, 4...

La férmula 2 — 2zcos o + 1 representa el cuadrado

del lado de un tridngulo cuyos otros dos lados tienen las
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longitudes # y 1, y forman el d4ngulo que corresponde al
arco ¢. Por consecuencia, los divisores cuadréticos de las
funciones

2

:x:ﬂ——-l, .1:“-{-1, mn—%ﬂcﬂsu—l—L

puéden ser construidos, dividiendo el ecirculo, 6 un arco
de circulo, en # partes iguales; y asi, geométricamente,
fueron por vez primera construidos por Cores (Harmonia

mensurarwm p. 114 Op. posth 1722) los divisores de z= — 1

y de z “+=1:y }ﬂs de mﬂﬂ—-Emncasa -1, por Moivre 1730
(Misc. anal. p. 22.)

76. Una funcion jraccionaria irreducible (17)
sera nulq cuando su numerador sea nulo; é nfinita
cuando sea nulo su denominador; y sera, por lo
tanto, determinada (73) mediante los valores de sus
variables para los cuales sea nula, y se haga infi-
nita, hasta un factor independiente de las variables.

Si, para 2=, es X veces nulo el denominador
de la funcion fraccionaria, y ésta, por lo tanto,
A veces infinita, puede deducirse de ella una f7ec-

cLon parcial pura, cuyo denominador sea (2 — u)l,
y cuyo numerador sea independiente de #, ¢ una
funcion entera de # que no ilegue al grado ). Para
conseguirlo se desarrollan (72) el numerador y el
denominador de la funcion dada, segun las poten-
cias crecientes de # — a, y se dividen despues el
primero por el segundo hasta obtener los X prime~
ros términos del cociente que forman el numera-
dor buscado. Queda, pues, otra fraccion cuyo nu-
merador es el resto de la division efectuada y cuyo
denominador es el divisor, que se escribe tal y
como se ha indicado, siempre que la funcion frac-
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cionaria dada no pueda, 6 no deba, ser descom-
puesta en mas de 2 fracciones parciales. Cuando no
se tome en cuenta el resto, bastaran los desarrollos

hasta la potencia (A—1)"
Por ejemplo, la funcion fracecionaria

e+ 1
(z + 232+ 1)z"
es 3 veces infinita para 2 =—2; 1 vez para # =—1;

2 veces para #=0; y se compone, por lo tanto,

de 3 fracciones parciales cuyos denominadores res-
. e 3 2 s

pectivos son (z+2)°, 2+ 1y & ; sin que vayan

acompanadas de funcion entera, p@r ser pura la

fraceionaria dada.
Los desarrollos segun las potencias de # -} 2=y

dan:

3+ 2y —+3/+1?‘/E+
PRELoin By BRI o dn v
y, por consecuencia, la fraccion parcial:
1?9; | T$ 7
@+2)°

De los desarrollos, segun las potencias de
2 +1=y, s6lo aprovechan los primeros térmi-
nos (y =0). La fraccion parcial, cuyo denomina-
dor es # -+ 1, tiene por numerador

Qv+ 1
@ +2)°z

- que, para 2+1=0, vale — 1.
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Los desarrollos segun las potencias ascendentes
de # dan ' -

4 CT RS 1 1
Tp2e s Ayl
2 (84-202...) 2l
y asi se obtiene la fraccion parcial
== :—Hm = —;
{u"'ﬂ

Y como la funcion fraceionaria dada no puede
contener fracciones parciales con denominadores
diferentes de los expresados, sera idénticamente:

W41 iR hgdind s etil ROk =
|
r-4-2) (z+1)z z @
@+2°@+1)2"  (@+2)° o+l :

La descomposicion de una funcion fraccionaria en
fracciones parciales es el fundamento de la descomposi-
cion de las integrales de diferenciales racionales que
hallaron LemsNiz y J. BERNOULLI (Acta Erud. 1702-3).
Los numeradores de las fracciones parciales se determi-
naran en forma lineal mediante las condiciones nece -
sarias para que

e¢.z2*ta,r+a, | b, L, ezt 9r -1
@2 T et1T S T e e )

=)

sea una identidad, ¢ se verifique cualquiera que sea z (23).
liste procedimiento, correspondiente al método analiti-
¢o, aplicado por EULER Introd. 1, 39, que presta tambien
auxilio en otros desarrollos justificados, y fué empleado
por DESCARTES en el problema de las normales (Geom. 1I),
lleva el nombre de Meétodo de los coeficientes indetermiria-
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dos. Férmulas generales para los numeradores de las frac-
ciones parciales fueron halladas mediante el Céleulo di-
ferencial, por EULER 1755 Cdlc. dif. I1-40, y por Jaco-
81 1835 de fract. simpl. p. 9. Véase: EULER Acta Petrop.
1780 I, p. 32; y las consideraciones de BERLIN y HILL en

el J. de Crelle 3 p. 150.

79, Cuando una funcion fraccionaria es infinita
para un valor complejo de la variable y para su
- conjugado, comprende dos fracciones parciales,
complejas conjugadas, cuya suma €s real y puede
calcularse directamente. En efecto, la funcion

fraccionaria

J @) & J (@)

e

—_—

(P50 (542 +1]72)

que es 3 veces infinita para 2 = —2=¢, mediante
la sustitucion # -+ 2 =y, puede ser expresada porT.
esta otra: -

o(¥) _
? + 1))

Multipliquense por 7( — %) los dos términos de
de estafraccion. (HiuL loc. ci¢.) Entonces la funcion
entera %(#)x(— %) contiene solamente potencias
pares de ¥, puesto que permanece invariable en
el cambio de ¥ por —y; y puede representarse

nor §(¢°) ; mientras que los términos de ¢(y)x(— %)

se distribuyen en v B2+ Gy, Y estolprueba
que la funcion fraccionaria consta de los términos

Fd) : vy°) - G : v
0’ +1)° (° +1)°




— P
delos cuales pueden deducirse, ‘como é,ntes lo hici-
mos lﬂS fracciones parclales '

@y +$3?/ +a, 4 @,y iy, Y —i-@ t 3; —l—::zd&y —[_ &
2 Bl Al Y~ - :
(9°-+1)° WP+1%0 ¢ ¢ gt

EJeMpLO. - = 7 o uuando w—l~2—%
Jeisine At -de 4 B) e +2)
se convierte en
zzﬂ~4y+5 —4y + (9" —5y° + 30)
W+ —4y+6) (4" +1°(s —4y°+36)
- Y despues de desarrollada ésta, segun las potencias
ascendentes de 7”1 — Z, se obtiene:

1: (41—62+2") | (36—724-2") : (41 — 621 2

3 : 3
2 &

Y, porconsecuencia, la fraccion pareial, cuyo de-
nominador es 53, tiene por numerador la expresion
JFeogicilg i)
z) +36 7 7

.._...4y —_——t =2 sk
(41 = 4Ire gt 1% Jae Sy e

que es una funcion de 5.° grado en 2. La fraccion
parcial, ‘cuyo’ denominador es ° - 2, tiene por
numerador el valor que a.dqmere, para @ 12— 0,
la expresion

(#° + 1) (0° — 4o + 5)° asto . = 202 + 261

(@* — 62" + 25)° 41°




S 1] A
OBsERVACION. — Cuando las funciones de z, en-
teras, /'y g, de los grados 7’ y #° respectivamente,

: e : 1
no tienen un divisor comun, la fraccion pura —

Jg

puede tambien ‘descomponerse en las fracciones

parciales, j:, ! 5 , sin el auxilio de las raizes de la
ecuacion fg =0, expresando el numerador % por
vf+ qg. (Véase 90.)

Puede tomarse el multiplicador p de tal modo
que %2—pJ sea divisible por g.

El desarrollo independiente de la funcion frac—
cionaria, segun las potencias ascendentes de z, se
encuentra mediante los correspondientes desarro-
llos de sus fracciones parciales. Evrar Zuf. I cap. 13.

78. I.—Designando g(z) y %(z) funciones en-
teras, con coeficientes enferos, si en la funecion
g @)k (z) son todos los coeficientes divisibles por el
numero primo p, lo serdn tambien, 6 todos los
coeficientes de g(z) , 6 todos los de 4(z).

En efecto, hagamos

g (@)=0,] 51:?}'—]—52{324—... y }z(m_)=cn+clm+gﬂf+m

Ahora bien: si » divide 4 0,5 0 o0 . » Pero no
4 0.; y divide tambien 4 Cys €+ ++Cp_ys PErO MO &
¢, ; evidentemente no estard contenido tampoco

en 6.¢c . Luego en g()A(#) existe un coeficiente,
el de """, 4 saber:

My +5i—lﬂk+1+&ick+6i+lch—l+

que no es divisible por p: contra la hipétesis. Y,
}
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por lo tanto, todos los coeficientes de ¢g(z), 6 todos
los de %(#), son divisibles por 2. |
II.—Si G(») y H(») son funciones enteras, en
las que sea la unidad el mas alto coeficiente, y los
restantes racionales; v los coeficientes de la fun-
cion G(z)H(z), fuera del mis alto que es-1, son
enteros; los coeficientes de cada una de las funcio-
nes G(z) y H(z), aparte del mas elevado por su-
puesto, seran asimismo enteros ()
En efecto, las funciones G(#) y Z(#), si contie-
nen coeficientes fraccionarios, pueden ser expresa—

dos por la ¢* y la 7% parte de funciones enteras, con
coeficientes enteros, ¢(@) y %(z); con lo cual queda-
vh Giz)H(z) expresada por g(z)h(z): qr. Pero esta
funcion tiene coeficientes ‘enteros, segun la hipo-
tesis; v esto quiere decir que todo niumero primo,
contenido en g7, lo estd tambien en todos los coe-
ficientes de ¢(2)k(2); y, por consecuencia (I), en
en todos los de ¢(), 6 los de A(#). Luego, dividien-
do sucesivamente por todos los niumeros primos,
contenidos en g7, la funcion g(#), ¢ la funcion 4(z),
obtendremos como resultado las funciones G() ¥y
H(z), con coeficientes enteros.

I1I. —Si 1a funcion entera f(2), con coeficientes
enteros, de los que el mas alto 1, es divisible por
otra funcion entera, cuyo mas alto coeficiente es
tambien 1, los coeficientes restantes en esta ultima,
funcion no son fraccionarios (II), sino enteros 6
srracionales.

En particular, las raizes de la ecuacion consi-
guiente f(@) =0 son enteras 0 irracionales.

(*) Gauss Disq. arithm. 2. —EISENSTEIN J. de Crelle 39 p. 168.
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En efecto: silos coeficientesg _ ,, 2 _, ... 800
enteros y 7 y § nimeros primos relativos, la funcion

particular -
L w1
@ renms )
s n—1\g

1 (’Tﬂ L g ?ﬂ$~1+a ?ﬂ—ﬂs_‘_'
sn—1\g ' n-—l1 n—2 2o

no puede ser cero; en atencion 4 que #" es primo
con &. (ARIT. UNIV. 99.)

Una funcion entera, con coeficientes enteros, de
los que el mas elevado es ¢ , puede ser expresada

I .
por el producto de ¢~ ~ por una funcion entera

con coeficientes enteros, de los que el mas elevado
sea 1 (46).

Toda funcion entera, con coeficientes enteros,
que no sea divisible por una funcion del mismo ge-
nero, se llama é7reducible. Una ecuacion con coefi-
cientes enteros seré irreducible, cuando ninguna de
sus raizes satisfaga 4 otra ecuacion del mismo ge-
nero, pero de menor grado. ABEL J. de Crelle 4,
pagina 132.

79. I1.—Sila funcion entera f(#), con coeficien-
tes enteros de los que el més elevado es 1, admite
el divisor del mismo género # -+ @, las funciones
particulares |

. f(‘_l)s f(ﬂ), f(l)r

seran divisibles por
.y __1_I_aj' ﬂ? 1“{—'5;’?1-
respectivamente. Y, si alguna de estas divisiones
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no procede, 6 no se realiza, no sera -}« divisor
de la funcion dada. (Regia de NEwroN, Arit. wni-

versal 37, ed. Lugd.)
Admitiendo, pues, la identidad

2 9
¢, +cet+ ez +..=@e+2)(0,+02+02"+...)
deben verificarse tambien :

c,—=ab,, ¢ =ab +0b, ¢,=ab+0b,...

f‘-}—'b- """1_51:»__3J cﬁh”zﬁ 3
griiia0r @ 5 @ Lo ae s

Y, si alguna de estas divisiones no serealiza, @ -+ %

no es divisor de Co T 0% 1€, z —+ ... (Regla de
Bezout Elem. @' Alg.)
EJEMPLO. f(2) — & — 342" + 292°4-2122—300
J{—1)=—450, 7{0) — — 300, 7{1) == 92
Por estos resultados vemos que el divisor z -+ 3

no esta excluido; pues 3 es divisor de — 300; 2 1o es
de — 450; y 4 de — 92. Tambien se halla :

— 300 212 -+ 100
3 3

Efectuada la divisioﬁ por # -+ 3 (71 ), segun se
expresa & continuacion :

100, = 104: .. .

1 0 —34 29 212 — 300
—3 9 7 — 312 300

1 —3 —25 - 104 —100 0
encontramos el cociente

24 — 30° — 252° - 1042 — 100
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del cual no puede excluirse el divisor #z — 2. Efec-
tuando esta division tenemos :

1 —3 —25 104 — 100

- — 2 — b4 100
1 — 1 —27 50 0

Y este cociente 2> — 2° — 27z -1- B0 tiene el mis-
mo divisor 2z — 2. Efectuando la division:

1 —1 —27 50
2 o ks Hpn
1 +1 =92 0

obtenemos el cociente z° -+ 2 —25. Y, por conse-
cuencia: f(z) = (2 +3)(2 — Q)E(mE + o —25).

II.—8i f(z) tiene el divisor de segundo grado, con
coeficientes enteros, z -+ aw -+ b,las funciones par-
ticulares

' ':f(_Q]:f(_l)}f(U):f(l):f(2) RS

=

son divisibles respectivamente por los términos de
la progresion aritmetica

coyd—20+0,1—a-+b,0,14a-+b,4+2a+0b,...

Si se colocan, pues, en una fila los divisores de
J(— 2) disminuidos en 4; en otra filalos de (—1)
disminuidos en 1; en otra los de /(0); en otra los de
f(1) disminuidos en 1; en otra los de f(2) dismi-
nuidos en 4, etc., ete.; deberemos obtener una pro-
gresion aritmética de primer érden, cuyos términos
se hallan en las filas sucesivas; y, si asi no sucede,
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la funcion /(#) no admite ningun divisor de segun-
do grado, con coeficientes enteros.
Si 7(z, ) es una funcion homogénea enfera, con

coeficientes enteros; y z + ax -+ 0, por ejemplo,

es divisor de f(z, 1), la forma mﬂ—l—amy—i—éyg estara
contenida en f(z, #). Si la funcion homogénea en-
tera, con coeficientes enteros, f(#, 7, #) es divisible
por la funcion del mismo género ¢(2, 7, #), las fun-
ciones ¢(0, %, 2), g¢(, 0, 2) y g(#, ¥, 0) seran diviso-
res de f(0,%,2), f(#,0,2)y flz, v, 0). Y mediante
los divisores de estas ultimas funciones pueden co-
nocerse las formas posibles de la funcion ¢(#, 7, #).
NEwTON loc. cit. CLAIRAUT (FElem. @' Alg. L11).
80. Dada la funcion

| P

flo)=1a " +a_ 2" o +o0+a,

puede desarrollarse la diferencia /(@ -+ u) — f()
de la funcion, segun las potencias ascendentes de
la diferencia « de la variable (15).

En efecto, segun el teorema del binomio (AriT-
METICA UNIVERSAL X XIII) tenemos:

k

@—atu) = @—a) +hg—e) Ut
ke B

4l — a4-u)* — ale—«) = ka(e —aq)

Y esto prueba que la funcion ¢z — 2)" tiene la

Auxion ka(z —'u}h_l* ) 24

Aplicando igual procedimiento & todos los tér-
minos de la funcion entera dada, f (), se halla su
fluxion que designamos por,f’ (), a saber:

1 7 —2

+n—la @ con T RAEH G,

n—1

S (@) =na &
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que es una funcion del grado (7 — 1)0. Por el mis-
mo procedimiento se halla la fluxion de (@), que
se llama fluxion 2.* de f(#z) y designamos por (DY,
a saber: ' '

2 n— 3

(@) = n(n — 1)aﬂ$ﬁ' +(n—1)(n —2)a 2
i 20,

que es una funcion del grado (n— 9)°, y divisible
por 2; etc. , etc. La 3.* fluxion de f(x) es del grado
(ﬂ-——3}ﬂ y divisible por 3!; la #»* fluxion es n/a_,

independiente de # y divisible por #/.

Si 1a funeion f(z) puede ser expresada en la
proximidad de f(¢) por una série de TAYLOR, esto
es, segun las potencias ascendentes de @ — (72),

de tal modo que
5

J(#) =0C+0C. [ — a)+ 0, (@ — o)+ Cle—a) + -

segun el mismo metodo explicado antes hallaremos:

flo) =0 +2C,e—a) +3C@—) + .-
gl = 2(]%—1—2.303(:3 —a) ...
S @) =230+ ... |
y, por consecuencia: f(#)=C; S ()=0p; 1" (#)=2 C
S (@) =2.30,; ete.: de donde se deducen los coe-
ficientes del desarrollo admitido (¥), & saber:

Co =S, O} =f”(a);6'g:f;(“}, ogpf;f“),....

(*). TayLomn Meth. incrementorum A745 prop. 7. Véase STIRLING

Linee 3. ordinisA717 prop. 3; y MACLAURIN Fluxions A7Tk2art, 7o1.
Uno y otro se refieren & TAYLOR.
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8l. I.—Cuando para # —«, la funcion entera
J@) y sus fluxiones hasta la (A — 1)* son nulas, pero
la 2® no es ya nula, dicha funcion y sus fluxiones
‘hasta la (A —1)* son divisibles por potencias de
& — a, a saber: la funcion, por la potencia A*;1a 1.*
fluxion, por la potencia (A —1)*; la 2.%, por la po-
tencia (A —2)% la (A —1)® por la 1.* Lo cual significa
que, para Z= «, es la funcion A veces nula; la
1.* fluxion lo es (A —1) veces; etc.: 6, en ﬂtmstérml-
n0s, que « €s una raiz 1° de la ecuacion f(z) = 0; una
raiz (A — 1)° de la ecuacion f’(#) = 0; etc. etc. (*).

Todas las leyes expresadas son consecuencia
inmediata de la s¢rée de TAvLOR, mediante la cual
se representa desarrollada la funcion f(z). Y del
mismo fundamento (80), y de la hipdtesis

F@) = (2 — a)*e(@)

se deduce :
So+v) —f@) =@ —«+u) — (@ — 2 lo(z +u)
—I—(aﬁ—ﬂ’[tf» (2 + %) —?(ﬂ)]
(@) = 2o — 0" (@) + (@ — o) ' (2)

es decir: la divisibilidad de /" {z) por (2 — ~::~:);k ¥
la descomposicion en fracciones parciales:

/4 i(ﬁ) A (@)

(*) Caractéres distintivos de las raizes multiples de una
ecuacion fueron ya publicades por Huppe 4657 antes del des-
cubrimiento del Calculo dlferenclal Epist. T reg. 10 Geom. de
DEscArTEs ed. de Scuooren 1659. Véase: EvLer Cdlc. diff. 11 ¢. 9.
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II.—Cuando, para los valoresq, 8,. . de la variable,
se hace varias veces nula la funcion entera /(z),
tambien se anulard la fluxion f7(#); y launa y la
otra seran divisibles por una funcion entera de z,
con coeficientes que, en general, seran irraciona-
les. El mdaximo comun divisor de la funcion entera
con coeficientes racionales, f (@), y de su fluxion
J’ (@), serd una funcion entera ¢g(z), con coeficientes
racionales (17). 8i, para o= «, p,..., la funcion f{2),
es A veces; p veces,... nula, tanto f¢(z) ‘como f(2)
seran (A — 1) veces, (# — 1) veces .. nulas., Y, por
congiguiente, el cociente f(#) : ¢(#) sera una fun-
cion entera (p), con coeficientes racionales, que se
anulara una vez, cuando () se anule una 6 varias
veces. |
Si ademas representa Z(z) el méximocomun
divisor de g(z) y de su fluxion g’(z), el cociente
g\@) : &(z) ser4d una funcion entera (¢), con coefi-
cientes racionales, que se anulary una vez, cuan-
do f (#) se anule dos 6 més veces; ete.

Finalmente: si p : ¢ es una funcion entera, con
coeficientes racionales, que seanula una vez, cuan-
-do [f(#) se anula una vez tambien; ¢ : # otra fun-
cion entera, con coeficientes racionales, que se anu-
la una vez cuando /' (z) se anule dos veces; etc., etc.,

tendremos : _
22\
fia) =2 (T) 3

III.—Siguese de lo dicho que toda funcion en-
tera que se anule varias veces, para un valor de la
variable, es reducible. Sila funcion entera flo) y
su fluxion /’(#) no son & un tiempo divisibles por
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una funcion entera, todas las raizes de la ecuacion
f(#) = 0 seran entre si diferentes.

82. ‘Cuando la variable, dentro de un intervalo
real, crezca 6 suba desde #, la funcion entera f(z)
comenzara 4 crecer 6 4 menguar, & subir ¢ & bajar,
segun que su fluxion f’(#) sea positiva 6 negativa.
Siempre que f(@) y f(0) tengan signos diferentes, y
no cambie el signo de /'(z), mientras z recorre el
intervalo real desde‘e hasta 6, dentro de este inter-
valo existe un valor de la wvariable, y no mas que
uno, para el cual se anula la funcion (15).

Si, para # = «, la funcion entera /' y todas sus
fluxiones son positivas, lo mismo sucedera para
valores mayores de ; y por esto es « un fimite su-
perior de las raizes reales de la ecuacion f = 0.
(NEwroN A7ith. univ. p. 194 ed. Lugd.)

EJEMPLO : .

[l @ — 24" — 102" + 302" +-632—120
S| bo* —82° — 305" 4 602 + 63
i ¢

s 7 | 1027 — 124° — 300 4 30

% A IL[}:;_E2 — 82— 10

l FrEF
5. D 2

Para # = 1 es positiva la ultima de estas funcio-
nes, pero no las anteriores; para « = 2 son tambien
positivas las anteriores y comienzan & crecer desde
que # sube del valor 2: luego la ecuacion /= 0 no
tiene raiz real ninguna que pase del limite 2.

Haciendo # = — ¥, siempre que (— 1)5 J(—=)
sea positivo para todos los valores de ¥ > «, la fun-
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/;f?

cion f no cambmré de signo para -:m—*m—- '

L
iiiiiii

admitidos, 4 saber:

v° + 2% — 104° — 304" + 63y
5" -+ 8y — 30y — 60y -+ 63
10° 4- 12¢° — 30y — 30
10y" + 8y — 30
oY —+ 2

para ¥ = 1, son positivas las dos ultimas; para
y =2, las tres ultimas; mas paray — 3 son todas
positivas. De lo cual se deduce que — 3 es un limite
inferior de las raizes reales de la ecuaion f(z) = 0.

S1 y5f(1 : 79/ ) es positiva para todos los valores de
¥ >«, nopodra / cambiarde signo para #=1:¢y<1:a.
83. Si, dada una série de numeros reales, se de—-
terminan los szgnos de los cocientes de cada nime-
ro por el inmediato anterior, y entre los cocientes
hallados existen » negativos, se dice que la série
dada contiene » cambios (variations). Tantos cam-
bios, pues, se asignan & la funcion entera f(z),
cuantos haya en la série de sus coeficientes.
[.—Siaes un numero positivo, y las funciones
enteras, (z — a) f'(2), f(@) y (¢ + «) f(2) tienen res-
peetivamente los cambios %, v, y w, la diferencia
% — » serd, un nliimero positivo impar; y la diferen-
cla » —  sera cero, 0 un nuimero positivo par.
DEMOSTRACION. Supongamos queen la funcion

= 1 n-1 . !
J@)=ea ¢ +a @ -+ .... existe el primer
cambio en el coeficiente @ s el segundoen el a y el
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ultimo en el @ ; formando los indices p, ¢,.. una

serie decreciente. Enténces claro es que los coefi-

. I 5 .
cientes de 2” +1, 277 Yy & s , €n la funcion (z — )

J (@), tendran signos idénticos con @, Ya;y,por

consecuencia, en dicha funcion (¢ — «) /'(z) habra, .
por lo menos, 1 cambio hasta el coeficiente de

z® %, hasta el coeficiente de 22+ ' habr4 2 cambios,

por lo ménos; hasta el coeficiente de z° T *, tantos
‘cambios, por lo ménos, como haya en la f(#). Mas,
segun la hipdtesis, @, tiene el mismo signo que
@, : lueg'o en la funcion (z—a) 7(2), hasta su 1iltimo

término — atty, existird un cambio més, por lo mé-

nos, que en f'(z).
Por el contrario, en (# +«) f(2) habra, hasta el

coeficiente de 2? ™ i, todo lo més 1 cambio; hasta

‘el coeficiente de 27 1, a lo mas 2 cambios; y hasta
el coeficiente de o° T 1 tantos, & 1o sumo, como haya,
en /(). Y solamente en el caso de que no haya un
cambio en el coeficiente de 2° T *1o habri en Ia
funcion (z <~ o) f(#) hasta su dltimo término.

Luego: ¥ —» —1y » — w no son negativas. Si
los coeficientes extremos @ Y@, tienen el mismo
Signo, » y w son pares y % impar; cuando @ y &, ten-~
gan signos diferentes, o y w serdn impares y % par.
Y, por consecuencia, siempre la diferencia % — ¢
sera impar, y la diferencia » — m par.

II.—Si la ecuacion f(z) = 0 tiene las raizes posi-
tivasa,... a ,la funcion |
J(#) = (& — %)« .. (& —a)o(a) tendra % cambios, por
lo menos (I). Y reciprocamente:
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Regla de Descartes (*).—Si en f(#%) hay » cam-~
- bios, la ecuacion f(#) = 0 no tendra mas de » raizes
positivas. Si en f( — #) hay »” cambios, la ecuacion
J (@) =0 no podra tener mas de »” raizes negativas
(que son positivas de la ecuacion f(—2)=0).
Y de resultas, la ecuacion f(#) =0 no podra tener

mas de » -+ 2" raizes reales.

Esempro. f(#) = &4° -+ 3z — 5 tiene 1 cambio;
J{— @) no tiene ninguno; y, por consecuencia, la
ecuacion f(#) = 0 tiene, 4 lo sumo, 1 raiz positiva,
y ninguna negativa. En efecto, la discriminante
de la ecuacion propuesta , (— %)ﬂ—{— 1° = '7% , €8
positiva.

III.—Si entre los coeficientes de f(#) ninguno es
cero, en f(z) existirn 7 — » permanencias de sig-
nos (no—cambios), 4 las cuales corresponden los
cambios O variaciones existentes en f{ — ) ; y, por
lo tanto, » + o' = . |

Si en f{z) hay 2% coeficientes seguidos nulos (lo
cual significa que en () faltan 24 términos conse-
cutivos) el hueco ¢ laguna que tales términos de-
jan sera limitada por dos términos: uno de los cua-
les contendra una potencia par de # , y el otro una
potencia impar; y los signos de estos dos términos,
por lo tanfo, constituiran un cambio, bien en f(#),

(*) Esta regla, cuyo descubrimiento se atribuy6é &4 Harrior
por WavLris, LeisNiz v otros, aunque no se hall6 entre sus es~
critos postumos (Kriger, math. W. I p. 50 y sig., II p. 435) fué
publicada incompleta y sin demostrar por DescArTES (Geome-
tria III). Su rectificacion y demostracion se deben & Gauss,
1828, J. de Crelle, 3, p. 1. Véase el Algebra de CHOQUET y MAYER,
392 vy sig.
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bien en f( — 2). Mas, en lugar de este sélo cambio,
se obtendran en las dos funciones f(z), y /(— @),
8i se rellena el hueco con 2% términos de coefi—
cientes arbitrarios, 2% 4+ 1 cambios. Luego 2% es
el nimero complementario de » -}- #" respecto de 7,
0 bien, sera » v = n — 24.

Si en f(z) faltan 2% --1 términos consecuti-
vos, los dos términos que limitaran la laguna que
aquellos dejan, comprenderan dos potencias pares,
0 dos potencias impares de z; y sus signos, por lo
tanto, constituiran un cambio, ya en f(2), ya en
/(— @), 6 en ninguna de estas dos funciones. Mas,
si rellenamos la laguna producida por la falta de’
los 2% 41 términos consecutivos con otros tantos,

. de coeficientes arbitrarios, entre las dos funciones
J@) y/{—#) contaremos 2% +4-2 cambios. Luego
al numero » + ¢ le faltard 2%, 6 2% -2, para valer
7, segun que los términos, limites de la laguna,
tengan signos diferentes, 0 signos iguales: siendo
v+4-v'=n—2%k, en el primer caso; y v+v'=n—2%4—2,
en el segundo.

84. 'De la funcion entera # de la variable 2z, y de
su fluxion %, se deduce, por divisiones sucesivas,

la série finita de igualdades (17):

¥ W0, Ry S 0GRS0 g,
i ek o SR Y Gl — G
e caksak ik Yo 2ada %

L L L] L L |l MBS CRR Ll UL ]

La primera de estas séries expresa las ecuacio-
nes que se obtienen para hallar el maximo comun
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divisor de las funciones » y #%,. Pero, si, hallado el
primer resto #,, le cambiamos el.signo y'le toma-
mos asi modificado como divisor-de #, ; y hacemos
lo propio con el resto %, de esta segunda division,

y con todos los sucesivos, obtendremos la segunda
série: lo cual significa que esta segunda série se
obtiene sustituyendo -

W W,  — Uy —1&3 U, ‘3& '—-'?J«ﬁ -—-‘E&?..

respectivamente. La série de las funciones v, v,
v, .... o lleva el nombre de Série de STURM.
Ast, por ejemplo, dividiendola funcion z°—20—4

por su derivada 32" — 2 (para lo cual se multiplica
aquélla por 3) se obtiene el resto — 42 — 12, 6 bien
2 3 (despues de cambiado su signo y de ser di-

vidido por 4). Dividendo 3" — 2 por # + 3 se obtie-
ne el resto — 25 (despues de cambiado el signo).
Luego las funciones

P P R g T
constituyen una sérée de STURM.
Si el término final, v, de la seérie, es indepen-
diente de z, las funciones » y v, no tendran divisor

comun, dependiente de #. Siwv_esta contenida en
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v _.,aquella sera el maximo comun divisor: de »

L
y ,. Para un valor real, dado, 2, la série de STURM
contiene un conjunto determinado de variaciones
de signos (83) que depende de z y varia solamente
cuando # traspasa de un valor que anule su primer
término .

1.—Si # adquiere un valor ¢, para el cual no se
anula el primer término », 6 no es »(8) = 0, pero se
anula otro, intermedio, »., el numero 6 conjunto de

cambios en la série de STurM permanece invariable.
DeMOSTRACION. En el supuesto 2.(3) =0, no

T
puede ser cero el termino anterior v 1(3) ——7. ., OF

porque, si lo fuera, lo serfa tambien #(¢), contra la
hipotesis.

Pero sabemos (14) que (8 + 4) tiene el mismo
signo que ¢(8) siempre que % sea suficientemente
pequeiio; y, por consecuencia, tanto para %=0—1/,
como para # =298-+ /4, tendran »__ y o, . SIgnos
diferentes. Luego, en el uno y el otro caso, tendra
1, série de SturM el mismo numero de variaciones.

II.—Si & creciendo llega al valor «, por el cual
se anula el primer término » de la série de STURM,
esta série perderd un cambio de signo.

)*g(a),

DemosTrRACION. - En la hipdtesis 2= (m; 2
tenemos (81):

O ke s gile)
g @)

(7 Ji—

que toma para # = & — £ el signo negativo, y para
z— oA el positivo, siendo % suficientemente
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pequeno. Luego la série consabida, cuando B=0—Ff,
comienza con una variacion; y, cuando z = « ~+ £,
comienza por una permanencia de signo.
1III.—Si creciendo # pasa por % valores que anu-
len el primer término, v, de la série de Sturm, esta
serie perder4 Z cambios de signo. Reciprocamente:
Teorema de Sturm (*). Cuando la série de Sturm,
correspondiente 4 una funcion entera, dada, para un
valor dado de la variable, presente % cambios de
signo ménos que para otro valor dado, més peque-
o, de la misma, entre estos dos limites (valores da-
- dos) existen £ valores diferentes de la repetida va-
riable, por los cuales se anula la funcion propuesta
(una 6 varias veces).
La serie de Sturm

" —2% —4,3" 2,043 — 9
para # = — o, 0, + o presenta 2, 2, 1 cambios de

sIgno respectivamente. Luego la ecuacion 2°— 924
— 4 = 0 no tiene mas de una raiz real, que es la raiz
positiva 2. Y, en efecto, la discriminante de dicha,

. 8 o
écuacion es 4 — — (positiva).

85. Cuando el valor (complejo) # de la variable
varie de tal modo que su punto M, sobre el plano
de representacion (ARIT. UNIV. 85), recorra, yendo y
viniendo, una linea dada, el punto /V que repre-
senta el valor correspondiente de una funcion uni-
forme f(«), recorrera del mismo modo la linea cor-

(*) Comunicado por Sturm 4 Ia Academia de Paris en 1829
Bulletin du Férussac XI, p. #19. CHOQUET ef MAYER Algébre 427

Y sig. V. el Tratado del Autor sobre las determinantes, 4.* edi-
cion, p. 465.

k
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respondiente; y, si M recorre por una vez una linea
cerrada, tambien serd cerrada. la linea correspon-
diente, recorrida por V.

La superficie limitada por una linea cerrada, que
no se corta & si misma, se llama celda (Pranmm. 77).
El perimetro de la celda sera recorrido de modo que
caiga ésta siempre 4 la orilla izquierde de aquel;
contandose como positivoslos angulos descritos por
el giro hacia la izquierda tambien.

Cuando el punto M recorra, yendo ¥ viniendo,
una linea, sin tocar en el punto fijo &, 6 recorra
una linea cerrada, cuya celda deje fuera & dicho
punto &, el lado S M describira angulos cuya suma
os cero. Pero, si M recorre una linea cerrada cuya
celda contenga al punto §, el lado SM describira
sdngulos cuyos arcos dan por suma 2.

Designando por 4, B, C,... los puntos repre-
sentativos de los valores ¢, By deln variable,
para los cuales se anula una funcion entera dada
A, ., V... VECES respectivamente, 0 sean, 10os puntos
representativos de la raiz A-ple a, de la p—ple B, de
la v-ple v... de la ecuacion f(z) =0, claro es que
los puntos representativos de los valores correspon-

dhientesf(u]?f(p),f(y) ..... coinecidiran con el punto

origen O. |
- 1.—8i el punto M recorre una celda que no con-
tenga ninguno de los puntos 4, B, C...., el mo-

dulo OV del punto correspondiente 2V describira
4ngulos cuya suma €s nula.

DEMOSTRACION. Supongamos descompuesta la
colda dada en celdillas suficiente mente pequenas.
Si M, proximo suficientemente al punto represen=
tativo del valor ¢, recorre la celdilla en que se
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halla este punto contenido, el punto &, 4 una pro-
ximidad arbitraria del punto 7, correspondiente 4
Jf(¢), describird una linea cerrada /. El punto O
que, en la hipotesis de no ser f(¢) nula, distara del
7' una cantidad finita, se hallard enteramente fuera
de la linea /. Y, por consecuencia, OV describira
angulos cuya suma es nula.

Si M recorre sucesivamente todas las celdillas
parciales, ONN describird angulos cuya suma es
nula. Asi recorre #/, yendo y viniendo, todos los
caminos interiores, y da la vuelta una vez 4 la cel-
da dada. Pero, cuando M recorre de ida y vuelta
una linea, describe O/ angulos cuyasumaes nula.
Luego tambien, cuando M recorra la celda dada,
describird OV 4ngulos cuya suma es nula.

II.—Cuando el punto M recorra una celda, en que
se halla contenido el punto 4, pero ninguno de
los puntos restantes B, C, ..., el mdédulo O del
punto /V describird angulos cuyos arcos dan la
suma 2mA.

DEeEMoOSTRACION. Separemos de la celda dada una
celdilla parcial, suficientemente pequefia, que con-
tenga al punto 4; la otra parte de la celda dada que-
dara convertida asi, mediante un camino interno,
en una celda en que ya no se hallan ninguno de los
puntos 4, B, C, ... Ahora bien, cuando J, sufi-
cientemente proximo al punto 4, recorra la prime-
ra celdilla parcial, el lado 4AM describird angulos,
cuyos arcos dan de suma 2r; y /V describird una
linea cerrada 4 una proximidad arbitraria del pun-

to 0. Mas, segun la hipétesis, es f(z) = (z m)l g(@),
y esta funcion puede ser expresada, con un error



— 164 —

arbitrariamente pequefio, por (» — a)}‘g(a]; el arco
de este tltimo nimero sobrepuja al arco de g(«) en

el arco de (@ — u)}‘,estcr es, en el arco A-ple de (@ —a).
Luego ON describird angulos que valdran A veces
tanto como los descritos por AM, y cuyos arcos,
por consecuencia, dan de suma 27wA.

Cuando M recorra la otra celda parcial, O/ des-
eribira dngulos cuya suma es nula (I). Cuando K
recorra sucesivamente ambas celdas parciales, O
bien, la celda dada una vez y, todos los caminos 1n-
teriores de ida y vuelta, OV describird angulos
cuyos arcos dan la suma 2. Etc.

I11.—Cuando el punto # recorra una celda que
contenga los puntos Ay B, pero en la que no seé
hallen los puntos restantes C....; imaginando un
camino interior que haya de recorrerse de ida y
vuelta, hallaremos que O IV describird angulos cu-
yos arcos tienen por suma 2=(A -+ p), etc. Recipro-
camente :

Teorema de Caveny (*). Cuando sobre el plano
de representacion, el punto M de la variable 2 re-
corra por una vez el perimetro de una celda dada;
y el punto correspondiente 1V, representativo de la
funcion entera f(#), sin tocar en el punto O, se
mueva de tal modo que el lado ON describa angu-
los cuyos arcos den por Suina ok, la celda dada

(*) CAUCHY comunicé este teorema 4 la Academia de Turin
en 1834, y fué publicado en el 7. de 1‘Ecole polyt. cah, 28 p. 476
en 1837. Entre tanto demostraba mas sencillamente STURM ol
mismo teorema (1836) en ol J. de Liowv. 4 p. 290. Véase la de-
mostracion de STURM Y LiouviLLE. J. de Liouv. 4 p.278; 12 de
Moieno. J. de Liouv. 5 p. T5; la de Sexray Algebre super.1p. 417,
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(dividida ¢ entera) contendra £ puntos de la varia—
ble, que anulan la funcion, y representan, por con-
secuencia, las raizes (diferentes 0 no diferentes) de
la ecuacion f(z) = 0.

Designando por Z el punto de 1, y por % el arco
del &ngulo ZON, esto es, el arcode f(#) = 7'+ + U,
sera fang ¢ = U: 7. Cuando ¢, subiendo (bajando)
pase por los valores =, 2=, 3= ..., fang ¢ pasara, su-
biendo, por 0, desde el campo negativo al positivo
(bajando desde el positivo al negativo) ; y, por con-
secuencia, el lado OV no podra describir angulos
cuyos arcos tengan de suma 24 sin que U: 7' se
anule varias veces, verificandose esto 24 veces mas
subiendo que bajando. Luego (segun CAUCHY) po-
dremos tambien contar cudntas méas veces se anula
U: 7 subiendo que bajando, mientras el punto de
la variable recorre la celda dada, para determinar
asi el conjunto de las raizes de la ecuacion f(2) =0,
contenidas en la misma.

[V.—Teorema de Gauss.—Toda funcion entera
Jflz), del grado 2°, es # veces nula para ciertos va—
lores separados 0 unidos de su variable z. La ecua-
cion f(#) = 0, del grado »°, tiene # raizes: en ge-
neral, diferentes; y, para coeficientes particulares,
no todas diferentes entre si.

DemosTrACION.— La funcion

n—1

@ a, .
f(m]='w"(aﬂ+ Peenit )

|
@ 2

en el supuesto de que 2 sea suficientemente gran-
de, puede ser expresada por ¢ &", y el arco de f(z)

porelarcode ¢ 2", con un error arbitrariamente pe-
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queio: de suerte que los angulos deseritos por ON
valdran 7 veces tanto como los descritos por OM.
Luego, cuando M recorra por una vez un circulo,
suficientemente grande, cuyo centro sea O, el
médulo ON describird angulos cuyos arcos dan la
suma 2r%; y, por consecuencia, la superficie del
circulo recorrido por M comprende # raizes de la
ecuacion f(z) = 0.

Este teorema fundamental de la Anilisis algebraica,
que era conocido dntes en ciertos casos particulares, pro-
curaron®demostrarlo- D‘ALEMBERT , HULER, ¥ LAGRANGE
(Mém. de Berlin 1746 p. 182; 1749 p. 223;1772 p. 222).

Gauss di6 la primera demostracion seguida de una eri-
tica acerca de todos los ensayes anteriores (Demonstratio
nova theorematis, ommnem Junctionem, €c. Helmstadt 1799).
Otras dos demostraciones publicé Gauss despues, en 1815
y 1816, en el tercer tomo de las Gottinger Commentationen;
y un nuevo trabajo sobre la demostracion primeramente
recordada (1849) en el cuarto tomo de las Gott. Abhandlun-
gen (Obras—tomo 3). Despues de haber patentizado LE-
GENDRE (Theorie des nombres. 119) 1a sucesiva disminucion
de f(z), fund6 Caucay 1821 su primera demostracion en
la hipGtesis de que existia un minimo para el mdédulo de
#lz), probando luégo que tal minimo 1o s diferente de
cero. (Anal. alg. c. X. Véase: SturMm en el lugar 4ntes ci-
tado y en el Algebra de CHOQUET ¢/ MaYER §. 378); y su
segunda demostracion, sobre el teorema por él mismo es-
tablecido (III).

86. Siempre que f(¢+ ) = 1+ ¢ U, contendra
7 solamente potencias pares de %,y U solamente
potencias impares; y, POT conse cuencia, 7'y U:u

: 2
geran funciones enteras de 2y % .
Las raizes no reales de la ecuacion f(#) =0 se

A
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obtienen, mediante las soluciones del sistema 7'=

y U: % =0, para las incognitas 7 y %°: las cuales se

componen 0 constan de un valor positivo ' y del
correspondiente valor (real) £. Pueden obtenerse
aproximadamente por un método anélogo al de
NEwTON (99).

Gauss (1849) trazd un circulo, fuera del cual no
existen puntos representativos de las raizes de una |
ecuacion dada. Sea, pues,

Sfl@) =" 4 42" + Ba" T +

y designemos por 7, @, &, ... los médulos y por
p, @, B, ... los arcos, correspondientesa, 4, B, ...
respectivamente. Entonces seran:

T = 1"cos np + ar™ "

cosp, + b 2 cos By o oe
U= r"senne + ar™ 'sen B, br" 2 sem oyt - -

p, =0+ (n—1)p, py =B~ (n—2)p, .

: 2
Ahora bien, por ser cos np + .5'8?%»2?39 =1\ entre
los valores de cos np, — cos np, Sennp 'y — Sen ne,

habr4 uno, no menor que V=, esto es: mayor 6

g 32
igual & V— Haclendo, pues, cos np Z\/—]i la fun-

cion 7', que puede evidentemente esonbwse en esta
forma:

en su primera fila contiene términos positivos ex-
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clusivamente ; y su segunda fila es, para » = 0, ne-
gativa; para 7 = w0, positiva; y nula, por conse-
cuencia, para 7 = £; mas no para mas valores de
7, en atencion a que sélo existe en dicha fila un
cambio de signo (83). Luego, si#» > 2, serd 7 po-
sitiva. y 7'+ 42U no serd cero. Y del mismo modo,
si 7 > R, bajo las condiciones

—*CﬂSﬂin%, é‘eﬂﬂpi\/lﬂ- 0 --36%%92\/%

se encuentra que — 7', U 6 — U son positivas ; y,
por consecuencia, ete. ete.

87. Siz'=yw, ¢ =1, seran 2, zp, ... a:p”'_l los

valores conjugados de la raiz #" de . Por manera
ue
1 n—1

w=a,+aev+...+a

es una funcion ¢7racional! w-forme de y, cuyos

valores conjugados se obtienen sustituyendo # por

zo, mpﬂj B mp“'"l. Estos valores conjugados son las

raizes de una ecuacion del grado 2° con coeficien-
tes racionales. Para obtener esta ecuacion, forme-
mos las siguientes :

2
2 2

ﬂi—lﬂi

ate. Y del sistema con % ecuaciones

9
czﬂ U alm+aﬂx 4 .=

: .
aﬂ_ly e 122 (ﬂo—-—%)&? |- @, @ n—{— i s e =1
o, o By o =0




_ i ARG
Et cetera, etc., se forma la determinante

ﬁﬂ ' 651 &12
a A% 3” ‘I‘ TR % ﬂ .. -

M=y " - =0
@ Y@ Y a—u% ..

La cual, igualada con cero, es la ecuacion del

: : : ;
grado »° para la incégnita %, cuyas raizes Wy s Uq,

e o v 2% SOL los valores conjugados de . En la deter-

minante y () tiene %" el coeficiente (—1)*, y #° el
coeficiente y(0) ; mas si se divide y(0) por el coefi-

ciente de %" se obtiene (74) el producto de las raizes
de y(#) =0 multiplicado por (—1)%, es decir:

(—1)%% ... % =%(0): (—1)°

Luego la funcion racional de % representada por
%(0) es el producto de los valores conjugados de #,
y se llama por esto la Norma de la irracional u, de-
signandose por Nu (27).

KJEMPLOS :
; g 2
Siz” = y la férmula @,+ar + ax tiene la
norma

3 3 2 2
1 =ﬂu——3ﬁbﬂdlﬂa§/+ﬂ1§/+$ﬂy
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Si [3& = 1, la formula @, + .ﬂ&lﬁ _i_-%ﬁz |~ @33 tiene
la norma |

Gy &y U g | = a; _4%2{31 @, +4a;0 azgaﬂz — tE;
| @ @y 4y &, —Qafa,: —]—Qafa:

g 43 4y &, +4a, af a,— 4a, a:: @,

R LR — ,.;;1“ sl t?};

S [(%_‘32)2 s (‘?’1 o ‘33)2] ("‘zﬂ dea ot e ‘33)
(2, + @, + a,+ a,)

La norma de ¢ Zsl\g/a; —- c;g/ z d;g/ z es divisi-

ble por la norma de @ - Ec-"\g/fu“ﬁ—]— c{z/w "t i 2 (Véa-
se Meier Hirscu Aufy. aus der Theorie der aly.
Gleichungen, 1809, § 96 y siguientes).

II.—Cuando # sea una funcion de varios radica-
les, se forma primeramente la norma de la misma
respecto de uno de ellos, 1ascual sera una funcion
de los radicales restantes; y asi sucesivamente. La
norma de % sera el producto de todos los valores
conjugados de w.

A L y
La férmula l/p -}~ |/ q -+ |/r tiene Juv valores
conjugados, cuyo producto es una funcion entera

dep, gy,
La férmula v/ p + Vg +V/r+ ... tiene nan . ..

valores conjugados, cuyo producto es la potencia 2*
de una funcion entera de p, ¢, #...,y la norma de
la férmula dada. Si designamos por y, un valor de

-
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la férmula /¢ + /74 ...,y por§ una raiz propia
n® de 1, los productos y, B, ykﬁﬂ, e g/k[ﬂ“'l seran
otros valores de la misma formula. Y, s1 por 2 re-
presentamos un valor de la 2° potencia de p, la

norma de la férmula ¢+ /¢ + /7 + ... sera el
producto

($+J'i )($+3’1{3)
(# + 9,8) (m—[—yﬂtﬁ)....

El cual es una funcion entera, no solo de ¢, 7,. .
sino tambien de #” ¢ de p; en atencion 4 que (74).

(ﬂ? -+ yhﬁ) (ﬁ S ykﬁg) i ({g _!_-ykﬁ 'ﬂ) B (_yh)n

Estasnormas fueron estudiadas por Mésrus (/. de
Crelle3 p. 17) y por ForsTEMANN (/. de Crelle 8 pa~
ginas 317 y 14 p. 236).

El problema de deducir de una ecuacion, que contenga
funciones irracionales de la incégnita, otra ecuacion, de
la misma amplitud y sentido, con términos racionales, fué
propuesto por FErMAT 4 los matematicos “de su tiempo.
(Cartesii apist. t. 3 p. 304). DESCARTES (lugar citado) indicé
un ensayo de solucion que no tuvo éxito. FERMAT (Opp. pa-
gina 60) y NEwTON (Arith. univ. p. 64 ed. Lug.) advirtie-
ron la posible resolucion del problema, reduciéndola 4 un
sistema de ecuaciones no lineales. Que el producto de to-

dos los valores conjugados de una férmula algebraica es
racional, lo demostré RULER primeramente (Mem. de Ber-
lin 1748 p. 234), y en otra Memoria posterior 1764 (Nov.
Comm. Petrop. 9, p. 70). Lamserr, funddndose en el
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procedimiento de EULER, resolvi6 (Beilrage 11, p. 202) el
siguiente problema: deducir de una ecuacion dada otra

ecuacion, cuyas raizes sean las potencias #” de las raizes
de la primera. V. Meier HirscH (lugar cifado) y SCHONE-
MANN (/. de Crelle 19 p. 234).

88. Supuestas las ecuacionesz” =g, ' =1, la
formula

S@) =a,+ax+...+a &

tiene la norma F(@o) /(o). .. f@s” ") f(@) : la cual
es una funcion del mismo grado respecto de la in-

cégnita ». Para n = 2 lanorma f{ — ) /(#) sera una
funcion de z°; para ¢ = 1, la norma, /(zp) f(a;pﬂ)j(ﬁ)

serd una funcion de #° ete. Sifes nula su norma lo
es tambien: v 4 cada raiz de la ecuacion /= 0 para
2, corresponde una raiz de la ecuacion /V/ = 0 para

y, que es la n” potencia de la raiz primera. De estos
principios generales se deriva el procedimiento

para deducir de la ecuacion

(%) = ammm |- mm_im”"i 4o =0
la ecuacion
S, (@) =286 a" + &m_l_m’"’i e Ve

cuyas raizes son los cuadrados de las raizes de la
primera: caso, el mas sencillo entre los de su espe-
cie, que puede presentarse. De acuerdo con ellos, en
efecto, se obtiene la funcion trasformada f,(z), mul-

tiplicando la propuesta f(2), por f( — ), 6 por
— f{ — #); y reemplazando luégo el cuadrado " por
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2. De este modo se hallan entre los coeficientes de

la funcion trasformada y los de la primitiva las si-
guientes relaciones:

2
b =—a —1—2¢3m¢

m—1 m—1 —a

b —=ta 9 .a Rae a

m—2 m— m—1 m— m m—%

O .=—a ﬂ-—%_m a —20 @ -|~2a:szz

m—3 m—3 m—2 m—4 m—L m—o n—0

La regla que de estasrelaciones se desprende
para formar los coeficientes de f,(#), mediante los
de f(z), subsiste 4un cuando la funcion f{z) no sea
-completa, con tal de considerar como nulos los coe-
ficientes de las potencias de laincédgnita que falten.

De f,(¢) se deduce, por el mismo procedimien~—
to, /,(@), que igualada con cero nos dara la ecua-
cion f,(#) = 0, cuyas raizes son los cuadrados de
las raizes de la ecuacion f () =0, y, por conse-
cuencia, los bi-cuadrados de las raizes de la ecua~-
cion primitiva f(z) = 0.

Una de estas ecuaciones deducidas, cuyas raizes
sean potencias suficientemente elevadas de las rai-
zes de la ecuacion dada, sirve para determinar los
médulos de estas tltimas raizes por érden de sus ta-
mafios, 4 saber: primero, el médulo mayor; despues
el inmediatamente menor, y asi hasta el infimo; se-
gun el excelente método, ideado por GRAFFE ( Auflo-
sung der hohern nwmerischen, Gleichungen, Zurich
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1837) y completado por ExckE (*) (Asiron. Jarhbuch
1841 v J. de Crelle, 22, p. 193). Véase sobre este
asunto: DAN. BErRNouLLl de seriebus recurr. 1730;
Comm. Petrop. t. 3; KLveeL math. W. 4, p. 341 y
siguientes; Jacos1 J. de Crelle, 13, p. 349.

89. I—Admitiendo que g(#)=0+b,0+....~+b &"

y que los valores deducidos para z de la ecua-
eion g(#) = 0 sean B, B, .. B ,lafuncion algebraica

n

n-forme (de 2z términos 4 lo sumo):
f@)y=a,+ar+ ...+ amm“

serd una raiz de una ecuacion determinada del
grado %°, cuyos coeficientes son funciones enteras
de los coeficientes @ y &. Para obtener esta ecua-
cion, respecto de la incognita f, se forman las #
siguientes :

aﬂ——f—}—a:alm—l— aﬁmZ—ﬂL... =
(ﬁ&n-—f)ﬁ-—}*&ilﬁﬂ—h“.. =
(B 2B ) A e —
4 las que se agregan las 7 identidades
2
bu+b1m+&ﬂi“”“ = ()
5D$+a'1$ﬂ—— &S #ﬂ
b o Lo =0

lllllllllllllllllllllllll

(*) Traducido al castellano, y explicado atn més, por Don
Miguel Merino ( Resolucion general de las ecuaciones numeéricas

por el método de Griffe. Madrid 1879. (N.del T.)
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La determinante del grado (# -+ m)° del sistema
~ constituido por las unas y las ofras, & saber:

% '""f 2 Yy
2 % o 47 Uy
# * aﬂ ——f ﬂl 32
o(f) = : .
3)0 51 Zaﬂ
* Ziu 51 Z?ﬂ

es nula: y la ecuacion consiguiente ¢(f) =0 es
del grado #° respecto de f y tiene por raizes

8,), SB), ---- J,): por lo cual es la que bus-

camos.
II. En la determinante anterior ¢( /) la poten-

cia 7" tiene el coeficiente (—1)"4"; y ya sabemos (74)

que, dividiendo por este coeficiente el valor parti-
cular ¢(0), se obtiene para cociente el producto

por (— 1)* de las raizes de la ecuacion ¢(f) = 0; de
lo que resulta :

5 F@,) .- F(B) = 9(0)
Estableciendo ahora la identidad
(@) = .-:sm(a: —a) ..., ( — « )
se hallan tambien las siguientes:

fB)—a B, —2) - B — )

lllllllllllllllllllllllllllllll
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Pero :

6 B, — @)y — @) .... B, —2) =(—1)g()
Luego,

9(0) =28"7(B8)/B;) ---S(B)
= (—1)"a" g(*)g(x)g(= )
=00 Do "oia | B B

Representando J( ... | ... ) el producto de las %
diferencias que se obtienen sustrayendo todas las «
de todas las B. ' _

III.—El producto de los valores conjugados
S@®,) .- JB,) por b”; 6 el de los valores conjuga~

mn i

dos y{ml) g(mm) por{—1)-"a"; 6 el de todas las

diferencias B —a por @ 67, es ¢(0). Y esta funcion

es una forma del grado 2° de los coeficientes @, y
una forma del grado m° para los coeficientes 0, que
se llama la Resultante de las funciones f(z) y g(«)
respecto de la variable B

Si, por ejemplo, los coeficientes ¢ , & ., &

BoEy
ylogd b ..,0 ,..-500 formas dey, z,de 0,1, 2 ...
dimensiones: v, por lo tanto, /() y ¢(«) son for-
mas de #, ¥, %, aquélla de 7 dimensiones, y esta
de 7, su resultante ¢(0) serd una forma de y, 2, de

ey

() EuLer [Mém. de Berlin 1748, p. 23%). Véanse: SALMON
(Higher plane curves, p. 295; v el Tratado del autor sobre las

Determinantes, § 11).
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mn dimensiones. En efecto, sustituyendo ¢, ¢ por
yt, 2t, los coeficientes

e 0

""'].j m—ﬂ T ﬂ,_l? ﬂr_.,ﬂj ripher s

@ , @
e i
se convierten respectivamente (19) en los siguientes:

Pode B b o P

m—32 ° n—1"? p—9 ?

@, @ l,a

e m—1 ’

Al mismo tiempo Gy gy =+ o [31? ;325 ... Se con-
vierten respectivamente en

a:lt, mzfj s ﬁlﬁ, @ﬂt, S
(74 y 46). Luego el producto de todas las mn dife-

‘rencias B —« contiene el multiplicador ", ¢ bien:

¢(0) se convierte en £""¢(0); y la ecuacion o(0) =0 .
es para la incognita ¥ : z del grado ma°.

S1 la resultante (0) desaparece, se anulara
tambien una, porlo ménos, de las diferencias 8 — «;
y las funciones f(#) y ¢(#) tendran enténces un co-
mun divisor 4(z), cuyos coeficientes, en virtud del
sistema f(z) =0, zf(e) =0, ... v g(@) =0,
zg(@®) =0, ..., son funciones enteras de los coefi-
cientes ¢ y 6. Calculados todos los valores de #, por
los que ¢(0) se anula, de la ecuacion A(2) =0 se
deduciran los correspondisntes de 2 que satisfacen
simultaneamente & las ecuaciones f(2) =0 y
g(@) =0 (45). _

90. Para formular el maximo comun divisor de
las funciones enteras,

= LA et 8 4
f—aﬂ—[—alfc @& a8 + ax

g="0,~+ 02+ 52;13% —+ &Bma
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: S 8.8
de las funciones 7, zf, 2 1, ¢, 29, ¥ ¢, % ¢ se forma
primeramente la determinante

Go o Gy Gy W
B Y 10 Oy &
Dy U Gy @ 24
B
bs 80y, Oys 0
o b b, b,
b b oy
bl 00 b,

Despues, de las funciones f, «f, ¢, @7, :z:gg se for-
ma la determinante

t.?zﬂ_l_t@iﬂ? tﬁﬁﬂ 4/ 4/

3 4
@ o @y Ay 533 ﬂ?ié_
£ ek S
8= b, wod o iidpi 8, Qo ?
b b, b, 0,
By ol b

0 i 2 3

Luego, del sistema 7, g, @7 se forma la determi-
nante

9
&y + @47 e %,ﬁ & @,

I %'Z’+T9;+'T 7
£ by + 6@ ngﬂ 0, § ol !

2
E}ﬂg} o 51.1? 5% | 53
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Y asi sucesivamente cuando /'y g sean de gra-
dos superiores. Si 4 las primeras columnas de estos
sistemas se agregan las siguientes, multiplicadas
por potencias correspondientes de #, las determi-
nantes permaneceran invariables. Desarrollando
las determinantes de los sistemas asi trasformados,
segun los elementos de las primeras columnas, en-
contramos: N

K—Pr -+ Qg
D= B+ g
I'=Pf+ Gy

Expresiones que manifiestan que todo divisor
comun de /'y g esta contenidoen B, S'y 7.

Si £ noes nula, las funciones /'y ¢ no tendran
divisor comun, dependiente de 2. Si =0, y § no
es nula para todos los valores de #, las funciones
Sy g tendrén el méximo comun divisor de primer
grado 4. Cuando £ = 0, y 8 = 0, para todas las #;
pero 7' no lo es para todos los valores de @, las fun-
ciones /'y ¢ tendran el méximo comun divisor de
segundo grado 77 etec. Toda solucion del sistema,
£ =0, §=0(6 del sistema B = 0, 7= 0, cuando
§' = 0 sea una identidad) es solucion tambien del
sistema f = 0, g = 0.

OBSERVACION. De dos funciones dadas £y ¢,
la primera del grado m° y la segunda del grado #°,
respecto de #, que no tengan divisor comun, puede
Ser compuesta una funcion dada ¢, del grado
(7+n—1)° 6 de grado inferior, con auxilio de mul-
tiplicadores determinados, p y ¢, de los grados
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(n — 1)°y (m—1)° respectivamente. En efecto, del
sistema de 1-+n-+m filas

2
o= CF @+ C¥ + ...
2
S=a,+ as+ @,
2
zf = @,T + @, % +
8. v 2
Zf == ; a,%" ~+

g=58 + bo+ bz + ...
rg = Erﬂm—}-blmg-}« e

se deduce para todas las 2 la determinante

zf @ @,
- — 0
gl b0,
zg o 18

La cual, desarrollada segun los elementos de la
primera columna, nos da :

Ro—pf—q9 =0,y Re=p/+ 19

UBBNATIVO DE LA JU ITA
BE INTERCAVBIO WY #BGUISICION DB
p" : i Y L F I, . 'i_
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